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PRZECZYTAJ WIECEJ
1. Liczby rzeczywiste Przy kazdym dziale znajdujg si¢ odnosniki do oméwienia zagad-

2. Wyrazenia algebraiczne L : »
nien teoretycznych w publikacji Teraz matura. Vademecum. Mate-

Vad , . 16-21, ' s. 37-3 o
edemecum, 1%, 1621, 1 378 matyka. Poziom rozszerzony, Nowa Era, 2015.

Kazdy dzial pierwszej czeéci zbioru zostal podzielony na zestawy:
Zestaw A - zadania powtdrzeniowe,

Zestaw B - zadania zamkniete,

Zestaw C - zadania z kodowang odpowiedzia,

Zestaw D - zadania otwarte.

W drugiej czesci zbioru znajduje sie 10 zestawdw maturalnych.

Czeé¢ trzecia zawiera odpowiedzi do wszystkich zadan oraz modele rozwiazan zadan otwar-
tych.

W sekgji ,,Schematy oceniania zadan otwartych” przedstawiono na przykladach kryteria oce-
niania zadan otwartych.

Zbior koncza uaktualnione tablice wzoréw matematycznych Centralnej Komisji Egzaminacyj-
nej (CKE). Tablice te bedg dostepne dla uczniéw na egzaminie maturalnym.

)

Symbolem 'kt oznaczono zadania pochodzace z ,Informatora CKE’, , Przykladowego arku-
sza maturalnego CKE” lub z matur z lat ubieglych. Rozwigzania tych zadan zostaly opraco-
wane na podstawie materialéw CKE.

Symbolem <t »:. oznaczono zadania pochodzace z matur CKE z danego roku (2015-2018).
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PRZECZYTAJ WIECEJ

1. Liczby, zbiory 0 T
| wartosc bezwzgledna

Vademecum, 1.s. 16-21, 2. 5. 37-38

Zestaw A. Zadania powtdérzeniowe 4 odpoiedzl
1. Oblicz.
a) ((\/E+2)% (\/_ 2)%) -cos £ 71 c) 3'°g927+log%9—\/510g316
o S g (o5 )
0,57 ¥4 € logy 0,5 - log,,2 — 12: (-21)
2. Oblicz.
1 112
3) (Va-vVi5-Va+/15) 0 [(2\/5_\/7)7+(2\/§+\/7)2]
b) \/2(2—2\/5)2+\/2(2+2\/§)2 d) V11-6V2+V11+6v2

3. Wykaz, ze zachodzi réwnos¢.

a) V13-4V/3+/4(7-4V3) =3 O Ve-2v5+2(¥5+1)=(1+¥5)"

b) V9-4v2+1=-4 V2_1_3[5vV2-7
) V2 V2 9 V2+1 \ 5v2+7
4. Usun niewymiernos¢ z mianownika.
6 V6 3 1 2
a b) ——— c d e) ———
‘s Y e YTwm 7
5. Upros¢ wyrazenie.
x+y x-)
a) , X, ¥>0 ) , X%
) \/i%y\/_, x,y>0 d) \/2x+2\/2x— —\/2x—2\/2x—1,x>1
X+VY
6. Wykaz, ze dla x> 01 y >0 prawdziwa jest nieréwnos¢:
a) 2xy<x’+y?, X7, o) 27"+%>2.

7. Uzasadnij, Zze suma:
a) trzech kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 3,
b) czterech kolejnych liczb podzielnych przez 4 jest podzielna przez 8,
c) pieciu kolejnych liczb podzielnych przez 3 jest podzielna przez 15.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Zadania powtorzeniowe

a) Wykaz, ze suma kwadratéw dwdch kolejnych liczb naturalnych jest liczbg nieparzysta.

b) Wykaz, ze szescian sumy dwdch kolejnych liczb nieparzystych jest podzielny przez 64.

Dana jest liczba trzycyfrowa x. Liczba y powstaje przez zamiang cyfry jednosci z cyfra
setek w liczbie x. Uzasadnij, ze réznica liczb x i y jest podzielna przez 9 oraz przez 11.

Znajdz dwie liczby naturalne podzielne przez 31, ktérych suma jest rowna 155.

Rozléz dang liczbe na czynniki pierwsze.
a) 180 b) 864 c) 924 d) 2520

Oblicz najwigkszy wspolny dzielnik oraz najmniejsza wspdlng wielokrotnos¢ liczb x i y.
a) x=8,y=52 c) x=20,y=135 e) x =504, y=>588
b) x =24, y=64 d) x=22,y=125 f) x=12, y=1680

a) Przez jaka liczbe nalezy podzieli¢ liczby 331 i 459, aby w obu przypadkach otrzymac
reszte z dzielenia rowng 11?

b) Przez jaka liczbg nalezy podzieli¢ liczby 589 i 667, aby otrzymac reszty z dzielenia réwne
odpowiednio 11 72

Wyznacz dwie kolejne liczby naturalne, ktoérych réznica kwadratéw jest réwna 65.

a) Wyznacz wszystkie pary liczb naturalnych a i b, dla ktérych a? - b% = 36.
b) Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych a i b, dla ktérych a® - b% =15,

Umie$¢ na diagramie (takim, jak przedstawiony na
rysunku obok) liczby naturalne od 1 do 10, jesli:
AuBuC={1,2,...,10}, AnB={3,4},
AnC={6,8},BnC=0, AN C={3,4,7,9}, C
B~ C=1{2,3,4}.

Wyznacz zbiory (AnB) \ Coraz (AN B)nC.

a) A=(-2;3), B=(-1;5), C=(-00;0)

b) A=(-00;7), B=(4;6), C=(2;00)

c) A=(2;4), B=(2;6), C=(-00;2)

d) A=(0;7), B=(~2;3)U(4;6), C = (—o00;-4) U(1;4)

Wyznacz zbiory (AuB)’, (AnB)’, A'nB’, A'uB'.
a) A=(-1;2), B=(0;4) ¢) A=(-1;0), B=(2;00)
b) A=(-00;4), B=(1;3) d) A=(1;6), B=(2;3)u(4;5)
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Wyznacz zbiory (A B)' oraz A’ \ B'.
a) A=(-2;4), B=(0;00) b) A=(-00;5), B=(-1;2)u (4;6)

Wyznacz zbiory AuUB, AnBiA\B.
a) A=(-00;sin150°), B=(cos(-90°);tg240°)  b) A=(logﬂz\/§;9‘°&2>,B=(8‘%;8

win

)

Wyznacz zbiory AUB, AnBoraz A'nB’.
A={xeR:|x-1]=1-x},B={xeR: 2x-1|=2x -1}

Wyznacz zbior A\ B, jezeli A = (—\/Z-O,S‘%;6> iB={xeR:|x~1]>4}.

Korzystajac z wlasnosci wartosci bezwzglednej, wykaz, ze dla podanych wartosci x praw-
dziwa jest rownosc¢.

a) l6x_9"|6—44xl =6dlax#2

b) 3Vx2+8x+16 +V/36 - 36x +9x2 = 18 dla x € (—4;2)

) —W=2dlax>-2
- 2 -
d) V36 - 24x +4x* +|x 3I=3dlax¢3
V9 -6x+x?
Rozwigz réwnanie.
a) ||x|-1/=3 c) ||x+1|-3]=2 e) |x—1]+x|=2
b) [|x|+3]=1 d) [|x-2]+x|=4 f) 2x+2|+3x=]x|+2

Rozwigz nier6wnosc.
a) [5-|x[|>3 c) |x-2|-|x|<4 e) |x+3|-|x-1]>1
b) |lx+1]-x[<2 d) |x+5|-]x-2|<3 f) |x-2|-|x+3|>21+x

Rozwigz nieréwnos¢.

a) Vx2—dx+4+Vax2+4x+1<4-x b) 2vVx2+2x+1>x+4

Rozwigz nier6wnosé ||x + cos 60°] + |x — tg45°|| < 4.

Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktorych réwnanie |x — 1| = m ma dwa pierwiastki
réznych znakéw.

Zaznacz w ukladzie wspéirzednych zbidr rozwigzan réwnania |x + y| = |x]| + |y].

Zaznacz w ukladzie wspétrzednych zbiér rozwigzan nieréwnosci |y| < |x - 1.
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Zestaw B. Zadania zamkniete * odpowiec

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)

Liczba (\/_5+ 4+ \/_) (\3/5— 2) jest réwna:

A. log, 0,125, B. log, 0,25, C. log,0,5, D. log, 5.
Zadanie 2. (1 pkt) fCRE?ﬁFW
Dane sg liczby: a = ‘/_ ,b= T V8, d = i oraz k =27%. Prawdziwa jest rownos¢:
A. k=a, B. k b, C. k=, D. k=d.

Zadanie 3. (1 pkt)
Liczba przeciwna do liczby \/9 - 4/5 jest:
A. -2-./5, B. 2-/5, C. V5-2, D. V/5+2.

Zadanie 4. (1 pkt)

Dane s3 liczby x = 28V346 y= 24V3+5 Wowczas:

A. y=1V%, B. y=2\/x, C. y=4/x, D. y=8/x.
Zadanie 5. (1 pkt) (CKE 2015,

Na rysunku przedstawiony jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych spetniajacych nieréwnos¢
|2x - 8| < 10.

-1 k X
Stad wynika, ze:
A. k=2, B. k=4, C. k=5, D. k=9.
Zadanie 6. (1 pkt) (CKE 2015
Liczba (3 - 2\/3)3 jest rowna:
A. 27-24\/3, B. 27-30V/3, C. 135-78/3, D. 135-30/3.

Zadanie 7. (1 pkt)
Wyrazenie [2v/3 - x| - |x - /3| dla x € (2;3) jest réwne:

A. V3, B. 3./3, C. -2x, D. 33 -2x.

Zadanie 8. (1 pkt)
Kwadrat réznicy rozwigzan réwnania |%x - 1| =2 jest réwny:
A. 1, B. 33, C. 31, D. 7;.

\O|—

Zadanie 9. (1 pkt)
Ile rozwigzan ma réwnanie |2|x + 3| - 3| =3?
A 4 B. 3 G 2 D. 1
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzig ¢ odpowiedz

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)
608+ /6

Liczbe ==L zapisano w postaci m + n\/3, gdzie m i n s3 liczbami catkowitymi.

VB+V6
Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci liczby m — n. ED]

Zadanie 2. (2 pkt)

. (5,2-107%) - (5,1-108) . -9 -4 -2
Oblicz a = (17109 (13.107) 1b=((1§) :(8%) )(5%) )

Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci liczby ab. l:]:l:]

Zadanie 3. (2 pkt)

Dane sg liczby: k=3*-5-7-1151=25-3.5-13%, m=2%.5*-14in=2.7%.113 - 44. Liczba a
jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb k i /, a liczba b - najwiekszym wspdlnym dziel-
nikiem liczb m i n. Oblicz . Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigt-
nego otrzymanego wyniku. [D:]

Zadanie 4. (2 pkt) (CKE 2015
Dane s3 liczby a, b takie, ze a—b =4 i ab = 7. Oblicz a’b + ab®. Zakoduj w kratkach ponizej
kolejno, od lewej do prawej, cyfry: setek, dziesiatek i jednoéci otrzymanego wyniku.

Zadanie 5. (2 pkt)

Liczba r jest najmniejszg liczbg rzeczywista speiniajaca nieréwnos¢ T—\\j—g < V2. Zakoduj
trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby r. D:,:’
Zadanie 6. (2 pkt) {CKE]
Liczba n jest najmniejszg liczbg catkowita spetniajgcg réwnanie:

2|x + 57| =x - 39|
Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci liczby |n|. [__—[jj

Zadanie 7. (2 pkt)
Liczba a jest iloczynem wszystkich liczb spelniajacych réwnanie ]%Ix +1]- 4| = 3. Zakoduj cyf-
ry: setek, dziesigtek i jednosci liczby a. D:lj
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Zestaw D. Zadania otwarte e

~s.149

Zadanie 1. (4 pkt) (CKE]
2 -1,
Poréwnaj liczby a? oraz b%, gdzie a = [(2_ \/§)% +(2+ \/g)é] b= ;;_2 v

IS5

Zadanie 2. (4 pkt)
Wykaz, ze liczba \3/ V5+2- \3/ V5-2 jest catkowita.

Zadanie 3. (5 pkt) :
Uporzadkuj rosnaco wartosci a, b, ¢ i d, jezeli: |1+ 3a[+ /2 < % b= \/Ek)gz ’

¢ =sin390° + c0s540°, d =/ 12—8\/_—%l5—4\/§|.

Zadanie 4. (3 pkt) (CKE 2015)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnos¢ x*

—x*-2x+3>0.

Zadanie 5. (4 pkt)
Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej k liczba (k> + k2)(k? + 3k + 2)(k + 2) jest podzielna
przez 36.

Zadanie 6. (3 pkt) (CKE)
Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k(k + 1)(k +9)(k?+1) jest podzielna przez 5.

Zadanie 7. (3 pkt)

Wykaz, ze dla dowolnej liczby x € R~ {0} zachodzi nieréwno$¢ &;1 2 6.
X

Zadanie 8. (2 pkt) [CKE
Udowodnij, ze jeslia>0ib>0oraza+b=1,to ab< i_
Zadanie 9. (3 pkt) (CKE 2015

Wykaz, ze jezelia>b> 1, to —2 b

<——.
2+a> 2+b°

Zadanie 10. (5 pkt)
Rozwigz nieréwnos$¢ |x — 2|+ Vx?2 +2x + 1 < 5.

Zadanie 11. (4 pkt) (CKE]
Rozwigz nieréwnosc¢ |2x + 4|+ |x — 1| <6.

Zadanie 12. (4 pkt)

Dane jest rownanie |mx| + |m| = 4, w ktérym x jest niewiadoma.
a) Rozwigz réwnanie dla m = 2.

b) Dla jakich wartoséci parametru m réwnanie ma rozwigzania?
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Zadanie 13. (4 pkt) CTKE Zolv

Rozwiaz nieréwnos¢ jx2 —3x +2| > |x - 1].

Zadanie 14. (4 pkt) <=

Wykaz, ze prawdziwa jest réwnos¢ %+ V80 + \3/9 -v80=3.

Zadanie 15. (3 pkt) i
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y takich, ze x? + y? = 2, prawdziwa
jest nierownos¢ x + y < 2.

Zadanie 16. (3 pkt) -t
Uzasadnij, ze jezeli 2a + b > 0, to 2a> + b> > 3a°b.

Zadanie 17. (3 pkt)
Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnos¢:

(x+D(x+2)+(y+D(y+2) + 12 (x+2)(y+2)

Zadanie 18. (3 pkt) <L
Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nieréwnos¢:

x2y? +2x2 + 2y - 8xy+4>0

Zadanie 19. (3 pkt) -t
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest
nieréwnos¢:

5x2+y? —4xy+6x+920

Zadanie 20. (3 pkt)
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwno$¢ 21 </ "Z—Z}ﬁ.

1,1
a+b

Zadanie 21. (4 pkt) 5
Wykaz, ze dla a, b, ¢,d > 0 prawdziwa jest nieréwnoéé¢ vVa+b-Vc+d > \/ac+\bd.

Zadanie 22. (3 pkt)
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej k liczba (k2 —1)(k? + 2k) jest podzielna przez 24.

Zadanie 23. (3 pkt) -
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k i dla kazdej liczby calkowitej m liczba k*m — km?
jest podzielna przez 6.
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2. Funkcje. Funkcja liniowa @ :mmimmme

Vademecum, 1.s.97-102, 2. s. 59-64

Zestaw A. Zadania powtorzeniowe * odpowisci

. Dana jest funkcja f(x) = X Oblicz f(1-V3), f(2-V3), f(1g %)

x-1

. Wyznacz dziedzing funkcji.

a) f(x)=vV4-x-Vx+1 o) f(x)=vV-x-V2-x
b) fx)= L)+ L B flx)= B2 3

x2-2 x*-9

Va+x x| -3

. Wyznacz dziedzing i miejsca zerowe funkgji.
_ Ao _ 1 1
a) f(x)=v3-x-3vVx+1 b) f(x) T
. Dana jest funkcja f(x) = x — |x|. Zapisz wzér funkcji g i naszkicuj jej wykres.
a) g(x)=f(x+1) c) g(x)=-f(x)+2 e) g(x)=1f(x)|
b) g(x) = f(-x) d) g(x)=-f(-x) f) g(x)=f(x)

. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f:R — R. Naszkicuj wykresy funkcji
g(x) =|f(-x)]ih(x)=f(1-]|x|). Odczytaj z wykreséw przedzialy monotonicznosci funk-
ci f,gih.

a) Yy b) Y4

6. Funkcja f, okreslona na przedziale (-6;6), dana jest wzorem:

4 dla x € (-6;-3)
f(x)=41-x dlaxe(-3;3)
x-5 dlaxe(3;6)
a) Naszkicuj wykres funkcji g(x) =|f(x +2) — 1|. Okreél jej dziedzing i zbiér wartosci.
b) Naszkicuj wykres funkcji h(x) = f(1 - x) i okresl jej dziedzine.



Zadania powtérzeniowe

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Naszkicuj wykresy funkgji f oraz g(x) = f(2-x).

2 f(x)=5 ) f(x)=llx|-2

b) f(x)=x-2Vx2 d) f(x):lx/(x—l)2—3l

Wyznacz wzér funkgji liniowej f, ktdra dla kazdej liczby rzeczywistej x spelnia warunek:
a) f(x+1)=2x-3, b) f(-x+3)=x+5.

a) Miejsca zerowe dwodch funkgji liniowych sg liczbami przeciwnymi. Wykresy tych funkgji
przecinaja sie¢ w punkcie (2,4) i wraz z osia OX ograniczaja tréjkat o polu 12. Wyznacz
wzory tych funkgji.
b) Miejsca zerowe dwdch funkgji liniowych sg liczbami odwrotnymi. Wykresy tych funkcji
przecinajg si¢ w punkcie (0,3) i wraz z osig OX ograniczaja tréjkat o polu 4. Wyznacz
wzory tych funkgji.

Dla jakich warto$ci parametru m rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb (x, y) spel-
niajaca nieréwnosé x + y > 1?

x+my=2 my—-9x=-4
a) b)

mx-y=4 mx—y=m
Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania w zaleznosci od parametru a.
a) 1+4x=6a-x ¢) 2x—a=ax+1
b) 3x-1=a+2-ax d) a’x-2=4x+a

Naszkicuj wykres funkcji f i okre$l liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznosci od
parametru m.

a) f(x)=|x|-|x-1] c) f(x)=\/;5+\/x2—6x+9

b) f(x) =lx+2[+]x-2| d) f(x) =llx-1]-3]

Rozwigz uktad réwnan.

2 {2]x|+4y=—2 b) {2[x[+y=0 9 {|x|+|y]=4
x+y=1 x—|yl=-1 4x|-y=1

Podaj liczbe elementéw zbioru A.
a) A={(x,y):x,yeCi2x-y+2201i x-2y-2<0 i x<0}
b) A={(x,y): x,yeC 1 x-3y+2>0 i 2x-y+1<0 i y>0}

Zaznacz w ukladzie wspéirzgdnych zbiér rozwiazan ukiadu nieréwnosci.

{2x+y—4<0 b {]x—y|<6 {y—|x|<1
c
x| +y>2 y1> x| x|+ Iyl <2



Zadania powtérzeniowe

Zestaw B. Zadania zamkniete * ocpowiscs

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Prosta | przechodzi przez punkty A(%,—%) iB (—%,%). Wspolczynnik kierunkowy prostej
prostopadtej do prostej [ jest rowny:

13 11 12
A -8 B. -4, C. & D.

—
(=]

—
w

Zadanie 2. (1 pkt)

Dla jakiej wartosci parametru m prosta przechodzaca przez punkty A(1,-3) i B(3m+1,-3m)
jest prostopadia do prostej 2x —3y +3=0?

A. m=-2 B. m=-3 C. m=2 D. m=3

Zadanie 3. (1 pkt) [(CKE 2015

x=2 dla x <0
Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) =

|x+3|-4 dlax>0
Roéwnanie f(x) =1 ma dokladnie:

A. jedno rozwigzanie, B. dwa rozwigzania, C. cztery rozwigzania, D. pi¢¢ rozwigzan.

Zadanie 4. (1 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f:R - R
danej wzorem f(x) = ||/|x| - 1] - 1]. Funkcja g: R - R dana
jest wzorem g(x) =||2x| - 2|. Ile punktéw wspdlnych maja N _
wykresy funkcji f i g? “1 % A
A. 0 B. 2 C. 3 D. 4

Zadanie 5. (1 pkt) (CKE 2015

Réwnanie ||x| - 2| =|x|+2

A. nie ma rozwigzan, C. ma dokladnie dwa rozwigzania,
B. ma dokladnie jedno rozwigzanie, D. ma dokladnie cztery rozwigzania.

Zadanie 6. (1 pkt)

Ile liczb catkowitych nalezy do dziedziny funkcji f(x) = xl" 6 +\/8=[x+1]?
- X

A. 13 B. 10 C. 8 D. 6

i

Zadanie 7. (1 pkt)
Funkcja f:R — R jest malejaca funkcja liniowa taka, ze f(—%) = 0. Jesli g(x) = f(—% - Zx),
to miejsce zerowe funkgji g jest réwne:

3 3 5
A. 3, B. -3, C. -2, D. -

SN



Zadania powtérzeniowe

Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzia § peuinds

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)
Liczba a jest wspolczynnikiem kierunkowym prostej przechodzacej przez punkty A (\/§ -2, 3)
iB (3 -v5,1- 4\/5) Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego

liczby a. Dj]

Zadanie 2. (2 pkt)
Liczby m; i my, gdzie m; < m;, s3 takimi warto$ciami parametru m, dla ktérych proste
(m+1)x+3my+6=0imx+(3-m)y+m?=0s3 rownolegle. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek

i jednosci liczby 100ms;. E]:[j

Zadanie 3. (2 pkt)

Do zbioru X naleza punkty lezace na prostej y = %x + 400, ktérych wspotrzedne (x, y) spel-
niaja nastgepujace warunki: x i y sg liczbami catkowitymi oraz x <0 i y > 0. Wyznacz liczbe
elementéw zbioru X. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.

[T 1]

Zadanie 4. (2 pkt)
Liczba m jest najmniejsza, a liczba n - najwigksza liczbg calkowita nalezacg do dziedziny
funkgji: Ny
X)= ———
f(x) V6 —|x+2|

Oblicz 7. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego

otrzymanego wyniku. E[D

Zadanie 5. (2 pkt)
Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesunigcia wykresu funkcji f(x) = |x| o wektor:

V=[v2,1-2v2]
Liczby x; i x, sa miejscami zerowymi funkcji g. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku
rozwinigcia dziesietnego liczby |x; — x3|. \:l:l:’

Zadanie 6. (2 pkt)

1 dla x<2
Dane sg funkcje f(x) =
x

-1 dla x>2
Oblicz a=g(-/5) - g(-V/3) - g(-\/2). Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci liczby |1004a].

(L 1]

oraz g(x) =-f(-x).



Zadania powtorzeniowe

Zestaw D. Zadania otwarte i sty

-s. 156

Zadanie 1. (3 pkt)
Dla jakiej warto$ci parametru m rozwigzaniem réwnania |x — 1| = m + 2 jest para liczb o prze-
ciwnych znakach?

Zadanie 2. (4 pkt)
Naszkicuj wykresy funkcji f oraz g(x) = |f(x)|. Podaj liczbe rozwigzan réwnania g(x) = m
w zaleznosci od parametru m, jezeli:
|x| dlax<1
f(x) =

Vx-2 dlax>1
Zadanie 3. (4 pkt)
Naszkicuj wykresy funkgji f oraz g(x) = f(1 - x), jezeli:
1x-1 dlaxg<-1

f(x)={‘2

%x3 dlax>-1

Z wykresu odczytaj rozwigzanie nierdwnosci g(x) > 0.
Zadanie 4. (4 pkt)
Dla jakich warto$ci parametru m proste (m+ 1)x -my-4=0i3x+(2-m)y—-6m =0
przecinajg si¢ w punkcie lezagcym na osi OX?
Zadanie 5. (4 pkt) (CKE|
Funkcja liniowa f okreslona jest wzorem f(x)=ax+b dla x €R.
a) Dla a =2008 i b = 2009 zbadaj, czy do wykresu tej funkcji nalezy punkt P = (2009, 2009%).
b) Narysuj w ukladzie wspdtrzednych zbior:
A={(x,y): xe(-13), y= —%x +b, be(-2;1)}
Zadanie 6. (4 pkt)
Dana jest funkcja f(x) =|x +4| - |x — 2|, gdzie x €R.
a) Naszkicuj wykres tej funkcji.
b) Podaj jej miejsca zerowe.
c) Okresl liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od parametru m.

Zadanie 7. (6 pkt)
Dla jakich warto$ci parametru m rozwigzaniem ukladu réwnan:

x+my=1
{Zx -y=m
jest para liczb (x, y) spelniajaca nieréwnos$¢ |x — y| < 12
Zadanie 8. (4 pkt) CKE 2015
Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych wykresy funkgji f i g, okreslonych wzo-
rami f(x)=x -2 oraz g(x) =5 - ax, przecinaja si¢ w punkcie o obu wspétrzednych dodatnich.



PRZECZYTAJ WIECEJ
Funkcje

3. Funkcja kwadratowa

m, 1. 5. 102-105, *. s. 64-68

Zestaw A. Zadania powtorzeniowe ¢ odpowied

1.

oy
Q.

11.

3. Wykres funkcji g otrzymano przez przesunigcie wykresu funkcji f(x) = —-x

Podaj wzor funkcji, ktdrej wykres otrzymano w wyniku przeksztalcenia paraboli o réwna-
niu y = x2 + 4x — 5 przez symetrie wzgledem:
a) osi OX, b) osi OY, c) punktu O(0,0), d) prostej y =-5.

O jaki wektor nalezy przesuna¢ wykres funkcji f(x) = 2x2, aby otrzyma¢ wykres funkcji g?
a) g(x)=2x>-2x+4 b) g(x)=2x%*+2x ) g(x)=2x*+4x-2

-
2 o wektor u.

Podaj wzor funkgji h, ktorg otrzymujemy w wyniku przesuniecia wykresu funkcji f o wek-
tor —24.

a) g(x)=—(x+1)2-6 b) g(x)=-x*-x c) g(x)=-x*+6x+4

Wykres funkcji f przesunigto o wektor u. Naszkicuj wykres otrzymanej funkcji i podaj jej
wzor.

a) f(x)=x*-2x+1, 4 =[1,3] b) f(x)=-2x*+4x+1, u=[-1,-2]
Wyznacz wartoéci najmniejszg i najwigksza funkcji f(x) = —x% + 6x — 8 w przedziale (0;4).

Dana jest funkcja f(x) = mx* + (m - 6)x + 8 — m. Dla jakich wartoéci parametru m zbiér
wartosci tej funkeji jest réwny (—oo; 18)?

Dla jakich warto$ci parametru m funkgcja:
a) f(x) = (3+m)x? - mx + m ma najmniejszg warto$¢ réwng -3,

b) f(x) = (2 - m)x*+ mx + m — 4 ma najwigksza warto$¢ réwnga 22

Dla jakich warto$ci parametru m najmniejsza wartos¢ funkcji f nalezy do podanego prze-
dziatu?

a) f(x)=x*+x+m?-m+3,(26) b) f(x)=(m-1)x?+3mx+4+2m, (—00;0)

Ile rozwigzan ma réwnanie kwadratowe ax? + bx +c=0, jezelia#0ia—b+2c=0?

. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie x% + (4 —2m)x + m + 10 = 0 ma dwa rézne

pierwiastki tych samych znakow?

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie:
a) (2-m)x? +(3-m)x +1=0 ma dwa rozne pierwiastki ujemne,

b) mx? + (2m +1)x +m—1 =0 ma dwa rézne pierwiastki dodatnie?



12.

14.

16.

17.

18.

19.

20.

Zadania powtdrzeniowe

Wyznacz wartosci b i ¢, dla ktorych miejsca zerowe x; i x; funkcji f(x) = x? + bx + ¢
spelniajg warunki:
a) x1=1, x1x2=-2, ¢) x1x2=6, xf+x§=l3,

1 1

b) x1=2,x1+x,=3, d L+l-4L14+L_10
) xi=2x+x ) 5wty x; %

Wyznacz wartodci parametru m, dla ktérych dwa réine pierwiastki x; i x; réwnania

(4-m)x?+ (m—4)x +2 =0 spelniaja nieréwnos¢ x% + }1; > 1.

a) Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych suma kwadratéw dwoch rézinych pierwiast-
kéw réwnania x% + (m +2)x +3m — 2 = 0 jest wieksza od 7.

b) Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych kwadrat sumy dwoch réznych pierwiast-
kéw réwnania (4 — m)x? + mx — m = 0 jest wigkszy od 1.

c) Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktorych suma odwrotnosci kwadratéow dwéch roz-
nych pierwiastkéw réwnania x? + 2mx — x — 1 =0 jest réwna 3.

. Suma dwéch réznych miejsc zerowych funkcji kwadratowej f jest rébwna 4, a suma ich

odwrotnosci jest réwna — 3. Wyznacz wzdr tej funkcji, jesli £(0) = -12.

Dla jakich wartoéci parametru m dana nier6wnos¢ jest spetniona przez kazdg liczbe rze-
czywistg?

a) X2+ (m+1)x+3m+3>0 ¢) -x2+(2+m)x-2m-1<0

b) (m+4)x>+2x+130 d) (m*-4)x*+2mx-1<0

Rozwiaz réwnanie.
a) x*-5x2+4=0 ¢) xb-7x3-8=0 e) Vax-7=x-1

b) x*+x2-6=0 d) (x*-9)Vx-2=0 f) V2x+5-1=x

Rozwiaz réwnanie.
a) [x2-6|=2 ¢) x*+|x|-12=0
b) x2—|4x +8]+3=0 d) |x2-4|+x*-1]=4x+1

Rozwigz nieréwnos¢.
a) x2-3|x+6|>0 c) VAd-x2>x+2
b) x2-|x-3|>2x+3 d) Vx2+7>2x+3V2

Naszkicuj wykres funkeji f. Okresl liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od
parametru m.

a) f(x)=|x*+2x|-4 o) f(x)=]x2-4|+x*
b) f(x)=1|x*-9|-2x d) f(x)=1|x*-4|-|x+2|



Zadania powtérzeniowe

Zestaw B. Zadania zamkniete * odpowiecz

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)

Punkt (%, 2) jest wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkgji:
f(x)=-3x*+bx+c

Wynika stad, ze wyrazenie 8b — 6¢ przyjmuje warto$¢ réwna:

A. -3, B. -2, C. 2, D. 3.

Zadanie 2. (1 pkt)
Suma kwadratéw pierwiastkéw réwnania v/6x% - /6 = 3x jest réwna:

7 9 11
A B. 2, c. i D.

(N] s

Zadanie 3. (1 pkt)

Jednym z rozwigzan réwnania x
przedziatu:

A. (--1), B. (-1;0), C. (0:3), D. (3:1).

Zadanie 4. (1 pkt)
Jeden z pierwiastkéw trojmianu kwadratowego y = 4x? + bx — 7 jest o 4 wigkszy od drugiego.
Of$ symetrii paraboli bedacej wykresem tego tréjmianu moze by¢ dana réwnaniem:

_3 ) -7 -9
A x=3, B. x=3, C. x=9%, D. x=3.

2+ x + ¢ =0 jest liczba Zﬁé. Wynika stad, ze liczba ¢ nalezy do

Zadanie 5. (1 pkt)

Parabole dane réwnaniami y = -x2-4x+3i y= x2+2x-5 przecinajg si¢ w punktach (xj, y;)
i (x2,y2). lloczyn x;x2y1 y2 jest réwny:

A. 12, B. 16, C. 18, D. 24.

Zadanie 6. (1 pkt)
Suma odwrotno$ci pierwiastkéw réwnania 12—3x2 - Z%x + 2% =0 jest rowna:

25 35 45 55
A- %) B- 3_6’ C- 16° D. 56°

Zadanie 7. (1 pkt)
Suma kwadratéw pierwiastkéw réwnania x2 + 3x — 3 = 0 jest liczbg podzielng przez:
A. 4, B. 5, C. 6, D. 7.

Zadanie 8. (1 pkt)
Do paraboli, do ktorej nalezg punkty A(-2,-3) i B(4, 1), nie moze naleze¢ punkt:

A. (-4,10), B. (-1,-3), C. (9,10), D. (10,5).



Zadania powtdérzeniowe

Zestaw C. Zadania z kodocwana odpowiedzia ¢ odpowed:i

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)

Wykres funkcji g otrzymano przez przesuniecie wykresu funkgji f(x) = 2x% + 8x + 5 o wektor

[H H]. Parabola bedaca wykresem funkeji g ma wierzcholek w punkcie (p, q). Zakodu;j trzy

42 4

pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby |pqg|.

Zadanie 2. (2 pkt)
Funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe x|, x;, ktore sg liczbami odwrotnymi takimi, ze
X] < xp oraz xj + x; = 4. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego

liczby x;. D:‘:}

Zadanie 3. (2 pkt)
Oblicz warto$¢ parametru k, dla ktérego zbiorem wartosci funkcji f(x) = x2 + 3x + k — 3 jest
przedzial (-2; 00). Zakoduj cyfre jednosci oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia

dziesigtnego liczby k.

Zadanie 4. (2 pkt)
Liczba 18_2—\/7 jest jednym z miejsc zerowych funkcji kwadratowej, ktorej wykresem jest pa-
rabola o wierzcholku w punkcie (4,6). Liczba x; jest drugim miejscem zerowym tej funkeji.

LT

Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby x;.

Zadanie 5. (2 pkt)
Liczba p jest réwna kwadratowi réznicy pierwiastkéw rownania x2 + 4x — i = 0. Zakoduj cyfry:

setek, dziesigtek i jednosci liczby p.

Zadanie 6. (2 pkt) -7

Funkcja kwadratowa f(x) = —x% + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe: x; = —1 i x; = 12. Oblicz
najwiekszg warto$¢ tej funkcji. Zakoduj kolejno, od lewej do prawej, cyfre jednosci i pierwsze
dwie cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku. [Dj

Zadanie 7. (2 pkt)
X jest zbiorem catkowitych wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie |-x* +2|x|+ 5| = m
ma cztery rozwigzania. Oblicz sume sze$cianéw liczb nalezacych do zbioru X. Zakoduj cyfry:

setek, dziesigtek i jednoéci otrzymanego wyniku. D:D



Zadania powtorzeniowe

Zestaw D. Zadania otwarte Rhsgrian

modele
-s.161

Zadanie 1. (4 pkt)
Rozwiaz nieréownos¢ |x? — x| - |x - 5/ < 3.
Zadanie 2. (2 pkt) CRE DL

Liczby ~1 i 3 s3 miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f. Oblicz

f(6)
f(12)°

Zadanie 3. (5 pkt)
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = Vx* - 6x3 +9x2 — 3x. Rozwiaz nieréwnoé¢ f(x) > 0.

Zadanie 4. (3 pkt)
Zbadaj liczbe pierwiastkéw réwnania x? + 2x + |x2 + 2x| = m w zaleznosci od wartoéci parame-
tru m.

Zadanie 5. (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkeji f(x) =|(x - p)? +2p| dla p = -2. Dla jakich wartoséci parametru p
réwnanie f(x) = 6 ma dokladnie trzy rozwigzania?

Zadanie 6. (3 pkt)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby rzeczywistej m prawdziwa jest
nieré6wnos¢:

20x% - 24mx + 18m? > 4x + 12m -5

Zadanie 7. (5 pkt)
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych funkcja f okreslona wzorem:

f(x)=(m?-1)x2-2(1-m)x +2
przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej.
Zadanie 8. (4 pkt)

Dana jest funkcja f(x) =\/(m-2)x2+ (m - 2)x + 1. Dla jakich wartoéci parametru m jej dzie-
dzing jest zbior liczb rzeczywistych?

Zadanie 9. (4 pkt)
Dla jakich warto$ci parametru m funkcja f(x) = (3 - m)x? + mx — m przyjmuje wartoéci ujem-
ne dla kazdego x ¢ R?

Zadanie 10. (5 pkt)
Dla jakich warto$ci parametru m suma kwadratéw dwdch réznych pierwiastkéw réwnania
x2+(m-4)x-4m=0 jest cztery razy wigksza od sumy tych pierwiastkow?

Zadanie 11. (5 pkt)
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x? + (m +2)x + %mz - %m +5=0 ma dwa roine
pierwiastki, ktérych iloczyn i suma s3 liczbami przeciwnymi?



Zadania powtdrzeniowe

Zadanie 12. (3 pkt)
Zapisz wzor funkcji f, ktora kazdej liczbie n € N, przyporzadkowuje najwiekszg liczbe catko-
witg x spelniajaca nierdwnosé x% - 2nx ~ 8n? <0.

Zadanie 13. (3 pkt)
Wyznacz dziedzine i naszkicuj wykres funkeji f(n) = x; + x2, gdzie x1, x, s3 réznymi pier-
wiastkami réwnania nx? ~ (n+2)x+n+2=0.

Zadanie 14. (4 pkt)
Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie x2 + (m—1)x + m -2 =0 ma dwa rézne pierwiastki,
z ktérych jeden jest sinusem, a drugi - cosinusem tego samego kata?

Zadanie 15. (5 pkt)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie x
pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratéw jest wigksza od 2m? - 13.

24 mx +2 =0 ma dwa rézne

Zadanie 16. (5 pkt)

Dany jest tréjmian kwadratowy f(x) = (m +1)x% + 2(m - 2)x - m + 4. Wyznacz wszystkie
warto$ci parametru m, dla ktérych tréjmian f ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste xj, x2,
spelniajgce warunek xf - x% = x‘f - xg.

Zadanie 17. (6 pkt)

Dla jakich wartodci parametru m jedno z rozwigzan réwnania 16

—2x2 - 6mx + m? = 0 jest sze-
m

$cianem drugiego rozwigzania? Znajdz te rozwigzania.

Zadanie 18. (5 pkt)
Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych zbiorem wartosci funkcji:

2

f(x)=imx2+(m—1)x—m +m+1

jest przedziat (1;00).

Zadanie 19. (6 pkt)
Dla jakich wartosci parametru m tréjmian kwadratowy y = (m + 1)x* + 2x — 4m + 1 ma przy-
najmniej jeden pierwiastek dodatni?

Zadanie 20. (7 pkt)
Dla jakich wartoéci parametru m pierwiastkami réwnania x? - 2mx — m? = 2m + 4 = 0 s3 dwie
rozne liczby ujemne x; i x; spetniajace warunek |x; —x;| = 4\/2?

Zadanie 21. (6 pkt)

Dane jest réwnanie (x +3)[x?+ (p+4)x + (p+1)?] =0 z niewiadomg x.

a) Rozwiaz to réwnanie dla p = 1.

b) Wyznacz wszystkie wartoéci parametru p, dla ktérych réwnanie to ma tylko jedno rozwis-
zanie.
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Zadanie 22. (4 pkt) [CKE]
Rozwiaz nieréwnosé¢ Vx2 +4x +4> 11 - vVx% - 6x +9.

Zadanie 23. (5 pkt) CKE]
Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktorych réwnanie (m +1)x> -3mx+m+1=0
ma dwa rézne pierwiastki takie, Ze ich suma jest nie wieksza niz 2,5.

Zadanie 24. (6 pkt) iCKE 2015

Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) = "12;—:’35_6x2 - (m—-2)x +m-5 dla kazdej liczby rzeczy-
wistej x. Wyznacz calkowite wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartos§é
najwiekszg i ma dwa rézne miejsca zerowe o jednakowych znakach.

Zadanie 25. (6 pkt) CKE 7=

Dany jest tréjmian kwadratowy f(x) = x*+2(m+1)x + 6m + 1. Wyznacz wszystkie rzeczywiste
wartosci parametru m, dla ktérych ten tréjmian ma dwa rézne pierwiastki x;, x, tego samego
znaku, spetniajgce warunek |x; - x5[ < 3.

Zadanie 26. (4 pkt) [CKE 015
Liczba m jest suma odwrotnosci dwéch réznych pierwiastkéw réwnania:
kK2x?+(k-1)x+1=0, gdzie k#0

Wyznacz zbiér wartoéci funkcji okreslonej wzorem f(x)=2".

Zadanie 27. (5 pkt) CKE 2017

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie:
4x*-6mx+(2m+3)(m-3)=0

ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x| i x,, przy czym x < x2, spetniajgce warunek:
(4x; —4x2—1)(4x; —4x2+1) <0.

Zadanie 28. (6 pkt) CKE 17
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie x? — 3mx + 2m* + 1 =0 ma
dwa rézne rozwigzania takie, ze kazde nalezy do przedziatu (—o0;3).

Zadanie 29. (6 pkt) (KT 218
Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie x> + (m +1)x ~m®+1=0 ma
dwa rozwigzania rzeczywiste x; i x, (x] # x2), spetniajgce warunek xf + xg > -7x1%;.

Zadanie 30. (6 pkt) CKE

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie x2 + (2m - 5)x + 2m +3 =0

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x i x; takie, ze (x) + x)%> xl2 -x% 2 xf + x%.



4. Wielomiany

Zestaw A. Zadania powtorzeniowe

1. Rozwiaz réwnanie.
a) x¥3+x%2-2=0 c) 4x3-x2-8x+2=0

b) x*-2x2-8=0 d) 2x3+3x%+3x+1=0

2. Rozwiaz nierdwnosc¢.
a) x>-x+6>0 c) 2x3+x*-10x-5<0
b) 2x3 - 12< x? d) 3x> - x2+6x-2<0

3. Rozwiaz réwnanie.

a) |x*-x%=x b) |- x|+x2-1=0

4. Rozwigz nieréwnosc.

a) |x?-2x|>x° b) |x*-8|>x*+2x+4

5. Dla jakich warto$ci parametru m cz¢s¢ wspdlna przedzialow:

PRZECZYTAJ WIECEJ

Wyrazenia algebraiczne
Réwnania i nieréwnosci

Vadernecum 8. 38-40 =. 54-58, 69
odpowiedzi
-s.169
e) 3x3+x%+x=2

f) x®+x*-17x2+15=0

e) 2x*-3x2+1<0
f) x6-7x3-820

c) |8x> - 1|=x-8x?

c) Vxi-x2<4-x2

a) A= (—oo;m>+11m) i B=(6m> + 6;00) jest zbiorem jednoelementowym,

b) A= (-oo;m®—m) i B={(2m-2;00) jest zbiorem pustym?

6. Wyznacz zbiory An B oraz A\ B, jeli:

A={xeR:2x*+7x> +8x? +3x 20} i B= {x eR: x° + x* - 3x® > x? - 2x}

7. Dla jakich wartosci parametréw a i b wielomian w(x) = x* + ax + b jest podzielny przez

x%-1?

8. Wyznacz warto$¢ parametru p tak, by reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢

byla réwna r.
) w(x)=x*+p?x*+px?-x+3, q(x)=x-1, r=5

b) w(x) =|plx> +x?+|p-1|x+3, g(x)=x+1, r=1

9. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian g, a nast¢pnie zapisz wielomian w w po-
staci w(x) = p(x)-q(x) +r(x), gdzie r(x) jest reszta z tego dzielenia.

a) w(x)=2x>-3x%+5, q(x)=2x-1
b) w(x) =3x*+x>+4x?-2x -1, q(x)=x*-1

o) w(x)=4x*+2x3 -6x*-2x -4, q(x)=2x>+2
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10.

11.

14.

1€,

o

o

19

24,

Liczba 2 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu trzeciego stopnia, a reszta z dzielenia
tego wielomianu przez dwumian x — 1 wynosi 3. Wyznacz wzdr tego wielomianu.

Dla jakiej warto$ci p reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian g jest réwna r?

a) w(x)=2x>-px?+x+1, q(x)=x+2, r=sinZn

b w(x)=x? - px?+2, g(x)=x+ ()% =L

’ 8

. Reszta z dzielenia wielomianu w(x) = x> + px? — x + 2 przez x - 3 jest réwna 8. Wyznacz

warto$¢ parametru p oraz wszystkie pierwiastki tego wielomianu.

a) Pierwiastkami wielomianu w(x) = x* + px® + qx + 6 s3 liczby 1 i —3. Wyznacz wartosci
wspolczynnikéw p i g oraz trzeci pierwiastek wielomianu w.

b) Pierwiastkami wielomianu czwartego stopnia s3 liczby 2 i —2. Wielomian ten jest po-
dzielny przez tréjmian q(x) = x* + 2x - 3. Napisz wzdr tego wielomianu, jezeli wiadomo, ze
do jego wykresu nalezy punkt P(-1,24).

Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w przez tréjmian p(x) = x> — 4x - 5, wiedzac, ze
liczba 5 jest pierwiastkiem wielomianu w oraz w(-1) = 6.

. a) Reszta z dzielenia wielomianu w przez x — 3 jest rowna 14, a reszta z dzielenia w przez

x +2 wynosi 4. Znajdz reszte z dzielenia wielomianu w przez tréjmian g(x) = x* - x — 6.

b) Reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — 1 jest réwna 3, przez x + 2 jest
réwna 6, a przez x — 3 wynosi 21. Oblicz reszt¢ z dzielenia wielomianu w przez wielomian
g(x)=x>-2x*-5x+6.

Liczba 3 jest pierwiastkiem réwnania x> — (p + 1)x? + 3x + 2p + 1 = 0. Wyznacz warto$¢ pa-
rametru p oraz pozostale pierwiastki tego réwnania.

7. a) Dla jakich wartosci parametréw p i g liczba 2 jest dwukrotnym pierwiastkiem réwnania

x>+ pxt+gx+4=0?
b) Dla jakich warto$ci parametréw p, g i r liczba 1 jest trzykrotnym pierwiastkiem réwna-
nia x* + px? + gl +rx - 4=0?

Dane sg wielomiany w(x) =2x> + ax?+ bx + 8 i g(x) = (x — 2)2. Wyznacz wartosci parame-
tréw a i b, dla ktérych wielomian w jest podzielny przez wielomian gq.

Wyznacz wszystkie wartosci parametréw m i n, dla ktérych dziedzing funkcji:
f(x) = \[(x2 -Xx —6)(x2 +mx—2nx-2mn)

jest zbidr liczb rzeczywistych.

Dla jakiej warto$ci parametru p wielomian w(x) = x> + px* + 2x ma trzy pierwiastki x;, x;
i x3 spelniajgce warunki 2x; = x; oraz x3=1-x;?
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/estaw B. Zadama z nete " odpowieds
Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Wielomian w(x) = 2x> - bx? - 1 jest podzielny przez dwumian x + 1. Wynika stad, ze:

A. b=-3, B. b=-1, C. b=1, D. b=3.

Zadanie 2. (1 pkt)
Réwnanie 2x® - x% - 2x + 6 = 0 ma pierwiastek wymierny nalezacy do przedziatu:

A. (-6;-2), B. (-2;0), C. (0;2), D. (2;6).
Zadanie 3. (1 pkt)

Reszta z dzielenia wielomianu w(x) = $x% - 2x2+ x - 1 przez dwumian g(x)=x+3 )est réwna:
A. -33, B. -22, C. —25, D. —1-}.

Zadanie 4. (1 pkt)
Reszta z dzielenia wielomianu w(x) = V/6x> - \/3x* - 2\/3 przez dwumian x - a jest liczbg
wymierng dla:

A. a=\/g, B. a=2\/§, C. a=\/§, D. a=\/§.

Zadanie 5. (1 pkt)
Jesli wielomian w(x) = 2x> - x - b jest podzielny przez dwumian g(x) = x — a + 1, to zachodzi

réwnosc:
A b=2(a+1)’-a+1, C. b=2(a-1 -a+l,
B. b=2(a+1)Y+a-1, D. b=2(a-1)+a-1.

Zadanie 6. (1 pkt)

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci (x? —4)(x% - x - 6) <0 jest zbior:

A, (—o00;-2)U(2;3), C. (-2;3),

B. (-2;2)u{3}, D. {-2}u(2;3).

Zadanie 7. (1 pkt)

Ile liczb calkowitych spelnia nieréwnos¢ (x2 - 6)(x +6)%<0?

A. 2 B. 4 C. 5 D. 6

Zadanie 8. (1 pkt)

Dany jest wielomian w(x) = (x - (2a - 2)x — 4a)(x? - x — 12). Liczba 4 jest dwukrotnym
pierwiastkiem wielomianu w dla:

A. a=4, B. a=2, C. a=-2, D. a=-4.

Zadanie 9. (1 pkt) S
Wielomian w(x) = 6x> + 3x% - 5x + p jest podzielny przez dwumian x - 1 dla p réwnego:

A. 4, B. -2, C. 2, D. -4.
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzia ¢ odpowiedz]

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)
Liczby x1, x2, x3, gdzie x; < x; < x3, sg pierwiastkami wielomianu w(x) = x3 - 6x + 4. Oblicz i—;
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego obliczonego ilorazu.

N

Zadanie 2. (2 pkt)
Oblicz sume pierwiastkow réwnania (x% - 7)(14x> - 13x? - 12x) = 0. Zakoduj trzy pierwsze
cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego wyznaczonej liczby.

Zadanie 3. (2 pkt)

Reszta z dzielenia wielomianu w(x) = x> — 2x? + ax + % przez dwumian x — 2 jest réwna 1.
Oblicz warto$¢ wspolczynnika a. W ponizsze kratki wpisz kolejno trzy pierwsze cyfry po prze-
cinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku. ‘:D:'

Zadanie 4. (2 pkt)
Wyznacz wartos$¢ parametru a, dla ktorej reszta z dzielenia wielomianu:
w(x)=x>-37ax+x - za*+3
przez dwumian q(x) = x + 2 przyjmuje najwieksza warto$¢. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek

i jednosci otrzymanego wyniku. E‘:‘j

Zadanie 5. (2 pkt)

Dany jest wielomian w(x) = 6x> — 4x2. Liczba a jest reszta z dzielenia wielomianu w przez
dwumian x + 3, a liczba b jest reszta z dzielenia tego wielomianu przez x — 2. Zakoduj cyfry:
setek, dziesigtek i jednoéci liczby |2a - b|. EED

Zadanie 6. (2 pkt)

Liczba § jest sumg wszystkich liczb catkowitych spelniajacych nieréwnos¢:
(x? - 6x +5)(x* - 60x +500) <0

Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci liczby S.

L]

Zadanie 7. (2 pkt)

Liczba n jest najwiekszg liczbg naturalng, dla ktérej liczba —Z

30v/2

nieréwnosci (x% —4)(x? + 8x + 12) < 0. Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci liczby n.

N

nalezy do zbioru rozwigzan
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i P R U T A B odpowiedzi

.c’_/_ebtd.\/\/ L/s’. Z&C&d. heat Olwarie —s. 169
modele
-s.170

Zadanie 1. (3 pkt)

Dla jakich wartosci x liczba x> + x*

+ x jest nie mniejsza od liczby 3x? + 3x + 3?

Zadanie 2. (3 pkt)

Jednym z pierwiastkéw wielomianu w(x) = (m — 1)x> + x* — 3mx — m jest liczba 2. Wyznacz
warto$¢ parametru m oraz pozostale pierwiastki wielomianu w.

Zadanie 3. (4 pkt)
Dla jakich wartoéci parametru m wielomian w(x) = 2x> — (m +7)x? + (m? = 2m +7)x + 6 jest
podzielny przez dwumian g(x) = x - m?

Zadanie 4. (4 pkt)
Dla jakich warto$ci parametréw m i n liczba 2 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu
w(x)=x*-5x> + mx® + 4x + n?

Zadanie 5. (6 pkt)
Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie (m + 1)x* — (m + 1)x? + 4m = 0 ma
cztery rézne pierwiastki.

Zadanie 6. (3 pkt)
Wielomian w(x) = x> + (\/5+ V3 + \/§)x2 + (\/3+ V10 +v/15)x + /30 ma trzy pierwiastki

rzeczywiste. Oblicz sume¢ kwadratéw pierwiastkow tego wielomianu.

Zadanie 7. (5 pkt)

Wykaz, ze dla dowolnej warto$ci parametru p € R~ {—% 0} wielomian:
w(x)=px®+x*(p-2)-x(1+2p)

ma trzy pierwiastki rzeczywiste.

Zadanie 8. (3 pkt)
Dla jakich wartoéci parametru p wielomian w(x) = x> + x?(p + 3) + 4px ma dokladnie jeden
pierwiastek?

Zadanie 9. (4 pkt)
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a, b € R wielomian w(x) = x> - (a - b)x* - 2b(a + b)x jest po-
dzielny przez dwumian g(x)=x-a-b.

Zadanie 10. (4 pkt)
Pierwiastkami wielomianu w o wspdtczynnikach catkowitych sg liczby -3, -2 i —1. Wykaz, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n liczba w(n) jest podzielna przez 6.
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Zadanie 11. (6 pkt)

Wielomian w(x) = x> + mx? + nx + 4 jest podzielny przez dwumian x — 1, a reszta z dzielenia
tego wielomianu przez dwumian x + 1 jest réwna 8. Wyznacz wzdr wielomianu w, a nast¢pnie
rozwiaz nieréwnos¢ w(x) > x* - x.

2

Zadanie 12. (5 pkt)
Wykaz, ze pierwiastkami wielomianu w(x) = 2x> + x? — 6x — 3 s3 liczby x) = 2sin ST”

4
Xy = logﬁ(é) oraz x3 = /21083,

Zadanie 13. (4 pkt)
Wyznacz warto$¢ parametru m, dla ktdrej reszta z dzielenia wielomianu:
w(x) =2x° + m3x® + (m? - 2)x° —am(1 + m)x® + 3mx

przez dwumian x + 1 jest rowna 1.

Zadanie 14. (5 pkt)
Wielomian w(x) = x” - 3mx* + (2m? - 4)x ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Wyznacz warto$¢
parametru m, dla ktorej suma sze$cianow pierwiastkéw wielomianu w jest réwna 6.

Suma wszystkich czterech wspotczynnikéw wielomianu w(x) = x> + ax? + bx + ¢ jest réwna 0.
Trzy pierwiastki tego wielomianu tworzg ciag arytmetyczny o réznicy réwnej 3. Oblicz wspot-
czynniki a, b i c. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

Zadanie 16. (4 pkt) -t

Pierwiastkami wielomianu stopnia trzeciego sg liczby 1, 3, 5. Wspolczynnik przy najwyzszej
potedze zmiennej tego wielomianu jest réwny % Uzasadnij, ze dla kazdej liczby calkowitej
nieparzystej warto$¢ tego wielomianu jest liczbg podzielng przez 24.

Zadanie 17. (4 pkt) Cxr Y
Wielomian trzeciego stopnia f, ktérego fragment wykresu
przedstawiono na rysunku, spetnia warunek f(0) = 90. Wie-
lomian g dany jest wzorem g(x) = x> — 14x? + 63x — 90. Wykaz,
ze g(x)=-f(-x) dlaxeR.

Zadanie 18. (6 pkt)
Dla jakich wartosci parametréw a, b i ¢ wielomian:

w(x)=x+ax* —bx> - 3bx? + 2cx +12

jest podzielny przez wielomian g(x) = x> + 4x* + x — 62

Zadanie 19. (5 pkt)
Wykaz, ze dla dowolnego m € R\{0} réwnanie —x> + x*(2 -~ m?) + x(2m? + 4) - 8 = 0 ma trzy
pierwiastki. Dla jakiej warto$ci parametru m suma pierwiastkéw tego réwnania jest réowna —7?



PRZECZYTAJ WIECEJ

5. Funkcje wymierne

Vadernecum, 1. s. 106-107, 2 s. 55-56, 58
Zestaw A. Zadania powtorzeniowe Shyd
1. Okresl dziedzing i naszkicuj wykres funkcji f(x) = % dla:
a) m=0, b) m=1, c) m=2.
2. Okresl wartoéci parametru m, dla ktorych funkcja f jest homograficzna, oraz te, dla kto-
rych jest liniowa.
A ()= oy b) f()= 3T ) f(0)=55
3. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji f(x) = xf + q. Wyznacz wspdlczynniki a, p
i q oraz przedzialy monotonicznosci tej funkcji. Podaj wzér funkgji f i wyznacz jej miejsca
zerowe.
a) | b) Y4 :
[ | £
| | |
[ . |
I f : |
| 11 |
----------- LT LA
| o 1 X
|
b =T e
I 1 |
ol 1 X '
| [
| |
| 1
| |
4. Wykres funkcji g powstal przez przesunigcie wykresu funkcji f o wektor %. Podaj wzér
funkcji g, okredl jej dziedzing i zbidr wartosci. Naszkicuj wykres funkcji g i odczytaj z nie-
go, dla jakich argument6w funkcja przyjmuje wartosci nalezace do przedziatu (0;2).
a) f(x)=%, U =[1,2] c) f(x)=-%, U =[2,-1]
b) f(x)=4, Z=[0,-2] d) f(x) =525 4=[-3.2]
5. Podaj wspolrzedne wektora, o jaki trzeba przesuna¢ wykres funkgji f, aby otrzymac wykres

funkcji g. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji g.
a) f(x)=3 8(x)=473 ) f(x)=% e(x)=9=

b) f(x)=-2, g(x)=1=3% d) f(x)=35 8(x) =5
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10.

11.

12.

13.

Podaj przyktad funkcji homograficznej, ktorej wykres ma ten sam $rodek symetrii co hi-
perbola o réwnaniu podanym nizej, ale nie ma z nig punktéw wspdlnych.

2x+3 8§-2 x+4 —X
a) y= ;—1 b) =x+; C) =?_x+1 d)y:?_x—l

. Wykres funkcji g jest symetryczny do wykresu funkcji f wzgledem osi OY. Podaj réwna-

nia asymptot wykresu funkcji g i zapisz wzor tej funkcji. Rozwiaz réwnanie f(x) = g(x).
2) f(0)=1-33 0 f(x)=23
b) f(x)= 2=t d) f(x)= ¢

Wykres funkcji g jest symetryczny do wykresu funkcji f(x) = -

¥ wzgledem prostej

o podanym r(’)wnaniu Okresl dziedzing oraz zbidr wartosci funkcji g. Zapisz jej wzdr
w postaci g(x) =

a) y=0 b) x=-2 c) y=-3 d) y=—x-5

a) Wykres funkcji f(x) = £ - 2 przesunigto o wektor 4 = [4,4] i otrzymano wykres funk-
cji g. Oblicz a, jezeli funkcje te majq wsp(')lne miejsce zerowe.
b) Jesli wykres funkcji f(x) = —= +  przesuniemy o wektor V = [2 b +4 b + %], to

otrzymamy hiperbole, ktorej srodklem symetru jest poczatek uktadu wspolrze;dnych. Wy-
znacz miejsca zerowe funkgji f.

Z podanego réwnania wyznacz y jako funkcje¢ x. Podaj dziedzing i zbi6ér wartosci tej funk-
cji. Wymien wszystkie pary liczb catkowitych (x, y), ktére spelniaja dane réwnanie.

a) xy+y-6=0 C) xy+4y+3x+11=0

b) xy-x+2y=0 d) xy-2x-2y+8=0

Z réwnania (a+1)xy+ y=x—a wyznacz y jako funkcje x. Dla jakiej wartoéci parametru a
jest to funkcja homograficzna? Wyznacz wartos¢ parametru a, dla ktérej zbiorem warto$ci
tej funkcji jest R~ {1}.

Sprawdz, ile punktéw wspdlnych maja podane krzywe.

a) y=1i-1, y=x?+2x-3 b) y=2-1, y=—27+3

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych wykresy funkcji f i g nie maja punktéw
wspdlnych.
Q) f(x)= 3 glx) = mx Q) f(x)=1, g(x)=-x+2
g m
X

b) f(x)=% glx)=mx+1 d) f(x)=%> glx)=m-x



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Zadania powtdrzeniowe

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych dziedzing funkeji f jest zbiér liczb rzeczywi-
stych.

a) f(x)= 224 b) f(x)=

C1)(x+2) 2 gy
e ) [ =FE

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych zbiorem rozwigzan danej nieréwnosci jest
przedzial (-2;0).

a)g<m b)x32>m c)%>6

Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie mx? —2(m +2)x + m -2 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki ujemne?

Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie (2m — 1)x? +4(m + 1)x + m = 0 ma dwa rézne

1 1

pierwiastki x) i x, ktére spelniaja nieréwnos¢ 3 + - > m?

Dana jest funkcja f(x) = (m+ 1)x? + mx + 1. Dla jakich warto$ci parametru m jej najwiek-
szg warto$cig jest liczba 2?

Rozwiaz réwnanie.

2) 4_4x2+ﬁ=2 ) 55+ 55 9x_+x62
b) 9x29—-1§i+4_3xx—2:0 d) xi5+% 5185);
Rozwiaz nieréwnos¢.
) S 0 gyt
)%20 d) 2x3—1_1>x£2
Rozwiaz nieréwnosc.
a) |3x2_”>1 b) - f7l<4 0) le%lzz
Rozwiaz algebraicznie oraz graficznie nieréwnos¢.
) I%lﬁl b) [x+4 <) |’;—é1>x—l
Rozwiqi réwnanie.
a) — = I¢| b) |x1—24| =X <) |x+4 - d) ]xi ] |2x2—3|
Rozwigz nieréwnos¢.
a) Ii:i‘Zx b) liigl %1 ¢) x‘fll>x d) ]x;2|<



Zadania powtérzeniowe

Zestaw B. Zadania zamkniete * odpouiecs

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)

Wykres funkgji f(x) = x__—34 + 2 przesunieto o wektor [-3,—4]. Srodkiem symetrii otrzymanej
hiperboli jest punkt:

A. (-4,2), B. (-7,-2), C. (1,-2), D. (4,2).

Zadanie 2. (1 pkt)
Funkcja f(x) = 6x =2k pie jest funkcja homograficzng dla pewnej liczby k nalezacej do prze-

4x +3
dziatu:
1
A pd) B2kl e (il bk
Zadanie 3. (1 pkt)
Ile liczb catkowitych nalezy do zbioru wartosci funkcji f(x) = le6+ 52
A. 2 B. 3 C. 6 D. 12

Zadanie 4. (1 pkt)
Ile punktéw wspolnych ma prosta y = x z wykresem funkcji f(x) = % ?

Al B. 2 C 3 D. 4

Zadanie 5. (1 pkt)
(x*+5x+6)(x*-5x+6)

Dane s3 funkcje f(x)=x*+q i g(x)= . Wykresy funkgji f i g nie maja

x*-13x%+36
punktéw wspdlnych dla:
A. ge{-9,-4}, B. ge{-8,-3}, C. ge{-6,-4}, D. ge{-4,-2}.
Zadanie 6. (1 pkt)
Dla ktérej z podanych liczb wyrazenie g—%_%ié przyjmuje najmniejszg wartos¢?
A Y2 B. £ C. V2, D. 2V2.

4 2

Zadanie 7. (1 pkt)
3 2 _
Ile rozwigzari ma réwnanie 2% ;2" +dx _x-1l,
x’ - 25x x=5

A. O B. 1 C. 2 D. 3

Zadanie 8. (1 pkt)

2
Ile liczb catkowitych spetnia nieréwnosé —2—¢ <0?
x*-11x+28

A. 10 B. 9 C. 8 D. 7
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzia ¢ odpouiedzi

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)
Wykres funkcji f(x) = _sz’-‘—j—;- +3 ma asymptoty: pionowa x = p i pozioma y = q. Wyznacz ilo-
czyn p - q. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego

otrzymanego wyniku. D:D

Zadanie 2. (2 pkt)
1

Wykres funkcji g(x) = 3’; +_23 powstat przez przesuniecie wykresu funkcji f(x) = =1 ° wektor

[a,b]. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego

liczby a + b. D:‘:]

Zadanie 3. (2 pkt)
Liczby x1, x3, gdzie x; < x3, spelniaja réwnanie

2x-3
x+1

po przecinku rozwiniecia dziesi¢tnego liczby x;. [:D:‘

- ﬁ = 1. Zakoduj trzy pierwsze cyfry

Zadanie 4. (2 pkt)

2 _ 2 _ _
Zbiér A jest zbiorem liczb spetniajacych réwnanie (16x” —9)(x —2x -3)

16x% - 24x +9
arytmetyczng liczb nalezacych do zbioru A. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwi-

nigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku. D:‘:]

= 0. Wyznacz $rednia

Zadanie 5. (2 pkt)

. o . .y . |3n+4 3 1 .
fObllcz ri(a)r;lr.lle)-szqkl{c.zlzig nflt%l;alns n spelniajacg nieréwnosc¢ ﬁ:—5 - 3| < 3600+ Zakoduyj cy-
ry: setek, dziesigtek i jednosci liczby n. I:l:‘:,
Zadanie 6. (2 pkt)
Wyznacz wartos¢ parametru p, dla ktdrej zbiorem rozwigzan nieréwnosci % - % >7p jest prze-

dzial (-1;0). Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesi¢tnego liczby p.

L

Zadanie 7. (2 pkt)
Liczba n jest najmniejsza liczbg naturalna, dla ktorej liczba —- nalezy do zbioru rozwiazan

150
L]

xZ
XZ

nieréwnosci _g < 0. Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednoéci liczby n.

Zadanie 8. (2 pkt)
2
Liczba n jest najwigkszg liczbg naturalng, ktéra spelnia nieréwnos¢ _2_3:2—9—x+6 < 1. Zakoduj

x“-6x+9
(T[]

trzy pierwsze cyfry po przecinku liczby \/%
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Zestaw D. Zadania otwarte ¢ Troaals
-s.175
Zadanie 1. (4 pkt)
Rozwigz nier6wnosé¢ f(x +1) < f(x), gdzie f(x)=1- %
Zadanie 2. (7 pkt)
Wyznacz zbior A’ n B', wiedzac, ze:
A={xeR: x’;—lo<3},B={xeR: x®+10x? < x* - 8x}
Zadanie 3. (5 pkt)
Wykres funkcji f otrzymano przez przesunigcie hiperboli o réwnaniu y = % Asymptotami

tego wykresu s3 proste x = a oraz y = b, gdzie a =log s (log 1 %) oraz b = log, 3 -log, 8. Podaj
wzdr funkcji f i wyznacz jej miejsce zerowe.

Zadanie 4. (5 pkt)
2x+a

Asymptotg pionowa wykresu funkgcji f(x) = =} Jjestprostax=-1.
a) Oblicz b i podaj réwnanie asymptoty poziomej wykresu funkc;ji f.

b) Oblicz a, jezeli wykres funkgji f otrzymano przez przesunigcie wykresu funkcji g(x) = %

Zadanie 5. (4 pkt)
Hloczyn liczb x i y jest o 2 wiekszy od ich sumy. Przedstaw y jako funkcje zmiennej x. Podaj
dziedzine tej funkgji i jej zbidr wartosci.

Zadanie 6. (5 pkt)
Funkcja f dana jest wzorem f(x) = % - p’.
a) Naszkicuj wykres funkcji f dla p =2 oraz odczytaj z niego rozwigzania réwnania f(x) = 2.

b) Wykaz, ze réwnanie |% - pl = p ma dokladnie jedno rozwiazanie dla dowolnej liczby p > 0.

Zadanie 7. (5 pkt)
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkgji:

flx)=2%La

a) Obliczaib.

b) Rozwiaz nieréwno$¢ f(x) < f(x—1).

Zadanie 8. (4 pkt) S . L
Dana jest funkcja f(x)=2- % Rozwigz nieréwnoéé
f(x+1)
>0.
flx-1)

s
-
o
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Zadanie 9. (4 pkt)

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = +2 Ili i

nanie f(x)=m? ma dwa rozwigzania.

3. Wyznacz warto$ci parametru m, dla ktérych réw-

Zadanie 10. (6 pkt)

Naszkicuj wykresy funkeji f(x) = +:§ oraz g(x) = t;g;' i podaj ich zbiory wartosci.
Zadanie 11. (4 pkt)
Naszkicuj wykresy funkeji f(x) = T:x_;_? ig(x)=f(x)+|f(x)

Zadanie 12. (5 pkt)
Wyznacz warto$ci parametru m, dla ktorych réwnanie |x + 3| = —4 ma dwa pierwiastki roz-
nych znakoéw.

Zadanie 13. (5 pkt)
Wykres funkcji f(x) = % przesunieto o wektor U = [-2,1]. Wykaz, ze tak otrzymana hiperbola
ma doktadnie jeden punkt wspdlny z parabola o réwnaniu y = x2 + 4x + 5.

Zadanie 14. (5 pkt)

Funkcja f dana jest wzorem f(x) = ax+b

x+c
a) Wyznacz wspélczynniki a, b i c, jezeli wykres funkgcji f jest symetryczny do wykresu funkcji
g(x)= 2x wzglqdem prostej y = 2.

b) Rozw1qz réwnanie f(x) - g(x) =2.

Zadanie 15. (6 pkt)
Funkcja f przyporzadkowuje liczbie m sume odwrotno$ci dwdch roznych pierwiastkéw réw-
nania mx? - 2mx +m-2=0.

a) Wyznacz dziedzing i naszkicuj wykres funkg;ji f.

b) Dla jakich wartosci parametru m funkcja f przyjmuje warto-
$ci wieksze od 4?

Zadanie 16. (5 pkt)
Punkty P i Q o tej samej rzednej nalezag do wykresu funkcji
f(x) = % (rysunek obok). Punkt R nalezy do prostej y = —4.

Wykaz, ze pole trojkata PQR jest wigksze lub réwne 4.

Zadanie 17. (7 pkt)
Wykresy funkeji f(x) =3 i g(x) ax® - b przecinajg si¢ w punktach A i B. Punkt S ( l) jest
srodkiem odcinka AB.

a) Oblicz wspolrzedne punktéw A i B oraz wspotczynniki a i b.
b) Z wykreséw funkeji f i g odczytaj rozwigzania nieréwnosci f(x) > g(x).



PRZECZYTAJ WIECEJ

6. Trygonometria s

Zestaw A. Zadania powtorzeniowe * odpawieds

1. W ktdrej ¢wiartce ukladu wspoétrzednych lezy konicowe ramie kata a, jezeli sina - cosa >0

oraz sin« + cosa < 0?

. Oblicz.
) sin 150° ) tg 225° - tg315° ) SiI'l2 240°
cos 120° sin 135° - cos 135° cos 300°
. Oblicz.
a) sin810° c) tg570° e) sin(—240°) g) tg(-510°)
b) cos765° d) cos1080° f) cos(-690°) h) sin2010°

. Kat a jest katem srodkowym w okregu o promieniu r opartym na tuku o dtugoéci /. Uzu-
pelnij tabele.

r 6 8 3 9 4
[ 2n 147 | 2m 14 117
a (w stopniach) 320° 82°30" | 11°15’
a (w radianach) %rr %7’[ -17371
. Oblicz.
a) sin%n c) tg% e) cosllm g) sin 12—971
b) cos%n d) sin(—En) f) tg(—%n) h) cos(—%n)
. Wyznacz warto$ci pozostalych funkcji trygonometrycznych zmiennej x.
a) cosx=0,61xe(3m2m) c) tgx=24ixe(min)
b) sinx—Mlxe(z, ) d) tgx=- 1xe(2,rr)
. Naszkicuj wykres funkgcji f i odczytaj z niego rozwigzania nieréwnosci f(x) > 0.
a) f(x)=sinj c) f(x)=cos(2x—§) e) f(x)=tg(x—%)
b) f(x)=cos:E d) f(x)=sin(2x+m) f) f(x)=tg2x

. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego warto$¢ najwigksza funkeji f oraz jej warto$é
najmnie;jsza.

a) f(x)=1-sinx c) f(x)=1-2sinx e) f(x)=2-2cos2x
b) f(x)=3+2sinx d) f(x)=4cos3 f) f(x)=3cosx-2



9.

10.

11.

12.

13.

14.

Zadania powtérzeniowe

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f, ktéry otrzymano przez przesunigcie wykresu
funkeji g(x) = sin x. Podaj wzor funkcji f oraz odczytaj z wykresu rozwigzania réwnania

f(x)=1
a) c)

b) d)

Oblicz sin 2x oraz cos2x, jesli:

5

.
2’
b) cosx=11xe(57r;2n), d) cosx-——lxe(

a) sinx=%ixe(%m), ) tgx=-3ixe(Zn),
.3
5 32

).

Oblicz sinx i cos x, jesli:

a) COSZx“-IXE(O,Z) c) sinx +cosx = Mixe(O;g),
b) sm2x— 1xe(n,; ) d) cos(x+%)=§ xe(n,; )

Naszkicuj wykres funkgji f i odczytaj z niego jej zbior wartosci.
a) f(x)=1+]|cosx]| c) f(x)=1-|tgx| e) f(x)=|tgx-1|
b) f(x)=2|sinx|-3 d) f(x)=2|sin%| f) f(x)=|2sinx-1|

Naszkicuj wykres funkcji f w podanym zbiorze.

a) f(x)=2cosx-|sinx|, xe€(0;2m)

b) f(x)=2sinx - V1-cos?x, x¢€(m2m)

c) f(x)=sin2x- 1,1 , x€(0;2m o in
) 7 PARLY

sin“x cos“x

Rozwiaz graficznie réwnanie f(x) = g(x) oraz nieréwnos¢ f(x) < g(x) w przedziale (0;27).

a) f(x)=cos3, g(x)=sin3 b) f(x)=sinx, g(x)=1-cosx

. Wyznacz dang warto$¢ w zaleznosci od a = cos 26°.

a) cos52° b) sin64° ¢) sin13° d) sin19°
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16.

17.

18.

19.

20.

21,

22.

Oblicz.
a) sin % e) sin43°-cos47° +sin47° - cos43°
5 2 s 2 s T
b) cos S f) cosgn-cosg—smgn-sm;
. o . ° V3 b l i @
¢) sinl15°-sin75 g) 5cos5 +5sing;
. 7 .7
d) sm%n-cos%n h) cos M +sin 7
Udowodnij tozsamo$¢ trygonometryczna.
2 cosx _ 1+ cosx 1 _ 1 _ 2cos2x
a) tg°x 1 —cosx _ cosx d) 1-cos2x 1 +cos2x  sin?2x
— i sin(x + —sin(x —
b) cos2x _ cosx —sinx e) ( }’) ( }’) _ 1

1 +sin2x cosx + sinx cos(x+y)—c05(x—y) __tg_x

c) cos2x(1 +tgxtg2x) =1 f) cos?(x + y) — cos’(x — y) =—sin2xsin2y

Upros¢ wzor funkeji f i zbadaj jej monotoniczno$¢ w przedziale (O; %)

a) f(x)=sin(Z +x)-cos(Z - x) - sin(m - x)-cos (7 + x)
b) f(x)=sin(-x)-cos(3m - x) + cos(-x) -sin (27 + x)

c) f(x) =]1 - sin(g - x) - cos(2m - x)l

Rozwiaz réwnanie.

a) 1—_——5;1§=1 ¢) sin(2x - Z)=-1 e) |l - V2sinx|=2
b) V2cosi=1 d) 2cos(3x - Z)=-1 f) [2sin3x - 3|=4

Rozwiaz réwnanie.

a) (2cosx-1)(2cosx +1)=3 e) sin2x + cosx=0

b) 3sin’x —cos’x=0 f) 4cos’x—cos2x=2

c) tgzxzﬁtgx g) cosxsin2x =2sinx

d) 2cos’>x + cos?x ~2cosx =1 h) 2sinx —sin2x = v/3(cosx — 1)

Wyznacz wszystkie rozwigzania rGwnania nalezace do przedziatu (0;27).

a) 2sin® xcosx = sinx ¢) cos3xcosx=1-sin3xsinx
b) sin2xcosx—sinxc032x:—§ d) 4tgxcos’x =1

Rozwigz réwnanie.

a) 2sinx—7sinx-4=0 d) cos’x —sinx-1=0

b) cos’x + 2cosx-3=0 e) 3cosx =3cos?x —2sin’xcosx
¢) V2sinx-2cos?x=0 f) V3cos2x +9cosx + 4/3=0



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Rozwigz réwnanie.
a) cosdx +cos2x=0

b) sin5x+sin(x+ g) =0

Rozwiaz réwnanie.
a) cos5x —sin3x =cosx
b) sinx —sin2x —sin3x =0

¢) sindx — cos6x = cos2x

Rozwiaz nieréwno$¢ dla x € (-2m;27).

V2

a) sinx < %% d) singzo

e) 2cos2x<—1

N —

b) cosx 2

) \/§tgx<—1 f) tg2x>1

Rozwigz nieréwnosc¢.
c) 3tg?x-1>0
d) [2sinx-1|<1

a) sinx<1

b) 4cos’x>1

Wyznacz dziedzine funkcji.

a) f(x)=V2sinx-1
b) f(x)=VV2cosx+1

Oblicz.

a) tga, jesli sina —cosa = V2 iae (E-E)
’ 2 12

b) cos 3, jesli cosa = 2 i ae(m2m)

5
o) tga, jeslitg(a—2)=5

Zadania powtérzeniowe

c) sin(3x— %) —sin(x - %) =0

d) sinx +cosx =1

d) sin4x — cos4x =sinx — cosx
e) cos5x +sin6x =cos3x —sin2x

f) sin8x —cos2x =cos8x —sin2x

g) \/E—COSXSL
V2 2
h) sinxsin2x + 2cos’ x < -1

i) sinxcosx< \/Ti

e) [2cosx + 1]<2

f) —I—<2
V1-cos’x

o) f(x)=\/V3-1g5

d) f(x)=\/sin2x—coszx+§

Dla jakiej wartosci parametru a réwnanie ma rozwigzanie?

. _2a-1 2.
a) sinx = 37— b) cos“x = T

a’-3a+2

2 2

c) 2sin“x+a“-9=0

Wyznacz zbidr wartosci funkeji f i oblicz, dla ktérych argumentéw ta funkcja przyjmuje

wartosc¢ 1.

a) f(x)=sin*x +cos*x

b) f(x)=cosx -

3sinx

Narysuj wykres funkgji f(x) =sin(x + |x|) dla x € (—m; 7). Dla jakich argumentéw ta funk-

cja przyjmuje warto$ci mniejsze od %?
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Zestaw B. Zadania zamkniete * odpowieds

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Jesli punkt P(—%, é) nalezy do ramienia kata «, to warto$¢ wyrazenia sin & + cos & jest rowna:

V17 2\/17 _3/17 _ 417
A. 17 B. -7 C. 17 D. 7 -

Zadanie 2. (1 pkt)
Dany jest kat o mierze 97°30’. Miara tukowa tego kata jest réwna:

13 17 19 21
A. 5271, B. 5271, C. 3577, D. =n.

Zadanie 3. (1 pkt) CKE

2 x = sinx w przedziale {0; ):

Réwnanie sin
A. ma dokladnie 1 rozwigzanie, C. ma dokladnie 3 rozwigzania,

B. ma dokladnie 2 rozwigzania, D. nie ma rozwigzan.

Zadanie 4. (1 pkt)
Funkcja f: (0;10) - R dana jest za pomocg wzoru f(x) = cos zx. Suma wszystkich miejsc
zerowych tej funkgji jest réwna:

A. 50, B. 90, C. 100, D. 105.

Zadanie 5. (1 pkt) CKE 2010
Warto$¢ wyrazenia sin® 75° — cos? 75° jest réwna:

1 1 _V3 V3
A -3, B. 5, C. -3, D. ~=.
Zadanie 6. (1 pkt)
Wartos$¢ wyrazenia cos %7‘[ - oS %7‘[ +sin %7‘[ -sin %ﬂ jest rowna:
V3 1 1 _V3
A- T, Bo i) C _2’ D 2

Zadanie 7. (1 pkt)
Jesli « jest katem ostrym oraz sina =

A. 42, B. 6v/2, C. 43, D. 6\/3.

Zadanie 8. (1 pkt) (CKE 2015

, to warto$¢ wyrazenia 9sin 2a jest réwna:

W

Kazda liczba x nalezaca do przedzialu otwartego x € (%, "’4—”) spelnia nier6wnos¢:
A. tgx>sinx, B. cosx>sinx, C. cosx>tgx, D. tgx >cosx.

Zadanie 9. (1 pkt)
Najwi¢ksza warto$¢ funkeji f(x) = sinx + cosx jest rowna:

A. 1, B. /2, C. 2, D. 2.

[§S1 198}
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzia ¢ odpowieds

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)

Punkt P(xo, yo) lezy w IV ¢wiartce ukladu wspétrzednych na ramieniu koricowym kata «. Ob-

licz sume xo + yo, jesli tga = -2 oraz odleglos¢ punktu P od poczatku ukladu wspéirzednych

L

jest réwna 625. Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 2. (2 pkt)
Wyznacz kat wypukly, ktéry wskazéwki zegara tworzg o godzinie 14.20. Odczytaj z tablic war-
to$¢ sinusa tego kata. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku otrzymanej liczby.

Zadanie 3. (2 pkt)

Oblicz: 35in 1575° — 4cos450°
c0s720° — sin(—600°)
Zakoduj cyfre jednosci oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesietnego otrzy-

manego wyniku. D:D

Zadanie 4. (2 pkt)
Oblicz sin2a, jesli sina — cosa = ‘/3—;‘/—5 Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia
dziesi¢tnego otrzymanej liczby.

Zadanie 5. (2 pkt)
Wyznacz najmniejsze dodatnie rozwigzanie réwnania cos(37rx + g) + % = 0. Zakoduj trzy
pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 6. (2 pkt)
Oblicz sumg pi¢cdziesi¢ciu najmniejszych dodatnich liczb spetniajacych réwnanie sin4nx = 1.
Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanej liczby.

Zadanie 7. (2 pkt)
Ile rozwigzan réwnania sinx|cos x| = ; nalezy do przedziatu (0;1727)? Zakoduj cyfry: setek,

dziesigtek i jednosci wyznaczonej liczby.

Zadanie 8. (2 pkt)
Oblicz cos(270° + a), wiedzgc, ze « jest katem ostrym i tga = 15—2 Zakoduj trzy pierwsze cyfry
po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymane;j liczby.
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Zestaw D. Zadania otwarte Mo

modele
-s. 184

Zadanie 1. (5 pkt)
Oblicz warto$¢ wyrazenia cos35° - cos40° + cos 130° - sin 395°, nie korzystajac z tablic ani
kalkulatora.

Zadanie 2. (5 pkt)
Wyznacz rozwigzania réwnania 2 cos® x + 5sinx + 1 = 0 nalezace do przedziatu (0;27).

Zadanie 3. (5 pkt)
Wyznacz najwigksza liczbe ujemna spelniajaca réwnanie cosx —sinxtgx = 1.

Zadanie 4. (4 pkt) C«F
Rozwigz réwnanie sin 5x — cos2x + sinx = 0.

Zadanie 5. (4 pkt)
Wyznacz wszystkie liczby catkowite z przedziatu (0;27), ktore nalezg do zbioru rozwigzan
nieréwnosci 6sin® x + 2 cos2x > 3.

Zadanie 6. (3 pkt)
Oblicz sin 2x, jesli sinx + cosx = \/2.

Zadanie 7. (4 pkt)
Oblicz cos4x, jesli sinx — cosx = 3.

—

Zadanie 8. (3 pkt) <xf.
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, spetniajace réwnanie sin5x —sinx = 0.

Zadanie 9. (3 pkt) (KE. TY
Wykaz, ze dla kazdego kata a prawdziwa jest
réownosé¢ 4(sin® a + cos® ) = 1 + 3 cos? 2a. 1 [

Zadanie 10. (4 pkt) W o I BT T R R A R N
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- ] ‘ 1% ‘
cji f(x)=acos(x - p). Wyznacz a i p. Rozwiaz

nieré6wnoé¢ f(x) > —\/2 w przedziale (-m; ). \

Zadanie 11. (5 pkt)
Funkcja f dana jest wzorem f(x) =1 + sin(-x) + cos (g - x). Wyznacz wartoéci parame-
tru m, dla ktdrych réwnanie f(x) = m ma dwa rozwigzania w przedziale (m;27).

Zadanie 12. (6 pkt)
Wyznacz zbiér wartosci funkcji f(x) =1 + 2cosx — sin® x. Znajdz argument, dla ktérego funk-
cja f przyjmuje najmniejszg wartos¢.



Zadania powtérzeniowe

Zadanie 13. (4 pkt)
sinx(tgx + sinx)
cosx(1 + sinx)

znacz dziedzine funkgeji f(x) = . Uzasadnij, ze przyjmuje ona tylko wartosci

-ujemne.

Zadanie 14. (6 pkt)
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie:

sinx-cos(x - %) + 3=4sinm-sin(x-Z)-cosx

nie jest sprzeczne?

Zadanie 15. (5 pkt)
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = \/ 1-cos?(x + %) dla x € (—m; ). Odczytaj z wykresu, dla

jakich argumentéw funkcja f przyjmuje warto$é %

Zadanie 16. (6 pkt)

Niech A bedzie zbiorem rozwiazan réwnania 2sinx + /2 = /2 cosx + sin2x w przedziale
(-m; m). Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze losowo wybrana liczba
ze zbioru A jest ujemna.

Zadanie 17. (5 pkt)
Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie sin? 4x = 4 — m+10 a4 rozwi zania.
y p y T 3

Zadanie 18. (4 pkt)
Dla jakich wartoéci parametru a réwnanie |3 - 4sinx| = a® + 3 jest sprzeczne?

Zadanie 19. (6 pkt)
Dane jest réwnanie sin x(sin® x — p) = 0 z parametrem p.
a) Rozwigz to réwnanie w przedziale (-m; ), gdy p=0,5.

b) Dla jakich wartosci p rownanie to ma trzy rézne rozwigzania w przedziale (—7; )?

Zadanie 20. (4 pkt)
Ile jest dodatnich rozwigzan réwnania 1 — |x — 4| = 2 sin m w zaleznosci od parametru m?

Zadanie 21. (4 pkt)
sinx

_C;liosx | dla x e (0:2)u(%;m). Odczytaj z wykresu rozwia-

Narysuj wykres funkcji f(x) =
zania nieréwnoéci f(x) > 0.

Zadanie 22. (4 pkt)
Narysuj wykres funkcji:

)= i

dlaxe(-3m-2)u(-%;2)u(%;2n). Odczytaj z wykresu rozwigzania rownania f(x) = V3.
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Zadanie 23. (3 pkt)

Sprawdz, czy réwnoéé cos?

x + sin® x = 1 - sin? 2x jest tozsamoscia trygonometryczna.

Zadanie 24. (3 pkt) CKE
2
Wykaz, ze dla dowolnego Kata a prawdziwa jest tozsamos$¢ sin* a + cos® o = 13608 2& = 20

Zadanie 25. (4 pkt) (CKE!
Rozwiaz rownanie 2tgx - cosx + 1 = 2cos x + tgx w przedziale (0;27).

Zadanie 26. (4 pkt) CKE2015
Rozwiaz réwnanie (4sin’x — 1) -sinx = cos? x - 3sin’ x, dla x € (-7;0).

Zadanie 27. (4 pkt)
Wyznacz wszystkie liczby x nalezace do przedziatu (0;37) i spetniajgce rownanie:

2+cos2x=5sinx

Zadanie 28. (4 pkt) (CKE 017
Rozwiaz réwnanie cos2x + 3 cosx = -2 w przedziale (0;27).

Zadanie 29. (4 pkt)

Wyznacz rozwigzania réwnania 2 sin (x + %) - sin (x - %) =0 nalezgce do przedzialu (0;47).

Zadanie 30. (4 pkt) (CKE 2017

Rozwiaz réwnanie 3sin (x - %) + Cos (x + %) =1 w przedziale (0;27).

Zadanie 31. (4 pkt)
Rozwigz réwnanie sin 4x — sin2x = 2 cos 2x — 1 w przedziale (0;27).

Zadanie 32. (4 pkt) [CKE 2015,
Rozwigz réwnanie sin 6x + cos 3x = 2sin 3x + 1 w przedziale (0; 7).

Zadanie 33. (4 pkt)
Rozwigz nieréwnos¢ (3tgx —/3) (sinx — ) <0 w przedziale (0;27).

Zadanie 34. (4 pkt) {CKE 2010;

2cosx — \/5
cos® x

Rozwigz nierdwnosé <0 w przedziale (0;27).

Zadanie 35. (3 pkt) (CKE 2010]
Rozwigz nieréwnos¢ (2sinx - 3)(2sinx + 1) > 0 w przedziale (0;27).



PRZECZYTAJ WIECEJ

/. Funkcje wykfadnicze e

Vademecum, 1. s. 108-109, 2. s. 20-21

| logarytmiczne

Zestaw A. Zadania powtdrzeniowe ¢ odpoiedz
1. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj wspotrzedne punktéw przecigcia wykresu z osiami ukla-

du wspétrzednych. Okresl monotonicznos¢ funkgji f.
a) f(x)=2""1-2 o f(x)=1-27* e) f(x)=9-31""+2
b) f(x)=2+4"" d) f(x)=8-2"-4 f) f(x)=3(37%-9)

Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz warto$¢ najwigkszg i warto$¢ najmniejsza tej funkcji
w przedziale (~1;2). Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie f(x) = m ma dwa pier-
wiastki?

a) f(x)=[1-2% b) f(x)=|3**'-4 ) f(x)=]22*-3|

Funkcja f dana jest wzorem f(x) = a*~2+ p. Wyznacz a i p, jezeli do jej wykresu naleig
punkty A(3, p+2) oraz B(2log, 4,1).

Wykres funkeji f(x) = % jest symetryczny wzgledem osi OX do wykresu funkcji g.
Zapisz wzor funkeji g i naszkicuj jej wykres. Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje
wartosci dodatnie?

Wykres funkcji f(x) = 2* — 2 jest symetryczny wzgledem osi OY do wykresu funkgji g.
Zapisz wzor funkcji g. Rozwiaz nieréwno$¢ f(x) > g(x).

Rozwiaz graficznie nieréwnos¢ f(x) < g(x).

a) f(x)=2""2, g(x)=3x+5 o) f(x)=2% g(x)=5- (%)x_2

b) f(x)=1-2% g(x)=x%*-2x d) f(x)=[3""3-1]|, g(x)=4x+12

Do wykresu funkeji f(x) = a* nalezy punkt A. Naszkicuj wykres funkcji g i wyznacz
wartoéci parametru m, dla ktérych rownanie g(x) = m ma dokladnie jedno rozwiazanie.

a) A(-3.5) 8(x)=12-f(x-1)| b) A(2log,3,9), g(x)=|f(x+1)-3]

Rozwiaz réwnanie.
a) 4.2573 =453 p) 96782 () (0,4)%F(2,5)¥=0,16  d) 9**!+32+4 27290

Dla jakich wartosci parametru m dane rownanie ma pierwiastek dodatni?

a) ¥ =m+1 b) (\/Tz)x=2m c) 2x+4=2""1
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10. Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci wigksze od 12

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

a) f(x)=2%>-7

b) f(x)=0,25-4**-3

c) f(x)=(1—2x)(l+2x+2)

Przedstaw dang liczbe w postaci logarytmu o podstawie 2.

a) log,, 81 b) log 717

Oblicz.
a) log,(log100)

b) logg (log\/g 9) +log,g (logﬁ 2)
c) 2510gS 2_p2+2 log, 3

Uzasadnij réwnosc.
a) log,4-logy4=1log,2

y L, 1

log% 2 log,2

c) logo,25 0,04 d) log2ﬁ9
d) log, 81-log, 64

e) log;16-log, 27 -log;25

f) logg16-log 727

c) logg27 +log, 9=10g, 9

2 1
log2ﬁ3+log49 4log; 2

Przedstaw dane wyrazenie za pomocg a, jesli a =log; 4.

a) log;16
b) log, 8

Oblicz x.
a) 2log;x =logg 16

c) log,9
d) log,, 16

b) log25x=log\/§10

e) log;5-log .4
f) logy49-log, 12

c) log% x =logy 12

Zaznacz w ukladzie wspétrzednych zbiér punktéow (x, y), dla ktérych prawdziwa jest po-
dana réwnoé¢. Otrzymany zbiér przesuni o wektor @ = [-2,1].

a) log,x +log, y=1

b) log, y —log, x =2
Wyznacz dziedzing funkgeji f.
a) f(x)=log,(x*-8x+12)
b) f(x)=log s;(x*-2x*+3x-6)

c) f(x)= logsz"2 +log, 5 (1-2x)

c) log, y=log,x
d) log, (x - 1)2=2

e) log(x + y) =logx +logy
£) 1o,y (y+1)=2

d) f(x)=log,_3)4-log(,_, (4-x)
e) f(x)=log.(-x*-2x+8)
f) f(x)= log(xz_l)(x4 - 5% +3x% +9x)

Dla jakich wartosci parametru m dziedzing funkgji f jest zbidr liczb rzeczywistych?

a) f(x)=log(mx*—4x+m+3)

b) f(x)=logy s |mx?+2v2x+m+1|

Zbadaj monotoniczno$¢ funkcji f w zaleznoéci od wartosci parametru m.

a) f(x)=10g(3m,3)%

b) £(x) = ~10g(yy_g) *



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Zadania powtorzeniowe

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) =log, (x — p). Wyznacz a i p. Napisz wzor
funkgji g, ktorej wykres jest symetryczny do wykresu funkcji f wzgledem osi OX.

a) b) )
Y

Naszkicuj wykres funkgcji f. Podaj wspéirzedne punktéw przeciecia wykresu z osiami ukta-
du wspoélrzednych.

a) f(x)=log,(x+2) ) f(x)=log,s(0,25x)

b) f(x)=log,(x-1)-1 d) f(x)=1+2log2ﬁ

Wyznacz miejsca zerowe funkg;ji f.

a) f(x)=logs (x*+2x-2) c) f(x)=2logx+log(2-x)

b) f(x)=logy, 57— d) f(x)=log;(x+1)-log,(2-x)

Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartosci parametru m rownanie f(x) = m ma dwa
pierwiastki réznych znakéw?

a) f(x)=[1-log, (x+2)| ¢) f(x)=|logy (x+5)|
b) f(x)=|logy(x+1)+2| d) f(x)=1-|log, (x+4)|

Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie ma pierwiastek dodatni?
a) log; (x+5)=m ¢) 1-3x=log,m
b) log, s (x +4)= 1= d) 3+2x=log%m

m+1

Rozwiaz graficznie réwnanie f(x) = g(x) oraz nieréwnos¢ f(x) < g(x).

a) f(x)=log,x, g(x)=x-1 c) f(x)=2+log,x, g(x)=3-log, (x+2)
b) f(x)=-2x+2, g(x)=logyx ) f(x)=[1+log, |, g(x)=8-[2* 9]
Oblicz x.

a) log3x=2-log%2 c) log, x +log, (x +2) = -log, s 3

b) log,, x=-2+log5+log4 d) log, x —log, s x = -2log, 55
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Zestaw B. Zadania zamkniete { odpowieda

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)

2343
Liczba 12812777
16\/§+4 X 9\/§+2

A 35 B. % C. 5 D. 3.

jest réwna:

Zadanie 2. (1 pkt)
Punkt (-2,2) nalezy do wykresu funkcji wykfadniczej f(x) = a*. Do wykresu tej funkcji
nalezy tez punkt:

A. (6,3), B. (6.3), C. (8.1, D. (8,2).

Zadanie 3. (1 pkt)
Zbiorem wartosci funkeji f(x) = ﬁ jest przedzial:

A. (0,6;00), B. (1;00), C. (0;0,6), D. (0;1).

Zadanie 4. (1 pkt) [CKE 2018)]

Warto$¢ wyrazenia 2log; 10 - log;S jest réwna:
20
A. -1, B. 0, C 1, D. 2.

Zadanie 5. (1 pkt)
Réwnos¢ log /5 (2 +log, p) =0 jest speiniona dla pewnej liczby p nalezacej do przedziatu:

A (53) B. (3:3) C. (%), D. (3:3)

Zadanie 6. (1 pkt)
Jesli a=log, 3 i b=log, 5, to log, 13% jest rowny:
A. 3a+2b, B. 3b+2a, C. 3a-2b, D. 3b-2a.

Zadanie 7. (1 pkt)
Jedli log, 2 = m, to warto$¢ wyrazenia log 3 +log, 9 jest rowna:

3 2 3Im 2m
A. E’ B. E, C. T, D. ?

Zadanie 8. (1 pkt)
Suma kwadratéw liczb bedacych miejscami zerowymi funkgji f(x) =log, s (|x|-2) jest réwna:
A. 4, B. 8§, C. 16, D. 18.

Zadanie 9. (1 pkt)
Ile dodatnich liczb naturalnych nalezy do zbioru wartoéci funkeji f(x) =log 1 (x| + 1—16)?

A 2 B. 4 C. 8 D. 16
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzia ¢ odpowieaz
Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.
Zadanie 1. (2 pkt)

Dana jest liczba a = (3‘0’5+9‘0’25)0’5 (2

rozwiniecia dziesietnego liczby a. D:[j

)_0’5. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku

Zadanie 2. (2 pkt)
Punkt (8, 515) nalezy do wykresu funkeji wyktadniczej f(x) = a*. Oblicz warto$¢ funkgji f dla
argumentu x = —8%. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jedno$ci otrzymanej liczby. [Dj

Zadanie 3. (2 pkt) [CkE;
Oblicz log, /27 - log, (log3 v \3/5) Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku. l:l:l:]

Zadanie 4. (2 pkt)
Znajdz liczbe a spelniajacg warunek log(a_ /3)3=2 Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze
cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 5. (2 pkt)
Oblicz sume odwrotnosci liczb a = log 3561 b =log 33 6. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po

przecinku rozwiniecia dziesigtnego otrzymanego wyniku. D:lj

Zadanie 6. (2 pkt)
Wyznacz liczbe p, dla ktérej spetniona jest réwnosé:

log, (logg (logy p) ) = —4

Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby p.

RN

Zadanie 7. (2 pkt)
Liczby x; i x2 s3 miejscami zerowymi funkeji f(x) = |log, ;10x| - 1. Oblicz sume x; + x;.
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.

L]

Zadanie 8. (2 pkt)
Ile liczb catkowitych nalezy do dziedziny funkcji f(x) =log(1000 - %xz)? Zakoduj cyfry: setek,

dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku. D:lj
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Zestaw D. Zadania otwarte i-shima

-s.193
Zadanie 1. (5 pkt)
Naszkicuj wykresy funkcji f(x)=2%i g(x) =|f(x—3) - 4|. Podaj warto$¢ najmniejszg i warto$¢
najwieksza funkeji g w przedziale (3;6).

Zadanie 2. (5 pkt)

x+1 _
Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania 3 1

3X

| =m w zaleznosci od parametru m.

Zadanie 3. (4 pkt)
Liczby 3* + %, 3%, 3*~! 53 kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego. Oblicz x.

Zadanie 4. (5 pkt)
Oblicz wartoé¢ funkcji f(x) =[2*"! - 3| dla argumentu xo = log, 5 + log, 5 - logs 2. Dla jakich
argument6w funkcja przyjmuje wartosci wieksze od f(x)?

Zadanie 5. (4 pkt) — Y? i G 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: '
f(x)=-a"+3 3
Wyznacz a i naszkicuj wykres funkcji: ol 1 X
g(x) =a"l
Zadanie 6. (3 pkt)

Naszkicuj wykres funkeji f(x) =log,(3x + 3). Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje war-
todci mniejsze od 2?

Zadanie 7. (3 pkt)

Niech m =log,, 7. Wykaz, ze log, 27 = 301 m).

m

Zadanie 8. (4 pkt)

9 . , oify 1
Uzasadnij nieréwnos¢ —log3 i log, 4./3<2.

Zadanie 9. (5 pkt)
Na rysunku przedstawiono wykres funkgji: 1

f(x) =a+ logpx 0 1 {4.“.‘] X

a) Wyznacz a i p.

b) Naszkicuj wykres funkcji g(x) = |f(x +2)|.

c) Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje warto$ci
wieksze od 1?

Zadanie 10. (4 pkt)

Wyznacz dziedzing oraz miejsca zerowe funkgji f(x) =log, , 2+ 2

6-x"
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Zadanie 11. (4 pkt)
Liczby log2, log(x +2), log(x + 6) sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. Oblicz x.

Zadanie 12. (5 pkt)
Zaznacz w ukladzie wspoéirzednych zbidr par (x, y) spelniajacych réwnanie log, |y| = 2 - log, x.

Zadanie 13. (3 pkt)
Rozwigz réwnanie log,(3 - 2logy x) = 1.

Zadanie 14. (4 pkt)
Wykaz, ze jesli 8* =27 i y = —log, 9, to 272 =27,

Zadanie 15. (4 pkt)
Dana jest funkcja f(x) =log(3x*+(m+1)x—m-1). Dla jakich wartosci parametru m dzie-
dzing tej funkgji jest zbior liczb rzeczywistych?

Zadanie 16. (4 pkt)
Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f(x) =logm+1 x jest malejaca.

Zadanie 17. (3 pkt)
Oblicz log ;, 4, jezeli log, 4 = 3 oraz log, 4 = 8.

Zadanie 18. (3 pkt)
Wyznacz warto$¢ parametru a, dla ktdrej réwnanie 2x? + 2x — log, a = 0 ma dokladnie jedno
rozwigzanie.

Zadanie 19. (4 pkt) :
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji wykladniczej
f(x)=a*dlaxeR.

a) Oblicz a.

b) Narysuj wykres funkcji g(x) =|f(x) - 2| i podaj wszystkie
wartoéci parametru m € R, dla ktérych réwnanie g(x)=m
ma dokladnie jedno rozwigzanie.

Zadanie 20. (5 pkt)

Wyznacz dziedzing funkeji f(x) =log,,,¢) ke

x+2°

Zadanie 21. (5 pkt)

Wyznacz dziedzing i najmniejszg warto$¢ funkeji f(x) =log 5 (8x - xz).
T

Zadanie 22. (4 pkt)

1 16 — x?
Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = 0g, (16— x*)

log,(x*-3)

Zadanie 23. (3 pkt)
Niech a =log,, 2. Wykaz, ze log, 64 = 16__aa_
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8. Ciagi

Zestaw A. Zadania powtorzeniowe odpowiedz

1.

Ktore wyrazy ciggu (a,) s3 ujemne, a ktore sa wieksze od 3?

a) a,=n>-5n*>-5n+25 b) an=% c) an=4sin(ng)

Oblicz sume wszystkich wyrazow skonczonego ciagu arytmetycznego (ay ), jesli:
a) a, =2n - 18, a suma trzech koncowych wyrazéw ciagu jest réwna 60,

b) a, = 3n - 5 oraz ciagg ma nieparzystg liczbe wyrazéw, a suma wyrazéw o numerach
nieparzystych jest réwna 78.

Suma dwudziestu pigciu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,) jest rowna
trzynastemu wyrazowi tego ciggu. Oblicz stosunek wartosci pierwszego wyrazu do réznicy
ciggu oraz trzynasty wyraz tego ciagu.

a) Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 7, a jego réznica wynosi 2. Suma n
poczatkowych wyrazéw tego ciagu jest dwa razy mniejsza od sumy kolejnych n wyrazéw.
Oblicz n.

b) Suma sze$ciu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,) jest trzy razy mniej-
sza od sumy kolejnych sze$ciu wyrazéw tego ciagu. Oblicz pierwszy wyraz ciagu, jezeli
az-az = 15.

Suma n (n > 1) poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego jest réwna wyrazowi da,.
Stosunek réznicy tego ciggu do pierwszego wyrazu wynosi —%. Oblicz n oraz pigty wyraz

ciagu.

Wykaz, ze jezeli suma pieciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych ciagu arytme-
tycznego jest rowna 110, to szdsty wyraz ciaggu wynosi 22. Oblicz réznice tego ciagu, jezeli
suma pierwszych dziesieciu jego wyrazéw o numerach nieparzystych jest rowna 420.

Dany jest ciag arytmetyczny (a,). Dzielac wyraz dziesigty przez wyraz siédmy, otrzymu-
jemy 3 i reszte 1. Oblicz iloczyn dziesigciu poczatkowych wyrazéw ciagu b, = (0,125)%".

S jest sumg n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Wyznacz wzér ogélny tego ciggu. Czy
jest to ciag arytmetyczny?
a) S,=n*-5n b) S,=n’*-5n+1 c) Sp=n+1

Ciag (a,) jest arytmetyczny. Wyznacz wzér na n-ty wyraz tego ciagu, jezeli suma m po-
czatkowych jego wyrazéw o numerach:

a) parzystych jest réwna 6m? — 4m, b) nieparzystych jest rowna 3m? + m.
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Wykaz, ze dla dowolnego ciagu arytmetycznego zachodzi réwnos¢.
a) Sin =3(82n-sn) b) Sn+3—Sn :3(Sn+2_sn+l)

Suma trzech poczatkowych wyrazéw rosnacego ciaggu geometrycznego jest réwna sumie
odwrotnosci tych wyrazéw. Oblicz te wyrazy, jezeli szosty wyraz ciggu jest réwny 16.

Oblicz iloraz monotonicznego ciagu geometrycznego (a,), jezeli:

a) ag=az+8, aj+az+as=14, b) a3 =3, a;-az-as-as=108.

a) Wykaz, ze jezeli suma czterech poczatkowych wyrazéw malejacego ciggu geometrycz-
nego jest dziewigc razy wigksza od sumy kolejnych czterech wyrazéw tego ciagu, to iloraz

ciggu jest rowny %—3
b) Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) o ilorazie % jest szesnascie
razy wieksza od sumy kolejnych n wyrazow tego ciggu. Oblicz pierwszy wyraz ciagu, jezeli

azn = 640.

Iloczyn dziesieciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych rosngcego ciggu geome-
trycznego (a,) jest 32 razy wigkszy od iloczynu dziesigciu poczatkowych wyrazéw o nu-
merach nieparzystych. Oblicz szésty wyraz ciagu, jezeli suma kwadratéw wyrazéw pierw-
szego i drugiego jest réwna 30.

Suma k poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego jest réwna 3, a suma 2k poczgtko-
wych wyrazéw tego ciggu wynosi 18. Oblicz sume¢ 3k poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Suma logarytméw dziesigtnych trzech pierwszych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,)
jest réwna 3, a suma wyrazéw drugiego i trzeciego wynosi 11. Oblicz log ajgo.

Ciag (an) okreslony jest wzorem rekurencyjnym. Czy jest to ciag arytmetyczny lub geome-
tryczny? Jesli tak, oblicz sume dziesigciu pierwszych jego wyrazéw.

a) a, =2, an+1:\/5an b) a1=-2,ap41=an +5 C) a, =3, an+1=2nan

Suma dziesi¢ciu poczgtkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,), o réznicy r # 0, jest
réwna 20. Oblicz najmniejszg wartos¢ funkcji f(x) = x* — mx + 3m - 1 oraz réznice r, jesli

f(a1) = f(aw) =0.

Wyznacz wspétczynniki b i ¢ wielomianu:

a) w(x) =x>-7x%+ bx + ¢, jezeli ma on trzy pierwiastki, ktore sg kolejnymi wyrazami ciggu
geometrycznego o ilorazie g = 2,

b) w(x) =x>+3x% + bx +c, jezeli ma on trzy pierwiastki, ktore s3 kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego o roznicy 1.
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a) Niech a, = n?. Wykaz, ze ciagg b = an+1 — ax jest ciggiem arytmetycznym.
b) Niech f(x) = 3x%+ x — 2. Wykaz, ze ciag b, = f(n + 1) - f(n) jest ciggiem arytme-
tycznym.

Wyznacz te wartosci x, dla ktérych cigg arytmetyczny o wyrazach:
a) x +y, x +2y, x>+ 2x + 2y - 2 jest rosnacy,

b) y-x, %, x y jest malejacy.

Oblicz sume stu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,), n > 1.

a) an:sin(§+n7r) b) a, =ncos(nm)

Oblicz sumeg wszystkich miejsc zerowych funkcji f nalezacych do przedziatu (0;207m).
a) f(x)=cosx b) f(x)=sin2x

2

Wyznacz wszystkie wartoéci x € (0;27), dla ktorych liczby 2sin 2x, cos” x i cos2x sg kolej-

nymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Oblicz sume¢ pig¢dziesieciu najmniejszych dodatnich rozwigzan réwnania.

a) cos®x =cosx b) 2sinx =3sin’x -1

Pierwszy wyraz rosnacego ciagu geometrycznego (a,) jest robwny 1. Wyznacz iloraz tego
ciagu, jezeli jego wyrazy speiniaja réwnanie:
as
2a;3+ 3a,

as
243 - 3a,

2 _
+5=

Wyrazy pierwszy i trzeci rosngcego ciggu arytmetycznego sa odpowiednio pierwszym
i trzecim wyrazem ciggu geometrycznego. Ich wspdlny pierwszy wyraz jest réwny 5,
a drugi wyraz ciggu arytmetycznego jest o 10 wigkszy od drugiego wyrazu ciagu geo-
metrycznego. Wyznacz te ciggi.

Drugi, dziewiaty i trzydziesty si6dmy wyraz rosnacego ciagu arytmetycznego (a,) sa ko-
lejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, a ich suma jest réwna 147. Wyznacz wzor ogdélny

ciggu geometrycznego.

Dla jakich n spetniona jest nieréwno$¢ |a, — g| < €?
a) an=%,g=0, £=0,01 b) a,,=3—;23-,g=3, £=0,001

Oblicz granice ciagu (ay).

vl )2 ) 9 o (8-1)(o- )

b) “"2(2_;_0)(3+%) d) an=\/(3—%)(3+%)
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Oblicz granice ciggu (ay).

_12n*-9n+4 _(n-2)(n+3) _(2+n")(1-n)
a) an= 9n? +6n+2 ) an= € an= T
24, (1-3n) (2n? +3n)(n-1)
b _4n"+n-10 d _ f _
) an 1-3n-n ) @n 6n*—n*+n ) an (n*-4)(n+2)
Oblicz granice ciggu (ay).
) 1-
a) q, =Y tdn+3 0 an:ﬂ e) a,=3n-9n2+n
n Vn-12
__ 6n+9 _1+2Vn ARt 1A =
b) an—m d) a,= 13 f) a,=V4n2+n-V4n2-n

Oblicz granice ciagu (ay).

1+43+...+(2n-1) 1 2 3 n
a) an= 2+4+6+...+2n ©) n="g+tat a2
1+4+7+...+(3n-2) n n In n?
ap = d) a,= + + +...+
b) ar (3n-1)(2n+1) ) @n 1-3n° 1-3n® 1-34° 1-3n°
. . L pn+l .
Wyznacz warto$¢ parametru p, dla ktdrej granica ciagu a, = ————— jest g.
(p+1)n+1
a) g:% b) g=-2 c) g=0 d) g=-

(p+1)n*+pn

w zaleznosci od parametru p.
(pPP-Dn*+3n+1 P P

Wyznacz granice ciggu a, =

Oblicz sume szeregu geometrycznego.

a) 0,36 +0,0036 +0,000036 +. .. O V2144
b) 16-8+4-2+... d) -32+24-18+...

Dla jakich warto$ci parametru p szereg geometryczny o ilorazie q jest zbiezny?

_1_6 e _p?
a) g=1-3 b) g=p°-2p ¢) =553
Rozwiaz réwnanie.
2 3
4,4 4 -_8 2 2 2 _ _6x
a) 4_x+xz x3+""2x_1 ©) (2—x)+(2—x) +(2—x) +”'_x2—9
b) 1_l+L2_L3+__,="T‘2 d) 2"+2"‘2+2"‘4+...=é

X x x
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Zestaw B. Zadania zamkniete * odpowieaz

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej y = ax + 4, a < 0. Prosta ta wraz z osiami ukladu
wspolrzednych tworzy tréjkat o polu 12. Dla jakiego n zachodzi réwnos¢ a, = -22

A. 6 B. 7 C. 8 D. 9

Zadanie 2. (1 pkt)
W ciggu geometrycznym (a,) dane s3 wyrazy ag=21iay = 6%. Wowczas:

A. a3=§, B. a3:§, C a3=%, D. a3=%.

Zadanie 3. (1 pkt)
W szesciowyrazowym ciggu arytmetycznym suma wyrazéw o numerach nieparzystych jest
rowna 186. Trzeci wyraz tego ciaggu wynosi:

A. 60, B. 62, C. 68, D. 72.

Zadanie 4. (1 pkt)

1-2n)*(1-n
¢ jest réwna:
n

Granica ciggu a,, =

A. -4, B. -2, C. 2, D. 4.

Zadanie 5. (1 pkt)
Ciag (a,) ma granice réwng 1. Wskaz ciag, ktorego granica jest liczba 2.

A 2a,+1 2a,-1 C V2a,+2 D 2a?
Ya,+1 ) (ap+1)? ° 2a,-1 Ya,+1

Zadanie 6. (1 pkt)

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny, w ktérym iloraz jest trzy razy wiekszy od pierw-
szego wyrazu, a suma wszystkich wyrazéw tego ciggu jest réwna i. Pierwszy wyraz tego ciggu
jest réwny:

3
A 2, B.

Zadanie 7. (1 pkt)

Suma wszystkich wyrazéw nieskoniczonego ciggu geometrycznego jest réwna S, a jego pierw-
SZy Wyraz wynosi % Suma nieskonczonego ciggu geometrycznego o takim samym pierwszym

3 C' b Do 7'

N
W[\

wyrazie i ilorazie o potowe¢ mniejszym jest réwna:

28 1
A. 28+ 1° T2s-1 C.

Zadanie 8. (1 pkt)
W nieskonczonym ciggu geometrycznym o wyrazach dodatnich kazdy wyraz jest cztery razy
wigkszy od sumy wszystkich wyrazéw nastgpujacych po nim. Iloraz g tego ciggu jest réwny:

1 L L 1
A L B. L, C. i D. 1.

S, D. >S.

B
N =
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Zestaw C. Zadania z kodowang odpowiedzig 1 edooiede

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)
Liczby x, y, 10 sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, natomiast liczby 10, y + 5, 2x
- kolejnymi wyrazami ciaggu geometrycznego. Oblicz x i y. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek

i jednosci liczby x - y. Dj:l
Zadanie 2. (2 pkt)

Wykres ciggu (a,) jest zawarty w prostej réwnoleglej do prostej y = —2x oraz ajo =80. Suma ilu
poczatkowych wyrazow tego ciagu jest rowna —100? Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci

otrzymanej liczby. D:D

Zadanie 3. (2 pkt)
W o$miowyrazowym monotonicznym ciggu geometrycznym dane s3 wyrazy ae = 3% iag=30.
Oblicz mediang¢ wyrazow tego ciggu. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia

dziesietnego otrzymanego wyniku. ’:':D

' T : 2_ 2 : X . -
Oblicz granice ciagu nliglo (83::7%' Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinie-
cia dziesigtnego obliczonej granicy. EI:I:,

Zadanie 5. (2 pkt) (CKE]

Oblicz lim ﬁ Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwinigcia dziesietnego
n—oo —

otrzymanego wyniku. D:D

Zadanie 6. (2 pkt)
Oblicz sumg wszystkich liczb dwucyfrowych podzielnych przez 8 lub przez 11 i zapisz ja w po-
staci n +900. Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci liczby n. D:D

Zadanie 7. (2 pkt)

Suma wszystkich wyrazéw nieskoriczonego ciaggu geometrycznego jest rowna 3, a suma wszyst-
kich wyrazéw tego ciagu o numerach parzystych wynosi 345. Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu.
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

6n+1 5n% -4

). W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfre jedno-
éci i pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

LT 1]

Zadanie 8. (2 pkt) [(CKE 2015

1in*+6n+5 2n’+2n+1

Oblicz granice lim (
n—oo
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Zestaw D. Zadania otwarte !

—-s.201

Zadanie 1. (6 pkt)
Dany jest cigg a, = (-1)"*!- (2n-1).
a) Uzasadnij, Ze (a,) nie jest ciggiem arytmetycznym.

b) Oblicz sume stu jeden poczatkowych wyrazéw ciagu (an).

Zadanie 2. (5 pkt)
Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego jest réwna —%n + %nz dla n > 1. Oblicz

sume dwudziestu poczatkowych wyrazéw tego ciggu o numerach nieparzystych.

Zadanie 3. (5 pkt)
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x € (0;1) U (1;00) liczby log, x, log, x, log, x s3 kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego. Oblicz m.

Zadanie 4. (4 pkt)
Rozwigz réwnanie 2! -2%.2°. ... 2271 =64 . 4**1,

Zadanie 5. (5 pkt)

Suma pigciu poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) jest réwna 4, a suma dziesie-
ciu poczatkowych jego wyrazéw wynosi 132. Oblicz sume¢ pigtnastu poczatkowych wyrazéw
tego ciagu.

Zadanie 6. (5 pkt)
Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a,) jest réwny 2. Ciag (b,) dany jest wzorem
b, =log, a,. Suma dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu (b,) wynosi —35. Oblicz iloraz q

ciagu (an).

Zadanie 7. (6 pkt)

Dany jest rosnacy cigg geometryczny (a,).

a) Uzasadnij, ze ciag b, = al,, takze jest ciagiem geometrycznym.

b) Wiedzac, ze suma dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciggu (a,) jest réwna 124, a suma
dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciagu (b,) wynosi 31, oblicz iloczyn dwudziestu poczat-
kowych wyrazéw ciagu (ay).

Zadanie 8. (4 pkt)
Dany jest ciag (a,), dla ktérego a; + a, + ...+ a;5 = 105. Ciag (b,) dany wzorem b, = 2%" jest
geometryczny. Oblicz 6smy wyraz ciagu (b,).

Niech P, oznacza pole kota o promieniu 51;, dla n > 1. Oblicz sume wszystkich wyrazéw
ciagu (Pp).
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Zadanie 10. (4 pkt)
Pierwszy, czwarty i dwudziesty wyraz ciggu arytmetycznego o roznicy r # 0 sg kolejnymi wyra-
zami ciggu geometrycznego. Oblicz iloraz tego ciagu.

Zadanie 11. (4 pkt)
Liczby a, b i ¢ tworzg rosnacy cigg geometryczny. Liczby a, b, ¢ — 3 tworzg ciag arytmetyczny.
Oblicz a, b, c, jezeli wiadomo, ze a-c =324.

Zadanie 12. (5 pkt) (CKE)
O liczbach a, b, ¢ wiemy, ze ciag (a, b, c¢) jest arytmetyczny i a + ¢ = 10, za$ ciag
(a+1,b+4,c+19) jest geometryczny. Wyznacz te liczby.

Zadanie 13. (4 pkt)
Dana jest funkcja f(x) = —2x + 4. Uzasadnij, ze jesli (x,) jest ciaggiem arytmetycznym, to
¥n = f(xn) takze nim jest.

Zadanie 14. (3 pkt)
Wykaz, ze jesli liczby a — b, ab i ¢ — a s kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, to liczby
2a%, ¢ - b i 2b* s3 kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.

Zadanie 15. (5 pkt)

Suma sze$ciu poczatkowych wyrazéw malejgcego ciggu geometrycznego (an) jest 72 razy
wigksza od sumy trzech nastepnych jego wyrazéw. Wyznacz wzor ogélny ciagu, jezeli iloczyn
wyrazéw drugiego i czwartego jest rowny 4.

Zadanie 16. (6 pkt)

Ciag (a,) jest dany wzorem rekurencyjnym a; = -1, dps1 = dn + i dla n 2> 1. Dziewiaty i dwu-
dziesty pigty wyraz tego ciggu sg pierwiastkami wielomianu w(x) = x3+ax?+bx+5. Wyznacz
argumenty, dla ktérych wielomian w przyjmuje warto$ci nieujemne.

Zadanie 17. (5 pkt)
Rozwigz nier6wnosc, jezeli jej lewa strona jest sumg kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

2x i 6x + + 98x > 625

3x-1 3x-1 """ 3x-17

Zadanie 18. (5 pkt)
Liczby a, b, ¢, d, e i f tworzg ciagg geometryczny.

a) Wyznacz miejsca zerowe funkcji w(x) = ax® - bx* - 2cx? + 2dx* + ex — f dla a # 0.

b) Rozwiaz nieréwnoé¢ w(x) 20 dla a = -1 iilorazu 2.

Zadanie 19. (4 pkt)
Rozwigz réwnanie ||x — a| - b| = 2, gdzie a jest czwartym, a b - pigtym wyrazem ciggu okreslo-
nego rekurencyjnie a; = -5, a, = a,- + 2.
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Zadanie 20. (2 pkt) [CKE 2015
2 2
Oblicz granice lim ( n Eu)

o\ n+2 n+4add

Zadanie 21. (3 pkt)

3/
Dane sg ciagi a, = %%);7 oraz b, = 2n7+31_1 Oblicz granice ciagu ¢, = (3b, — an)*.
Zadanie 22. (7 pkt)
p 2n+1
Dany jest cigg o wyrazie ogdélnym a, = (m) .

a) Uzasadnij, ze dla kazdego p # 1 ciag (a,.) jest geometryczny. Wyznacz iloraz ciggu (ay).

b) Wyznacz wartosci parametru p, dla ktérych szereg a; + a;q + a1q* + . .. jest zbieiny, i oblicz
sumg tego szeregu. Wynik przedstaw w najprostszej postaci.

Zadanie 23. (6 pkt)

Wyznacz wartosci parametru p, dla ktérych szereg geometryczny:
(P> +3p*=3p-9)+(p+3)+...

jest zbiezny. Oblicz sume tego szeregu.

Zadanie 24. (5 pkt)
Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego (a, ), ktorego wyrazy spelniajg ukfad
réwnan:

{a1+a2+a3+...=57

a2+a5+a3+...:18

Zadanie 25. (4 pkt)
Oblicz f(k), gdzie k jest najmniejszg liczbg calkowitg dodatnig nalezacg do dziedziny funkcji:

_ 4 16
f(x)-1+(x_1)2+(x_1)4+...

Zadanie 26. (6 pkt)
Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie 1 + 2cos® x + 4cos®x + ... = m ma rozwigzania?

Zadanie 27. (5 pkt)

Oblicz iloraz nieskoriczonego ciagu geometrycznego (a,), jezeli suma wszystkich jego wyra-
z6w jest réowna /15, a suma kwadratéw jego wyrazéw jest trzy razy mniejsza od sumy ich
czwartych poteg.

Zadanie 28. (4 pkt)

2 3
Rozwiaz nieréwnos¢ 2+ x + % + % +...<—4x+8.

Zadanie 29. (2 pkt)
Dany jest ciagg geometryczny (a,) okreslony wzorem a, = (ﬁ)" dla n > 1. Wszystkie wy-
razy tego ciggu s3 dodatnie. Wyznacz najmniejszg liczbe calkowitg x, dla ktérej nieskonczony

szereg ay + d + as + ... jest zbiezny.
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Zadanie 30. (3 pkt) (CKE 2016

Dany jest ciag (a,) okreslony dla kazdej liczby catkowitej n > 1, w ktérym a4 = 4 oraz dla
kazdej liczby n > 1 prawdziwa jest réwnos¢ a,.) = a, + n — 4. Oblicz pierwszy wyraz ciggu (a,)
i ustal, czy ciag ten jest malejacy.

Zadanie 31. (3 pkt)

Dany jest nieskoniczony ciag (a,), w ktdérym a3 = 9 oraz dla dowolnej liczby catkowitej n > 1
zachodzi réwnos$¢ a,.1 =2a, + 2n - 1. Oblicz wyrazy a; i a; tego ciggu i ustal, czy jest to ciag
geometryczny.

Zadanie 32. (6 pkt)

Liczby a, b, ¢ sa ~ odpowiednio - pierwszym, drugim i trzecim wyrazem malejacego ciagu geo-
metrycznego. Suma tych liczb jest réwna 19. Ciag (a + 3, b + 2, c) jest ciagiem arytmetycznym.
Wyznacz liczby a, b, c.

Zadanie 33. (6 pkt) (CKE 2017]

Liczby a, b, ¢ s3 - odpowiednio - pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycz-
nego. Suma tych liczb jest rowna 27. Ciag (a - 2,b,2c + 1) jest geometryczny. Wyznacz liczby
a,b,c.

Zadanie 34. (5 pkt) [(CKE 201/)

Ciag (an) jest arytmetyczny, a ciag (b,) jest geometryczny. Pierwszy wyraz a; ciagu arytme-
tycznego jest ilorazem ciggu geometrycznego (b,). Wyrazy ciagu (a,) sa liczbami catkowi-
tymi, a suma o$miu poczatkowych wyrazéw tego ciggu jest réwna 124. Natomiast pierwszy
wyraz b; ciggu geometrycznego jest roznicg ciggu arytmetycznego (a,). Suma dwdch pierw-
szych wyrazéw ciagu geometrycznego (b, ) jest réwna 18. Wyznacz te ciagi.

Zadanie 35. (4 pkt) [CKE
Liczby ay, as,...,an sa dodatnie i w podanej kolejnosci tworza ciag geometryczny. Uzasadnij,

ze prawdziwa jest réwno$¢ /ai-az-...-a, =\/ai - an.

Zadanie 36. (3 pkt)
Wyrazy ciagu geometrycznego (a,) sa dodatnie i spelniajg uktad réwnan:
ar+ag= 13%
{a3 -as =144
Wyznacz sume 20 poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

Zadanie 37. (4 pkt) [(CKE 2018]
Wyrazy ciagu geometrycznego (a, ), okreslonego dla n > 1, spetniajg uktad réwnan:
as+ae=-84
{ as +ay;=168
Wyznacz liczbe # poczatkowych wyrazéw tego ciagu, ktérych suma S, jest rowna 32769.



9. Planimetria

Zestaw A. Zadania powtorzeniowe

R
1. Punkty P, Q, R s3 $rodkami bokéw trdjkata ABC. Oblicz
pole trojkata ABC, jesli pole trojkata PQR jest réwne 5.

A
2. Na rysunku obok DE || BC oraz AB || EF. Pole tréjkata
ADE jest cztery razy wigksze od pola tréjkata EFC. Ob-
licz:
a) dlugo$¢ odcinka DB, jezeli |AB| =4,
b) stosunek pola czworokata DBFE do pola trojkata ABC. F

PRZECZYTAJ WIECEJ
Pianimetria
Wademecum, s. 190-201

odpowiedzi
-s.209

D B

3. W trojkacie rownobocznym ABC na boku BC obrano punkt D taki, Ze stosunek pola

trojkata ABD do pola tréjkata ADC wynosi -25- Oblicz:

a) stosunek dtugosci odcinka BD do dtugosci odcinka CD,
b) tangens kata BAD.

4. W trojkacie ABC o bokach |AB| =10, |BC| =8 i |AC|=6
poprowadzono prosta DE (rysunek obok) réwnolegla do
boku AC. Oblicz dtugosci odcinkéw DB i EB, jezeli prosta
DE podzielila tréjkat ABC na dwie figury o réwnych:

a) obwodach, b) polach. =

5. Punkt § jest punktem przecigcia przekatnych trapezu ABCD (rysunek ponizej).

a) Uzasadnij, ze trojkaty ASB i CSD s3 podobne, a tréjkaty
ASD i BSC maja réwne pola.

b) Pole trojkata ASB jest réwne 9, a pole trojkata CSD jest
réwne 4. Oblicz pole trapezu.

c) Dlugosci podstaw trapezu wynosza 5 i 3, a jego pole jest
réwne 32. Oblicz pole trojkata ASD.

6. W trapezie rownoramiennym ABCD poprowadzono wy-
soko$¢ CE. Oblicz pole trapezu, jezeli |[AE| =81 |CE|=3.

-

!
'a
E B

7. Przekatna trapezu réwnoramiennego ABCD tworzy z dluzszg podstawa AB kat «, a z ra-
mieniem AD - kat B. Wyznacz stosunek pola trojkata ACD do pola trojkata ABC.
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14.

15.

16.

Zadania powtoérzeniowe

Stosunek dlugosci podstaw trapezu réwnoramiennego wynosi 5:3. Przekatna trapezu ma
dlugos¢ /65, a jego ramieg jest réwne 5/2. Oblicz dtugoséci podstaw oraz pole tego trapezu.
Czy w ten trapez mozna wpisac okrag?

W okrag o promieniu 4 cm wpisano trapez rownoramienny, ktérego podstawa jest $rednica
okregu, a rami¢ ma dlugos¢ 4 cm. Oblicz pole tego trapezu oraz miare kata ostrego miedzy
przekatnymi.

W okrag wpisano trapez o wysokosci h. Kat migedzy promieniami okregu poprowadzonymi

do koncéw jednego z ramion trapezu jest rowny 2a. Wykaz, ze pole tego trapezu wyraza
; -

si¢ wzorem P = ga

Oblicz promien okregu opisanego na trapezie, jezeli ramie trapezu ma dlugos$¢ 10 cm,

dluzsza podstawa 16 cm, a wysoko$¢ 5v/3 cm.

a) Oblicz pole rombu, jezeli jedna z jego przekatnych ma diugos¢ 8, a promien okregu
wpisanego w ten romb jest réwny 2+/3.

b) Wyznacz sinus kata ostrego rombu, ktérego pole jest rowne P, a promien okregu wpisa-
nego w ten romb wynosi r.

Kat ostry réwnolegtoboku ma miare 60°. Odlegtosci punktu przecigcia przekatnych réwno-
legloboku od jego bokow sa réwne odpowiednio 2 i 1. Oblicz:

a) pole réwnolegloboku, b) dhugosci jego przekatnych.

Korzystajac z danych na rysunku, oblicz x.

Z punktu P lezacego na zewnatrz okregu o $rodku O i promieniu 2 cm poprowadzono
dwie proste. Jedna z nich jest styczna do okregu w punkcie A, a druga przecina okrag
w punktach B i C tak, ze odcinek AC jest srednica okregu. Oblicz dtugosci odcinkéw PB
i BC, jezeli dlugos¢ odcinka AP jest réwna 41/3 cm.

Na trojkacie ABC o polu 8 opisano okrag. Z punktu P lezacego na potprostej BA poprowa-
dzono styczng do okregu w punkcie C. Oblicz dtugosci odcinkéw AB i PB, jezeli |PC| = 4
oraz sinus kata APC jest réwny %
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11,

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

Okrag o $rodku O i promieniu 3 jest styczny zewnetrznie do okregu o $rodku § i pro-
mieniu 1. Prosta przechodzaca przez $rodki tych okregéw przecina prosta styczng do obu
okregéw w punkcie P (rysunek ponizej). Oblicz miar¢ kata BSP oraz pole zacieniowanego
obszaru.

Oblicz promien okrggu opisanego na tréjkacie, jezeli:
a) najdtuzszy bok tréjkata ma diugos¢ 8 cm, a jeden z katéw ma miare 120°,
b) boki tréjkata majg dtugosci 10 cm i 41/3 cm, a kat migdzy nimi ma miare 30°.

Dany jest tréjkat ABC o bokach |AC| = 6 i |[BC| = 3\/2. Na boku AC tego tréjkata obrano
punkt D, a na boku BC - punkt E tak, ze |JCDE| = 30° i |JDEC]| = 45° oraz promien
okregu opisanego na tréjkacie CDE jest réwny 2+/2. Wykaz, ze odcinki DE i AB sa réwno-
legte.

Uzasadnij, ze jezeli a, b i ¢ sa dlugosciami bokow trdjkata, r jest promieniem okregu wpisa-
nego w ten trojkat, a R - promieniem okregu na nim opisanego, to pole trojkata wyraza si¢
wzorami:

a+b+ abc

_artbv+c, — aoc
P= > r oraz P 4R

Dtugos¢ jednego z bokow trojkata jest rowna 6 cm, a cosinus kata lezacego przy tym boku
wynosi % Oblicz promien okregu wpisanego w ten trdjkat, jezeli promient okregu na nim
opisanego jest rowny 9 cm.

W tréjkacie ABC dane sg |$CAB| = a, |$ABC| = 2a oraz |AB| = 10. Zapisz dlugo$¢ boku BC
jako funkgcje kata a. Podaj dziedzing tej funkgji.

Stosunek bokéw réwnolegloboku wynosi 4:5, a jego obwdd jest réwny 18 cm. Oblicz cosi-
nus kata ostrego tego réwnolegloboku, jezeli krétsza przekatna ma dlugos¢ 6 cm.

W okrag o $rodku O wpisano czworokagt ABCD taki, ze |[AB| =8 i |BC| = 4. Oblicz promien
tego okregu, jezeli kgt miedzy promieniami AO i CO ma miare 120°.

W trapezie prostokatnym jedno z ramion ma dlugos¢ 21/6 i jest nachylone do podstawy
pod katem 15°. W trapez ten wpisano okrag. Oblicz promien okregu i pole trapezu.
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Zestaw B. Zadania zamkniete pokic b
Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz. —

4 & N
Zadanie 1. (1 pkt) ) ( o \) :
Pole trapezu przedstawionego na rysunku obok jest réwne: gl >
A. 10V/6, B. 10V/3, C. 610, D. 6\/3. \\& vﬁ//

Zadanie 2. (1 pkt)
Stosunek pola kofa wpisanego w romb do pola tego rombu wynosi . Cosinus kata ostrego
tego rombu jest réwny:

A. L, B. 1, C. ¥ D. ¥

2 o2

N—

Zadanie 3. (1 pkt)
Pole kota opisanego na szesciokgcie foremnym jest o 3w wigksze od pola kola wpisanego w ten
szesciokat. Pole tego szesciokata jest réwne:

A. 1213, B. 183, C. 20V/3, D. 24V/3.

. TN
Zadanie 4. (1 pkt) / \
Suma dlugosci przekatnych rombu (rysunek obok) jest rowna: 2,5 | = J
A. 6, B. 7, C. 8, D. 9. “ 1.2

\H //

Zadanie 5. (1 pkt)
Dany jest trapez rdwnoramienny opisany na okregu. Jedli rami¢ trapezu ma diugos¢ 8 cm, to
obwod trapezu jest rowny:

A. 24 cm, B. 28 cm, C. 30 cm, D. 32 cm.

Zadanie 6. (1 pkt)

Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AB| = 4, |AC| = 6, a kat CAB ma miar¢ 120°. Obwdd tego
trojkata jest rowny:

A. 10+2V7, B. 10+2/13, C. 10+2V17, D. 10+2/19.

Zadanie 7. (1 pkt)
Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| = 3v/5, |AC| = 2 i cosinus kata ACB wynosi —g. Promien
okregu opisanego na tym tréjkacie jest réwny:
35 55 5V3 3V3
A. 5 B. 5 > Cs ) D. = -

Zadanie 8. (1 pkt)
Pole trojkata o bokach 4 cm, 5 cm i 7 cm jest rowne:

A. 43 cm?, B. 46 cm? C. 6v/3 cm?, D. 66 cm?.
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzia ¥ exipowad]
Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.
Zadanie 1. (2 pkt) g ///

Dane sg tréjkat ABC i prosta k styczna w punkcie A do okregu 9
opisanego na tym trojkacie. Prosta BC przecina prostg k
w punkcie P. Dlugosci odcinkéw AC, BC i PB zostaly
podane na rysunku. Oblicz dtugos$¢ odcinka AB. - 12
Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze

cyfry po przecinku rozwinigcia dzie-

sietnego otrzymanego wyniku. k

B

Zadanie 2. (2 pkt)
Dany jest trapez réwnoramienny o podstawach 20 cm i 40 cm. W trapez ten mozna wpisaé
okrag. Pole tego trapezu jest réwne a cm?. Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci liczby a.

LT

Zadanie 3. (2 pkt)

Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny jest rowny 200. Tangens jednego z jego ka-
tow ostrych wynosi %. Oblicz odlegto$¢ migdzy wierzchotkiem kata prostego a punktem stycz-
nosci okregu z przeciwprostokatng. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednoéci otrzymanego

wyniku. |:|:|:|

Zadanie 4. (2 pkt)

Przekatne réwnolegtoboku maja dtugosci 15 cm i 30 cm, a cosinus kata migdzy nimi zawartego
jest réwny %. Oblicz obwdd tego réwnolegloboku. Zakoduj cyfre dziesiatek, cyfre jednosci oraz
pierwszg cyfre po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku. Dj:]

Zadanie 5. (2 pkt)
Bok rombu jest réwny 3, a jego dluzsza przekatna ma dlugos¢ 5. Oblicz cosinus kata ostrego
tego rombu. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego otrzymanego

wyniku. D:D

Zadanie 6. (2 pkt)
Trapez réwnoramienny o przekatnej dtugosci 60 opisany jest na okregu o promieniu 20. Oblicz
obwdd tego trapezu. Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.
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Zestaw D. Zadania otwarte odpowiedsi

modele
-s.210
Zadanie 1. (5 pkt)

Przekatna trapezu réwnoramiennego ma dtugoé¢ 2v/7 cm, a jego obwdd jest réwny 16 cm.
Oblicz dlugosci bokéw trapezu, jezeli wiadomo, ze w ten trapez mozna wpisac okrag.

Zadanie 2. (7 pkt)

Wysokosci réwnolegloboku wynoszg 2,4 cm i 4 cm, a jego obwdd jest réwny 16 cm.
a) Oblicz diugosci bokéw réwnolegloboku.

b) Oblicz cosinus kata rozwartego mi¢dzy przekatnymi tego réwnolegtoboku.

Zadanie 3. (7 pkt)
Miara jednego z katéw trojkata jest rowna 30°. Pole tego trojkata wynosi /3, a promien okre-
gu na nim opisanego jest rowny 2. Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.

Zadanie 4. (5 pkt) p

Punkt D nalezy do podstawy AB tréjkata rownoramiennego ABC (rysunek '

obok). Odcinek AD jest dwa razy diuzszy, a odcinek DC - trzy razy dluzszy

od odcinka DB. Oblicz cos a. Korzystajac z tablic trygonometrycznych, podaj

miare kata a z dokladnoscig do 1°. ,/"I"-.
Zadanie 5. (5 pkt) A D B

Kat przy podstawie trapezu réownoramiennego ma miare 30°. Dluzsza podstawa jest rowna
61/3, a ramie ma dtugos¢ 3. Oblicz promien okregu opisanego na tym trapezie.

Zadanie 6. (7 pkt)

Przekatna trapezu réwnoramiennego ma diugos¢ d i jest nachylona do dluzszej podstawy pod
katem a. Wykaz, ze:

a) pole tego trapezu jest rowne %d 2sin 24,

b) jezeli w ten trapez mozna wpisa¢ okrag, to obwdd trapezu jest réwny 4d cos a.

Zadanie 7. (6 pkt) C
Punkty M i L leza odpowiednio na bokach AB i AC tréjkata ABC,
przy czym zachodzg réwnosci |MB| = 2|AM| oraz |LC| = 3|AL|.

Punkt S jest punktem przecigcia odcinkéw BL i CM. Punkt K jest

punktem przecigcia pdtprostej AS z odcinkiem BC (rysunek obok). [/
Pole trojkata ABC jest rowne 660. Oblicz pola trdjkatow: AMS,
ALS, BMSiCLS. A M B

Zadanie 8. (6 pkt)

Na okregu o promieniu \/3 opisano trapez réwnoramienny ABCD o dltuzszej podstawie AB
i krétszej CD. Punkt stycznoéci S dzieli ramie BC tak, ze |SB| = 3|CS|. Oblicz:

a) diugo$¢ ramienia tego trapezu, b) cosinus kata ABD.
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Zadanie 9. (7 pkt)

W tréjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne AC i BC majg dtugosci odpowiednio 12 i 9.
Na boku AB wybrano taki punkt D, ze odcinki BC i BD s3 réwne. Oblicz cosinus kata BCD,
promien okregu wpisanego w trdjkat BCD i promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Zadanie 10. (6 pkt)

Dany jest trojkat prostokagtny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C i obwodzie 2p. Na pro-
stej AB obrano punkty D i E lezace na zewnatrz odcinka AB takie, ze |AD|=|AC]| i |BE| = |BC|
(rysunek ponizej). Wykaz, ze promien okregu opisanego na trojkacie ECD jest réwny pv/2.

D~
-

Zadanie 11. (5 pkt)

W trapezie ABCD dtuzsza podstawa |AB| = 10, a rami¢ |AD| = 6. Dwusieczna kata BAD prze-

cina podstawe DC w punkcie P. Oblicz dtugos¢ krétszej podstawy trapezu, jezeli pole czwo-

rokata ABCP jest dwa razy wigksze od pola trojkata ABS, gdzie S jest punktem przecigcia
odcinka AP z przekatng DB.

Zadanie 12. (6 pkt) P
Dwa okregi o réwnych promieniach sg styczne ze- A
wnetrznie. Ze srodka jednego z nich poprowadzono /

styczne do drugiego okregu (rysunek obok). Wykaz, B

ze pole kola ograniczonego kazdym z tych okregéw \

- gdzie P jest polem zacieniowa- e

3V3-7 =
nej figury. \

Zadanie 13. (4 pkt)
Dlugosci bokoéw czworokata ABCD sg réwne: |AB| =2, |BC| =3, |CD| =4, |DA| = 5. Na czworo-
kacie ABCD opisano okrag. Oblicz dtugoé¢ przekatnej AC tego czworokata.

jest rowne

Zadanie 14. (3 pkt)
Punkt E jest srodkiem boku BC prostokata ABCD, w ktdrym |AB| > |BC|. Punkt F lezy na boku
CD tego prostokata oraz |$ AEF| = 90°. Udowodnij, ze |§ BAE|= |3 EAF].
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Zadanie 15. (3 pkt)

Rami¢ AD trapezu ABCD (w ktérym AB || CD) przedtuzono do
punktu E takiego, ze |AE|=3|AD|. Punkt M lezy na podstawie AB

oraz [MB| = 4/AM|. Odcinek ME przecina przekatng BD w punk- /
cie P (rysunek obok). Udowodnij, ze |BP| = 6|PD]|.

Zadanie 16. (4 pkt) L |
Bok kwadratu ABCD ma dlugos¢ 1. Na bokach BC i CD wybrano Ffm..._.x&
odpowiednio punkty E i F umieszczone tak, by |CE| = 2|DF|. Ob- mH

licz warto$¢ x = |DF|, dla ktérej pole trojkata AEF jest najmniejsze. ,. N
A

Zadanie 17. (4 pkt)
Na bokach BC i CD réwnolegtoboku ABCD zbudowano kwadraty CDEF i BCGH (zobacz

rysunek). Udowodnij, ze |AC| = |FG|.
E F

Zadanie 18. (3 pkt)
Punkty Py, Py, Ps, ..., P3, P4 dzielg okrag na 24 réwne tuki (zobacz rysunek). Punkt A jest

punktem przeciecia cigciw Py; Py, i Py Pjg. Udowodnij, ze |§P1gAPy;| =60°.

Pig pm Pi::
I”;' ||U
Pis Py
2 P>
P A !}_34
Pl" ..Dl
Py P,

P p,
8
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Zadanie 19. (4 pkt)
Dany jest trojkat ABC, w ktérym |BC| = a. Z wierzchotka B poprowadzono $rodkowg BD do
boku AC. Punkt § jest srodkiem odcinka BD. Przez punkty A i S poprowadzono prostg, ktdra

przecieta bok BC w punkcie P. Wykaz, ze dlugos¢ odcinka CP jest réwna %a.

Zadanie 20. (4 pkt)

W trdjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 15 i 20 wpisano okrag. Oblicz dlugos¢
odcinka fgczacego wierzcholek kata prostego tego trojkata z punktem wspolnym okregu i prze-
ciwprostokatnej. —

Zadanie 21. (3 pkt) [(CKE 2015 D
W tréjkacie ABC kat wewnetrzny przy wierz- A 50
chotku A ma miare 50°, a kat wewnetrzny przy "
wierzchotku C ma miare 60°. Okrag o; prze-
chodzi przez punkt A i przecina boki AB i AC k
trojkata odpowiednio w punktach D i E. Okrag N AN 7
0, przechodzi przez punkt B, przecina okrag o; 5\ \ !
w punkcie D oraz w punkcie F lezgcym we- D
wnatrz trojkata ABC. Ponadto okrag o0, prze-
cina bok BC trojkata w punkcie G. Udowodnij,
ze na czworokacie CEFG mozna opisa¢ okrag.

[+1¥)

Zadanie 22. (3 pkt)

Dany jest prostokat ABCD. Okrag wpisany w tréjkat BCD jest styczny do przekatnej BD
w punkcie N. Okrag wpisany w tréjkat ABD jest styczny do boku AD w punkcie M, a $rodek S
tego okregu lezy na odcinku MN, jak na rysunku. Wykaz, ze [MN|=|AD|.

D C

Zadanie 23. (3 pkt)

W tréjkacie ostrokatnym ABC bok AB ma diugos¢ ¢, dlugos¢ boku BC jest réwna a oraz
|¥ABC| = . Dwusieczna kata ABC przecina bok AC trojkata w punkcie E. Wykaz, ze dtugos¢
2ac-cos g

odcinka BE jest rowna — =
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Zadanie 24. (6 pkt) (CKE 2017]

Trapez réwnoramienny ABCD o ramieniu dlugosci 6 wpisany jest w okrag, przy czym diuzsza
podstawa AB trapezu, o dlugosci 12, jest $rednica tego okregu. Przekatne AC i BD trapezu
przecinaja si¢ w punkcie P. Oblicz pole kota wpisanego w trojkat ABP.

Miary katow trojkata ABC s3 rowne a = |$BAC|, p=|3ABC|iy=|3ACB|. Punkt S jest $rod-
kiem okregu wpisanego w ten tréjkat, a proste zawierajgce odcinki AS i BS przecinajg boki BC
i AC tego trojkata w punktach odpowiednio D i E (zobacz rysunek).

C

v

A B

Wykaz, ze jezeli a + f§ = 2y, to na czworokacie DCES mozna opisac okrag.

Zadanie 26. (3 pkt) [CKE 2013
Trojkat ABC jest ostrokatny oraz |AC| > |BC|. Dwusieczna d¢ kata ACB przecina bok AB
w punkcie K. Punkt L jest obrazem punktu K w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej d
kata BAC, punkt M jest obrazem punktu L w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej dc kata
ACB, a punkt N jest obrazem punktu M w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej dp kata
ABC (zobacz rysunek).

C

A K N B

Udowodnij, ze na czworokacie KN ML mozna opisa¢ okrag.
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10. Geometria analityczna @ “mivi..

Zestaw A. Zadania powtorzeniowe * odpowieds

10.

. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (\/5, —2) oraz:

a) prostopadtej do prostej 3v/6x -6y —-4=0,
b) nachylonej do osi OX pod katem 120°.

Jaki kat tworzy z osig OX dana prosta?
a) \/§x—3y=2 b) lgx+y=1 c)x+y=3 d)9x—3\/§y=4

Dla jakich wartoséci parametru a dane proste sa réwnolegle, a dla jakich - prostopadle?
a) x—a2y+2a=0, ax-y-3=0
b)(a-1)x+(a-2)y+1=0, ax+(2-a)y+1=0

. Proste I:y = mx + n i k:y = nx + m s prostopadle. Punkt ich przeciecia lezy na prostej

o réwnaniu y = -2x. Wyznacz réwnania prostych [ i k.

Dla jakich wartosci parametru m proste y=mx +2 i x +my—1=0 przecinajg si¢ w punk-
cie nalezacym do prostokata o wierzchotkach A(-2,1), B(-2,-1), C(1,-1), D(1,1)?

Dla jakich warto$ci parametru m prosta y = mx + m + 1 ma dokladnie jeden punkt wspdlny
z odcinkiem I3czgcym punkty A(1,0) i B(0,2)?

Dla jakich warto$ci parametru m prosta y = mx — m — 2 ma co najmniej jeden punkt wspdl-
ny z prostokgtem ABCD, jezeli A(0,0), B(1,0), C(1,2), D(0,2)?

Dla jakich warto$ci parametru a rozwigzaniem uktadu réwnan:
ax+y+1=0
4x+ay-1=0

jest para liczb: a) dodatnich, b) ujemnych, c¢) o réznych znakach?

Dla jakich wartosci parametru a proste 3x + ay +1 =0 i ax +3y—1=0 maja jeden punkt
wspdlny nalezacy do drugiej ¢wiartki ukladu wspétrzednych?

Dane sg punkt A(-3,-3) i prosta k: y = 4x + 2. Przez punkt A poprowadzono prostg [
nachylong do osi OX pod katem 135°. Oblicz pole figury ograniczonej przez o§ OY oraz
proste ki l.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Zadania powtérzeniowe

Rozwigz graficznie ukiad nieréwnosci.

x-y+2>0 x=-2y+620 4x+3y-420
a) {x+y-4<0 b) {x+y20 C) 12x-y-12>0
y>0 x>0 y<4

Podaj uktad nieréwnosci opisujacy zbidr przedstawiony na rysunku.

a) 1 b) . <) .
|

4 o[ 1 g

oNLT X ’ ;_
| |
a) Wyznacz punkt P lezacy na prostej y = 3x + 1, ktory jest rowno oddalony od punktow
A(-2,3)iB(2,1).

b) Napisz réwnanie symetralnej odcinka AB, gdzie A(-2,1), B(6,5). Wyznacz punkty,
ktérych odlegtoé¢ od punktéw A i B jest rowna 21/10.

>3y
ol
S

Prosta y = 2x + 3 jest symetralng odcinka AB. Oblicz wspotrzedne punktu A, jezeli B(5,3).

Srodkowa tréjkata ABC poprowadzona z wierzchotka C jest zawarta w prostej 7x + y = 6,
a wysokos¢ tego trojkata poprowadzona z wierzchotka B — w prostej x + 3y = 8. Oblicz
wspotrzedne punktéow B i C, jedli A(-3,-3).

W tréjkacie ABC dane sg wierzchotki A(-2,-2) i B(6,0). Srodkowa CS jest réwna 7v/2
i zawiera si¢ w prostej y = —x + 1. Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej wysoko$¢ opusz-
czong z wierzchotka C.

Jeden z bokoéw tréjkata rownobocznego ABC jest rownolegly do osi OX. Wyznacz wspot-
rzedne wierzchotkow tego trojkata, jezeli naleza one do wykresu funkcji f(x) = -x? + 4.

Zbadaj wzajemne polozenie okregéw o danych réwnaniach.
a) x2+6x+y*-2y-8=0, x>-8x+y*-4y+12=0

b) x2-8x+y?-6y=0, x> —6x+y*-2y+8=0

) x?—4x+y*-4y-1=0, x> +6x+y*-8y+21=0

Wyznacz réwnanie okregu, ktorego $rodek lezy na prostej [, jesli punkty A i B lezg na tym
okregu.
a) A(0,1), B(-1,0),l: x-1=0 b) A(1,0), B(-1,4),l: x-y+3=0
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21.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

Wyznacz réwnanie okregu o srodku S(-1,2) stycznego do okregu o danym réwnaniu (roz-
patrz dwa przypadki).

a) x2+2x+3y2+16y+1=0 b) x2-6x+y*+2y+9=0

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.
a) A(4,-7), B(2,7),C(-2,5) b) A(-6,1), B(3,-2), C(2,5)

Napisz réwnanie okregu o promieniu /5, jesli punkty A i B naleza do tego okregu.
a) A(0,4),B(-1,1) b) A(1,3), B(4,2)

Oblicz pole trojkata o wierzchotkach A, Bi C.
a) A(-2,-1), B(1,3),C(-3,6) b) A(-2,4), B(4,-2), C(6,2)

Odcinek o koncach A(-1,-3), B(3,5) jest $rednicg pewnego okregu. Punkt C nalezy do
tego okregu i jest jednakowo oddalony od punktéw A i B. Oblicz wspoirzgdne punktu C
i pole trojkata ABC.

Oblicz odlegtos¢ $rodka okregu x2 — 2x + y? — 4y =0 od danej prostej. Sprawdz, ile punktéw
wspdlnych maja okrag i prosta.
a) y=x+3 b)y=§(x+4) c) y=-2x+9

Wyznacz réwnania stycznych do okregu x* —6x + y? -2y +5=0:
a) przechodzacych przez poczatek ukladu wspétrzednych,

b) réwnoleglych do prostej x -2y =0,

c) prostopadlych do prostej 4x —2y = 1.

Wyznacz parametr a, dla ktérego dana prosta jest styczna do okregu okreslonego réwna-
niem x2+4x+y2—6y+4=0.

a) x+y+a=0 b) 2x-y+a=0 c) ax—-y=0

Rozwigz uktad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

. {x2+4x+y2—2y—20=0 d {x2+y2:5
y=7x-10 x?—12x+y*-6y+25=0

b) {x2—6x+y2=0 0 {x2—12x+y2—2y+17=0
xz—y2=0 xt+y?—6y—-11=0

o {x2+y2=10 f {x2-4x+y2—2y—8=0
y=|x-1/-3 x*—10x+y* -8y +40=0
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Zadania powtoérzeniowe

Zapisz uklad nier6wnosci opisujacy zacieniowany podzbidr plaszczyzny.
a) b) <)
Y Y} X
[
g
|
1
- i
0} 1 X S N i T O A N S I T
9]
" | 1 X
I U‘ 1 X |
| |'

Sprawdz, czy w réwnoleglobok ABCD, o podanych wierzchotkach, mozna wpisa¢ okrag
i czy mozna na nim opisa¢ okrag. Jesli tak, wyznacz promienie tych okregow.

a) A(4,-2), B(7,4), C(-1,8), D(-4,2) b) A(-1,0), B(8,-3), C(5,6), D(-4,9)

Dane sg punkty A(4,-3), B(2,-5) i C(-1,3). Wyznacz wsp6irzedne punktu P takiego, ze:
a) AB=PC, b) 2BC = AP, c) AP+BP+CP=0.

Punkty P, Q i R s3 odpowiednio srodkami bokéw AB, BC i CD réwnolegtoboku ABCD.
Wyznacz wspoétrzedne wierzchotkéw rownolegtoboku, jezeli:

a) AB=[9,5], Q(8,4), R(2,4), ¢) AB=[1,5], AD=[-2,6], P(3,-2),
b) P(4,-2), Q(,0), R(1,4), d) AB=[8,-4], AC=[14,2], P(6,-3).

Dla jakich warto$ci parametru m wspoétrzedne srodka ciezko$ci (punktu przeciecia $rod-
kowych) tréjkata o wierzchotkach A(0,-2), B(2,-1), C(1,0) spelniaja nieréwnos¢
2x-y+m20?

Punkt $(2,3) jest punktem przeciecia przekgtnych réwnolegtoboku ABCD oraz AB-= (8,4],
BC =[2,6]. Oblicz:

a) wspotrzedne wierzchotkéw réwnolegloboku,

b) miare kata ABC,

c) promien okregu opisanego na trdjkacie ABC.

Dane sg wsp6lirzedne wierzchotkow A(-3,-2) i C(2,8) trapezu ABCD. Oblicz wspot-
rzgdne punktu przecigcia przekatnych tego trapezu, jezeli podstawa AB jest cztery razy
dluzsza od podstawy DC.

W trapezie ABCD o podstawach AB i CD dane s3 A(-1,0), D(1,5) oraz punkt przecigcia
przekatnych S(2,3). Oblicz wspdtrzedne pozostatych wierzchotkéw trapezu oraz jego pole,
jezeli |DC| = /5.
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

W trapezie ABCD o podstawach AB i CD dane sg wierzchotki A(-5,1), B(3,-3) i C(3,1).
Przekatna DB trapezu jest zawarta w prostej 3x + 2y = 3. Oblicz wspdtrzedne punktu D,
sinus kata BAD oraz promien okregu opisanego na trojkacie ABD.

Koto K;: x* + y? + 12x + 2y + 21 <0 przesuwamy o wektor ¥ = [4,4] i otrzymujemy koto K.
Oblicz pole czgsci wspdlnej tych kot.

Punkt P, jest srodkiem okregu Op: x2 + y*> — 10x — 2y + 1 = 0. Punkt P, jest $rodkiem

okregu O, otrzymanego przez przesunigcie okregu O; o wektor ¥ =[-4,-2]. Oblicz pole

czworokata Py AP, B, gdzie A i B s3 punktami wspdlnymi tych okregow.
Y4

Prosta I (rysunek obok) dana jest réwnaniem

4x - 3y = 0. Srodkiem okregu O; o promie-

niu 5 jest punkt A(4,0). Okrag O, jest ob-

razem okregu O; w symetrii wzgledem pro- i

stej . Wyznacz dlugo$¢ najdiuzszego odcinka |

PQ, jesli punkt P lezy na okregu O;, punkt Q

- na okregu O, oraz punkt A nalezy do od-

cinka PQ.

gl 1 A X
Odcinek o koncach C(3,-6) i D(7,2) jest ob-
razem odcinka o koncach A(-1,-4) i B(1,0)
w pewnej jednokladnosci o skali k. Wyznacz
te skale oraz $rodek jednokladnosci P, jesli k
jest liczba:

a) dodatnia, b) ujemna.

Wyznacz skale i $rodek jednoktadnosci, ktora okrag O, przeksztalca na okrag O,.
a) O1: x> +y*+6x-6y+14=0, Op:x*+y*-18x+2y+78=0
b) O1: x2+y?+2x-8=0, Ox: x> +y* - 14x -8y +64=0

Okrag O; o érodku w punkcie (4,-2) jest styczny do osi OX. Okrag ten przeksztalcono
przez jednokladnos¢ o skali k = —% i srodku w punkcie P nalezacym do prostej x +2y = 0.
W ten sposéb otrzymano okrag O,. Podaj réwnanie okregu O,, jedli:

a) jest on styczny do osi OX, b) jest on styczny do osi OY.



Zadania powtdrzeniowe

Zestaw B. Zadania zamkniete ¢ odpowieca

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt) (CKE 20171

Punkt P'(3,-3) jest obrazem punktu P(1,3) w jednokladnosci o srodku w punkcie S(-2,12).
Skala jednokfadnosci jest réwna:

A 3 B. 3, C. 2, D. 3.

Zadanie 2. (1 pkt)

Przekatne kwadratu o polu rownym 52 przecinaja si¢ w punkcie (1,-2). Jesli punkt A(x, y)
jest jednym z wierzcholkéw tego kwadratu, to jego wspoirzedne moga by¢ réwne:

A. x=-1liy=-5, B. x=-1iy=-6, C. x=-3iy=-1, D. x=-4iy=-1.

Zadanie 3. (1 pkt)

Dla ktérego z podanych punktéw jego odlegtos¢ od prostej danej réwnaniem y = %x -3 wyraza
sie liczbg catkowita?

A. (4,1) B. (1,4) C. (2,4) D. (4,2)

Zadanie 4. (1 pkt)

Srodek okregu danego réwnaniem x% — 6x + y? + 10y + 30 = 0 nalezy do prostej:

A. y=3x-14, B. y=3x+14, C. y=-3x-14, D. y=-3x+14.
Zadanie 5. (1 pkt) (CKE,

Okrag O; ma réwnanie x* + (y — 1)? = 25, a okrag O, ma réwnanie (x — 1)+ y? = 9. Okre$l
wzajemne polozenie tych okregow.

A. Te okregi przecinajg si¢ w dwdch punktach.

B. Te okregi sa styczne.

C. Te okregi nie majg punktéw wspdlnych oraz okrag O; lezy w catosci wewnatrz okregu O,.
D. Te okregi nie maja punktéw wspoélnych oraz okrag O, lezy w catosci wewnatrz okregu O;.

Zadanie 6. (1 pkt)
Prosta [/ jest styczna do okregu o réwnaniu x? + y* = 169 w punkcie (12,5). Prosta [ przecina
0§ OY w punkcie:

A. (0,31%), B. (0,32%), C. (0,33%), D. (0,34%).
Zadanie 7. (1 pkt)

Dane s3 punkty A(-4,2), B(6,-8) i P(xo, yo)- Jesli spetniona jest réwnos¢ 2AP - 3PB = AB, to
suma xp + ¥o Wynosi:

A. 0, B. -2, C. -4, D. -6.

Zadanie 8. (1 pkt) CKE 201>

Okrag o réwnaniu (x +2)% + (y - 2)? = 4 ma dwa punkty wspélne z prostg o réwnaniu:

A. x=0, B. y=0, C. y=-x, D. y=x.
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzia ¢ odpowieda

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)
Oblicz odleglos¢ miedzy prostymi y = —%x -4iy= —%x +9. Zakoduj cyfry dziesiatek i jednosci
oraz pierwszg cyfre po przecinku rozwiniecia dziesigtnego otrzymanego wyniku. Djj

Zadanie 2. (2 pkt)
—> —
Oblicz obwod tréjkata ABC, jesli AB =[4,3] i BC = [6,-8]. Zakoduj cyfry dziesigtek i jednosci
oraz pierwsza cyfre po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.
Zadanie 3. (2 pkt)

Prosta y + x = 0 przecina okrag dany réwnaniem x® + y* = 450 w punktach A i B. Oblicz
odleglos¢ migdzy tymi punktami. Zakoduj cyfry dziesigtek i jednosci oraz pierwszg cyfre po
przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku. EED

Zadanie 4. (2 pkt)
Prosta y=—x +b jest styczna do okregu danego réwnaniem x> + y* = 10. Zakoduj cyfre jednosci
i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby |b). [D:]

Zadanie 5. (2 pkt)

Okregi x2 + y* =9 i (x - 3)% + (y - 3)? = 4 przecinajg sic w punktach P i Q. Oblicz sume
odlegtosci punktéw P i Q od poczatku ukladu wspéirzednych. Zakoduj cyfre jednosci i dwie
pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigtnego otrzymanego wyniku. Dj:‘

Zadanie 6. (2 pkt)

Jednoktadnos¢ o $rodku w punkcie P(2,1) przeksztalca punkt A(5,2) na punkt A’(-4,-1).
Oblicz dtugo$¢ wektora W bedacego obrazem wektora u = [60,70] w tej jednoktadnosci. Zako-
duj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku. D:l:l

Zadanie 7. (2 pkt)
Wektor [v/2m,-1m?] ma ten sam kierunek co wektor [12,-18]. Wyznacz m. Zakoduj cyfre
jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigtnego otrzymanej liczby.

Zadanie 8. (2 pkt)

Wyznacz dodatnig warto$§¢ parametru p, dla ktdérej dane wektory [8p+ Lp+ %] oraz
[— p+ i Ap+ %] sg prostopadle. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesigtnego otrzymanej liczby. D:]j



Zadania powtérzeniowe

Zestaw D. Zadania otwarte < odpouieds

modele
-s.223

Zadanie 1. (6 pkt)
Dla jakiej wartosci parametru a jedynym rozwigzaniem ukladu réwnan:

ax+y+1=0
2x+(a+1)y-1=0

jest para liczb spelniajgca nier6wnos¢ |x — y| > 12

Zadanie 2. (4 pkt)
Proste o réwnaniach ax + y=2b i x + by =2 — 3a przecinajg sie w punkcie A(-1,3). Oblicz pole
tréjkata ABC, gdzie B i C sg punktami przeciecia prostych z osiag OX.

Zadanie 3. (4 pkt)
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (2,—%), ktorej odlegloé¢ od punk-
tu (2,4) jest réwna V13.

Zadanie 4. (3 pkt) (CKE]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych prosta o réwnaniu y = mx + (2m + 3)
ma doktadnie dwa punkty wspolne z okregiem o $rodku w punkcie S(0,0) i promieniu r = 3.

Zadanie 5. (6 pkt) [(CKE 2015

Dany jest okrag Op o réwnaniu (x - 3)% + (y - 1)? = 1. W pierwszej ,,¢wiartce” ukladu wspot-
rzgdnych istniejg dwa okregi O;, O; styczne zewngtrznie do okrggu Op i jednoczesnie styczne
do obu osi ukfadu wspétrzednych. Oblicz odlegtos¢ $rodkéw okregow O oraz O;.

Zadanie 6. (6 pkt)

Proste y —5x =2 i 4y + x = 8 przecinaja si¢ w punkcie A, a prosta k przecina te proste w punk-
tach Bi C. Punkt S (% —%) jest srodkiem odcinka BC. Oblicz:

a) wspolrzedne punktow Bi C,

b) odleglos¢ punktu A od prostej k i pole trojkata ABC.

Zadanie 7. (5 pkt)
Uzasadnij, ze trojkat o wierzchotkach A(-2,1), B(-1,5) i C(-5,7) jest rozwartokatny. Oblicz
sinus kata ABC oraz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Zadanie 8. (5 pkt)
Oblicz odleglo$¢ miedzy prostymi y = 2x + 6 i y = 2x — 4. Wyznacz réwnanie okregu o $rodku
lezacym na osi OY, stycznego do obu tych prostych.

Zadanie 9. (6 pkt)
Prosta x — y = 1 przecina okrag x + 6x + y* —4y— 13=0 w punktach A i B. Oblicz pole tréjkata
ABC oraz wspélrzedne punktu C, jezeli AC jest $rednicg tego okregu.
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Zadanie 10. (4 pkt)
Wyznacz réwnania stycznych do okregu (x — 4)? + y* = 12 nachylonych do osi OX pod ka-
tem 60°.

Zadanie 11. (6 pkt)

Na trapezie ABCD o podstawie AB opisano okrag o réwnaniu x? + 4x + y? — 2y — 29 = 0.
Wyznacz wspotrzedne punktu D, jesli A(-5,6), B(3,-2), C(3,4). Oblicz miare kata ostrego
tego trapezu.

Zadanie 12. (5 pkt) (st
Okrag o $rodku S(3,2) lezy wewnatrz okregu o réwnaniu (x - 6)2 + (y —8)%? = 100 i jest do
niego styczny. Wyznacz réwnanie prostej stycznej do obu tych okregéw.

Zadanie 13. (7 pkt)
Punkt § (%,5) jest srodkiem odcinka AC, gdzie C(2,8). Oblicz pole tréjkgta ABC oraz pro-

mien opisanego na nim okregu, jesli AB-= (8,-6].

Zadanie 14. (7 pkt)

Punkt O(2,1) jest srodkiem przekgtnej AC réwnolegtoboku ABCD oraz AC = [2,6]. Srodek S
boku AD ma wspdtrzedne S (0, %) Wyznacz:

a) wspotrzedne $rodkéw pozostatych bokéw réwnolegloboku,

b) miarg¢ kata AOB i pole réwnolegtoboku.

Zadanie 15. (5 pkt)
Dwie wysokosci trojkata ABC zawarte sg w prostych y = %x +31iy=-x+4. Oblicz obwdd tego
trojkata, jesli wierzcholek C ma wspétrzedne (2,6).

Zadanie 16. (6 pkt)

W tréjkacie rownoramiennym ABC o podstawie AB dany jest wierzchotek C(-2,1). Pro-
sta y=2x -5 jest symetralng boku AC, a jedna z wysokosci tréjkata jest zawarta w prostej
y = x + 3. Wyznacz pozostate wierzcholki tego tréjkata.

Zadanie 17. (7 pkt) <«
Srodek okregu przechodzacego przez punkty A(1,4) i B(-6,3) lezy na osi OX.

a) Wyznacz réwnanie tego okregu.

b) Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do prostej AB i oddalonej od poczatku ukiadu
wspétrzednych o v/2.

Zadanie 18. (4 pkt) (¢
Wyznacz wspoétrzedne $rodka jednoktadnosci, w ktdrej obrazem okregu o réwnaniu:

(x-16)>+y*=4

jest okrag o réwnaniu (x - 6)? + (y — 4)* = 16, a skala tej jednoktadnosci jest liczba ujemna.
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Zadanie 19. (2 pkt) (CKEC15,
Prosta o réwnaniu y = %x - % jest styczna od okregu o srodku S(1,-4). Wyznacz promien tego
okregu.

Zadanie 20. (6 pkt)

Punkt A(6,-5) jest jednym z wierzchotkow trdjkgta wpisanego w okrag dany réwnaniem
x? —6x + y? +2y - 15 = 0. Oblicz pole tego trojkata, wiedzac, ze prosta 7x — y ~ 22 = 0 jest
jego osig symetrii.

Zadanie 21. (5 pkt) (CKE 2010

Punkty A(30,32) i B(0,8) sg sgsiednimi wierzchotkami czworokgta ABCD wpisanego w okrag.
Prosta o réwnaniu x — y + 2 = 0 jest jedyna osig symetrii tego czworokata i zawiera prze-
katng AC. Oblicz wspotrzedne wierzchotkow C i D tego czworokata.

Zadanie 22. (5 pkt) CKE (10

Punkty A(-7,-2) i B(4,-7) s3 wierzcholkami podstawy tréjkata rownoramiennego ABC,
a wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka A tego trojkgta zawiera si¢ w prostej o réwnaniu
2x + 19y + 52 = 0. Oblicz wspdirzedne wierzchotka C.

Zadanie 23. (5 pkt)

Punkt A(2,1) nalezy do okregu stycznego do osi OX w punkcie B(~1,0). Wyznacz réwnanie
tego okregu. Dla jakiej wartosci parametru a prosta x — ay + 4 = 0 nie ma punktéw wspolnych
z tym okregiem?

Zadanie 24. (5 pkt) (CKE 201/
Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(-5,3) i B(0,6), ktorego srodek
lezy na prostej o réwnaniu x -3y +1=0.

Zadanie 25. (5 pkt)

Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest zawarta w osi OY i nalezy do niej poczatek
uktadu wspétrzednych. Jedna z jego przyprostokatnych jest zawarta w prostej 4x —3y — 15 =0.
Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw tego tréjkata, jesli jego pole jest réwne 121,

Zadanie 26. (5 pkt) (CKE i/
Prosta [, na ktorej lezy punkt P(8,2), tworzy z dodatnimi potosiami ukladu wspéirzednych
trojkat prostokatny o polu réwnym 36. Wyznacz réwnanie prostej [.

Zadanie 27. (5 pkt)

Punkt A(15,-5) jest wierzchotkiem trdjkata prostokatnego o kacie prostym przy wierzchot-
ku B, opisanego na okregu x* + y> = 25. Wyznacz wierzchotki B i C tego tréjkata, wiedzac, ze
jego przeciwprostokatna jest réwnolegla do osi OX.

Zadanie 28. (6 pkt) CKE . 0l:

Punkt A(7,-1) jest wierzchotkiem tréjkata réwnoramiennego ABC, w ktérym |AC| = |BC|.
Obie wspotrzedne wierzchotka C sg liczbami ujemnymi. Okrag wpisany w tréjkat ABC ma
réwnanie x + y* = 10. Oblicz wspéirzedne wierzchotkéw B i C tego trojkata.
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11. Stereometria B s e
Zestaw A. Zadania powtorzeniowe ¢ odpowisca

. Przekatne podstawy prostopadloscianu majg dlugos¢ 5, a cosinus kata miedzy nimi jest
réwny 2—75 Oblicz cosinus kata miedzy przekatnymi dwoch $cian bocznych wychodzgcymi
z jednego wierzchotka, jezeli wysoko$¢ prostopadtoscianu jest réwna 2v/3.

. Podstawa graniastostupa prostego jest trdjkat, ktorego dwa katy majg miary 30° i 45°,
a najkrétszy bok ma dlugos¢ 1. Oblicz wysokos¢ graniastostupa, jezeli jego objetos¢ jest
rowna 8.

. Podstawg graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym 45°. Dluzsza przekatna grania-
stostupa jest nachylona do podstawy pod katem 60° i ma dtugo$¢ 4. Oblicz objetos¢ tego
graniastostupa.

. Dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa prawidtowego tréjkatnego wynosi 2, a jego wy-
sokos¢ jest rowna 1. Oblicz cosinus kata zawartego miedzy przekatna $ciany bocznej a s3-
siednig $ciang boczna.

. Objeto$¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest réwna 61/3, a kat nachylenia krawedzi
bocznej do podstawy wynosi 30°. Oblicz dlugo$¢ krawedzi bocznych tego ostrostupa.

. W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym $ciany boczne nachylone s3 do podstawy pod ka-
tem a. Wysoko$¢ $cian bocznych jest rowna h. Wyznacz objgtos¢ i pole powierzchni catko-
witej tego ostrostupa.

. Oblicz cosinus kata zawartego migdzy $§cianami bocznymi:
a) czworo$cianu foremnego,

b) ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktérego $ciany boczne s3 tréjkgtami réwnora-
miennymi o ramieniu dwa razy dtuzszym od krawedzi podstawy.

. Podstawa ostrostupa ABCS jest trdjkat prostokatny o kacie prostym w wierzchotku C. Pro-
mien okregu opisanego na tym tréjkacie jest réwny 3. Sciany boczne ACS i BCS s3 pro-
stopadie do podstawy. Pole $ciany ABS jest réwne 12+/2 i jest ona nachylona do podstawy
pod katem 60°. Oblicz objeto$¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym cosinus kata zawartego miedzy sasiednimi
$cianami bocznymi wynosi —%, a krawedz podstawy jest réwna \/10. Oblicz dtugos¢ kra-
wedzi bocznej tego ostrostupa.
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11.

12.
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15.

16.

Zadania powtorzeniowe

a) Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwna 2, a jego krawedz pod-
stawy ma dlugos¢ 4. Oblicz miare¢ kata miedzy sgsiednimi §cianami bocznymi tego ostro-
stupa.

b) W ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat nachylenia krawedzi do podstawy jest

réwny a. Wykaz, ze:
-1
1+2tg’a

gdzie B jest katem miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi.

cosf3 =

Stosunek powierzchni bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego do jego powierzch-
ni podstawy jest réwny k.

a) Jakie wartosci moze przyjmowac k?

b) Wyznacz cosinus kata zawartego miedzy sgsiednimi krawedziami bocznymi tego ostro-
stupa. Oblicz miare tego kata dla k = /3.

c) Wykaz, ze cosa = —#, gdzie « jest katem miedzy sasiednimi $cianami bocznymi tego

ostrostupa.

Podstawa ostrostupa jest trojkat o bokach 2, 3 i 4. Oblicz objgtos¢ ostrostupa, jezeli jego
wysokos¢ jest rowna dwom dlugos$ciom promienia okregu:

a) opisanego na podstawie, b) wpisanego w podstawe.

Podstawa ostrostupa jest prostokat o bokach 4 i 4v/2. Wszystkie krawedzie boczne ostro-
stupa maja dlugosc¢ 4. Oblicz cosinus kata migdzy dwiema sasiednimi $cianami bocznymi
tego ostrostupa.

Szedcian o krawedzi a przecigto plaszczyzna przechodzaca przez przekatng dolnej pod-
stawy i nachylong do plaszczyzny podstawy pod katem a. Wyznacz pole tego przekroju,
jesli: a) a=30° b) a=60°.

Na rysunku obok przedstawiono czworoscian foremny. Kat f 2
jest zawarty migdzy plaszczyzng przekroju a plaszczyzng pod-
stawy. Wyznacz cosinusy katéw « i 8. Oblicz pole zaznaczonego
przekroju.

(N1

Podstawa prostopadloscianu jest prostokat o bokach 3 i 4, a jego wysokos¢ jest réwna 1.
Przez przekatng podstawy oraz przekatne dwoch $cian bocznych poprowadzono plaszczy-
zne. Oblicz sinus kata miedzy tg plaszczyzng a plaszczyzng podstawy.
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17.

18.

19.

21.

23.

24.

Na rysunku obok przedstawiono ostrostup prawidlowy czwo-
rokatny o wszystkich krawedziach réwnej diugosci. Oblicz
pole przekroju zaznaczonego na rysunku, jesli plaszczyzna
przekroju tworzy z podstawa kat 30°.

a

Przekrdj ostrostupa prawidlowego czworokatnego plaszczyzng przechodzacy przez prze-
katng podstawy i wierzcholek ostrostupa jest tréjkatem réwnobocznym. Oblicz cosinus
kata zawartego miedzy:

a) krawedzig boczng a krawedzig podstawy,

b) $ciang boczng a podstawg,

c) sgsiednimi $cianami bocznymi.

Przekréj graniastostupa prostego trojkatnego, przedstawio-
nego na rysunku obok, jest tréjkatem prostokatnym o bokach
diugosci 3, 4 i 5 oraz kacie nachylenia do plaszczyzny pod- 3
stawy réwnym 30°. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.

. Podstawg graniastostupa prostego jest tréjkat o bokach dlugosci 2, /7 i 3. Przez najdtuz-

szy bok podstawy i jeden z wierzchotkéw drugiej podstawy poprowadzono plaszczyzne.
W przekroju otrzymano tréjkat o polu 3v/3. Oblicz cosinus kata zawartego miedzy ramio-
nami tego trdjkata oraz miare kata zawartego miedzy plaszczyzng przekroju a plaszczyzna
podstawy.

Podstawg graniastostupa prostego jest romb o polu P. Przez krotsza przekatng rombu po-
prowadzono plaszczyzne, zawierajaca jeden z wierzchotkéw graniastostupa, nachylong do
podstawy pod katem 60°. Wyznacz pole otrzymanego przekroju.

. W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym tangens kata zawartego miedzy przeciwleglymi

krawedziami bocznymi wynosi 2v/6. Przez wierzcholek ostrostupa oraz przekatng pod-
stawy niezawierajaca spodka wysoko$ci poprowadzono plaszczyzng. Oblicz tangens kata «
zawartego miedzy tg plaszczyzng a plaszczyzng podstawy.

Przekréj osiowy stozka jest trojkatem réwnoramiennym o podstawie 6. Wysoko$¢ tego
tréjkata opuszczona na ramie wynosi 41/2. Oblicz objetosé¢ i pole powierzchni bocznej
stozka.

Wysokosé¢ trapezu prostokatnego jest réwna 4, a jego przekatne majg dtugosci 21/5 oraz 5.
Trapez ten obracamy wokdl prostej zawierajacej jego krdtsze ramig. Oblicz objetos¢ po-
wstalej w ten sposéb bryly.
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Zadania powtérzeniowe

W stozek wpisano walec. Oblicz stosunek objetosci stozka do objgtosci walca, jezeli:
a) promien podstawy stozka jest trzy razy wigkszy od promienia podstawy walca,

b) przekroj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym, a przekrdj osiowy walca jest kwa-
dratem.

Wycinek kota o promieniu 3/3 (rysunek ponizej) po zwinieciu stanowi powierzchnie
boczng stozka o wierzchotku S. Oblicz tangens kata nachylenia tworzacej stozka do jego
podstawy, jezeli cieciwa AB ma dlugos¢ 9.

Pole przekroju osiowego stozka jest dwa razy wieksze od pola przekroju osiowego walca
wpisanego w ten stozek. Wysoko$¢ walca jest cztery razy wigksza od promienia jego pod-
stawy. Oblicz tangens kata zawartego mig¢dzy tworzacg stozka a jego wysokoscia.

W kule wpisano dwa stozki o wspolnej podstawie. Kat rozwarcia jednego z nich ma miare
a €(0°%90°), a drugiego: 180° — o. Wyznacz stosunek objetosci tych stozkdow.

Objetos¢ stozka jest rowna V, a tworzaca stozka jest nachylona do plaszczyzny podstawy
pod katem a. Wyznacz objetos¢ kuli wpisanej w ten stozek.

W stozek, ktorego przekrojem osiowym jest tréjkat rownoboczny o boku 4, wpisano sze-
$cian (szescian jest wpisany w stozek, jesli cztery jego wierzchotki nalezag do podstawy
stozka, a pozostale cztery do powierzchni bocznej stozka). Oblicz dlugos¢ krawedzi tego
szescianu.

Dany jest tréjkat ABC, w ktorym |$ACB| = 120°, |AB| = /31 i |AC| = 1. Tréjkat ten obro-
cono wokol prostej zawierajacej najkrotszy bok. Oblicz objetos¢ otrzymanej bryty.

W potkule otrzymang w wyniku przekroju kuli o promieniu R plaszczyzng przechodzaca
przez $rodek kuli, wpisano ostrostup prawidtowy czworokatny tak, ze jego wierzchotek
jest srodkiem kuli, a wierzcholki podstawy ostrostupa nalezg do sfery pétkuli. Krawedz
boczna ostrostupa jest nachylona do plaszczyzny przekroju pod katem a. Wyznacz objetos¢
ostrostupa.
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Zestaw B. Zadania zamkniete  odpawiea

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Liczba krawedzi graniastostupa n-katnego jest o 42 mniejsza od liczby krawedzi graniastostupa
2n-katnego. Oznacza to, ze liczba wierzchotkéw graniastostupa n-katnego jest réwna:

A. 42, B. 36, C. 28, D. 24.

Zadanie 2. (1 pkt)

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugoé¢ \/6 i tworzy z podstawa
graniastostupa kat, ktérego cosinus jest réwny é Suma diugosci krawedzi tego graniasto-
stupa wynosi:

A. 12, B. 16, C. 20, D. 24.

Zadanie 3. (1 pkt)
Objetos¢ graniastostupa prawidtowego szesciokatnego opisanego na kuli o promieniu 3 cm jest
rowna:

A. 108V/3 cm’, B. 112/3 cm?, C. 1243 cm?, D. 1443 cm?.

Zadanie 4. (1 pkt)

Wskaz najmniejszg liczbe n, dla ktdrej $ciany boczne ostrostupa prawidlowego n-katnego nie
moga by¢ tréjkatami réwnobocznymi.

A n=3 B. n=4 C. n=5 D. n=6

Zadanie 5. (1 pkt)

Graniastostup prawidlowy tréjkatny i czworoscian foremny maja wspélng podstawe oraz takie
samo pole powierzchni calkowitej, rowne 36+/3 cm?. Wynika stad, ze wysokos¢ graniastostupa
jest réwna:

A. % 3cm, B. % 3cm, C. V3 cm, D. % 3 cm.

Zadanie 6. (1 pkt)

Szescian o krawedzi 3 cm przecigto plaszczyzng przechodzacy przez krawedz dolnej podstawy

i jeden z wierzchotkéw goérnej podstawy. Jedna z bryt uzyskanych w wyniku tego przekroju ma

objetos¢:
1 3 27 3 35 .3 45 3

A. S cm’, B. £ cm’, C. 35 cm’, D. 5 cm”.

Zadanie 7. (1 pkt)

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest pdtkolem. Wynika stad, ze kat rozwarcia

stozka ma miare:

A. 150°, B. 120°, C. 90°, D. 60°.
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzia ¢ odpouiedz]

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)
Dany jest prostopadioscian o krawedziach a =10, b =20 i ¢ = 30. Oblicz sume dlugosci przekat-
nych tego prostopadtodcianu. Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanej liczby.

LT

Zadanie 2. (2 pkt)
Wszystkie krawedzie graniastostupa prostego majg dlugos¢ 8. Oblicz objetos¢ tego graniasto-
stupa, jesli jego podstawg jest romb o kacie ostrym a = 45°. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek

i jednosci otrzymanego wyniku. l:‘:l:\

Zadanie 3. (2 pkt)
Oblicz wysokos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi 1. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po
przecinku rozwiniecia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku. D:D

Zadanie 4. (2 pkt)

Sciany boczne ostrostupa prawidtowego czworokatnego sa trojkgtami rownobocznymi, a jego
objetos¢ jest réwna #. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa. Zakoduj cyfre
jednosci oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanej liczby.

LT

Zadanie 5. (2 pkt)

Sasiednie $ciany boczne graniastostupa prawidlowego dziesigciokgtnego tworza kat . Korzy-
stajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, odczytaj wartos¢ tga. Zakoduj trzy pierw-
sze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku. D:!:I

Zadanie 6. (2 pkt)
Objetos¢ kuli K jest rowna 23047 cm?, a pole powierzchni kuli K, wynosi 20487 cm?. Ob-
licz skale podobienstwa kuli K; do K. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia

dziesietnego otrzymanego wyniku. D:‘:]

Zadanie 7. (2 pkt)
Wycinek kota o kacie 60° jest powierzchnig boczng stozka. Oblicz cosinus kata, ktory tworzaca
tego stozka tworzy z jego podstaws. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia

dziesietnego otrzymanej liczby. ’:Dj
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Zestaw D. Zadania otwarte i~

modele
-s.234
Zadanie 1. (7 pkt)

Przez przekatng dolnej podstawy prostopadioscianu i jeden z je-
go goérnych wierzchotkéw poprowadzono plaszczyzng. Przekrdj
jest trojkatem o dwodch bokach dlugosci 2 i 3 oraz kacie mie-
dzy nimi réwnym 60° (rysunek obok). Oblicz objetos¢ prosto-
padtoscianu oraz sinus kata nachylenia plaszczyzny przekroju
do plaszczyzny podstawy.

60°

Zadanie 2. (6 pkt)

Podstawg graniastostupa prostego jest trojkat rownoramienny o podstawie réownej 2 i ramio-
nach dlugosci 4. Pole powierzchni bocznej graniastostupa wynosi 20. Oblicz cosinusy katow
miedzy przekatnymi sgsiednich $cian bocznych poprowadzonymi z wierzchotkéw podstawy.

Zadanie 3. (4 pkt) CKEJ 2 ¢

Dany jest szescian ABCDEFGH (rysunek obok) o krawedzi B F

réwnej 1. Punkt S jest srodkiem krawedzi DH. Odcinek DW

jest wysokoscig ostrostupa ACSD opuszczong z wierzchotka D 5

na $ciang ACS. Oblicz dtugosci odcinkéw AW, CW i SW. C
A B

Zadanie 4. (5 pkt)

Podstawa graniastostupa prostego jest romb, ktoérego bok ma dlugos¢ 3, a sinus kata ostrego
jest réwny 2—? Z wierzcholka tego kata poprowadzono przekatne dwdch sasiednich $cian
bocznych graniastostupa. Oblicz dlugosci tych przekatnych, jezeli cosinus kata miedzy nimi
jest rowny %

Zadanie 5. (5 pkt) CKE 2015]

Podstawg ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. Krawedz boczna SD jest wysokoscig ostro-
stupa, a jej dlugos¢ jest dwa razy wigksza od dlugosci krawedzi podstawy. Oblicz sinus kata
migdzy $cianami bocznymi ABS i CBS tego ostrostupa.

Zadanie 6. (5 pkt)
Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego wynosi
121/5, a jego wysokos¢ jest réwna 2. Oblicz objeto$¢ tego ostrostupa.

Zadanie 7. (3 pkt) (CKE]

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz podstawy

ma diugosé¢ a. Kat miedzy krawedzig boczng a krawedzig pod-

stawy ma miar¢ a > 45° (rysunek obok). Oblicz objetos¢ tego @
ostrostupa. a
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Zadanie 8. (6 pkt) (CKE)

Kwadrat ABCD o boku diugosci 1 jest podstawg ostrostupa ABCDS. Odcinek HS jest wyso-
koscig ostrostupa, przy czym punkt H dzieli przekatng AC podstawy w stosunku 2:1 (rysunek
ponizej). Krawedzie boczne BS i DS maja diugos¢ réwng 1. Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa

oraz dtugosci krawedzi AS i CS.
S

Zadanie 9. (5 pkt)

Promien podstawy stozka jest rowny 3v/2. Przez wierzchotek i cigciwe podstawy stozka o dtu-
gosci 6 poprowadzono plaszczyzng. Otrzymany przekrdj jest trojkatem réwnoramiennym o ka-
cie miedzy ramionami rdwnym 60°. Oblicz cosinus kata nachylenia plaszczyzny przekroju do
plaszczyzny podstawy stozka.

Zadanie 10. (6 pkt)
W stozek o wysokosci 8 wpisano kulg. Punkt stycznosci kuli ze stozkiem podzielit tworzgca
stozka w stosunku 2:3. Oblicz promien kuli (rozpatrz dwa przypadki).

Zadanie 11. (5 pkt)

Stosunek pola powierzchni kuli wpisanej w stozek do pola podstawy stozka jest réwny 4:3.
Oblicz:

a) kat rozwarcia stozka,

b) objetos¢ kuli opisanej na stozku, jezeli wysokos¢ stozka wynosi 3.

Zadanie 12. (5 pkt)

Ramiona trapezu opisanego na okregu sg réwne 13 i 15, a pole trapezu wynosi 168. Katy przy
dluzszej podstawie trapezu s3 ostre. Oblicz objetos¢ bryly powstalej w wyniku obrotu tego
trapezu wokol prostej zawierajacej dluzsza podstawe.

Zadanie 13. (7 pkt)

Kat miedzy krawedzig boczng a podstawa ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma mia-
re a, a kat miedzy jego krawedziami bocznymi - miare .

a) Wykaz, ze cos = sin® a.

b) Oblicz objetos¢ tego ostrostupa, jezeli f = 60°, a krawedz boczna ma dlugos¢ 4.
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Zadanie 14. (5 pkt)

Bryla B, powstala w wyniku obrotu figury F = {(x, y): 2|x|+|y| <4, x, y€ R}
wokot osi OX, a bryla B, - w wyniku obrotu figury F wokét osi OY.

Oblicz réznice objetosci bryt B, i B;.

Zadanie 15. (3 pkt) crE

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny. Kat «a jest katem al
miedzy dwiema sgsiednimi $cianami bocznymi. Kat B jest ka- : B
tem przy podstawie $ciany bocznej (tzn. katem miedzy krawe-

dzig podstawy i krawedziag boczng ostrostupa - rysunek obok).

Wykaz, ze cosa - tg? f=—1.

Zadanie 16. (4 pkt)
W ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat « jest katem nachylenia $ciany bocznej do
plaszczyzny podstawy, a kat B - katem miedzy krawedzig boczng a krawedzig podstawy ostro-

206+;=2.

- s e si
stupa. Wykaz, ze sin S p
Zadanie 17. (4 pkt)

Dany jest szescian ABCDEFGH (zobacz rysunek), ktorego krawedz ma dlugos¢ 15. Punkty Q
i R dzielg krawedzie HG i FG w stosunku 2:1, to znaczy |HQ| = |FR| = 10. Plaszczyzna
AQR przecina krawedzie DH i BF odpowiednio w punktach P i S. Oblicz dlugosci odcinkéow

DPi BS. " Q

Zadanie 18. (4 pkt)

W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlugos$¢ a. Plaszczyzna prze-
chodzaca przez krawedz podstawy i srodek wysokosci tego ostrostupa jest nachylona do plasz-
czyzny podstawy pod katem a. Wyznacz objetos¢ i pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Zadanie 19. (7 pkt)
W graniastostup prawidtowy trdjkatny wpisano kule o promieniu 1. Oblicz:

a) objetos¢ graniastostupa,
b) sinus kata mig¢dzy plaszczyzng zawierajaca krawedz podstawy i przeciwlegly wierzcholek
drugiej podstawy a podstawg graniastostupa.
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Taianie 20. (5 pkt) [CKE 2015)
«wa ostrostupa ABCDS jest trapez ABCD. Przekatna AC tego trapezu ma diugo$é¢ 8/3,
-ostopadia do ramienia BC i tworzy z dluisza podstawa AB tego trapezu kat o mie-
Kazda krawedZ boczna tego ostrostupa ma te sama dlugos¢ 4v/5. Oblicz odlegtosé
“a wysokosci tego ostrostupa od jego krawedzi bocznej SD.

Sadanie 21. (6 pkt) (CKE 2010]
strostupie prawidlowym czworokatnym ABCDS o podstawie ABCD wysoko$¢ jest row-
> a kat miedzy sasiednimi $cianami bocznymi ostrostupa ma miarg 120°. Oblicz objgtos¢
- ostrostupa.

“adanie 22. (3 pkt) (CKE 2010
v jest sze$cian ABCDEFGH. Przez wierzchotki A i C oraz $rodek K krawedzi BF popro-
“zono plaszczyzne, ktora przecina przekatng BH w punkcie P (zobacz rysunek).

Wykaz, ze |BP|:|HP|=1:3.

Zadanie 23. (4 pkt) (CKE 2017]

W czworoscianie, ktdrego wszystkie krawedzie majg taka sama dlugo$¢ 6, umieszczono kule
tak, Ze ma ona dokladnie jeden punkt wspdlny z kazda $ciang czworoscianu. Plaszczyzna m,
réwnolegla do podstawy tego czworoscianu, dzieli go na dwie bryty: ostrostup o objetosci
rowne;j 2% objetosci dzielonego czworoscianu i ostrostup $cigty. Oblicz odleglos¢ srodka S
kuli od plaszczyzny 7, tj. dlugo$¢ najkrétszego sposréd odcinkéw SP, gdzie P jest punktem

plaszczyzny .

Zadanie 24. (4 pkt) [CKE 2018

Objetos¢ stozka Scietego (przedstawionego na rysunku) moz-
na obliczy¢ ze wzoru: V = 1nH(r* + rR + R?), gdzie r i R
s3 promieniami podstaw (r < R), a H jest wysokoscig bryly.
Dany jest stozek $ciety, ktérego wysokosé¢ jest réwna 10, ob- R
jeto$¢ 8407, a r = 6. Oblicz cosinus kata nachylenia przekat- :

nej przekroju osiowego tej bryly do jednej z jej podstaw.



PRZECZYTAJ WIECEJ

12. Rachunek rozniczkowy @™

Zestaw A. Zadania powtdrzeniowe NS
1. Oblicz granicq
x -4 -2x-8 25x - x*
) h 22x 7 d) xll»mz x*-x-6 g :lcl—lzlsx -4x-5
) I O I o MmN
¢) lim 8_"32 f) lim —1 i) lim M
x-212-3x x-1 3x2+2x -1 x4 8x? —6x + 1
2. Oblicz granice.
3x(+x-6 xi-2x*+4 . 5_,3 _
2) lengo x-x+5 d) kaoo (x+1)(x-x?) 8) len;(Zx ¥ +x-1)
4xt -x*+4 . ¥ xr+l . 4
b) lm exrra-x e lim (355-557) b lim (x*+ 5 o)
. (5-x)(x?-2) . x3+1 x* . . 4.3 2
O Jm S P Mm (FneEn) ) m (VD)
3. Oblicz granice.
. 1-x . x+7 1 _x- 2
a) XILT+x—4 <) ,‘Hr_’; (x+3)(x+4) ) ;lcl_%( 2 x3—x)
. x-6 x2+1 . 4 1
b) xli,nsl-s—x d) xll.nll x?+3x-4 D chl—r{}(l—x (x—l)z)
4. Zbadaj ciaglos¢ funkeiji f.
4-x dla x>0 b) 2x—1 dla x>1
D) flx)= (x-2)*> dla x<0 fx)= x+1 -3 dla x<l1
5. Dla jakich wartoéci parametréw a i b funkcja f jest ciagta? Dla’wyznaczonych wartoéci
arametréw a i b naszkicuj wykres tej funkcji i z wykresu odczytaj jej ekstrema.
p ) Wy ) ) y yta) Je)
x?-ax+2 dla x<2 (a-x)> dla x<-1
a) f(x)= a dla x=2 b) f(x)= b dla x=-1
= da x>2 2(x-a) dla x>-1
6. Uzasadnij, ze réwnanie ma w podanym przedziale co najmniej jedno rozwigzanie.

a) x>-6x+2=0, (0;1) b) x°+x2-4=0, (1;2)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Zadania powtorzeniowe

Na podstawie definicji oblicz pochodna funkgji f w punkcie x.
a) f(x)=1-x% x=1 b) f(x)=2, x0=2 o) flx)=x, xo=-1

Sprawdz, korzystajac z definicji pochodnej funkcji w punkcie, czy istnieje pochodna funk-
cji f w punkcie xg = 1.

) fx)=lx-1] b f)=G-D-1l o) flx) =S
Wyznacz pochodna funkgji f, a nastgpnie oblicz f'(-1) i f'(1).

a) f(x)=x>-5x*+3x-4 o) flx)=-x*+2 x +5x2-4\/3
b) f(x)=-2x>+4x>-x2-2x+7 d) f(x)=0,2x°-2x> - 1,5x2 +2/2

Wyznacz pochodng funkgji f i oblicz jej miejsca zerowe.

a) f(x)=(x*-x)(x-1) b) f(x)=(x-2)(x+2)> <) f(x)=(x+1)(x-1)’
Okresl dziedzinq funkgcji f. Oblicz pochodng funkgji f i okredl jej dziedzineg.
2) f(x)= O flx)=t+% aﬂmi%ﬁﬁ—%

b) f(x) =3 @) f(x)= =% N f(0)=22 25

— >(

[\

Oblicz wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcigtej xo.
Czy kat, ktory ta styczna tworzy z osig OX, jest wigkszy od 60°?

a) f(x)=x>-5x+1 o Xo=-1 b) f(x):(Zx—l)(l—%), x0=/2
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcigtej xo.
a) f(x)=x*-4x+1, x0=3 c) f(x)=4x+1,x0=—2
—(x2- 2 =— _— =
b) f(x)=(x*-2)(1+ %), x0=-1 d) f(x)= 22—, x=2

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkgji:

a) f(x) =1 —x* réwnoleglej do prostej 3x + y =0,

b) f(x)=x(x> - 1) prostopadtej do prostej x — 5y = .

1-6x2.

6x>
a) tworzacej z osig OX kat 120°, b) przechodzacej przez punkt P(-3,1).

Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkgji f(x) =
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkgji f.

a) f(x)=x*>+3x2-9x+5 d) f(x)=(x-x*)(2x*+1)
b) f(x)=3x-5x>+12x-3 e) f(x)=iz—;%
o) f(x)=(x-3)(x+3)? f) f(x)=4?x22_L15—x4f1

Dla jakich wartoéci parametru a funkcja f jest rosngca?

a) f(x)=x>-2x*+ax b) f(x)=ax*-x*+ax-1

Wyznacz ekstrema funke;ji f.

a) f(x)=2x>-3x2 c) f(x)= lfxz e) f(x):x_g_l+ﬁ_
b) f(x)=x*+2x>+2 d) f(x)= f) fx)=x- 2%
Wyznacz najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkeji f w danym przedziale.
a) f(x)=x>+3x2+3x-5, (-2;1) c) f(x):"i"“s, (-1;4)
b) f(x)= -4~ L? e 2x 44, (-3:3) B £(x) =52 (06)
Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu, ile rozwigzan ma réwnanie f(x) = 2.
J WY ) ytajz wy 3
3 _ .2 6-6x __2x+2
a) f(x)=x"-6x"+9x ©) flx)= x+3 &) fx)= X2 +2x+2
=3 _942 3-x*-2x
b) f(x)=x 242 +1 @) f(x) =4 0 f(x)=2x=2

Narysuj wykres funkcji f i wyznacz jej ekstrema. W ktérych punktach funkcja ta nie ma
pochodnej?

1- -x-2
) fx) =l +3x 4 b) f(x) =22 9 f(x) =32
Wyznacz liczbe pierwiastkéw réwnania w zalezno$ci od parametru m.
2 2
a) x*-2x2+1=m ZL:m c)ilz=
x“+4x +4 1+x

Wyznacz dziedzing i ekstrema funkeji. Naszkicuj wykres funkeji i odczytaj z niego zbior
rozwigzan nieréwnosci f(x) > 1.

a) f(x)=x-2-2=B, I3z b) f(x)=1+x+is2s 1y

X
=+...
(X—S)z 2 xz 4
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Zestaw B. Zadania zamkniete ! odpawieda

Wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Wskaz wykres funkgji, dla ktorej nie istnieje granica w punkcie x = 1.

A. Y B. ¥4 C. Y} D. v

! ‘ 1 | 1
| . DG AL [ .
o‘ 1 X of 1 X o 1 X o 1 X

Zadanie 2. (1 pkt)

Granica lim —2% jest réwna:
- x+3

x—-3

A. —oo, B. 0, C. 6, D. oo.

Zadanie 3. (1 pkt)

Granica lirr(l) (% = iz) jest réwna:
X— X

A. —o0, B. 0, C. 1, D. oo.

Zadanie 4. (1 pkt)
Miara kata, jaki styczna do wykresu funkcji f(x) = v/2x* - 100 w punkcie xo = 1 tworzy
z osig OX, nalezy do przedziatu:

A. (0%45°), B. (45°90°), C. (90°120°), D. (120°180°).

Zadanie 5. (1 pkt)

Ile jest prostych stycznych do wykresu funkcji f(x) = 3x -
x+5y=0?

A. 1 B. 2 C 3 D. 4

4
x

i prostopadlych do prostej

Zadanie 6. (1 pkt) [CKE 2015
Ktora z ponizszych funkgcji, okreslonych w zbiorze liczb rzeczywistych, nie ma minimum lokal-
nego ani maksimum lokalnego?

A. f(x)=4x*+5x B. f(x)=3x+2x*> C. f(x)=1x+2x D. f(x)=(4x+1)?
Zadanie 7. (1 pkt)

Ile miejsc zerowych ma pochodna funkgji f(x) =6x* - %xz +162
A. 0 B. 1 G 2 D. 3

Zadanie 8. (1 pkt)
Dana jest funkcja f(x) = —3x2 + x>. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci f'(x) <0 jest przedziak:

A. (-3;0), B. (-2;0), C. (0;2), D. (0;3).
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzig ¢ odpowiedz

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)

3 2
Oblicz lim % Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego
x—V5 X -

otrzymanego wyniku. D:D

Zadanie 2. (2 pkt) CKE

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = ;2_+86 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Oblicz
warto$¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x = % Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku
rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku. (:L__D

Zadanie 3. (2 pkt) [CKE:
Dana jest funkcja f okre$lona wzorem f(x) = 2’;—‘15 dla wszystkich liczb rzeczywistych x ta-
- X

kich, ze x # —\/6 i x # /6. Oblicz warto$¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x = 1. Zakoduj cyfre
jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesietnego obliczonego wyniku.

LT

Zadanie 4. (2 pkt)

Dana jest funkcja f(x) = 2;‘2_—;7 Wyznacz najmniejszg liczbe spelniajaca nieréwnos¢:
x+5-f'(-2) 2100

Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci tej liczby. D:D

Zadanie 5. (2 pkt)
Liczba xo jest najwiekszym miejscem zerowym pochodnej funkeji f(x) = x* - 34x? + 20. Zako-
duj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego liczby xo.

L]

Zadanie 6. (2 pkt)
Styczna do wykresu funkcji f(x) = —x? + 600 poprowadzona w punkcie (4,584) przecina
0 OY w punkcie (0, b). Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci liczby b.

Zadanie 7. (2 pkt)
Wyznacz najwigksza liczbe a, dla ktérej funkcja f(x) = 4x> + ax? + x nie ma ekstremum.
Zakoduyj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego tej liczby.

[T
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Zestaw D. Zadania otwarte |

- 5. 247

Zadanie 1. (3 pkt)
Wyznacz parametr a, jesli wiadomo, ze:

. a 1 _1
l‘f}(l—x xz—l)_4

Zadanie 2. (3 pkt)
Wykaz, ze styczne poprowadzone do wykresu funkeji f(x) = 13++—3;22 w punktach o rzednej 1,
przechodzg przez poczatek ukladu wspdtrzednych.

Zadanie 3. (3 pkt) (CKE]
Dana jest parabola o réwnaniu y = x? + 1 i lezacy na niej punkt A o wspétrzednej x réwnej 3.
Wyznacz réwnanie stycznej do tej paraboli w punkcie A.

Zadanie 4. (3 pkt) (CKE)
Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = 4x> —2x + 1 dla wszystkich liczb rzeczywistych.
Uzasadnij, ze prosta I o réwnaniu 10x — y + 9 =0 jest styczna do wykresu funkgji f.

Zadanie 5. (4 pkt)
Wyznacz parametr a tak, aby prosta o rownaniu y = -2x + 1 byla styczna do wykresu funkeji

f(x) =x*+ax + 1. Podaj wspétrzedne punktu stycznosci.

Y
Zadanie 6. (3 pkt)
Uzasadnij, ze kat miedzy styczng do wykresu funkgji
f(x)=2x>+x-7 a osig OX jest katem ostrym. Wyznacz
réwnanie stycznej, dla ktérej kat ten ma miare 45°.

Zadanie 7. (5 pkt)
Punkt P(xo, o) nalezy do wykresu funkcji f(x) =1, x >0.

ukladu wspétrzednych w punktach A i B (rysunek obok).

|
a) Styczna do wykresu funkcji f w punkcie P przecina osie
Uzasadnij, ze punkt P jest Srodkiem odcinka AB. . \

b) Wykaz, ze pole trojkata ABO jest réwne 2. ol X
Zadanie 8. (4 pkt) (CKE 2015

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = x> - 2x* + 1 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz
réwnania tych stycznych do wykresu funkcji f, ktore sg réwnolegte do prostej o réwnaniu
y =4x.

Zadanie 9. (4 pkt)
Wyznacz ekstrema funkeji f(x) = (x +2)?(x - 4). Ile rozwigzan ma réwnanie f(x) = -30?
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Zadanie 10. (4 pkt)

Funkcja f(x) = ﬁ%, x € R\ {1}, ma dla x =3 minimum réwne 7. Oblicz a i b oraz

wyznacz pozostale ekstrema tej funkgji.

Zadanie 11. (5 pkt)
yr-2x+

1
Dla jakich wartosci x i y takich, ze y — x = 1, wyrazenie Ty przyjmuje najwigksza war-

tos¢. Wyznacz te wartosc.

Zadanie 12. (6 pkt)

Dwa wierzchotki A i B kwadratu ABCD nalezg do prostej x — 2y = 0, a wierzcholek C na-
lezy do hiperboli o réwnaniu y = —%. Oblicz dlugos¢ przekatnej kwadratu, ktérego pole jest
najmniejsze.

Zadanie 13. (6 pkt)
Dla jakich warto$ci parametru p suma sze$cianéw réznych pierwiastkdw réwnania:

x2+px+p?-1=0

osigga najwieksza wartos¢? Oblicz te warto$c.

Zadanie 14. (7 pkt) CXE|

Dany jest prostokatny arkusz kartonu o dtugosci 80 cm i szerokosci 50 cm. W czterech rogach
tego arkusza wyci¢to kwadratowe naroza (zobacz rysunek). Nastepnie zagieto karton wzdluz
linii przerywanych, tworzac w ten sposdb prostopadloscienne pudetko (bez przykrywki). Ob-
licz dlugos¢ boku kazdego z wycietych kwadratowych narozy, dla ktérej objetos¢ otrzymanego
pudetka jest najwieksza. Oblicz t¢ maksymalna objetos¢.

Zadanie 15. (6 pkt)

Pudetko ma ksztalt graniastostupa prawidlowego szesciokatnego. Wyznacz dlugo$¢ krawedzi
podstawy, przy ktdrej pole powierzchni pudetka jest najmniejsze, jesli jego objetos¢ wynosi
36 cm>. Oblicz pole powierzchni tego pudetka.

Zadanie 16. (6 pkt)
Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego, w ktérym jedna z przyprostokatnych ma dlugos¢ 2 i dla
ktérego stosunek pola kota opisanego na tym trojkacie do pola tego trdjkata jest najmniejszy.
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Zadanie 17. (7 pkt) (CKE !

Okno na poddaszu ma mie¢ ksztalt trapezu réwnoramiennego, ktérego krétsza podstawa i ra-
miona majg dtugos¢ po 4 dm. Oblicz, jaka dlugos¢ powinna mie¢ diuzsza podstawa tego
trapezu, aby do pomieszczenia wpadalo przez to okno jak najwiecej $wiatla, czyli aby pole
powierzchni okna bylo najwigksze. Oblicz to pole.

Zadanie 18. (7 pkt)
W poétkole o promieniu r wpisano prostokat o najwiekszym polu. Oblicz cosinus kata rozwar-
tego miedzy przekatnymi tego prostokata.

Zadanie 19. (6 pkt)

W trojkat réwnoramienny ABC o podstawie |AB| = a wpisano

drugi tréjkat réwnoramienny DEF, ktérego dwa wierzchotki i D
podstawy leza na ramionach danego tréjkata, a trzeci wierz-

chotek lezy w $rodku jego podstawy (rysunek obok). Dla jakiej

diugosci podstawy trdjkata wpisanego stosunek objetosci stozka,

ktorego przekrojem osiowym jest ten trdjkat, do stozka o prze-

kroju osiowym ABC jest najwiekszy?

Zadanie 20. (6 pkt)

Przez punkt P(1,9) poprowadzono prostg o wspdlczynniku kierunkowym ujemnym tak, ze
suma dlugosci odcinkéw, ktdre ta prosta odcigta na osiach ukladu wspétrzednych, jest naj-
mniejsza. Wyznacz réwnanie tej proste;.

Zadanie 21. (6 pkt)

Punkty A(-4,-1) i B(-2,-2) naleza do hiperboli o réwnaniu y = % Wyznacz wspoélrzedne
punktu C o odcietej dodatniej, nalezagcego do danej hiperboli i takiego, ze pole trojkata ABC
jest najmniejsze.

Zadanie 22. (6 pkt) A | B
Dwa wierzcholki prostokata nalezg do paraboli o réwnaniu
f(x) = 3x*, a dwa - do odcinka o koricach A(-4,4) i B(4,4)
(rysunek obok). Wyznacz dlugosci bokéw prostokata, kto-

rego pole powierzchni jest najwigksze. Ui ¥

Zadanie 23. (6 pkt)

Funkcja f(x) = -x>+ (a+1)x*+ 12x + b osiaga minimum w punkcie A i maksimum w punk-
cie B. Wyznacz wspdtrzedne tych punktéw, wiedzac, ze s3 one symetryczne wzgledem po-
czatku ukladu wspotrzednych.

Zadanie 24. (7 pkt) CKE.

Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktérych przekrojem osiowym jest tréjkat o obwodzie 20. Ob-
licz wysokos¢ i promien podstawy tego stozka, ktorego objetos¢ jest najwieksza. Oblicz obje-
to$¢ tego stozka.
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Zadanie 25. (3 pkt) CKE 2017
Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = :2111 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz réwna-
nie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie P(1,0).

Zadanie 26. (3 pkt) TKE 015
Styczna do paraboli o réwnaniu y = /3x? - 1 w punkcie P(xo, yo) jest nachylona do osi OX
pod katem 30°. Oblicz wspdtrzedne punktu P.

Zadanie 27. (7 pkt) TKE. o Y
Parabola o réwnaniu y =2 - %xz przecina 0§ OX ukla-

du wspélirzednych w punktach A(-2,0) i B(2,0). Roz- " . C
patrujemy wszystkie trapezy réwnoramienne ABCD, / ]‘ N\
ktorych dluzsza podstawa jest odcinek AB, a konce C / - \
i D krétszej podstawy leza na paraboli (zobacz rysu- Y/ _ \
nek). Wyznacz pole trapezu ABCD w zaleznosci od / = 1 B\ X
pierwszej wspotrzednej wierzchotka C. Oblicz wspdt- / \
rzgdne wierzchotka C tego z rozpatrywanych trape- /

z6w, ktorego pole jest najwieksze. \

Zadanie 28. (7 pkt) Cxf
Rozpatrujemy wszystkie walce, ktorych pole powierzchni catkowitej jest rowne 27. Oblicz pro-
mien podstawy tego walca, ktéry ma najwigkszg objetos¢. Podaj te najwigksza objetosc.

Zadanie 29. (7 pkt) Kt 00
Rozpatrujemy wszystkie walce o danym polu powierzchni catkowitej P. Oblicz wysokos¢ i pro-
mien podstawy tego walca, ktorego objetosc¢ jest najwigksza. Oblicz t¢ najwigksza objetosc.

Zadanie 30. (7 pkt) CKE20!T

Rozpatrujemy wszystkie prostopadlosciany o objetosci 8, ktdrych stosunek dlugosci dwoch
krawedzi wychodzacych z tego samego wierzcholka jest réwny 1:2 oraz suma dtugosci wszyst-
kich dwunastu krawedzi jest mniejsza od 28. Wyznacz pole powierzchni calkowitej prostopa-
dloscianu jako funkcje¢ dlugosci jednej z jego krawedzi. Wyznacz dziedzing tej funkcji. Oblicz
wymiary tego sposrod rozpatrywanych prostopadtoscianéw, ktérego pole powierzchni catko-
witej jest najmniejsze.

Zadanie 31. (7 pkt) (CKE J01

Rozpatrujemy wszystkie trapezy rownoramienne, w ktére mozna wpisa¢ okrag, spelniajace wa-
runek: suma dlugosci dluzszej podstawy a i wysokosci trapezu jest réwna 2.

a) Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych istnieje trapez o podanych wilasnoséciach.

b) Wykaz, ze obwodd L takiego trapezu, jako funkcja dlugodci a diuzszej podstawy trapezu,
wyraza si¢ wzorem L(a) = i‘f“—*g.
c) Oblicz tangens kata ostrego tego spos$réd rozpatrywanych trapezéw, ktorego obwdd jest

najmniejszy.
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13. Rachunek @ ek rawepmeone

prawdopodobienstwa. Statystyka

Zestaw A. Zadania powtorzeniowe ¢ odpowiecs
1. Liczby 1,2,3,...,10 ustawiamy losowo w ciag. Ile jest takich ciagéw? Ile jest ciggéw, w kto-

10.

rych suma kazdej pary sgsiednich liczb jest nieparzysta?

Na ile sposobdw z talii 52 kart mozna wybrac 13 tak, aby dosta¢ dokladnie:
a) 10 kart takiego samego koloru, b) 6 kart takiego samego koloru?

Dwie siostry dziela miedzy siebie 8 réznych znaczkéw. Na ile sposobéw moga to zrobic,
jesli starsza ma dosta¢ 6 znaczkéw, a miodsza - 2 znaczki? Ile bgdzie sposobéw podziatu,
jezeli kazda dostanie tyle samo znaczkéw?

Na ile sposobéw 5 0s6b moze wysigé¢ z tramwaju zatrzymujacego si¢ na 4 przystankach,
a na ile - na 6 przystankach? Nie uwzgledniamy kolejnosci wysiadania.

W zapisie liczby uzyto tylko cyfr 1, 2, 3 i 4. Cyfry moga si¢ powtarza¢. Ile jest takich liczb,
jezeli liczby sa:

a) czterocyfrowe, b) pieciocyfrowe, c) szeSciocyfrowe?

Na ile sposobéw mozna przestawic¢ cyfry liczby 102 534, aby otrzyma¢ liczbe:
a) podzielng przez 5, b) wigkszg od 250 000?

W pudetku znajduje si¢ 8 lizakéw malinowych i 2 truskawkowe. Dziecko wyjmuje losowo
4 lizaki. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybierze:

a) 2 lizaki truskawkowe i 2 malinowe, b) 3 lizaki malinowe i 1 truskawkowy.

W urnie umieszczono kule biate, czarne, zielone i niebieskie, po 3 kazdego koloru. Z urny
losujemy 4 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wéréd wylosowanych kul:

a) nie bedzie kul biatych, b) beda kule kazdego koloru.

a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w rzucie czterema sze$ciennymi kostkami na kaz-
dej z nich wypadnie inna liczba oczek.

b) Rzucono trzema sze$ciennymi kostkami i trzema monetami. Oblicz prawdopodobien-
stwo otrzymania doktadnie dwoch széstek i jednego orta.

Ze zbioru liczb {1,2,...,2010} losujemy jedna liczbg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
wybrana liczba nie jest podzielna ani przez 6, ani przez 15.
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Cyfry 0, 1, 2,3, 4, 5,6, 7, 819 ustawiono losowo. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) miedzy 0 a 1 znajdg sie dokladnie trzy cyfry,
b) cyfry 7, 8, 9 beda staly obok siebie.

Sposréd cyfr 1, 3, 6, 7, 8 1 9 losujemy dwie. Wylosowane cyfry zapisujemy w kolejnosci lo-
sowania i otrzymujemy liczb¢ dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzyma-
na liczba jest nieparzysta lub jej cyfry naleza do zbioru {1, 3,6}, jezeli:

a) cyfry moga si¢ powtarzad, b) cyfry sie nie powtarzaja.

Z cyfr 01 1 tworzymy liczby dziesigciocyfrowe. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania
liczby parzystej lub podzielnej przez 3.

Sposréd liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie uzyto tylko cyfr 1, 2, 3 i 4, losujemy
jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w zapisie tej liczby wystepuja dokladnie
jedna jedynka i dwie dwojki.

W szufladach o numerach 1, 2 i 3 rozmieszczono 3 kule biale, 3 kule czarne i 3 kule
zielone. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w kazdej szufladzie beda kule (kule i szuflady
rozrdézniamy):

a) tego samego koloru, b) trzech koloréw.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w czteroosobowej rodzinie:
a) co najmniej 2 osoby urodzity si¢ w tym samym miesigcu,

b) dokfadnie 2 osoby urodzity si¢ w tym samym miesigcu.

Z Klasy liczacej 15 dziewczat i 10 chlopcéw wybieramy losowo czteroosobowa delegacje.
Co jest bardziej prawdopodobne: to, ze w skiad delegacji wejda dokladnie 2 dziewczyny,
czy to, ze w jej sktad wejdzie dokladnie 1 chlopiec?

Z urny zawierajacej dziesig¢ kul ponumerowanych od 1 do 10 losujemy kolejno cztery
kule. Czy prawdopodobienstwo zdarzenia, ze najwicksza wylosowang liczbg bedzie 5, jest
wieksze w losowaniu ze zwracaniem, czy bez zwracania?

W urnie s3 trzy kule biale i jedna kula czarna. Liczbg kul czarnych zwigkszono n-krotnie.
Oblicz n, jesli w jednoczesnym losowaniu dwoch kul prawdopodobienstwo wylosowania
dwdch kul o réznych kolorach si¢ nie zmienito.

Wsrdd n loséw loterii jest pie¢ losdw wygrywajacych. Dla jakich n prawdopodobienstwo
tego, ze zakupione dwa losy beda wygrywajace, jest wigksze od i?
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Zadania powtdrzeniowe

Sposréd liczb 1,2,...,n (n 2 3) losujemy kolejno bez zwracania dwie liczby.

a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze pierwsza z wylosowanych liczb jest wieksza od
drugiej.

b) Dla jakich n prawdopodobienstwo tego, ze réznica miedzy wigkszg liczbg a mniejszg
jest réwna 2, jest wigksze od %?

Oblicz P(Au B), jesli:

a) P(A")=0,91 P(B\A)=0,7, b) P(A'nB')=0,3.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, jesli:

a) P(B)=3iP(A\B)=P(B\A), b) P(A'nB')=2iP(B A)=1.

Oblicz P(A' u B'), jesli:

a) P(AnB)=%, c) P(A)=% P(B)=1iP(AUB)=3,

b) P(A)=2,P(ANB)=3, d) P(A’")=0,8, P(B')=0,31 P(AUB)=0,6.

Niech A i B bedg zdarzeniami losowymi. Wykaz, ze:
a) P(AnB)<1-P(A), b) P(A)+P(A'nB)=P(B)+P(B'nA).

Wykaz, ze jezeli P(AnB) =P(A)-P(B),to P(A'nB")=P(A’)-P(B’).

Rzucamy dwukrotnie kostkg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze iloczyn wyrzuconych
oczek:

a) jest wiekszy od 10,
b) jest wiekszy od 10, jesli wiadomo, ze w pierwszym rzucie wypadly 3 oczka,

c) jest wigkszy od 10, jesli wiadomo, ze w pierwszym rzucie wypadty 4 oczka.

W tabeli podano liczbe 0séb prawo- i leworecznych w badanej grupie 100-osobowe;j.

leworgczni | praworgczni | razem
kobiety 10 55 65
mezczyzni 8 27 35
razem 18 82 100

Z grupy tej wybrano losowo jedng osobg. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

K - wybrana osoba jest kobietg, R - wybrana osoba jest praworgczna,
M - wybrana osoba jest m¢zczyzna, L - wybrana osoba jest leworeczna
oraz P(KnL), P(MnR), P(K|R), P(RIK), P(M|L), P(LIM"), P(K'|R).
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Ze zbioru {1,2,3,4,5} losujemy bez zwracania dwie liczby. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze ich iloczyn jest parzysty, jezeli wiadomo, ze ich suma jest parzysta.

Rzucamy trzy razy symetryczng kostka szescienna.

a) Suma oczek otrzymanych w dwoch pierwszych rzutach jest réwna 6. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze suma oczek otrzymanych w trzech rzutach jest wigksza od 10.

b) Za kazdym razem wypadla inna liczba oczek. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze nie
wypadla szoéstka.

Dla zdarzen A, B c Q zachodza réwnosci: P(A|B) = %, P(B|A) =
P(AnB)iP(AUB).

1, P(A\B) =1 Oblicz

Rzucamy kostka. Prawdopodobienstwo, ze kostka spadnie pod stét jest rowne é - przyjmu-
jemy wtedy, ze wypadlo 0 oczek. Niech p, oznacza prawdopodobienstwo, ze w pojedyn-
czym rzucie wypadlo k oczek (k=0,1,2,3,4,5,6). Oblicz p dla k=0,1,2,3,4,5,6. Niech A
oznacza zdarzenie, ze wypadla parzysta liczba oczek, B - ze wypadta liczba oczek mniejsza
od 5. Oblicz P(B|A) oraz P(A|B).

Z urny, w ktérej jest tyle samo kul czarnych, bialych i zielonych, wyjeto bez ogladania
jedna kule, a nastepnie wylosowano dwie kule. Prawdopodobienstwo tego, ze sa one biale
wynosi 1—11 Ile kul bylo w urnie na poczatku?

Z trzech kostek szesciennych dwie s3 symetryczne, natomiast na dokladnie trzech $cian-
kach trzeciej kostki s széstki. Rzucono dwa razy losowo wybrang kostka. Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze dwa razy wypadta széstka.

Zaklad produkuje wyroby w systemie dwuzmianowym. Stosunek liczby wyrobéw wytwo-
rzonych na pierwszej zmianie do liczby wyrobéw wytworzonych na drugiej zmianie jest
réwny 3:2. Pierwsza zmiana wytwarza 80% wyrobéw pierwszej jakosci, druga — 65%. Ob-
licz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany wyréb jest pierwszej jakosci.

Sklep sprzedaje wyroby dwéch znanych marek. Z powodu wad produkcyjnych klienci zgta-
szajg reklamacje 7% zakupionych wyrobéw pierwszej marki oraz 2% drugiej marki. Przy
jakim stosunku liczby sprzedanych wyrobéw pierwszej marki do liczby sprzedanych wyro-
béw drugiej marki prawdopodobienstwo, ze sprzedany wyréb nie bedzie reklamowany;, jest
réwne 0,962

W pierwszej urnie jest 5 kul biatych i 3 czarne, w drugiej - n bialych i 4 czarne. Losujemy
z kazdej urny po 1 kuli i umieszczamy je w trzeciej urnie, poczatkowo pustej. Nastepnie
z trzeciej urny losujemy 1 kule. Wyznacz najwieksza warto$¢ n, dla ktérej prawdopodo-
bienstwo wylosowania kuli bialej jest mniejsze od }—é.
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W urnie jest po 5 kul czarnych, biatych i zielonych. Z urny wyjeto bez ogladania 1 kule,
a nastepnie wylosowano 2 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze byly to kule réznych
koloréw.

W urnie U s3 3 kule biale i 2 czarne, w urnie U, - 2 kule biale i 3 czarne. Rzucamy trzy
razy symetryczng moneta. Jezeli wyniki rzutow s3 takie same, losujemy po 1 kuli z kazdej
urny. Jezeli orzel wypadl dokladnie dwa razy, losujemy 2 kule z urny U, w pozostatych
przypadkach losujemy 2 kule z urny U,. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kul
réznych koloréw.

Srednie zarobki w pewnej firmie wynoszg 4000 zl. Odchylenie standardowe od $redniej
jest rowne 2000 zl. Oblicz, jak zmieni si¢ srednia i odchylenie standardowe, jezeli kazdy
pracownik dostanie:

a) podwyzke w wysokosci 500 zt, b) podwyzke o 10%.

Na diagramie przedstawiono wyniki cz¢sci teoretycznej egzaminu na prawo jazdy w dwoch
osrodkach egzaminacyjnych. Zdajacy uzyskal wynik pozytywny, jezeli popelnil co najwyzej
dwa bledy.

a) Oblicz mediane i $rednig arytmetyczng liczby bledéw popelnionych przez zdajacych
w obydwu zestawach danych.

b) W ktdrym oérodku odchylenie standardowe liczby popetnionych bledéw bylo wigksze?
c) W ktérym osrodku jest wigksze prawdopodobienstwo tego, ze wsrod dwoch losowo
wybranych zdajacych tylko jeden uzyskal wynik pozytywny, jezeli w pierwszym osrodku
byto 40 zdajacych, a w drugim - 20?

procent 0séb
A

40
30
20

10

- SR i ——————————— P

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
osrodek I sérodek II liczba biedow
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Zestaw B. Zadania zamkniete ¢ odpowieda

Wybierz i zaznacz poprawna odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)

Z cyfr 0,1,2,3,4,5 tworzymy rozne liczby trzycyfrowe, w ktorych cyfry nie powtarzajs sig. Ile
liczb parzystych otrzymamy?

A. 42 B. 48 C. 52 D. 75

Zadanie 2. (1 pkt)

Ile réznych liczb, ktére zaczynaja si¢ i koncza cyfra 3, mozna otrzymac, przestawiajac cyfry
w liczbie 1233313322

A. 210 B. 343 C. 2187 D. 5040

Zadanie 3. (1 pkt)

Ile liczb szesciocyfrowych mozna zapisa¢ za pomoca cyfr 2, 4, 6, jezeli w zapisie kazda cyfra
wystepuje dwukrotnie?

A. 90 B. 180 C. 360 D. 720

Zadanie 4. (1 pkt)
Rzucono trzykrotnie szescienng kostka. Prawdopodobienstwo tego, ze w kazdym rzucie otrzy-
mano inny wynik, jest rowne:

61(8 6 31(8
B 0. ¢ &, b. 20,

A.

>

[ ST

Zadanie 5. (1 pkt) vt

Dane sg dwie urny z kulami, w kazdej jest 5 kul. W pierwszej urnie jest jedna kula biata i 4 ku-
le czarne. W drugiej urnie sg 3 kule biate i 2 kule czarne. Rzucamy jeden raz symetryczna
sze$cienng kostka do gry. Jesli wypadnie jedno lub dwa oczka, to losujemy jedng kule z pierw-
szej urny, natomiast je$li wypadna co najmniej trzy oczka, to losujemy jedng kule z drugiej
urny. Prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej jest réwne:

A L, B. ¢, C % D. 3.

Zadanie 6. (1 pkt)

Rzucono trzy razy symetyczna monets. Prawdopodobienstwo tego, ze reszka wypadia tylko
w pierwszym rzucie, jest rowne:

A. 1, B. 0,5, C. 0,25, D. 0,125.

Zadanie 7. (1 pkt)
Dane s3 prawdopodobienstwa zdarzen A, Bc Q: P(A) = %, P(B) = % Wskaz najmniejszg war-
toé¢, jaka moze przyja¢ P(A|B).

A. 0 B. 2 C.

|

D.

ol
—
S}
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Zestaw C. Zadania z kodowana odpowiedzia ¢ odpoiedsi

Zakoduj wynik w kratkach umieszczonych obok polecenia.

Zadanie 1. (2 pkt)

Oblicz, na ile sposobéw mozna rozmiescié¢ 4 kule réznych koloréw w 4 pudetkach ponume-
rowanych kolejnymi liczbami naturalnymi tak, ze zawsze dokladnie jedno pudetko jest puste.
Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku. [:D:,

Zadanie 2. (2 pkt)

W talii 24 kart jest 6 pikow, 6 kierdow, 6 trefli i 6 kar. Z talii tej wybrano losowo 3 karty.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze wéréd wylosowanych sg 2 karty pik, jezeli wiadomo, ze jest
przynajmniej 1 karta trefl. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego

otrzymanego wyniku. D—_—D

Zadanie 3. (2 pkt)
Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych, w zapisie ktorych nie wystepuje zero i na dokfadnie jednym
miejscu stoi cyfra parzysta. Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

LT

Zadanie 4. (2 pkt)

Rzucamy trzykrotnie kostkg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze suma otrzymanych oczek
jest wigksza od 16, wiedzac, ze w pierwszym rzucie otrzymano 6 oczek. Zakoduj trzy pierwsze
cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku. D:D

Zadanie 5. (2 pkt)

Z urny, w ktorej znajduja si¢ trzy kule biale, dwie niebieskie i dwie zielone, wylosowano dwie
kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze sa to kule tego samego koloru. Zakoduj trzy pierw-
sze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanej liczby. D:D

Zadanie 6. (2 pkt)
Zdarzenia A, B c Q sa jednakowo prawdopodobne, zajécie przynajmniej jednego z nich jest
zdarzeniem pewnym, a P(A|B) = % Oblicz P(A~ B). Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku

rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku. [:ED

Zadanie 7. (2 pkt)

W pewnej grupie bezrobotnych kobiety stanowia 60%. Wsréd bezrobotnych kobiet 25% ukon-
czyto 45. rok zycia. Wéréd bezrobotnych mezczyzn odsetek ten wynosi 21%. Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze losowo wybrana z tej grupy osoba ukonczyla 45 lat. Zakoduj trzy pierwsze

cyfry po przecinku rozwiniecia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku. D:D
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Zestaw D. Zadania otwarte ¢ o
-5.257

Zadanie 1. (7 pkt)

Sposréd cyfr 1, 2, 3, 4, 5 i 6 losujemy kolejno trzy cyfry, ktdre zapisane w kolejnosci losowania

tworzg liczbe trzycyfrowa. Kiedy prawdopodobienstwo zdarzenia, ze bedzie to liczba wigksza

od 430, jest wigksze: w przypadku losowania ze zwracaniem czy losowania bez zwracania?

Zadanie 2. (6 pkt)

Na plaszczyznie dane s3 dwie proste réwnolegle niepokrywajace si¢. Na jednej z nich zazna-
czono sze$¢ punktéw, a na drugiej - n punktéw, gdzie n > 2. Oblicz n, jesli prawdopodobien-
stwo tego, ze trzy losowo wybrane punkty sposréd zaznaczonych sg wierzchotkami tréjkata,

. ’ 9
jest rowne 17.

Zadanie 3. (7 pkt)

W urnie s3 dwie kule biale i sze§¢ kul czarnych. Losujemy dwie kule bez zwracania. Ktére
ze zdarzen jest bardziej prawdopodobne: wyciagniecie kul o réznych kolorach czy wyciagnie-
cie kul tego samego koloru? Ile nalezy dolozy¢ kul biatych, aby zdarzenia te byly jednakowo
prawdopodobne?

Zadanie 4. (5 pkt)

Mamy 7 kul o numerach od 1 do n oraz n szuflad o numerach od 1 do n. Do kazdej szuflady
wkladamy jedng kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kula o numerze 1 nie trafi do
szuflady o numerze 1. Dla jakich n to prawdopodobienstwo jest wigksze od 0,97

Zadanie 5. (6 pkt)
Rzucamy siedem razy symetryczng szescienng kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) wypadng tylko parzyste liczby oczek, b) pojawia si¢ wszystkie liczby oczek.

Zadanie 6. (4 pkt)

Zcyfr 1,2, 3,4,5,6,7i8 tworzymy liczby o$miocyfrowe, w ktérych cyfry si¢ nie powta-
rzaja. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania liczby, w ktorej wszystkie cyfry nieparzyste sa
na poczatku, a cyfra 1 jest bezposrednio przed cyfra 2.

Zadanie 7. (7 pkt)

Z grupy osob, w ktorej jest 5 kobiet, wybrano trzyosobowga delegacje. Prawdopodobienstwo
tego, ze w delegacji jest wigcej kobiet niz mezczyzn, wynosi g. Oblicz, ilu mezczyzn jest w tej
grupie.

Zadanie 8. (4 pkt)

Na dwoch $cianach szesciennej kostki sg 2 oczka, na dwdch - 4 oczka, a na dwdch pozosta-
tych - 6 oczek. lloma co najmniej takimi kostkami trzeba rzucaé, aby prawdopodobienstwo
otrzymania co najmniej jednej szdstki byto wigksze od %?
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“adanie 9. (4 pkt)
okragtym stole usiadto 10 dziewczat i 10 chlopcéw. Sprawdz, czy prawdopodobienstwo,
-oby tej samej plci nie siedzg obok siebie, jest wigksze od 0,001.

“adanie 10. (4 pkt)
oioru 1,2,3,...,50 losujemy kolejno dwie liczby. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
~2z pierwszej liczby przez drugg nalezy do przedziatu (1;2).

“adanie 11. (6 pkt)
partii 50 zaréwek pewna ich liczba jest wadliwa. Z tej partii losowo wybiera si¢ dwie za-
ii. Jezeli co najmniej jedna z nich jest uszkodzona, partie si¢ odrzuca. Oblicz, ile co najwy-
moze by¢ wadliwych zaréwek, aby prawdopodobienstwo odrzucenia partii byto nie wigksze
04.

Zadanie 12. (5 pkt) (CKE 2015]
cz prawdopodobienstwo warunkowe, ze w trzykrotnym rzucie symetryczng szescienng
.tk do gry otrzymamy co najmniej jedng ,jedynke”, pod warunkiem ze otrzymamy co naj-
112j jedng ,,sz0stke”

Zadanie 13. (5 pkt)
Jlicz P(A'UB'), jesli P(ANB) = §, P(B\ A) = 1, a AU B jest zdarzeniem pewnym.

Zadanie 14. (4 pkt)
‘213c dane P(A'n B") = 0,6, oblicz:
?(AuB),
?(A) i P(B), jesli An B jest zdarzeniem niemozliwym, a P(B) =2P(A).

Zadanie 15. (2 pkt) (CKE]
cch A, B beda zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli P(AnB) = P(A)P(B),
P(AnB')=P(A)P(B).

Zadanie 16. (3 pkt) (CKE
ech A, B beda zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli P(A) = 0,7 oraz
5)=0,8, to P(A|B) >0,625.

Zadanie 17. (4 pkt) (CKE)
vbieramy losowo jedng liczbe ze zbioru {1,2,3} i gdy otrzymamy liczbe n, to rzucamy
razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednego
rla. Wynik przedstaw w postaci utamka zwyklego nieskracalnego.

Zadanie 18. (4 pkt)
akie jest prawdopodobienstwo tego, ze liczba naturalna n spetniajgca nieréwnosc¢ ( . " 3) <n

st pierwiastkiem wielomianu w(x) = (x* - 16)(x? - 16)?



Zadania powtdrzeniowe

Zadanie 19. (3 pkt) (CKE
Janek przeprowadza doswiadczenie losowe, w ktérym jako wynik moze otrzymac jedna z liczb:
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Prawdopodobienstwo py otrzymania liczby k dane jest wzorem p; = 6—14 . (2)
Rozwazamy dwa zdarzenia: zdarzenie A polegajace na otrzymaniu liczby ze zbioru {1, 3, 5},
zdarzenie B polegajace na otrzymaniu liczby ze zbioru {2,3,4,5,6}. Oblicz prawdopodobien-
stwo warunkowe P(A|B).

Zadanie 20. (4 pkt) CKE2 i~

W pierwszej urnie umieszczono 3 kule biale i 5 kul czarnych, a w drugiej urnie 7 kul bialych
i 2 kule czarne. Losujemy jedna kul¢ z pierwszej urny, przektadamy ja do drugiej urny i dodat-
kowo doktadamy do drugiej urny jeszcze dwie kule tego samego koloru, co wylosowana kula.
Nastepnie losujemy dwie kule z urny drugiej. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegaja-
cego na tym, ze obie kule wylosowane z drugiej urny beda biate.

Zadanie 21. (6 pkt)
Sposréd liczb a, b, ¢, d wybieramy losowo dwie liczby. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
obie s3 liczbami catkowitymi, jezeli:

log,7
a=log,(log,v/2), b=log,/9-log,\/8, c=log 4-log,5+log,3, d= %6

log, 7

Zadanie 22. (7 pkt)
Zliczb 1,2,...,n (n > 3) tworzymy tréjwyrazowe ciagi, w ktorych liczby moga si¢ powtarzac.
a) Wyznacz prawdopodobienstwo utworzenia ciggu monotonicznego.

b) Dla jakiego n prawdopodobienstwo to jest réwne %?

Zadanie 23. (3 pkt) (CKE!

Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie liczby ze zbioru
{1,2,3...,12,13}. Oblicz prawdopodobienistwo warunkowe, ze wsrod wylosowanych liczb be-
dzie liczba 8, pod warunkiem ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

Zadanie 24. (4 pkt) [(CKE;
Oblicz sume¢ wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca cyfr 1, 2 i 3,
wiedzac, ze cyfry moga si¢ powtarzaé.

Zadanie 25. (7 pkt) {CKE
Oblicz, ile jest wszystkich liczb o$miocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rowny 24.

Zadanie 26. (6 pkt) [CKE|
Oblicz, ile jest stucyfrowych liczb naturalnych o sumie cyfr réwnej 4.

Zadanie 27. (6 pkt) [CKE;
Oblicz, ile jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr réwnej 5, w zapisie ktérych wyste-
puja tylko cyfry 0, 1, 3, 5.



Zadania powtérzeniowe

Zadanie 28. (4 pkt)
Oblicz, ile jest szesciocyfrowych liczb parzystych, w ktérych zapisie wystepuja co najmniej
cztery trojki.

Zadanie 29. (5 pkt) CKE 201
Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pigciocyfrowych parzystych, w ktérych zapisie
wystepuja co najwyzej dwie dwojki.

Zadanie 30. (3 pkt)

Rozpatrujemy wszystkie nieparzyste liczby os§miocyfrowe, w ktorych zapisie moga wystgpowac
jedynie cyfry 2, 3, 4, 5, przy czym cyfra 5 wystepuje dokladnie cztery razy. Oblicz, ile jest
takich liczb.

Zadanie 31. (3 pkt) (CKE 201,

Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne dziesigciocyfrowe, w zapisie ktérych moga wystepo-
waé wylacznie cyfry 1, 2, 3, przy czym cyfra 1 wystgpuje dokladnie trzy razy. Uzasadnij, ze
takich liczb jest 15360.

Zadanie 32. (4 pkt)
Oblicz, ile jest wszystkich szesciocyfrowych liczb nieparzystych, w ktdrych zapisie wystepuja
co najwyzej trzy cyfry parzyste.

Zadanie 33. (4 pkt) (CKE /il
Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja do-
ktadnie trzy cyfry nieparzyste.

Zadanie 34. (4 pkt) (CKE 200/

W pudetku znajduje si¢ 8 piteczek oznaczonych kolejnymi liczbami naturalnymi od 1 do 8.
Losujemy jedng pileczke, zapisujemy liczbe na niej wyst¢pujaca, a nastgpnie zwracamy piteczke
do urny. Te procedur¢ wykonujemy jeszcze dwa razy i w ten sposob otrzymujemy zapisane trzy
liczby. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania takich piteczek, ze iloczyn trzech zapisanych
liczb jest podzielny przez 4. Wynik podaj w postaci utamka zwykiego.

Zadanie 35. (3 pkt)
Z cyfr 0, 1, 2, 3 tworzymy szesciocyfrowe liczby podzielne przez 4. Oblicz, ile mozemy utwo-
rzy¢ takich liczb.

Zadanie 36. (4 pkt) CKE2C 7
Z cyfr 0, 1, 2 tworzymy pieciocyfrowe liczby catkowite dodatnie podzielne przez 15. Oblicz, ile
mozemy utworzy¢ takich liczb.

Zadanie 37. (4 pkt) CKE 2Cis

Z liczb o$mioelementowego zbioru Z = {1,2,3,4,5,6,7,9} tworzymy o$miowyrazowy ciag,
ktorego wyrazy si¢ nie powtarzaja. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego na
tym, ze zadne dwie liczby parzyste nie sa sasiednimi wyrazami utworzonego ciggu. Wynik
przedstaw w postaci utamka zwyklego nieskracalnego.









< odpowiedzi

Zestaw 1 Imodel

Zadania zamkniete

W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawna odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Mediana liczb spelniajacych réwnanie ||3x + 4] - 2| = 6 jest réwna:

4 2 1 2
A -4, B. -2, c i, D. L.
Zadanie 2. (1 pkt)
Suma pierwiastkéw réwnania (2v/2 +3)x? + (3v/2 - 2)x — 1 = 0 jest réwna:
A. -18+13V72, B. -12+6V72, C. 12-6V72, D. 18-13V2.

Zadanie 3. (1 pkt)
— 1
Ciag o wyrazie ogélnym a, = (n n'z). ) (2 ):

A. jest rozbiezny do oo,
B. jest zbiezny do %
C. jest zbiezny do 0,

D. nie ma granicy.

Zadanie 4. (1 pkt)
Reszta z dzielenia wielomianu w(x) = 4x> - 3x* — 3x + 1 przez dwumian x + § jest réwna:

3 3 5 11
A. e B. e C. It D. -
Zadanie 5. (1 pkt)

3

Réwnoéé cos £ — cos 2a = 2 sin a sin y jest tozsamoécia trygonometryczna dla:
2 2

A. }’Z—%a, B. }’=_’12‘a, C. }):%a) D. Y=

S 41V

.



Zestawy maturalne

Zadania otwarte

W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)
Wyznacz warto$é p, dla ktdrej réwnanie 4x% — 4x + log, p - % =0 ma dokfadnie jedno rozwigza-
nie. Zakoduj cyfry dziesigtek, jednosci i pierwsza cyfre po przecinku rozwiniecia dziesigtnego

liczby p.
L[]

Zadanie 7. (2 pkt)
V3
(V3+2)"

tego ciggu. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego
wyniku. D:D

Zadanie 8. (2 pkt)
Niech A, Bc Q. Oblicz P(A), jesli P(A|B) = %, P(BJA) = % oraz P(B) = % Zakoduj trzy pierwsze

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny a, = . Oblicz sume wszystkich wyrazow

cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku. [ED
Zadanie 9. (2 pkt)
4-3
Funkcja f(x) = T >~ ma asymptote poziomg y = q i asymptote pionowg x = p. Zakoduyj trzy
L
pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego liczby p + g. D:D

Zadanie 10. (3 pkt)
Dana jest parabola y = éxz - % Wyznacz réwnanie stycznej do tej paraboli, jesli styczna tworzy
z osig OX kat 120°.

Zadanie 11. (3 pkt)
Dla jakich wartosci parametru p zbiér wartosci funkgji:

f(x)=px*+(p-2)x+2(p+2)

jest rowny (—o0;2)?

Zadanie 12. (3 pkt)
Ze zbioru {1,2,3,...,100} losujemy ze zwracaniem dwie liczby. Oblicz prawdopodobienstwo

zdarzenia A: iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 3.

Zadanie 13. (3 pkt)

— — —
Dane sg wektory BA = [-8,-6] i CA = [-8,-11]. Wyznacz wspoirzedne wektora BC i oblicz
cosinus kata ABC.



Zestawy maturalne

Zadanie 14. (4 pkt)
Prosta 2x — y — 5 = 0 przecina okrag o $rodku S(2,4) w punktach A i B. Dlugos¢ cigciwy AB
wynosi 4v/5. Wyznacz réwnanie tego okregu.

Zadanie 15. (4 pkt)
Dany jest ciag arytmetyczny (a,), w ktérym a)) = 16 i a3 = 40. Uzasadnij, ze ciag b, = 3" jest
ciggiem geometrycznym. Oblicz sume trzech poczatkowych wyrazéw ciagu (b,).

Zadanie 16. (5 pkt)
Dany jest trojkat ABC taki, ze |AC| = 2|AB|. Miara kata ACB jest 0 30° mniejsza od miary kata
ABC. Oblicz tangens kata ACB.

Zadanie 17. (5 pkt)

Szedcian przecigto plaszczyzng przechodzacy przez przekatng dolnej podstawy i srodki dwdch
krawedzi gornej podstawy. Pole otrzymanego przekroju jest réwne 40,5 cm?. Oblicz objetos¢
tego szescianu.

Zadanie 18. (7 pkt) ISR
Trawnik w ksztalcie prostokata o polu 128 m? ma by¢ oto- ’7— d

czony chodnikiem. Jego szerokosci po przeciwleglych stronach
trawnika s takie same - wynoszg 2 m i 1 m (rysunek obok). RN
Jakie wymiary powinien mie¢ trawnik, aby chodnik zajmowat
najmniejsza powierzchnig? ,




Z t 2 q pdpo(jw;edzi
estaw  modele
Zadania zamkniete

W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Ile punktéw o obu wspdtrzednych catkowitych nalezy do wykresu funkcji f(x) = i—fg?

A 3 B. 4 C. 6 D. 8

Zadanie 2. (1 pkt)
Ile rozwigzan ma réwnanie 2x> - x

A. O B. 1 C. 2 D. 3

24 x+5=0?

Zadanie 3. (1 pkt)
Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie:

a) = 4
dne1 = %af, —-4n dla n21
Czwarty wyraz tego ciggu jest rowny:

A. -12, B. -4, C. 0, D. 4.

Zadanie 4. (1 pkt)
Podstawy trapezu prostokatnego opisanego na okregu majg dlugosci 4 cm i 8 cm. Wysokos¢
tego trapezu jest roOwna:

A. 4cm, B. 4% cm, C. 5% cm, D. 6% cm.

Zadanie 5. (1 pkt)

Granica lim -2%=1

x—1 2/x-1
, B. 1, C. 2, D. 4.

jest rowna:

A.

N [—



Zestawy maturalne

Zadania ctwarte

W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)
Wyznacz najwigksza liczbe naturalng #, dla ktérej pochodna funkcji f(x) = 4x> - 39x? spelnia
warunek f'(n) < 0. Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci liczby n°.

Zadanie 7. (2 pkt)
Liczbe —4 zapisz w postaci k + m~/4+ n</2, gdzie k,m,n € C. Oblicz (k™)". Zakoduj cyfry:

2-v4
LT

setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 8. (2 pkt)
W tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej réwnej 6 cm i kacie ostrym 30° wpisano okrag
o promieniu a cm. Zakoduj cyfre jednoséci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwnigcia

dziesietnego liczby a.

Zadanie 9. (2 pkt)
Wyznacz sin a, wiedzgc, ze « jest katem ostrym oraz cos2a = 0,8. Zakoduj trzy pierwsze cyfry

LT

po przecinku otrzymanego wyniku.

Zadanie 10. (3 pkt)

A, B c Q s3 zdarzeniami losowymi takimi, ze prawdopodobienstwo zdarzenia A jest trzy razy
wieksze od prawdopodobienstwa zdarzenia B. Oblicz wartosci tych prawdopodobienstw, wie-
dzac, ze P(A’ \ B) = ; oraz zdarzenia A i B sg rozlgczne.

Zadanie 11. (3 pkt)
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = |fﬁ’ Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie ‘% =|m|
ma jedno rozwigzanie?

Zadanie 12. (3 pkt)

Okrag x> + y2 —6x - 10y — 16 = 0 0 $rodku S przecina 0§ OX w punktach A(-2,0) i B(8,0).
Odcinek A’B’ jest obrazem odcinka AB w jednoktadnoéci o skali k = -2 i $rodku w punkcie S.
Wyznacz wspotrzedne punktéw A’ i B'.



Zestawy maturalne

Zadanie 13. (3 pkt)
Wyznacz wszystkie wartosci parametrow p i g, dla ktdrych nieréwno$¢:

(x+6)(x=3)(x*+px-2gx+6q) >0

jest spetniona przez kazda liczbe rzeczywista.

Zadanie 14. (3 pkt)
W stozek, w ktérym kat migdzy tworzaca a podstawg ma miar¢ 2a, wpisano kule. Wyznacz
tg a, jezeli pole podstawy stozka jest dwa razy wigksze od pola powierzchni kuli.

Zadanie 15. (3 pkt)
Dany jest ciag (ay,), ktorego suma n poczatkowych wyrazéw jest réwna S, =2""! - % Wyznacz
wzor ogolny tego ciagu i wykaz, ze ciag (a,) jest ciggiem geometrycznym.

Zadanie 16. (6 pkt)
Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a € (0; 27r), dla ktérych rownanie:

x2+2\/§x+4sin2a—l=0
ma dwa rézne pierwiastki x; i x, tego samego znaku.

Zadanie 17. (6 pkt)
Przekatne rownolegloboku majg dlugosci 10 i 26. Oblicz obwdd tego réwnolegtoboku, jezeli
jego pole jest rowne 78.

Zadanie 18. (7 pkt)
W kwadrat ABCD o boku 2 wpisano tréjkat rOwnoramienny AEF tak, ze wierzcholek E lezy
na boku BC, a wierzcholek F - na boku CD oraz |AF| = |EF| (rysunek ponize;j).

a) Niech x = |BE|. Wykaz, ze funkcja:

P(x)=2- éx(x -2)?
opisuje pole trdjkata AEF dla x € (0;2).
b) Oblicz pole najmniejszego i najwigkszego z takich trdjkatow.

D F (
L I i



4 odpowiedzi

Zestaw 3 | mogel

Zadania zamkniete

W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)

Proste (%k - 1) x-y+4=0ix+12y+8=0 s3 prostopadie dla pewnej liczby k nalezacej do
przedziatu:

A. (0;6), B. (6;12), C. (12;18), D. (18;24).

Zadanie 2. (1 pkt)
Z liczb od 1 do 100 wylosowano jedna liczbg. Prawdopodobienstwo, ze jest to liczba podzielna
przez 3, pod warunkiem ze wylosowano liczbe parzysta, jest rowne:

33 8 7 3
A 2, B. £, C. %. D. 3.

Zadanie 3. (1 pkt)

Granica lim <=4
x4 \/x -2

A. 0, B. 2, C. 4, D. oo.

jest rowna:

Zadanie 4. (1 pkt)
Liczby x=14-8/3iy=

spetniajg réwnanie:

1
7+4\/3
A x*-4y*=0, B. x*-2y%*=0, C. 2x2-y%=0, D. 4x? - y*=0.

Zadanie 5. (1 pkt)
Jedli p=log, 7 i g =log, 3, to iloczyn log, 27 - log., 25 jest réwny:

P 2p 34 64
A oo B. 3, C. 3, D. 5.



Zestawy maturalne

Zadania otwarte

W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)
Liczba xo jest najwickszym rozwigzaniem réwnania cos2x - cos(2x + 7) = 1 nalezagcym do
przedzialu (0;2m). Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia

dziesigtnego liczby 22.

Zadanie 7. (2 pkt)

Dany jest dwunastokat foremny o obwodzie rownym 12. Wybieramy losowo dwa wierzchotki
tego dwunastokata. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze odleglos¢ miedzy wybranymi wierz-
chotkami jest réwna 1. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku otrzymanego wyniku.

N

Zadanie 8. (2 pkt)

Dana jest funkcja g(x) = 3x> + 6x. Funkcja f spelnia warunki: f(2) =3 i f/(2) = 6. Oblicz
wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji h(x) = f(x) - g(x) w punkcie o odcietej
xo = 2. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)
Proste 3x -2y =01i 3x -2y +1 =0 s3 styczne do okregu o promieniu r. Zakoduj trzy pierwsze
cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigtnego liczby r.

Zadanie 10. (3 pkt)
Dany jest sze$ciokat foremny ABCDEF (rysunek obok). E_ D
Niech U= AB oraz w = BC. Przedstaw wektor EC oraz
wektor EB w postaci a- 4 +b-w, gdzie a i b s3 liczbami 3
rzeczywistymi. F

Zadanie 11. (3 pkt)
Udowodnij, ze jezeli a > b > 0, to prawdziwa jest nierow-
noé¢ a® - b> <3a*(a-b). s

Zadanie 12. (4 pkt)
Zapisz liczbe 520 jako sume¢ czterech liczb catkowitych bedacych pierwszymi czterema wyra-
zami ciaggu geometrycznego, ktérego pierwszy wyraz jest o 104 mniejszy od trzeciego wyrazu.



Zestawy maturalne

Zadanie 13. (4 pkt)
Réwnanie x? +7x + ¢ =0 ma dwa rézne od zera pierwiastki x; i x,. Oblicz c, jezeli wiadomo, ze:

(8-)-(8-n) -
Zadanie 14. (4 pkt)

W loterii jest n losow, w tym 9 wygrywajacych. Zakupiono 2 losy. Wyznacz wszystkie warto-
$ci n, dla ktérych prawdopodobienstwo, ze oba losy s3 wygrywajace, jest wigksze od 0,3.

Zadanie 15. (6 pkt)

Trzy rézne pierwiastki wielomianu w(x) = x> + ax? + bx — 192 tworzg ciag arytmetyczny.
a) Oblicz wartos¢ iloczynu pierwiastkéw wielomianu w.

b) Wyznacz pierwiastki wielomianu w, wiedzac, ze ich suma jest rowna 18.

¢) Uzasadnij, ze dla kazdej liczby parzystej wielomian w przyjmuje warto$¢ podzielng przez 16
i przez 24.

Zadanie 16. (6 pkt)

W tréjkacie ostrokagtnym réwnoramiennym ABC podstawa AB ma dlugosé¢ 2, |AC| =|BC|=x,
AD jest jego wysokos$cig. Punkt P jest punktem przeciecia wysokosci trojkata ABC. Przedstaw
iloraz % jako funkcje zmiennej x i wyznacz dziedzing tej funkcji.

Zadanie 17. (7 pkt) S

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym odleglos¢ srodka

podstawy ostrostupa od jego krawedzi bocznej wynosi v/3

(rysunek obok).

a) Wyznacz objetos¢ V ostrostupa jako funkcje jego wysoko-

$ci x i podaj dziedzing tej funkgji. P  C
b) Dla jakiej wartosci x objetos¢ ostrostupa jest najmniejsza?
Oblicz t¢ objetosc.

c) Naszkicuj wykres funkcji V. A B



Zestaw 4

Zadania zamkniete

W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)

Ile réznych rozwigzan ma réwnanie x(x +1)2 = (x% +x) (x> + 1)?

A O B. 1 C. 2

Zadanie 2. (1 pkt)

Styczna do paraboli y = 3x% — x + 4 w punkcie xq = 0 tworzy z osig OX kat:

2
A. %’ B. %, C. 3”)
Zadanie 3. (1 pkt)
o Voni+n . .
Granica ciagu a, = ———=——== jest réwna:
At fn V8n' -3n+2 )
A. 0, B. 1, C. 1,125,
Zadanie 4. (1 pkt)
2
- 7 . .. _x . . .
Do zbioru wartoéci funkeji f(x) = Tjs nie nalezy liczba:
A. - B. -2 C 1,

Zadanie 5. (1 pkt)
Jeslitga = —1%, to iloczyn sin« - cos « jest rowny:
A. -0,36, B. -0,48, C. -0,6,

4 odpowiedzi
i modele
-s.276

Bl
2

. L5

. —0,72.



Zestawy maturalne

Zadania otwarte
W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)
A jest zbiorem wszystkich liczb catkowitych x spelniajacych warunki:

x —100] <200 i |x+20/>10

Wyznacz liczbe elementéw zbioru A. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego

wyniku.
L[]

Zadanie 7. (2 pkt)
Nieskonczony cigg geometryczny (a,) spelnia warunki: a; =300 i a4 = 2%. Zakoduj cyfry:
setek, dziesigtek i jednosci sumy wszystkich wyrazow tego ciggu.

Zadanie 8. (2 pkt)
Wyznacz najwigksza liczbg catkowitg n taka, ze punkt P(#,40) nalezy do kota o érednicy AB,
jesli A(10,30) i B(50,70). Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci liczby n + 80.

Zadanie 9. (2 pkt)
Niech A, B c Q. Oblicz P(A’ n B), jesli P(A") = % oraz P(A'nB’) = % Zakoduj trzy pierwsze
cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 10. (3 pkt)

W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczne katow A i B, a nastepnie przez punkt ich prze-
cigcia — prosta | rownolegla do boku AB. Prosta | przecina bok AC w punkcie D, a bok BC
w punkcie F. Udowodnij, ze |DF|=|AD| + |BF]|.

Y |
|
Zadanie 11. (3 pkt) :
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji: 1 : P(7,2)
f(x) =log,(x-3) ol 1 X
I/
Oblicz a i wyznacz liczbe x, dla ktdrej spelniona jest rdwnos¢ 1/
|
f(x=2)=3f(5). |

Zadanie 12. (3 pkt)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie:

x?—(|m|+1)x+m*=0

ma dokladnie jedno rozwigzanie.



Zestawy maturalne

Zadanie 13. (4 pkt) A__
Ile jest dziesigciocyfrowych liczb naturalnych o iloczynie cyfr P o
réwnym 8? ' NG

Zadanie 14. (5 pkt) ( \
W okrag o promieniu r wpisano czworokat ABCD taki,
ze kat miedzy styczng poprowadzong do okrggu w punk- /
cie A i bokiem AB ma miare 60°. Wyznacz pole czworokata £ \\\ /
ABCD, jesli |BC|=2|AC| oraz |AD| = |DC|. S

Zadanie 15. (6 pkt)

Punkt D(-2,-1) jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka A(4,2) trdjkata réwno-
bocznego ABC. Wyznacz wspolrzgdne:

a) srodka okregu opisanego na tym trojkacie,

b) pozostalych wierzchotkéw tego tréjkata.

Zadanie 16. (6 pkt)
Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego trojkatnego ma diugos¢ a, natomiast cosinus kata
miedzy jego s3siednimi §cianami bocznymi jest rowny % Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 17. (7 pkt)
Dluzsza podstawa trapezu réwnoramiennego ma dlugos¢ 4 cm, a jego obwod wynosi 10 cm.
Niech x bedzie dlugoscia ramienia trapezu. Wykaz, ze funkcja:

P(x)=\/(5-%)2(2x-1)
opisuje pole tego trapezu dla x € (1;3). Wyznacz warto$¢ x, dla ktérej pole trapezu jest naj-
wigksze. Oblicz to pole.




< odpowiedzi
Zestaw 5 b3
Zadania zamkniete
W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.
Zadanie 1. (1 pkt)

Ile rozwigzan ma réwnanie |x? - x| = |x|?
Al B. 2 C.3 D. 4

Zadanie 2. (1 pkt)
Jesli a = v/9v/3- /27, to logg a jest rowny:

1 1 2 1
A1, B. 11, C. 12, D. 2.
Zadanie 3. (1 pkt)
Wskaz zbior tych wartosci parametru k, dla ktorych dziedzing funkcji f(x) = % jest
X X =
zbidr liczb rzeczywistych.
A. (—o0;-1) B. (-o0;1) C. (-1;00) D. (-1;00)

Zadanie 4. (1 pkt)

Dane s3 zdarzenia A, B c ) takie, ze P(A) = 2P(B) i P(AN B) = 3. Jeéli zdarzenie A U B jest
zdarzeniem pewnym, to P(A) — P(B) wynosi:
A 5 B. 2, c & D. 3.

Zadanie 5. (1 pkt)

Podstawg ostrostupa jest trojkat ABC o bokach 5, 6 1 7. Jesli miary katéw, jakie tworzg kra-
wedzie boczne ostrostupa z jego podstaws, s3 réwne, to spodkiem wysokosci jest punkt prze-
ciecia:

A. srodkowych tréjkata ABC,

B. symetralnych bokéw tréojkata ABC,

C. dwusiecznych tréjkata ABC,

D. wysokosci tréjkata ABC.



Zestawy maturalne

Zadania otwarte

W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)
Na okregu opisano trapez prostokatny o kacie ostrym 30° i krdtszej podstawie réwnej 1. Oblicz
wysoko$¢ tego trapezu. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia

dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 7. (2 pkt)
Wyznacz iloczyn rozwigzan réwnania sin mx = % nalezacych do przedziatu (0;2). Zakoduj trzy
pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanej liczby.

Zadanie 8. (2 pkt)
Wyznacz wsp6irzedne punkt S(p,q), ktdry jest obrazem poczatku ukladu wspodtrzednych
w jednoktadnoéci o §rodku P(2,1) i skali k = -200. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci

liczby p +q.

Zadanie 9. (2 pkt)
Oblicz lim ( _—— ) Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesiet-

x—2- 4x -8 4—x2
LT T]

nego otrzymanego wyniku.

Zadanie 10. (3 pkt)
Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC. Punkty D i E dzielg przeciwprostokatna
AB na trzy odcinki o réwnej dlugosci. Oblicz cosinus kata DCE.

Zadanie 11. (3 pkt)
Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego jest réwna 21, a suma trzech na-
stepnych wyrazéw wynosi 168. Ktéry wyraz tego ciagu jest réwny 96?

Zadanie 12. (4 pkt)
Na rysunku obok przedstawiono wykres wielomianu trzeciego " 1
stopnia.

a) Wyznacz wzér wielomianu w.

b) Rozwigz réwnanie w(x) + u(x) = 0, gdzie u(x) = 2x - 6.



Zestawy maturalne

Zadanie 13. (4 pkt)

Z urny, zawierajacej sze$¢ kul o numerach 4, 5, 6, 7, 8 i 9 losujemy kolejno bez zwracania pig¢
kul. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze liczba, ktorej kolejnymi cyframi s3 numery wyloso-
wanych kul, jest podzielna przez 4.

Zadanie 14. (4 pkt)
Oblicz obwdd trojkata ABC (rysunek ponizej), jesli kat ACB jest katem prostym, |AC| =4 cm

oraz |DB| =6 cm.
C

Zadanie 15. (6 pkt)
Dana jest funkcja f(x)=8cos*x - 8cos?x + 1.

a) Uzasadnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest rownosé:
f(x)=cos4x

b) Liczba xq jest najmniejszym dodatnim miejscem zerowym funkeji f. Oblicz xp i cos xg.

Zadanie 16. (6 pkt)
Wyznacz réwnania wspdlnych stycznych do wykreséw funkeji f(x) =2x2 i g(x) = -2(x - 1)2.

Zadanie 17. (7 pkt)

Odcinek o koncach A(2,3) i B(0,5) jest podstawa trapezu ABCD. Druga podstawa, o $rodku
w punkcie $(-2,1), jest dwa razy dluzsza od podstawy AB. Wyznacz wspdlrzedne wierzchol-
koéw C i D. Oblicz objetos¢ bryly powstatej przez obrét trapezu ABCD wokét prostej AB.



4 odpowiedzi
Zestaw 6 Irieseis
Zadania zamkniete
W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.
Zadanie 1. (1 pkt) Y4

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
c¢ji f. Dziedzing funkcji g(x) = f(4 - x) jest f

przedzial:
|
A. (-6;0), C. (-42), |
B. (~4-1), D. (-2;4). of 1 X

Zadanie 2. (1 pkt)

Dany jest ciag geometryczny (a,) taki, ze a; = -2 i a = p> — 2p — 4. Ciag ten jest jednoczesnie
niemalejacy i nierosngcy dla p nalezagcego do zbioru:

A. {1-V5,1+5}, C. {2-V5,2+/5},

B. {1-/3,1+3}, D. {2-/3,2+/3}.

Zadanie 3. (1 pkt)
Liczba log /5 ( —8log, (log, 3/§)) jest rowna:
A 1, B. 3, C. 4, D. 6.

Zadanie 4. (1 pkt)
Ile rozwigzan nalezacych do przedzialu (0;67) ma réwnanie 2sin® x = sin x?

A. 6 B. 8 C. 10 D. 12

Zadanie 5. (1 pkt)
Okrag o $rodku w poczatku ukladu wspotrzgdnych jest styczny do prostej 3x + 4y — 25 = 0.
Okrag ten jest réwniez styczny do proste;j:

A. y=-5, B. y=-3, C. y=

NI

» D. y=4.



Zestawy maturalne

Zadania otwarte

W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)
Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktdrych zapisie nie wystepuja cyfry: 0, 1, 9 i dokladnie raz
pojawia sie cyfra parzysta? Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

LT

Zadanie 7. (2 pkt)
Wyznacz najwigkszg warto$¢ funkcji f(x) = 8sinx + 8 cosx. Zakoduj cyfry dziesiatek, jednosci
i pierwsza cyfre po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 8. (2 pkt)
= 1%. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po

L]

, . 2lpn*+2n+3
Wyznacz parametr p, dla ktérego nll.n; (=20 (1=3n)

przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)

W kule wpisano stozek, ktérego przekrdj osiowy jest tréjkatem réwnobocznym. Oblicz stosu-
nek objetosci kuli do objetosci stozka. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po prze-
cinku rozwinigcia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 10. (3 pkt)
Wykaz, ze styczne poprowadzone do hiperboli o réwnaniu f(x) = i—:g w punktach jej przecig-
cia z osiami wspoirzednych s3 réwnolegte.

Zadanie 11. (4 pkt)

Funkcja f dana jest wzorem f(x) = ax+b

2x +c¢
a) Wyznacz wspdlczynniki a, b, ¢, jesli wiadomo, ze wy-
kres funkcji f mozna otrzymac przez przesuniecie wykre-
su funkgji y = % o wektor 4 = [-1,2].

(rysunek obok).

b) Uzasadnij, ze do wykresu funkcji f nie nalezy zaden
punkt o obu wspdtrzednych calkowitych.




Zestawy maturalne

Zadanie 12. (3 pkt)

Dane sg zbiory A={1,2,3,4,5,6,7} i B={1,2,3}. Wybieramy losowo zbiér i z niego kolejno
bez zwracania trzy liczby, ktore zapisane w kolejnosci losowania tworza ciag trzyelementowy.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze bedzie to cigg monotoniczny.

Zadanie 13. (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkcji f(x) =|log,(x —1)|. Dla jakich wartosci parametru m punkt o wspét-
rzednych (m?,3) nalezy do wykresu tej funkcji?

Zadanie 14. (4 pkt)

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym tangens kata miedzy krawedzig boczng a podstawg
jest rowny m. Wyznacz cosinus kata nachylenia $ciany bocznej tego ostrostupa do plaszczyzny
podstawy.

Zadanie 15. (6 pkt)
Oblicz pole tréjkata ABC, ktérego jednym z wierzchotkéw jest punkt A(2,5), a jednym z bo-
kéw - érednica okregu x% +2x + y? -6y — 15 = 0 réwnolegla do prostej x + 2y = 0.

Zadanie 16. (6 pkt)
Miara najwigkszego kata w trojkacie jest dwa razy wigksza od miary jego najmniejszego kata.
Oblicz dtugosci bokéw tego tréjkata, jezeli sg one kolejnymi liczbami naturalnymi.

Zadanie 17. (7 pkt)
Wyznacz wartosci parametréw p i g, dla ktérych funkcja:

_ px+5p+gqg
)= G D

ma w punkcie x = -3 ekstremum réwne —1. Sprawdz, czy jest to minimum, czy maksimum.



<« odpowiedzi

estaw 7 mosel

Zadania zamkniete

W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)

Reszta z dzielenia wielomianu w(x) = x> - 3x* + ax® + 14 przez dwumian x + 2 jest réwna 6.
Wynika stad, ze:

A. a=-9, B. a=-6, C. a=3, D. a=8.

Zadanie 2. (1 pkt)
Ile liczb catkowitych nalezy do dziedziny funkeji f(x) =log(16 —5x) +log(2x +16)?

A. 10 B. 11 C. 12 D. 13

Zadanie 3. (1 pkt)

2

Pochodna funkeji f(x) = ;:xz w punkcie xg = 2 jest réwna:
X
5 1 1 11
A. T B. ~ 16 C. 16 D. 16

Zadanie 4. (1 pkt)

Wyrazenie cos45° - sin60° jest réwne:

A. %(sin10°+sin110°), C. %(sin15°+sin105°),
B. @(Sin20°+sin100°), D. 1(sin45° +sin75°).

Zadanie 5. (1 pkt)
Szereg geometryczny o poczatkowych wyrazach 1, 2x, 4x2, 8x> jest zbiezny dla:

A x=1-./3, C. x=3-/5,
B. x=v2-2, D. x=/5-7.



Zestawy maturaine

Zadania otwarte

W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)

Dany jest ciag o wzorze ogolnym:
1+3+5+...+(2n+1)
ap = -n
n+2

Oblicz pigcdziesiaty wyraz tego ciggu. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia
dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 7. (2 pkt)
Oblicz P(Au B), jesli P(B) = %, P(A) = % i P(A|B) = % Zakoduj trzy pierwsze cyfry po prze-
cinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanej liczby.

Zadanie 8. (2 pkt)
Punkt S(8,4) jest srodkiem odcinka AB o koncach A(xj, y;) i B(xy, y2) nalezacych odpo-
wiednio do prostych y —2x =01 y+x -3 =0. Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci liczby

LT

2 2 2
Xy +Xx5+yrt+y;5.

Zadanie 9. (2 pkt)
Wyznacz dodatnig warto$¢ parametru p, dla ktérej styczna do wykresu funkcji:
f(x)=3x+3p*x?-2

w punkcie x = -2 jest réwnolegla do osi OX. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwi-
nigcia dziesigtnego wyznaczonej warto$ci parametru p.

Zadanie 10. (3 pkt)
Dane sg dwa trojkaty prostokatne. Dlugosci bokéw kazdego z nich tworzg ciggi arytmetyczne.
Wykaz, ze te trojkaty sg podobne.

Zadanie 11. (5 pkt)
Wyznacz wartoéci parametru k, dla ktérych dziedzing funkcji:

f(x)=/(1-k)x2+(k-1)x+1

jest zbior liczb rzeczywistych.
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Zadanie 12. (3 pkt)
Oblicz pole figury ograniczonej wykresami funkcji f(x) = |x + 4| - |x| i g(x) =[2x|.

Zadanie 13. (4 pkt)

Dane s3 dwa styczne okregi, kazdy o promieniu 10. Ze srodka jednego z nich poprowadzono
polprosta | styczna do drugiego okregu (rysunek ponizej). Oblicz pole obszaru ograniczonego
tymi okregami i potprosta [.

Zadanie 14. (5 pkt)

Z urny, w ktérej znajdujg si¢ kule o numerach: 1,2,...,n (n > 2), losujemy kolejno bez zwraca-
nia dwie kule. Numery wylosowanych kul tworza pare (x, y). Dla jakich wartoéci n prawdopo-
dobienstwo tego, ze para (x, y) spelnia warunek |x — y| = 2, jest mniejsze od 0,25?

Zadanie 15. (5 pkt)

Promien podstawy stozka jest rowny 3, a cosinus kata nachylenia jego tworzacej do plaszczy-
zny podstawy wynosi % Oblicz dlugos¢ krawedzi szescianu wpisanego w ten stozek (szescian
jest wpisany w stozek, jesli cztery jego wierzchotki naleza do podstawy stozka, a pozostale
cztery do powierzchni bocznej stozka).

Zadanie 16. (6 pkt)

Ramiona trapezu opisanego na okr¢gu majg diugosci 13 cm i 15 cm, pole trapezu jest réwne
168 cm?, a katy przy jego diuzszej podstawie s3 ostre. Oblicz pole tréjkata, ktérego wierzchot-
kami sg konce dluzszej podstawy trapezu i punkt przeciecia jego przekatnych.

Zadanie 17. (6 pkt)

Prosta przechodzaca przez punkt P(4,6) przecina dodatnie pélosie ukladu wspéirzednych
w punktach A i B. Wyznacz wspoélczynnik kierunkowy tej prostej tak, aby tréjkat ABO (gdzie
punkt O jest poczatkiem ukiadu wspdtrzednych) mial najmniejsze pole.



<4 odpowiedzi

Zestaw 8 tmodee

Zadania zamkniete

W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawna odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Zbiorem wartosci funkcji f(x) = |4sin2x - 3| jest przedziak:

A. (0;3), B. (0;4), C. (0;7), D. (0;8).

Zadanie 2. (1 pkt)

Na okregu wybrano dwadziescia punktéw. Ile jest trojkatow, ktérych wierzchotkami sa dowol-
ne trzy spoéréd tych punktéw?

A. 1140 B. 2280 C. 3420 D. 6840

Zadanie 3. (1 pkt)
Dana jest funkcja f(x) = —4x(x* + 2). Najwicksza warto$¢ pochodnej tej funkcji jest réowna:

A. -8, B. -4, C. 0, D. 4.

Zadanie 4. (1 pkt)
Dany jest cigg geometryczny o pierwszym wyrazie a; = 2v/2 i sumie wszystkich wyrazéw
S =3v/2. lloraz q tego ciggu nalezy do przedziatu:

1.1 1.5 5.7 7.3
A (i) B. () C. (&) D. ({53)-
Zadanie 5. (1 pkt)
Réwnanie x? + mx +2 = 0:
A. ma dwa pierwiastki ujemne, C. ma dwa pierwiastki réznych znakéw,

B. ma dwa pierwiastki dodatnie, D. nie ma pierwiastkow.



Zestawy maturalne

Zadania otwarte
W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)
Oblicz wartos¢ wyrazenia:

Viax? —dx +1 , V16x2 + 8x> + x*
+
2x -1 4x* + 16x

dla x = 4 + /2. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesiet-
nego otrzymanego wyniku.

Zadanie 7. (2 pkt) Y4
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- '
cji f(x) =log, x. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po
przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego liczby 0,1a.

L]

Zadanie 8. (2 pkt)
Oblicz granice:
) VX+X
lim —rr=
xl»r(r)l+ V3x - \/§x

Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)
Okrag (x - 3)%+ (y—2)% = 25 przecina 0§ OX w punktach P i Q. Oblicz |PQ|. Zakoduj cyfre
jednoéci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

[ 1]

Zadanie 10. (3 pkt)

Rzucamy symetryczng monets. Jesli wypadnie reszka, to rzucamy symetryczng kostka sze-
$cienng, jesli orzel - kostka szescienng, dla ktdrej prawdopodobienstwo wypadniecia k oczek
jest réwne py = % dla k€ {1,2,3,4,5,6}. Oblicz prawdopodobienistwo wyrzucenia nieparzystej
liczby oczek.



Zestawy maturalne

Zadanie 11. (3 pkt)
Dany jest cigg geometryczny (a,) o wyrazach dodatnich. Uzasadnij, ze ciag (b,) okreslony
wzorem by, = log”a,.| - log®a, jest ciggiem arytmetycznym.

Zadanie 12. (4 pkt)

Kierowca obliczyl, ze trase 220 km pokona w czasie ¢, jesli bedzie jechal ze $rednig predko-
$cig v. Wyjechat o 20 minut pozniej, niz zamierzal, wiec aby dojecha¢ na zaplanowanga godzine,
musial zwiekszy¢ $rednia predkos¢ o 5 km/h. Oblicz v.

Zadanie 13. (4 pkt)
Wyznacz te wartosci x € (0;27), dla ktérych liczby %, sinx, sin2x s3 kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego.

Zadanie 14. (5 pkt)

KrawedZ boczna ostrostupa prawidtowego trojkatnego ABCS jest nachylona do plaszczyzny
podstawy pod katem 60°. Krawedz podstawy ABC ma dlugos¢ a. Wyznacz pole przekroju
ostrostupa ABCS plaszczyzng zawierajacg krawedz podstawy i nachylong do plaszczyzny pod-
stawy pod katem 45°.

Zadanie 15. (5 pkt)
W trojkacie ABC dane sg wierzcholki A(-5,-2) i B(7,1). Wyznacz wspdlrzedne wierz-
cholka C, jezeli wysokosci trojkata przecinajg si¢ w punkcie S(-2, 3).

Zadanie 16. (6 pkt)

W romb o kacie ostrym 60° wpisano okrag. Punkty stycznosci okregu z bokami rombu tworza
czworokat ABCD o polu réwnym 34/3.

a) Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest prostokatem.

b) Oblicz pole rombu.

Zadanie 17. (7 pkt)
W stozek, ktérego przekrojem jest trojkat rownoboczny, wpisano walec o najwiekszej objetosci.
Udowodnij, ze objetosc¢ tego walca jest réwna objetosci kuli wpisanej w ten stozek.



4 odpowiedzi

Zestaw 9 mogel

Zadania zamkniete

W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Jeslia=/2ib=(187:37%).(2/2)% to log, a jest réwny:
A g, B. 2, C. 2 D. 6.

Zadanie 2. (1 pkt)
Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w kolejce dwie dziewczeta i czterech chlopcow, jesli dziew-
czeta maja sta¢ obok siebie?

A. 120 B. 240 C. 480 D. 720

Zadanie 3. (1 pkt)
Szescian przecieto plaszczyzna przechodzaca przez przekatng dolnej podstawy i wierzcholek
gornej podstawy. Przekrdj ten tworzy z podstawg kat a nalezacy do przedziatu:

A. (0°30°), B. (30°%45°), C. (45°60°), D. (60°90°).

Zadanie 4. (1 pkt)
Dla jakiej wartosci parametru p funkcja:

2x2-5 dla xe(-00;52)
fx)=4,

sx+p dla xe(2500)
jest ciagta w punkcie xg = 2?

A. p=2 B. p=23 C. p=22 D. p=3

Zadanie 5. (1 pkt)
Jaka dlugos¢ ma promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych 5i 122
A. 2 B. 3 C. 33 D. 4



Zestawy maturalne

W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)
Zapisz liczbe V7+4/3-V7-4/3 w postaci ¢/n, gdzie n € N. Zakoduj cyfry: tysiecy, setek

i dziesiatek liczby n.

Zadanie 7. (2 pkt)
Oblicz odleglo$¢ srodkéw okregéw x? + y* =16 i x> + y* + x — 3 y — 8 = 0. Zakoduj trzy pierwsze
cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 8. (2 pkt)
Ciag (an) okreslony jest rekurencyjnie:

1 I
ay=5,a2=y
ane1=3(ai+a’ ) dla n>2

Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesietnego wyrazu ay.

LT

Zadanie 9. (2 pkt)
Dany jest trojkat prostokatny. Wysokos$¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego dzieli prze-
ciwprostokatng na odcinki majace diugosci 7 i 9. Oblicz te wysoko$¢. Zakoduj cyfre jednosci
i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.

LT 1]

Zadanie 10. (3 pkt)
Niech ay, dla n > 1, bedzie resztg z dzielenia wielomianu w,(x) = (2x2 -3x- %)" przez dwu-
mian x + 1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazow ciggu (a,).

Zadanie 11. (3 pkt)
Rozwiaz nier6wno$¢ f(x - 1) - f(x +1) > 6, gdzie f(x)=4- %

Zadanie 12. (5 pkt)

W urnie jest dwa razy wiecej kul biatych niz czarnych. Losujemy z urny jednoczesnie dwie
kule. Prawdopodobienstwo wylosowania obu kul bialych jest réwne 17—6. Oblicz prawdopodo-
bienistwo wylosowania kul réznych koloréw.



Zestawy maturalne

Zadanie 13. (4 pkt)
Stosunek dtugosci przekatnych rombu jest réwny 1: 4. Oblicz tangens kata ostrego tego rombu.

Zadanie 14. (4 pkt)
Wyznacz zbiér wartoéci funkcji f(x) =3 —4sinx — 4 cos® x.

Zadanie 15. (5 pkt)

Do wykresu funkcji f(x) = a* nalezy punkt (log, 3,9).

a) Oblicz a i naszkicuj wykres funkcji f.

b) Naszkicuj wykresy funkcji g(x) = f(x + 1) i h(x) = f(-x) + 3. Wyznacz rozwigzanie réwna-
nia g(x) = h(x).

Zadanie 16. (6 pkt)

W trojkacie ABC kat przy wierzchotku B ma miare 45°, |AB| = 2\/2 oraz |BC| = 6.

a) Uzasadnij, ze trojkat ABC jest rozwartokatny.

b) Oblicz objetos¢ bryty, ktdra powstanie w wyniku obrotu tréjkata ABC wokét boku AB.
Zadanie 17. (7 pkt)

Dany jest stozek o wysokosci 6 i promieniu podstawy 3. W stozek ten wpisano ostrostup
prawidlowy trojkatny w ten sposéb, ze wysokos¢ ostrostupa jest zawarta w wysokosci stozka,

wierzchotek ostrostupa jest srodkiem podstawy stozka, a wierzchotki podstawy ostrostupa na-
lezg do powierzchni bocznej stozka. Oblicz najwigksza mozliwa objetos¢ takiego ostrostupa.



Zestaw 10 (e

-s.296

Zadania zamkniete

W zadaniach 1-5 wybierz i zaznacz poprawng odpowiedz.

Zadanie 1. (1 pkt)
Do dziedziny funkcji f(x) =log ._, x nalezy liczba:

A Y2, B. V2, c. Yo, D. V3.

Zadanie 2. (1 pkt)
Dany jest wielomian w(x) = 18x> + ax® + bx — 10 o wspélczynnikach catkowitych. Ktéra z po-
danych liczb nie moze by¢ pierwiastkiem tego wielomianu?

2 5 13
A2 B. 3 c B D.

els

Zadanie 3. (1 pkt)

Okregi (x-3)*+(y+2)?=5i(x-1)?+y*=1:

A. s3 styczne wewnetrznie, C. przecinajg sig,
B. s3 styczne zewnetrznie, D. s rozlaczne.

Zadanie 4. (1 pkt)
Dane s3 zdarzenia A, B c Q takie, ze P(A) = P(B) = 2. Jesli P(AN B) = g, to suma:

P(ANB)+P(B\A)
jest réwna:
13 11 9 7
A. 16’ B. 16> C. 16’ D. 16"

Zadanie 5. (1 pkt)

Pan Adam ziozyt na lokacie 10 000 zI na 2 lata, przy rocznej stopie procentowej 6%. Jak czesto
byta kapitalizacja, jesli odsetki od ulokowanej kwoty sa wigksze od 1265 zl, ale nie przekraczajg
1270 z¥?

A. co pot roku C. co 2 miesigce

B. co kwartat D. co miesigc



Zestawy maturalne

Zadania otwarte

W zadaniach 6-9 zakoduj wynik w kratkach zamieszczonych obok polecenia.

Zadanie 6. (2 pkt)
Oblicz lim (7” == 4_—2"2) Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku roz-

nooo\2n+2 2-7n

winigcia dziesietnego obliczonej granicy.

Zadanie 7. (2 pkt)

Oblicz pochodng funkcji f(x) = 3 3;’14
X

przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

w punkcie x = % Zakoduj trzy pierwsze cyfry po

LT

Zadanie 8. (2 pkt)

Dany jest tréjkat o bokach: 2, /19, 3. Miara jednego z jego katéw jest réwna 120°. Oblicz
pole tego trojkata. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia
dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 9. (2 pkt)
/6

Oblicz sume wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego (a,), jesli a; = % oraz a; = ﬁg =
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 10. (3 pkt) — __/,B
Promien okregu (rysunek obok) jest rowny 4+/2. Oblicz dtu- [105° ] S
gos¢ cieciwy AB. //'
Zadanie 11. (3 pkt) ///
Naszkicuj wykres funkgji f(x) = I% - 2’. Odczytaj z wykresu ;//

A

warto$ci parametru p, dla ktérych réwnanie f(x) = p ma dwa
rézne pierwiastki dodatnie.

Zadanie 12. (4 pkt)
Zaznacz w ukladzie wspotrzednych zbior punktéw, ktorych wspdtrzedne (x, y) spelniajg réw-
nanie:

2logx —log(2+y) =log(2-y)



Zestawy maturalne

Zadanie 13. (4 pkt)
Trzy pierwiastki wielomianu w(x) = x3 + px + q tworzg ciag arytmetyczny o roéznicy réwnej 4.
Oblicz wspotczynniki p i g.

Zadanie 14. (5 pkt)

Rzucamy cztery razy symetryczng kostka szescienng. Niech A oznacza zdarzenie polegajace
na tym, Ze przynajmniej raz wypadlo 5 lub 6 oczek, a B - Ze w ostatnim rzucie wypadlo co
najwyzej 5 oczek. Ktore z tych zdarzen jest bardziej prawdopodobne?

Zadanie 15. (5 pkt)
Rozwiaz réwnanie |1 - 4sin (x - %)| =1 dla x € (0;27).

Zadanie 16. (6 pkt)
Wierzcholtki trapezu naleza do paraboli danej réwnaniem y = 9 — x2, a jego dluzsza podstawa
jest zawarta w osi OX. Oblicz najwigksze mozliwe pole takiego trapezu.

Zadanie 17. (7 pkt)

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym pole podstawy jest dwa razy wigksze od pola
§ciany bocznej. Oblicz cosinus kata @ zawartego migdzy s3siednimi $cianami bocznymi tego
ostrostupa.









Zadania powtorzeniowe, s. 6-9

Zadania powtdrzeniowe

1. Liczby, zbiory i wartos¢ bezwzgledna

Zestaw A - odpowiedzi

1.2)3-V13 b) -4 ¢)3V/3-6 d) 335

2.2)6 b)8 ¢)4vV2+2 d) 6

4.a) -2(3+2/3) b) 228 ) 1-Y7+a
d) /5+/6+4 &) YL ) /1- 33

5.2) 1 b) Vx-\/7 o Val+ Yxy+y? d)2

10. 0 155 lub 31 i 124 lub 62 i 93
11. a) 180=22.32.5 b) 864=2°.33

c) 924=22.3.7.11 d) 2520=23.3%2.5.7
12. a) NWD =4, NWW =104

b) NWD =8, NWW =192

¢) NWD=5, NWW =540

d) NWD=1, NWW =2750

e) NWD = 84, NWW = 3528

f) NWD =12, NWW = 1680
13.a) 64 b) 12
14. 32 33

15.a) a=6,b=01luba=10,b=8
a=-8 a=-8 a=-
b) lub lub
b=-7 b=7 b=-1
a=-4 a=4
lub lub
b=1 b=-1

[a=8 {a=8

lub lub

b=-7 b=7

17. a) (AnB)~\C=(0;3), (ANB)nC=(-2;-1)
b) (AnB)NC=0, (ANB)NC=(2;4)u(6;7)
c) (AnB)\C=(24), (ANB)nC={2}
d) (AnB)~C=(0;1)u(4;6),
(ANB)nC=(3;4)

18. a) (AuB) =A'nB’'=(-00;-1) U (4;00),
(AnB)' =A"UB’ = (~00;0) U (2;00)
b) (AuB)' =A'nB’ =(4;00),
(AnB) =A"UB' = (-00;1) U (3;00)
¢) (AUB)' =A'n B’ =(~o00;-1)u(0;2),
(AnB)' =A"UB'=R
d) (AuB) =A'nB'=(-00;1) U (6;00),
(AOB)'=A'UB'=(—00;2)U(3;4)U(5;oo)

19. a) (AN B)' =(-00;-2) U(0;00), A’ \ B’ = (4;00)
b) (AN B) =(-1;2)u(4;00), A’ \ B = (5;6)

20.

21.
22.
24.

25.

26.
27.
28.
29.

a) AuB:(—oo;ﬁ),AnB:(O;%),A\B:(—oo;O)
b) AUB=(}:4), AnB=(3;4), ANB={4}
AUB=R, AnB=(};1),A'nB'=0

A~ B=(-3;5)

a) x€ {-4,4} b) brak rozwigzan

c) xe{-6,-2,0,4} d) x=3

e) xe{-1,2} f)x=0

a) x€(-00;-8)U(-2;2)U(8;00)
b) xe(-3;00) ¢) xeR d) xe(-00;0)
) xe(-3300) f) xe(-o00;-2)
a)xe(—%;%) b) x € (—00;-2) U (2;00)
xe(-53)
me (1;00)
Y;
1
o 1 X
Y
1‘
0| "1 X

Zestaw B - odpowiedzi
1.A 2A 3.B4.C5D6.C7.D8D 9B



Zestaw C - odpowiedzi

1. 355 (m =237, n=-118)
2. 200

3.267 (£=2)

4. 210

5. 828 (r=2v2-2)

6. 153 (n=-153)

7. 585 (a =585)

Zadania powtdrzeniowe, s. 10-12

Zestaw D - odpowiedzi

1.
3.
10.
11.
12.

13.

ab> b2
c<a<b<d
xe(-23)
x€(-31)

a) x=-1,x=1

b) me (—4;0) u(0;4)
x€(—00;1)U(3;00)

Zestaw D - modele rozwigzan zadan otwartych

Numer
zadania

Wyznaczenie liczby a: a=6

Wyznaczenie liczby b: b=9

Etapy rozwigzania zadania

Zapisanie @ w postaci: a=2-1/3+2\/(2-/3)(2+3)+2+V3

Zapisanie wniosku wraz z uzasadnieniem: a” > b®

Zapisanie réwnania: a = v//5+2 - v/1/5-2 oraz podniesienie obu stron réwnania do potegi

trzeciej: a>=4-3v/v/5+2+3vV/5-2

Zapisanie réwnania w postaci: a’ =4 -3a

Zapisanie réwnania w postaci: (a-1) (a*+a+4)=0

Rozwigzanie réwnania: a =1
Obliczenie a: a = —%
Obliczenie b: b = %
Obliczenie c: ¢ = —%
Obliczenie d: d =

Poréwnanie liczb: c<a<b<d

Zapisanie nieréwnosci w postaci: x* —2x* +1+x?-2x+1+1>0

-

Przeksztalcenie nieréwnoéci: (x2-1)*+(x-1)2+1>0

Sformutowanie wniosku: Nieréwnosci (x* - l)' 20, (x-1 ): 201 1>0 zachodzg dla kazdej liczby
rzeczywistej, wiec dana nier6wnos¢ jest prawdziwa dla kazdego x €R.



Zadania powtoérzeniowe, s. 11 =

Numer
zadania

10.

Etapy rozwigzania zadania

Rozlozenie wyrazenia na czynniki liniowe: k*(k+1)(k+2)(k+1)(k+2)

Zauwazenie, ze czynniki sa kwadratem iloczynu trzech kolejnych liczb naturalnych:
(k(k+1)(k+2))?

Zauwazenie, ze wirod dwoch dowolnych kolejnych liczb naturalnych znajduje si¢ liczba podziel-
na przez 2, a wéréd trzech - liczba podzielna przez 3, co oznacza, ze iloczyn trzech kolejnych
liczb naturalnych jest podzielny przez 6

Zapisanie wniosku: Kwadrat iloczynu trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 6,
stad: liczba (k° + k?)(k* + 3k +2)(k +2) jest podzielna przez 36.

Zauwazenie, ze iloczyn jest podzielny przez 5, jezeli co najmniej jeden z czynnikéw jest podziel-
ny przez 5, oraz ze kazdg liczbe k € C mozna zapisaé w jednej z postaci:

5n,5n+1,5n+2,5n+3, 5n+4 dla pewnego neC

Jesli k =5n, to pierwszy czynnik jest podzielny przez 5.
Jesli k =5n+1, to czynnik k+9=5n+10=>5(n + 2) jest podzielny przez 5.
Jesli k =5n+2, to czynnik k*+1=25n" +20n +4+1="5(5n% + 4n + 1) jest podzielny przez 5.

Jesli k=5n+3, to czynnik k% + 1=25n" +30n + 9+ 1 =5(5n> + 6n + 2) jest podzielny przez 5.
Jedli k=5n+4, to czynnik k+1=5n+5=5(n+1) jest podzielny przez 5.
Zatem liczba k(k+1)(k+9)(k* +1) jest podzielna przez 5.

Zauwazenie, ze dla kazdego x € R zachodzi warunek: (3x* - 1)2 >0

Zapisanie nieréwnosci w postaci: 9x” + 1> 6x”

Zapisanie nieréwno$ci w postaci: 9%:# >6, gdzie xeR~ {0}

Zauwazenie, ze dla b=1-a nieréwno$¢ przyjmuje postaé a(1-a)< 1, czylia®~a+120

2 : ‘s .
Przeksztalcenie nieréwnosci do postaci (a - %) > 0 i zauwazenie, Ze nieré6wno$¢ jest prawdziwa
dla dowolnej liczby dodatniej a

Przeksztalcenie nieréwnoéci do postaci: 2(a —b) < ab(a—-b)(a+b)
Przeksztalcenie nieréwnoéci do postaci: 2 < ab(a + b)
Zauwazenie, ze przy podanych zalozeniach ab>1 oraz a+b>2, czyli ab(a+b)>1-2=2

Zapisanie nieréwno$ci w postaci |x — 2| + |x + 1| < 5 oraz zauwazenie, ze nalezy rozpatrzyé trzy
przypadki: 1. x € (—o0;-1), 2. x€(~1;2), 3. x €(2;00)

Zauwazenie, ze jezeli x € (—00;-1), to x € (-2;-1)

Zauwazenie, ze jezeli x € (—1;2), to x € (-1;2)



Zadania powtorzeniowe, s. 11-12

Numer q - ;
Etapy rozwigzania zadan
zadania o e
Zauwazenie, ze jezeli x € (2;00), to x € (2;3)
10. cd.
Podanie odpowiedzi: x € (-2;3)
Zauwazenie, ze jezeli x € (—o0;-2), to x € (-3;-2)
Zauwazenie, ze jezeli x € (-2;1), to x €(-2;1)
11.

Zauwazenie, ze jezeli x € (1;00), to x =1
Podanie odpowiedzi: x € (-3;1)
12. a) Rozwigzanie réwnania: x=-11lub x=1

e ’ . 4- SR . d=|m|
Zapisanie rOwnania w postaci: |x| = —Flnﬁ"—‘ oraz zauwazenie, ze m #0 i —,;Lﬁ"-‘ 20

Zauwazenie, ze jezeli m <0, to m € (—4;0)
12. b)
Zauwazenie, ze jezeli m >0, to m € (0;4)
Podanie odpowiedzi: m € (-4;0) u (0;4)
Przeksztalcenie nieréwnoéci do postaci: [x - 1|-[x -2/ > |x - 1|
Przeksztalcenie nier6wnosci do postaci: [x — 1|/(|x-2/-1) >0
13.
Zauwazenie, ze |x — 1| >0 dla dowolnej wartoéci x
Rozwigzanie nieréwnosci [x —2|—120: x € (—oo; 1) U (3;00)
Oznaczenie lewej strony réwnania przez a i obliczenie:
3 _ 3 23 3 3 2
a®=9+/80+3¢/(9+v/80)2v/9-/80+3V9+/801/(9-/80)2+9-/30
Przeksztalcenie prawej strony:

14. a®=18+33/(9+ V/B0)(9-v/80) (V9 + /80 + V/9-/80)

Zauwazenie, ze (9++/80) (9-/80) = 1, i zapisanie réwnania w postaci: a*> =18 + 3a
Zauwazenie, ze 3 jest jedynym pierwiastkiem réwnania a’ —3a - 18 =0, i podanie odpowiedzi

Zauwazenie, ze dla dowolnych x, y > 0 nier6wno$¢ x + y <2 jest rownowazna nier6wnosci:
(x+y) <4

Skorzystanie z warunku x” + y* =2 i zapisanie nieréwnoéci w postaci:

15. 5 2
x2+2xy+ 2 €2(x* +y?)

Przeksztalcenie nieréwnosci do postaci (x — y)* > 0 i zauwazenie, ze jest ona prawdziwa dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y



Zadania powtérzeniowe, s. 12

Numer
zadania

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Etapy rozwigzania zadania

Przeksztalcenie nieréwnosci kolejno do postaci rownowaznych:
2a®-2a*b-a’b+b*20
2a*(a-b)-b(a®-b*)20

Przeksztalcenie nieréwnosci kolejno do postaci:
(a-b)(2a°*-ab-b*)>0
(a-b)(a*-b*+a*-ab)>0

Przeksztalcenie nieréwnoéci do postaci: (a—b)*(2a+b) > 0 i zauwazenie, ze jesli 2a+b > 0, to
nieréwnos$¢ jest prawdziwa

Wykonanie dzialan i zapisanie nieréwnosci w postaci: x* + x + y> + y—xy+ 120

Przeksztalcenie nieréwnosci do postaci:
(x*+2x+1)+ (P +2y+ 1)+ (x?-2xy+y*) 20

Zauwazenie, ze nieréwno$¢ (x +1)% + (v +1)*+ (x - y)* 2 0 jest zawsze prawdziwa
Przeksztalcenie nieréwnoéci do postaci: (xy - 2)2 +2x%+2y* —4xy>0
Przeksztalcenie nieréwnoéci do postaci: (xy — o (x- y)?>0

Zauwazenie, ze je$li x # y, to (x — y)* > 0. Lewa strona nieréwnoéci jest zatem sumg liczby
nieujemnej (xy - 2)* oraz liczby dodatniej, wigc jest dodatnia

Zapisanie nieréwnosci w postaci: 4x* —dxy + y* + x> +6x+9>0
Zapisanie nieréwnosci w postaci: (2x - y)* + (x+3)*>0

Zauwazenie, ze nieréwno$¢ jest prawdziwa dla dowolnych x, y € R, poniewaz jej lewa strona jest
sumag liczb nieujemnych

Zapisanie nieréwnosci w postaci: ‘%—:% <y “—:,’-b— i poniesienie jej obu stron do kwadratu

Przesztalcenie nier6wnosci kolejno do postaci:
8a%b? < (a* +2ab +b?)(a’ + b?)
a*+2a%b-6a%b? +2ab3 +b* >0
a'~2a%b? + b* +2ab(a®-2ab +b?) >0

Zapisanie nieréwnoéci w postaci: (a” - b?)* +2ab(a - b)* > 0 i sformutowanie wniosku
Podniesienie obu stron nieréwnosci do kwadratu: (a+b)(c+d) > ac+2v abcd + bd
Przeksztalcenie nieréwnosci do postaci: ad —2v/ abcd + bc >0

Przeksztalcenie nieréwnosci do postaci: (vad - \/E)2 20

Zapisanie wniosku: Kwadrat dowolnego wyrazenia jest zawsze nieujemny.



Zadania powtdrzeniowe, s. 12-13

Numer

Et ; : :
i apy rozwigzania zadania

Rozlozenie wyrazenia na czynniki liniowe: (k- 1)k(k+1)(k+2)

Zauwazenie, ze jest to iloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych, wigc wéréd nich s3 liczby:

2 podzielna przez 2, podzielna przez 3 i podzielna przez 4

Sformutowanie odpowiedzi

Zapisanie réznicy w postaci iloczynu km(k - m)(k + m) = n oraz zauwazenie, ze liczba jest
podzielna przez 6, jeéli jest podzielna przez 2 i przez 3

Wykazanie, ze liczba n jest podzielna przez 2:
1) jezeli przynajmniej jedna z liczb k i m jest parzysta, to 2|n,
2) jezeli obie liczby k i m sa nieparzyste, to (k — m) jest podzielne przez 2, czyli 2|n

23. Wykazanie, ze liczba n jest podzielna przez 3:
1) jezeli ktora$ z liczb k, m jest podzielna przez 3, to 3|n,
2) jezeli reszta z dzieleniu przez 3 jednej z liczb k, m jest réwna 1, a a drugiej jest réwna 2,
to 3|(k—m),
3) jezeli przy dzieleniu przez 3 liczby k i m dajg inne reszty (1 lub 2), to czynnik (k + m) jest
podzielny przez 3.
Zapisanie odpowiedzi

2. Funkcje. Funkcja liniowa

Zestaw A - odpowiedzi b) g(x) = -x-|x]
¥
1. £(1-V3)-2-4V3. £ (2-V3) =3 - V5. !
f(tgg)=-3-5V3 oN 1 X
2. a) (-1;4)
b) (l;\/i)u(\/i;3)u(3;oo)
€) (~00;0)

d) (-4-3)u(-3;3)u(3;6)
3.a) D=(-1;3), x=-2

b) D=R~{2v2}, x=0, x=4v2 o) g(x)=|x|-x+2
4. 2) g(x)=x+1-|x+1] :
Y
1
ol 1 X




Zadania powtdrzeniowe, s. 13-14 .-

d) g(x)=|x|+x b) f rosnie w (-3;-2) i w (1;3),
Y4 maleje w (—00;-3) i w (-2;1),
jest stata w (3;00);
g rosnie w (—=2;-1), w (2;3) i w (7;00),
maleje w (—=3;-2), w (-1;2) i w (3;7),
jest stata w (—o0;-3);
1 h roénie w (—4;-3), w (0;3) i w (4;00),

— maleje w (—o0; —4), w (-3;0) i w (3;4)
o 1 X 4
& g(x) =~ x| K
)
NN E
O| X
l
! 3
1
) {JI \
I } X i h
f) g(x)=0
Y |
i
: > 6. a) D=(-8;4), g(D)=(0;3
o o 6.8) D=(-84) g(D) = (B:3)
r
5. a) f roénie w {—4;-1), I
maleje w (—6;-4) i w (4;00), 11 5
jest stata w (—o00;-6) i w (-1;4); ol 1 T3
roénie w (-=5;-4) i w (3;4),
maleje w (—00;-5), w (1,2} i w (4;6), .
jest stata w (—4;1) i w (6;00); :
h ro$nie w (-5;-2) i w (5;7), h
maleje w (=7;-5) i w (2;5), :
jest stala w (—o00;~7) U(7;00) i w (-2;2)
Y4 o) 1 X
¢ | i
7. a)
* Y
] o] 1 X : §
Y}
n I
|
] l Y
0| 1 X g .
O] 1 X




10.

1.

b)
Y
1
(J: 1 X
f
|
Y
1
ol 1 X
&
<)
Y4
! f
1.
e e
y
] 5
of 1 1%
d)
y
18
1
11 ol 1 X

.a) f(x)=2x-5Db) f(x)=-x+8
. a) y=§x+’?2,y=—4x+12

b) y=x+3iy=9x+3
luby=-x+3iy=-9x+3

a) m€(3—\/g;3+\/5)

b) me(-3;-1)u(3;00)

a) 1 rozwigzanie dla a€R

b) 1 rozwigzanie dla a + -3,
nieskoniczenie wiele rozwigzan dla a = -3

Zadania powtérzeniowe, s. 14

c) 1 rozwigzanie dla a #2,

0 rozwigzan dla a=2

d) 1 rozwigzanie dla ae R~ {-2,2},

nieskonczenie wiele rozwiazan dla a = -2,

0 rozwigzan dla a =2
12. a) 0 rozwigzan dla m € (—o0;—-1) U (1;00),

1 rozwigzanie dla me (-1;1),

nieskonczenie wiele rozwigzan dla me {-1,1}
1] L

<Y

0ol/1
l
b) 0 rozwigzan dla m € (—o0;4),
2 rozwigzania dla m € (4; 00),

nieskonczenie wiele rozwiazan dla m =4
Y

1
ol 1 X

¢) 0 rozwigzan dla m € (-o0;3),

2 rozwigzania dla m € (3;00),

nieskonczenie wiele rozwigzan dla m =3
v

1

o 1 X

d) 0 rozwigzan dla m € (—o00;0),
2 rozwigzania dla me {0} u (3;00),
3 rozwigzania dla m =3,
4 rozwigzania dla m € (0;3)
Y4

| -f
1|

Nl 1
UI 1

»e



Zadania powtérzeniowe, s. 14-17

x=3
13. a){
y=-2
x=1 x=—%
b) lub 5
y:— )I:—g
x=-1 X=
c){ lub{
y=3 y=
14.a) 5 b) 0
15. a)
Y4
i
[
1|
O|
b)
Y4
1
(&)

c) Y
1[

Zestaw B - odpowiedzi

1.

D 2.A3.A4D65B6.A7D

Zestaw C - odpowiedzi

- NN BN OO GO

. 733 (a = - 20/30)
115 (my =3 (1+V13))
133
233 (2-1)
. 656 (|x1 - x2| =4v/2-2)
. 123 (a=1-/5)
Zestaw D - odpowiedzi
. me(-1;00)
. 0 rozwigzan dla m € (—o00;0),

oo s W

2 rozwigzania dla me {0} u (1;00),
3 rozwigzania dla m=1,
4 rozwigzania dla me (0;1)

. x€(-00;-1)U(3;00)

m=-2lubm=1

. a) nalezy

b) x=-1

¢) 0 rozwigzan dla m e (—o00; —6) U (6;00),

1 rozwigzanie dla m e (-6;6),

nieskoniczenie wiele rozwigzan dla m e {-6,6}

. me(=3;-1)u(0;2)
; ael-u3)

Zestaw D - modele rozwigzan zadan otwartych

Numer ; : -
5 Etapy rozwigzania zadania
zadania oy e
Zauwazenie, ze réwnanie ma dwa rozwigzania dla m > -2
1. Wyznaczenie rozwigzan réwnania: x; =—(m+1), x,=m+3

Zauwazenie, ze x3 >0 i podanie odpowiedzi: m € (-1;00)



Zadania powtérzeniowe, s. 17

Numer ; _
zadania Etapy rozwigzania zadania

Naszkicowanie wykresu funkcji f

\ Y
N
\
N
\\. ar :3 I
ek L
o] 1 _— %
2. Naszkicowanie wykresu funkcji g(x) =|f(x)|
8 Y
\\\
\\.
T2 —— :
N T i
o) 1 X

Podanie odpowiedzi: 0 rozwigzan dla m € (-00;0), 2 rozwiazania dla m e {0} U (1;00),
3 rozwigzania dla m =1, 4 rozwiazania dla me (0;1)

Naszkicowanie wykresu funkgji f

- .

Naszkicowanie wykresu funkcji y = f(x-1)
~d ¥ |

Sl

3, ™=l y

B S P .

Naszkicowanie wykresu funkeji g(x) = f(1-x)

|\ Y
£\ _.///
\ 1 __.//
4 i
O| 1%~ X

Podanie odpowiedzi: x € (—o00;1) U(3;00)



Zadania powtdrzeniowe, s. 17

Numer . . .
Etapy rozwigzania zadania
zadania Py s

Wyznaczenie odcietej punktu przeciecia pierwszej prostej z osia OX: x| = ;?f';-[

Wyznaczenie odcietej punktu przeciecia drugiej prostej z osia OX: x; =2m

4.
Zapisanie réwnania: —4- =2m
Rozwiazanie réwnania: m=-2lub m=1
Zauwazenie, ze f(2009) = 2008 - 2009 + 2009 = 20092
5. a)
Zapisanie wniosku: Punkt P nalezy do wykresu funkdji f.
Naszkicowanie w ukladzie wspolrzednych prostych: y = —%x —2oraz y= —%x +1
Zaznaczenie w ukladzie wspolrzednych zbioru A
Y
5.b) M
O 1 ‘ X
|
-6 dla xe(-o0;-4)
Zapisanie wzoru funkcji w postaci: g(x) =4 2x+2 dla xe(-42)
6 dla xe(2;00)
Naszkicowanie wykresu funkgji g
Y
6. a)
1
of 1 X
g /
6. b) Wyznaczenie miejsca zerowego: x = -1
Podanie odpowiedzi:
0 dla me (—o0;-6) L (6;00),
el (~o0i-6) U (6ic0)

1 dla me(-6;6),
nieskoniczenie wiele dla me {-6,6}



Zadania powtorzeniowe, s. 17-19

Numer . : -
; Etapy rozwigzania zadania
zadania e >
Wyznaczenie x: x = 721
Yz C T 2m+l
: . 4= 2m=M
Wyznaczenie y: y = 35
Zapisanie nieréwnosci |"‘;;T1‘ 1 | <1 jako ukltadu dwéch nieréwnosci:
miem-1 ;. mtim-1
7. el <11 G 21
Rozwigzanie nieréwnosci ﬂﬁ <l: me(-o0;-1)u (—%;2)
: : : (. miim=—1 5 ey .
Rozwigzanie nieréwnosci *5-"— 2 -1: me(-3; 2) U (0;00)
Podanie odpowiedzi: m € (—3;-1) u(0;2)
Rozwigzanie réwnania f(x) = g(x) w celu wyznaczenia pierwszej wspélrzgdnej punktu przecie-
cia: x = 25
Zauwazenie, ze z warunku x >0 wynika, ze a+1>0, czyli a> -1
8. Wyznaczenie drugiej wspdtrzednej punktu przecigcia: y = f(x) = # 2= %

Zauwazenie, ze z warunkéw y >0 i a+1>0 wynika, ze 5-2a>0, czyli a<

5

2

Podanie odpowiedzi: Punkty przeciecia wykreséw funkcji majg obie wspétrzgdne dodatnie dla

ae(—l;%).

3. Funkcja kwadratowa

Zestaw A -odpowiedzi

1.a) y=-x*-4x+5 b) y=x?-4x-5
c)y=—x2+4x+5 d)y:—x2—4x—5
b3 B[] 914
.a) h(x)=-(x-2)*+12
b) h(x)=-(x-1)*-3
¢) h(x)=-(x+6)*-26
.a) y=x?-4x+7 b) y=-2x2+1
. warto$¢ najmniejsza -8,
warto$¢ najwigksza 1
6. m=-3,6lubm=-2
.a)ym=-2 bym=24lubm=4
. a) me(=2;-1)u(2;3)
b) me (1;4) U (4;00)

9. 2 rozwigzania

10.
11.

12.

13.
14.

15.
16.

me(-10;-1) U (6;00)
a) me(-o0;1)u(1;2)

b) me(—%;O)

a) b=1,c=-2
b)b=-3,¢c=2
¢)b=-5c=6lubb=5¢c=6
d) b=—§, c=%
me(—oo;—4)

a) me (-o0;1)u(1;2)u(6;00)
b) m€(2;4)u(4;5%)
¢)m=0lubm=1
f(x)=x?-4x-12

a) me(-1;11)

b) me(-3;00)

c) me(0;4)

d) me (-V2;V2)



Zadania powtdrzeniowe, s. 19-22

17.

18.

19.

20.

a) xe{-2,-1,1,2}

b) xe {-v2,v2)

c) xe{-1,2}

d) xe{2,3}

e) x€{2,4}

f) x=2

a) xe{-2,-2v2,2V2,2}

b) xe{-1,5}

¢) xe{-3,3}

d) xe{3,V/3-1}

a) x € (-00;-3) U (6;00)

b) x € (—o0;~2) U(3;00)

c) xe(-2;0)

d) xe(-o00;-1)

a) 0 rozwiazan dla m € (-o0;-4),
2 rozwigzania dla m e {-4} U (-3;00),
3 rozwigzania dla m = -3,

4 rozwigzania dla m e (-4;-3)

¥

f
5 |

"4
|
|
|

8

0ol 1

|
b) 0 rozwigzan dla m € (-o0; -6),
1 rozwigzanie dla m = -6,
2 rozwigzania dla m e (-6;6) U (10;00),
3 rozwigzania dla m € {6, 10},
4 rozwigzania dla m € (6;10)
V4

¢) 0 rozwigzan dla m € (—o0;4),

2 rozwiazania dla m € (4;00),

nieskoniczenie wiele rozwigzan dla m =4
Yt

| .
[ I

1

ol 1

d) 0 rozwigzan dla m € (-o0;-4),

1 rozwigzanie dla m = -4,

2 rozwigzania dla m € (-4;0) U (21 00),
3 rozwigzania dla m ¢ {0, 2% },

4 rozwigzania dla me (0;2%)

Yt

0] 1

Zestaw B - odpowiedzi

1.A 2A3.C4A5D6.D7.B8.D

Zestaw C - odpowiedzi

No o s LN

. 812 (pq=2,8125)
. 267 (x;=2-/3)
. 325 (k=3,25)
322 (x = Y222)
. 017 (p=17)

. 225 (42,25)

316

Zestaw D - odpowiedzi

1.
2.
3.

xe(-2v2;2v2)
%
x € (-00;0) U (6;00)



. 0 rozwigzan dla m € (-o0;0),

2 rozwiazania dla m € (0; 00),
nieskonczenie wiele rozwigzan dla m=0

18.
19.

Zadania powtorzeniowe, s. 22-24

m=llubm='1“T‘/g

me(—oo;—l)u(%;oo)

. p=-3

5
7. me(-o00;-3)uU(l;00)
8

20.
21.a) x=-4,x=-3,x=-1
b) pe(-00;-2) U(2;00)

m=-3

. me(2;6)

9. me(4;00) 22. x € (—00;-5)U(6;00)
10. m=0 23. mE(—l;—é)u(Z;S)
1. m=3 24. m=-4
12. f(n)=4n-1,neN, 25. mG(—%;O)U(4;§)
13. f(n)="T+2, D=(—2;0)U(0;§) 26. (\B/Z;Z)U(2;4)
14. m=2 27. mE(—%;—6)U(—6;—%)
15. me (-3;-2v2) u(2v23) 28. m e (~00;2)
16. m=L+5@ 29. me(—oo;—3)u(%;%)
17. me{~V2,V2}, x1 = =42, x; = -2 30. me(2;1)

lubx1=5§,x2=5§

Zestaw D - modele rozwigzan zadan otwartych

Etapy rozwigzania zadania

Zauwazenie, ze jesli x € (—00;0) U(1;5), to nier6wnoé¢ zachodzi dla

x€(-2v/2;0) u(1;2V/2)

Zauwazenie, ze jesli x € (0;1), to nieréwnos¢ zachodzi dla x € (0;1)

Zapisanie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej: f(x)=a(x+1)(x-3), a#0

f6) a-7.3 _7

f(12) a-13-97 39

Numer
zadania
1.
Zauwazenie, ze jesli x € (5;00), to nieréwnos$¢ jest sprzeczna
Podanie odpowiedzi: x € (-21/2;21/2)
2. Obliczenie wartosci wyrazenia:
Zapisanie wzoru funkcji w postaci: f(x)=|x* - 3x|-3x
3 Zapisanie wzoru funkcji w postaci:

o [ x> —6x dla x€(-00;0)U(3;00)
fe={"
l -x* dlaxe(0;3)



Zadania powtérzeniowe, s. 22

Numer : . .
Etapy rozwigzania zadania
zadania Py

Naszkicowanie wykresu funkcji f

Ly
i1
(0] AN X
3. cd.
/
Podanie odpowiedzi: f(x)>0 dla x € (—o0;0) U (6;00)
Wprowadzenie funkcji f(x)=x?+2x +|x” +2x| i zauwazenie, ze:
£x) 2x+4x  dla xe(-00;-2) U(0;00)
xX)=
' 0 dla xe(-2;0)

Naszkicowanie wykresu funkcji f

y

s
4.

1|/

O] 1 X
Podanie odpowiedzi:
0 rozwigzan dla m € (—00;0),
2 rozwiazania dla m € (0; 00),
nieskoriczenie wiele rozwigzan dla m =0

5 Zapisanie wzoru funkgji: f(x) =|(x +2)? - 4| oraz wyznaczenie wierzchotka i miejsc zerowych

paraboli y = (x+2)* —4: W(-2,-4), x; =4, x,=0



Zadania powtérzeniowe, s. 22

Numer

zadania Etapy rozwigzania zadania

Naszkicowanie wykresu funkcji f

5. cd.

O] 1 X

Zauwazenie, ze dla p = -2 réwnanie f(x) =4 ma trzy rozwigzania, zatem réwnanie f(x)=6 ma
trzy rozwigzania, gdy -2p =6

Wyznaczenie wartodci p: p=-3

Zapisanie tréjmianu kwadratowego: 20x% — (24m + 4)x + 18m? — 12m + 5 oraz obliczenie jego
wyréznika: A = -96(3m - 2)?

6. Zauwazenie, ze wyr6znik tréjmianu jest niedodatni dla kazdego m

Zapisanie wniosku: Tréjmian ten ma dodatni wspolczynnik przy x* oraz niedodatni wyréznik
dla kazdego m, zatem dla kazdego x warto$¢ tego tréjmianu jest nieujemna.

Zauwazenie, ze jesli m* —1=0, to funkcja f jest liniowa.
Dla m = -1 otrzymujemy f(x)=—4x +2, wigc m = -1 nie spetnia warunkéw zadania.
Dla m =1 otrzymujemy f(x) =2, wigc m =1 spelnia warunki zadania.

Rozpatrzenie przypadku, gdy m” -1+ 0 - wowczas funkcja f jest kwadratowa. Przyjmuje ona
7. wartoéci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej x, gdy m” ~1>0 oraz A <0

Rozwigzanie nieréwnosci m” —1>0: me (—o00;-1) U (1;00)
Rozwigzanie nieréwnosci A <0: me (—o0;-3) U (1;00)
Podanie odpowiedzi: m € (—o0;~3) U (1;00)

Rozpatrzenie przypadku, gdy m —2 =0 - woéwczas otrzymujemy nieréwno$¢ 120, czyli m =2
spelnia warunki zadania

Gdy m -2 #0, otrzymujemy nieréwnos¢ kwadratowa. Zachodzi ona dla kazdej liczby x € R, gdy:
8. m-2>0oraz A<0

Podanie rozwigzania nieréwnosci A <0: m € (2;6)

Podanie odpowiedzi: me (2;6)



Zadania powtorzeniowe, s. 22-23 E

Numer
zadania

10.

11.

12.

13.

Etapy rozwigzania zadania
Zapisanie warunkow: a <0, A<0
Zauwazenie, ze a< (0 dla m e (3;00)
Zauwazenie, ze A <0 dla m € (—o00;0) U (4;00)
Podanie odpowiedzi: m € (4;00)
Zapisanie warunkow: A >0, xf + xg_ =4(x;+x3)
Zauwazenie, ze A>0dlameR~ {-4}
Zapisanie warunku x{ + x3 =4 (x| + x,) za pomocg wzoréw Viétea: f—j; -2£=-4
Rozwigzanie réwnania m* —8m + 16 +8m=—-4m +16: m=-4 lub m=0
Podanie odpowiedzi: m=0
Zapisanie i rozwigzanie nieréwnosci A >0: m € (2;8)
Skorzystanie ze wzoréw Viéte'a i zapisanie réwnania: x) + x2 = —(m +2)
Zapisanie réwnania: x;x; = ym’ - 2m+5
Zapisanie réwnania: m + 2= 3m’ - 3m+5
Rozwigzanie réwnania i podanie odpowiedzi: m =3
Wyznaczenie wyréznika tréjmianu kwadratowego: A = 36n?
Obliczenie pierwiastkéw tréjmianu: x = —2n lub x =4n
Podanie wzoru funkgji: f(n)=4n-1, neN.
Wykorzystanie wzoréw Viete'a: x; + x3 = 1‘:—2
Zapisanie dziedziny funkgji f oraz jej wzoru: D = (-2;0) U (0;2), f(n)= 222

Naszkicowanie wykresu funkcji f




Zadania powtérzeniowe, s. 23

Numer ; - ;
; E
Bl tapy rozwigzania zadania
Zapisanie warunkéw: A >0, x? + x7 =1
Rozwigzanie nieréwnosci A>0: meR ~ {3}
14, v

5 " 2 2 _ S BT 9 _
Zapisanie warunku xy +x; = 4(x) + X2) za pomocg wzoréw Viéte'a 2:=1

Rozwigzanie réwnania m* —2m+1-2m+4=1: m=2
Zapisanie warunkéw: A >0, x; +x3 >2m’ - 13

Rozwigzanie nieréwnosci A >0: m € (—00;-2v/2) U (2v/2; 00)

=2l 2m*-13

2,

15. Zapisanie warunku x? + x3 > 2m” ~ 13 za pomoca wzoréw Viéte'a:
Rozwigzanie nieréwnosci m” —4 > 2m* - 13: me (-3;3)
Podanie odpowiedzi: m € (-3;-21/2) u(2v/2:3)

m+1+0
Zapisanie ukladu warunkéw: { A>0

xt—x2=x}-x}
obliczenie A =4m(2m -7) i wyznaczenie wartoéci m spelniajacych pierwsze dwa warunki:
m+—1 oraz 4m(2m—7) >0, stad me D = (~00;0) U (53 00) ~ {1}

Przeksztalcenie warunku xf —x% = xf - xg dla x; # x; do postaci: (x; + _vcz)(,vq1 + x§ -1)=0
16.

Rozwazenie przypadku x; + x; =0 - skorzystanie ze wzorow Viétea: x| + x, =-27=2 =

m+l =
i obliczenie m: m=2¢D

Skorzystanie ze wzoréw Viéte'a do warunku x? + x3 = 1:
2 2_ i R
X1 +x3=(x1+%) - 2x1%2 = %"%ﬁ =1, stad 5m° —24m +7 =0 i obliczenie m: A =4-109,
12— 2
my= 22Ty, 124/TOD

Sprawdzenie, ze m; ¢ D i m; € D oraz podanie odpowiedzi: m = 2241

Zapisanie warunkéw: A >0, x; = x3

Rozwigzanie nieréwnosci A >0: me (—o00;-2) U (%;00)

3
. I PP 3 A
Skorzystanie ze wzoréw Vietea: x; + x3 = é’% oraz x;-xj = 2~

m

i rozwigzanie drugiego rownania: x; =+ %
17.

3 3
Zauwazenie, ze réwnanie —%- — 2 = 3% nje ma rozwigzania w przedziale: (—oo;-3) U (3;00)

3
m m

2.3
Rozwiazanie réwnania - + 5 = 2~ m =—V2lub m=2

=[S,
o

. . 2 s e I3 - 2
Wyznaczenie rozwigzan wyjsciowego rownania: x| = --‘é:, Xy=-

. . L 5 5 5
i podanie odpowiedzi: m € {-v/2,V/2}, x; = =%, xp =% lub x; = X2, x, = %2
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Numer

Adinia Etapy rozwigzania zadania

Zapisanie warunkow: m >0, y,, =1
Wyznaczenie A: A = m® —=3m +1

18. Wyznaczenie y,,: ¥y = "”“%I-
Rozwiazanie rownania "—’"1—‘:’"—" =l:m=1lubm= "%’C lub m = '“2‘/5
Podanie odpowiedzi: m =1 lub m = "—'—*2—‘5
Zapisanie warunkow: A20, x;x; <0 lub (x;x;>01i x; +x2>0)
Rozwigzanie nieréwnosci A >0: me (-00;-2 ) U (0;00)

19. Rozwiazanie nieréwnosci x;x; <0: me(-o0;-1) U ( %; oo)
Zauwazenie, ze uklad nieréwnosci x1x; >0 i x) + x; > 0 jest sprzeczny
Podanie odpowiedzi: m € (—00;-1) U (4;00)
Zapisanie warunkéw: A >0, x;x2 >0, x; +x2 <01 [x) - x3| =42
Rozwigzanie nieréwnosci A >0: m € (—o00;-2) U (1;00)
Rozwigzanie nieréwnosci xx; > 0: me (—1 -5;-1+ \/5)

20. Rozwigzanie nieréwnosci x; +x; <0: m € (-00;0)
Zapisanie) warunku |x; - x| = 41/2 w postaci: (x; +x3)2 - 4x1x, = 32 oraz skorzystanie ze wzoréw
Vietea: 5 -4 =32
Rozwigzanie réwnania 8m* + 8m —48=0: m = -3 lub m =2 i podanie odpowiedzi: m = -3
Zauwazenie, ze liczba —3 jest rozwigzaniem réwnania: (x +3)(x* +5x+4) =0

“e Rozwigzanie réwnania kwadratowego x? + 5x +4=0: x= -1, x = —4
Zauwazenie, ze trojmian w(x)=x+(p+4)x+(p+1)* nie ma rozwigzan dla pe(-o0;-2)U(2;00)
21.b) Zauwazenie, ze tréjmian w ma tylko jeden pierwiastek rowny -3, gdy A=0 i ;—: =-3
. Rozwigzanie ukladu réwnan: p =2

Podanie odpowiedzi: p € (—o00;-2) U (2;00)
Zapisanie nieréwnoéci w postaci: |x + 2| +[x-3|> 11
Rozwazenie przypadku x < -2: —x -2-x+3211, czyli x<-5

22, Rozwazenie przypadku -2<x <3: x +2-x+3> 11 - sprzeczno$¢

Rozwazenie przypadku x> 3: x +2+x-32>11, czylix>6

Podanie odpowiedzi: x € (—00;—-5) U (6;00)



Numer
zadania

23.

24.

25.

26.

27.

Zadania powtérzeniowe, s. 24

Etapy rozwigzania zadania

Zapisanie warunku: m # —1 oraz obliczenie A = (3m)* - (2m+2)* = (m-2)(5m +2)
Rozwigzanie nieréwnosci A >0: me (-oo; —%) U (2;00)
3m

Skorzystanie ze wzoru Viétea i zapisanie warunku: xj +x; = 7%

N
Nl

Przeksztalcenie nierdwnosci do postaci (m —5)(m + 1) <0 i podanie rozwigzania: m € (~1;5)
Podanie odpowiedzi: m e (-1;-2) U (2;5)

Zapisanie zalozenia: m # 5 i zauwazenie, ze dla m € {-3,2} funkcja jest liniowa, wigc nie spelnia
warunkéw zadania

(m=2)(m+3)
m-5

Zauwazenie, ze funkcja przyjmuje warto$¢ najwigksza, gdy <0
Rozwigzanie nieréwnosci: m € (—o0;-3) U (~2;5)

Zapisanie nieréwnosci A > 0: (m—-2)? —=4(m-2)(m+3) = (m-2)(-3m+ 14) > 0 i podanie
rozwigzania: me (-4;2)

Zauwazenie, Ze X), X maja ten sam znak, gdy x;x; >0, czyli (m—5)>(m~-2)(m+3) >0, i roz-
wigzanie tej nieréwnoéci: m e (—o0;-3) U (2,5) U (5500)

Podanie odpowiedzi: Jedyng liczbg catkowita spelniajaca powyzsze warunki jest m = —4.
Wyznaczenie warto$ci parametru m, dla ktérych A >0: me (-00;0) U (4;00)

Podniesienie obu stron nieréwnoéci |x; — x| < 3 do kwadratu: (x; - x3)” <9 oraz przeksztalcenie
jej do postaci: (x; +x2)* —4x;x; <9

Skorzystanie ze wzoréw Viéte’a i zapisanie nieréwnosci w postaci: 4(m +1)> ~4-(6m+1)-9<0
Rozwigzanie nieréwnosci: m e (—1;3)

Wyznaczenie wartosci parametru m, dla ktérych tréjmian f ma pierwiastki tego samego znaku:

x1x2>0dla m>4%

Podanie odpowiedzi: m € (-£;0) U (4:3)

Wyznaczenie warto$ci parametru k, dla ktorych rownanie ma dwa rozne pierwiastki (k # 0
i A>0): ke(-1;0) U (0;3) i zauwazenie, 7 zaden z pierwiastkéw nie moze by¢ réwny 0

Wyznaczenie sumy odwrotnoséci pierwiastkow: m= - + - = 222 = _f 4]

Xy X3 X1x2
Zapisanie wzoru funkgji f: f(x)=2"= (%)k'l, gdzie ke (=1;0) U ({); %)
Wyznaczenie zbioru wartoéci funkcji f: (v/4;2) U (2:4)

Rozwigzanie nier6wnosci A >0: m = -6

Zapisanie nieréwnosci (4x; —4x; ~ 1)(4x; —4x, +1) <0 w postaci: 16 ((x1 +x2)* —=4x1x2) -1 <0

: ; s G R i 36m> 2
Skorzystanie ze wzoréw Vietea i zapisanie nieréwnosci: 16(% -2m*+3m+ 9) -1<0
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Numer Eta ; ; i
rozwigzania zadania
zadania s s
Przeksztalcenie nieréwnosci do postaci: 4m? + 48m + 143 < 0 i rozwigzanie jej: m e (-2;-4)
27. cd.

)

Rozwigzanie nieréwnosci A >0: m € (—oo;-2) U (2;00)

Podanie odpowiedzi: m € (-%;-6) U (-6;-

¥

Zapisanie warunku: x; —3<0 i x; -3 <0 w postaci ukladu nieréwnosci:
xXj+x-6<0
(1‘1 —3)(.7(2 —3) >0

Przeksztalcenie uktadu nieréwnosci do postaci:
{xl +x;-6<0

28. x1x2—-3(x +x2)+9>0
Skorzystanie ze wzorow Viete'a i przeksztalcenie uktadu nieré6wnoéci do postaci:
3m-6<0
{Zm2 -9m+10>0
Rozwigzanie ukladu nieréwnosci: m € (—00;2)
Podanie odpowiedzi: m € (—o0;2)
Rozwigzanie nieréwnosci A >0: m € (—o0;-1) U (2;00)
Zapisanie nierdwnosci xf - x% > =7x1x; W postaci: (x; +x2) ((xl +x)% - 3x1x2) >-7x1%
Skorzystanie ze wzoréw Viéte'a: —(m +1) ((m+1)>-3(1-m?))>-7(1- m?)
29. Przeksztalcenie nieréwnoéci do postaci: (m +1)(m +3) (m - %) <0
Rozwigzanie nieréwnosci: m € (—o0;-3) U (~1;3)
Podanie odpowiedzi: m € (—o0;-3) U (2; %)
Zapisanie i rozwigzanie nieréwnosci A >0: m e (—o0;—1) U (4;00)
Skorzystanie ze wzoréw Viétea: x| +x; =-2m+5, x1x, =2m + 3,
x3+x% = (x1+ %)% - 2x1%2 =4m® — 24m + 13
. ?nagiianie nieréwnosci (x; + x2)* > x{ - x; w postaci: (-2m +5)% > (2m + 3)? i rozwiazanie jej:
35

Zapisanie nieréwnosci x? - x2 > x? + x w postaci: (2m +3)? > 4m? — 24m + 13 i rozwiazanie jej:
S35
m? ig

Podanie odpowiedzi: m € (3; )



4. Wielomiany

Zestaw A - odpowiedzi

1.

10.

1

12.
13.

14.

a) x=1

b) xe {-2,2}

9 xe{-V21v3)
d) x=-
e)xz%

f) xe{-V3,-1,1,V3}

1
2

.a) xe(=2;00)

b) x € (—00;2)
¢) xe(-00;-V5)u(-3:V/5)
d) xe(-o00; 1)

i3
e) xe (—l;—%)u(%;l)
f) xe(—o00;-1)uU(2;00)

.a)xe{O,'—*zﬁ}

b) xe{-1,1}

¢) réwnanie sprzeczne

. a) xe(-o0;1)

b) xe (—o0;1)U(3;00)
<) xe(—M - )u{O}u<1;¥>

7

. a) me{1,2,3}

b) me (-o00;-2)

. AnB=(-2-3)u(0;1) U(1;00),

ANB=(-00;-2)u{-1,0,1}

.a=-1,b=0
.a)p=-21lubp=1

b) p=-1lub p=2

Ca) wix)= (2 -x-1) (2x-1)+ 4}

b) w(x)=(3x*+x+7)(x2-1)-x+6
o) w(x)=(2x? +x-5)(2x* +2) -4x+6
w(x)=-3(x-2)>

. a)p:—4§

b) p=0

p=-2,x¢{-1,1,2}

a) p=0,g=-7,x=2

b) w(x)=2(x+3)(x+2)(x-1)(x-2)

r(x)=-x+5

15.

16.
17.

18.
19.
20.

Zadania powtérzeniowe, s. 25-30

a) r(x)=2x+8

b) r(x)=2x>+x
p=4,x=-1

a) p=-3,4=0

b) p=1,9=-9,r=11
a=-6,b=0

n=-1, m=-31ub n:%,m=2

p=-3

Zestaw B - odpowiedzi

1.A 22B 3.A 4D 5. C6.D7.D8B9D

Zestaw C - odpowiedzi

1.

N O A LN

366(531:[32;1)

13
. 928 (12)
. 125 (a=0,125)
. 296

428 (2a - b=-428)

. 245 (S=1245)
. 084 (n=84)

Zestaw D - odpowiedzi

11

18.
19.

1
2. m=4,x=-2,x=-
3. me{-1,2,3}

4.
5
6

. x€(3;00)

1
3

m=6,n=-8

Cme (0 k)
. 10
8.

pe(L;9)

w(x)=x3-5x+4, xe(-2;1)U(2;00)
13.
14.
15.

me{—1,3—\/ﬁ,3+\/ﬁ}

m=2
a=-12,b=39,¢c=-28a=-3,b=-6,c=8;
a=6,b=3,¢c=-10

a=3,b=5c¢=2

m=-3lubm=3



Zadania powtorzeniowe, s. 29 o

Zestaw D - modele rozwigzarn zadan otwartych

Numer
zadania

Etapy rozwigzania zadania

Zapisanie nierownoéci: x° + x% + x 2 3x% +3x +3
Przeksztalcenie nieréwnosci do postaci: (x2+x+1)(x-3)>0
Podanie odpowiedzi: x € (3;00)

Obliczenie m: m =4

Zapisanie wielomianu w postaci: w(x) = (x?-4)(3x+1)

Podanie odpowiedzi: m = 4, pozostale pierwiastki: -2, -1

Zapisanie réwnania: 2m> —9m’ +7m +6=0
Zauwazenie, ze liczba 2 jest pierwiastkiem réwnania
Zapisanie réwnania w postaci: (m —2)(2m?*-5m—-3)=0

Podanie odpowiedzi: m € {—}; 2,3}

Zapisanie wielomianu w postaci: w(x) = (x —2)*(x —r), gdzie r jest drugim pierwiastkiem wielo-
mianu

Zapisanie wielomianu w postaci: w(x) = x* —x*(r+6) + x*(6r + 12) — x(12r + 8) + 8r

r+6=5

6r+12=m
Zapisanie uktadu réwnan:

12r+8=-4

8r=n

Podanie odpowiedzi: m=6, n=-8

Zastosowanie podstawienia x” = ¢ > 0 oraz zapisanie réwnania w postaci:
(m+1)t* = (m+1)t+4m=0

A>0
- e, J B B2
Zapisanie ukladu nieré6wnosci:
tl + I: >0
m=-1
Zauwazenie, ze A>0 dla me (-1; %)
Zauwazenie, ze t) - £, >0 dla m e (—o0;-1) U (0; 00)

Zauwazenie, ze t; + 1, >0 dla meR~ {-1}

Podanie odpowiedzi: m € (0; %)
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Numer

satatia Etapy rozwigzania zadania

Zauwazenie, ze \/2 jest pierwiastkiem wielomianu w
6. Wyznaczenie pozostalych pierwiastkéw wielomianu: v/3, /5
Wyznaczenie sumy kwadratéw pierwiastkéw: 10

Przedstawienie wielomianu w w postaci: w(x) = x[px* + x(p - 2) - 1 - 2p] i zauwazenie, ze
jednym z pierwiastkéw wielomianu jest x =0

Zauwazenie, e dla p #0 w nawiasie mamy tr6jmian kwadratowy, a dla p = ; tréjmian ten nie ma
pierwiastka rownego zero

Wyznaczenie wyroznika tréjmianu px” + x(p-2)-1-2p: A=9p* +4

Zauwazenie, ze wyrdzinik jest dodatni dla dowolnego p, zatem tréjmian ten ma dwa rdine
pierwiastki

Podanie odpowiedzi: Dla pe R~ {—% ; 0} wielomian w ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste.

Przedstawienie wielomianu w w postaci: w(x) = x[x* + x(p + 3) + 4p] i zauwazenie, ze jednym
z pierwiastkéw wielomianu jest x =0

8. Zauwazenie, ze nie istnieje warto$¢ p, dla ktorej tréjmian x* + x(p + 3) + 4p ma podwéjny
pierwiastek x =0 i wyznaczenie wyrdznika tréjmianu x* +x (p+3) +4p: A=p> —10p+9

Zauwazenie, ze wielomian w ma doktadnie jeden pierwiastek x =0, gdy A <0, czyli dla pe (1;9)
Wyznaczenie wartoci w(a +b)=(a+b)’ - (a-b)(a+b)>-2b(a+b)?

Zapisanie w(a + b) w postaci: w(a+b)=(a+b)*(a+b-a+b-2b)

Zauwazenie, ze w(a+b)=(a+b)*-0=0

Zapisanie wniosku: x = a + b jest pierwiastkiem wielomianu w, zatem wielomian ten jest podziel-
ny przez dwumian g(x)=x-a-b.

Zapisanie wzoru wielomianu w: w(x)=(x+1)(x+2)(x+3)g(x)

Zauwazenie, ze dla dowolnej liczby naturalnej n:
win)=(n+1)(n+2)(n+3)q(n)
10. jest iloczynem, ktorego czynnikami sg trzy kolejne liczby naturalne

Zauwazenie, ze wérdd dowolnych dwoch kolejnych liczb naturalnych znajduje sig liczba podziel-
na przez 2, a wérdd trzech - liczba podzielna przez 3

Zapisanie wniosku: Liczba w(n) jest podzielna przez 2 i przez 3, zatem jest podzielna przez 6.
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Numer
zadania

11.

12.

13.

14.

15.

Etapy rozwigzania zadania
Zapisanie rownania: 1+m+n+4=0
Zapisanie rownania: ~1+m-n+4=8
Obliczenie m i n: m=0, n=-5
Zapisanie nierownosci: x° — x> —4x +4>0
Obliczenie pierwiastkow rownania x° — x* —dx +4=0: x € {-2,1,2}
Podanie odpowiedzi: x € (-2;1) U(2;00)
Zapisanie wielomianu w postaci: w(x) = (2x+1)(x? -3)
Wyznaczenie pierwiastkow wielomianu: x € {-\/3,-1,/3}
Obliczenie x;: x; = —/3

Obliczenie x5: x> =—

=

Obliczenie x3: x3=/3

Zapisanie réwnania: m* -5m? -7m-1=0

Zauwazenie, ze liczba -1 jest pierwiastkiem réwnania
Zapisanie réwnania w postaci: (m + 1)(m*> -6m—-1)=0
Podanie odpowiedzi: m € {-1,3-+/10,3 + /10}

Zapisanie wielomianu w postaci: w(x) = x(x® — 3mx® + 2m? - 4) i zauwazenie, ze jednym z pier-
wiastkéw wielomianu w jest liczba 0 oraz ze wielomian

u(x)=x%=3mx*+2m? -4
musi mie¢ dwa pierwiastki

Zastosowanie podstawienia x° = t oraz zapisanie wielomianu u w postaci:
u(t)=1t>-3mt+2m* -4

Zapisanie warunkéw: A>0, t; + ;=6
Zauwazenie, ze A>0 dla meR
Zauwazenie, ze t) + t, =6 dla m=2

Zapisanie warunku 1+ a+b+c=0 i zauwazenie, ze jest on réwnowazny warunkowi w(1l) =0,
czyli x =1 jest pierwiastkiem wielomianu w

Zapisanie tréjmianu kwadratowego w postaci iloczynowej: w(x) = (x —1)(x —x;1)(x — x3)

Rozwazenie przypadku: pierwiastkami sg liczby 1, 4, 7
w(x)=(x-1)(x-4)(x-7) =x> - 12x> +39x - 28
Woéwcezas a=-12, b=39, c=-28
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Numer

zadania Etapy rozwigzania zadania

Rozwazenie przypadku: pierwiastkami sg liczby -2, 1, 4
w(x)=(x+2)(x-1)(x-4)=x*-3x-6x+8
Woéwczas a=-3, b=-6, c=8

15.cd.  Rozwazenie przypadku: pierwiastkami sg liczby -5, -2, 1
w(x)=(x+5)(x+2)(x-1)=x> +6x2 +3x-10
Woéwczas a=6, b=3, c=-10
Podanie odpowiedzi

Zapisanie wielomianu w postaci: w(x) = 3(x - 1)(x -3)(x-5)

Obliczenie wartoéci wielomianu dla liczby nieparzystej 2n + 1: w(2n+1)=4n(n-1)(n-2)

L Zauwazenie, ze wérdd trzech kolejnych liczb catkowitych znajduja si¢: liczba podzielna przez 2
oraz liczba podzielna przez 3, czyli 6|n(n—-1)(n-2)
Sformutowanie wniosku: 24|w(2n + 1)
Zapisanie wzoru wielomianu w postaci iloczynowej: f(x)=a(x+6)(x+5)(x+3)
Obliczenie a: a = 1 oraz zapisanie wzoru funkcji f: f(x)=(x+6)(x+5)(x+3)

" Zapisanie wzoru funkcji f w postaci: f(x) = x>+ 14x% +63x + 90
Wykazanie, ze - f(-x) = g(x) dla xeR
Zapisanie wzoru wielomianu g w postaci iloczynowej: g(x)=(x—-1)(x+2)(x+3)
Zapisanie réwnania: a —4b+2c+13=0

' Zapisanie réwnania: 16a —4b-4c-20=0

. Zapisanie réwnania: 81a —6c-231=0

Obliczenie a: a=3
Obliczenie bic: b=5,c=2
Zauwazenie, Ze liczba 2 jest pierwiastkiem réwnania
Zapisanie réwnania w postaci: (x —2)(-x? - m’x+4) =0

19. Zauwazenie, ze wielomian u(x) = —x> — m’x +4 ma dwa pierwiastki rézne od 2 dla me R~ {0}

Zauwazenie, ze 2 + X + X2 =2 —m°>, gdzie x;, x» s3 pierwiastkami wielomianu u

Podanie odpowiedzi: m=-3 lub m=3
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5. Funkcje wymierne

Zestaw A - odpowiedzi

1.a) D=R
i
].
o 11| | X
b) D=R~ {-2}
Yt
f
H
ol 1 X
¢) D=R~\{-1}
f\l"
|
|
|
____________ :_}_‘___________...

2. a) liniowa dla me {0,6},

homograficzna dla me R\ {0, 6}
b) liniowa dla m = -2, homograficzna dla m = -2
c) liniowa dla m = -6, homograficzna dla m # -6

. a) a=4, p=-1, g=3, maleje w (—o0;-1)
iw(—l;oo),f(x)=%, (—§)=0

b) a=-3, p=2, g=-2, roénie w (-00;2)
iw (2500), f(x)==2, f(1)=0

. @) g(x) = &, D=R~ {1}, g(D) =R~ {2},
g(x)€(0;2) dla x € (—00;0)

b) g(x)= =2, D=R~ {0},
g(D)=R~{-2}, g(x) €(0;2) dla x € (1;2)

11.

. a) kazda funkcja postaci f(x)=

) g(x)= %5, D=R~ {3},
g(D)=R~{-1}, g(x)€(0;2) dla x € (0;2)
d) g(x) =25, D=R~\{-3},

g(D)=R~ {2}, g(x) €(0;2) dla x€ (-2;00)

. a) [-2,2], g maleje w (—00;-2) i w (-2;00)

b) [1,-3], g rosnie w (—o0;1) i w (1;00)

c) [2,6], g maleje w (—00;2) i w (2;00)

d) [-1.-2], g maleje w (—00'—%) iw(-3i00)

T +2, gdzie a#5
b) kazda funkcja postaci f(x) = 25—

gdzie a = 14

c) kazda funkcja postaci f(x)=
gdzie a #35 L

d) kazda funkcja postaci f(x) =5 — %,
gdzie a+ -1

l
2x+1 2

2 a)y:l,x=2,g(x)=l+£,

f(x)=g(x)dlax=0
b) y=2, x=-3, g(x)=2’;+;',
f(x)=g(x)dlax=0
c) y=-3,x=0, g(x) = %,
f(x) =g(x) nie ma rozwigzan

d) nie ma asymptot, g(x) = £*8 = 2,

f(x)=g(x) dlaxeR~{-3,3}

.a)g(x)—x+2+3 D=R~{-2}, g(D)=R~ {3}

b)g(x)-m—3 D=R~{-2}, g(D)=R~ {-3}

c)g(x)—x'+2 3, D=R~{-2}, g(D)=R~ {-3}
d)g(x)*m 3, D=R~{-2}, g(D)=R~ {-3}

.a)a=4 b)(71 0)
10.

a) y=f(x)= x—frl, D=R~{-1},
f(D)=R~{0}; (0,6), (1,3), (2,2), (5,1),
(=2,-6), (-3,-3), (-4,-2), (-7,-1)

b) y=f(x)=75, D=R~{-2},
f(D)=R~{1}; (0,0), (-1,-1), (-3,3), (-4,2)
c)y=f(x)=x—i4—3, D=R~{-4},
f(D)=R~{-3} ( 3,-2), (-5,-4)

d) y=f(x)=2-5, D=R\ {2},
f(D)=R~{2}; (6, 1), (4,0), (3,-2), (-2,3),
(1,6), (0,4)

y=F(x) = G a1,
f(D)=R~{1} dlaa=0



12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

21

22,

23.

24.

a)3 b)2

a) m<0 b)m<—% c)m>1 d) me(0;4)
a) m=0 b) m<0 c) me(-2;2)
a)ym=-3 b)ym=1 ¢c) m=-12
me(—— 0)

me (- oo,—4)u(—%;0)

m=-2

a)xe{l V17 “‘/_} b)xe{ \/_\/_}
c)x=% d) xe{1,5}

a) xe(-4;1)

b) x€(-4;-2)u(-2;0) U (2;00)

3) &) xe(3:2)

) xe(0;

ca) xe(-553)u(551)

b) xe (~o03 2)u (%i00)
) xe(-3-1)u(L3)

a) xe(3;4)u(47)

b) x € (—00;-6) U (-3;00)

c) xe(-o0;1)u(1;2)u(2;3)
a) x=4 b)x=6

c) x=-2 d)x=%

a) xe(-o0;-1)

b) x € (—o0;-2) U (1;3)

c) xe(-o00;0)u(1;2)

d) xe(-2;0)u(1;00)

Zestaw B - odpowiedzi
1.C 2B 3.B 4.C 5.B 6.A 7.B 8. A
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Zestaw C - odpowiedzi

222 (pg=%)
. 233 (a+b=21)
. 550 (x1 =3 - V/6)
. 416 ()

224

- 228 (p=135)

. 213 (n=213)

. 201 (n=2)

© N oA WD S

Zestaw D - odpowiedzi

1. x€(0;1)

2. A'nB' =(0;4)

3. f(x)= 5573 f (%)

4.a)b=1,y= 2 b) a=

5. y=f(x)=24, D= \{1} f(D)=R~ {1}
6.a)x=1

7.a)a=4,b=2 b) xe(-2;-1)

8

9

. x€(-00;-1)U(3;00)
e(-V3V3)
10. f(D)=R~{4,5}, g(D)={-1,1}
12. me (4;6)
14.a) a=2,b=8,¢c=3 b) x=-1

15.
17.

a) D=(0;2)u(2;00) b) me(2;4)
a) A(-1,-4), B(2,2),a=2,b=6
b) xe {-1}u(0;2)

Zestaw D - modele rozwigzan zadan otwartych

Numer : : '
. Etapy rozwigzania zadania
zadania PY 2.
Obliczenie: f(x+1)=1-2
Zapisanie nierdwnosci w postaci: 1 - = %l - —-‘_— i podanie zalozen: x 20, x 1
1.
Przeksztalcenie nieréwnoéci do postaci: -2x(x—-1)>0
Rozwigzanie nieréwnosci: x € (0;1)
Wyznaczenie zbioru A": A" =(0;5)
2, Zapisanie zbioru B’ w postaci: B’ = {x ¢ R: x” + 10x* > x* - 8x]

Zapisanie nierdwnosci: x(x” —x“—-10x-8) <0
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z'::;':;’a Etapy rozwiazania zadania

Zauwazenie, ze pierwiastkiem wielomianu w(x) = x* - x* — 10x - 8 jest liczba -1
Wyznaczenie pozostalych pierwiastkow wielomianu w: x =-2, x =4

2 cd Wyznaczenie zbioru B’: B’ = (-2;-1) U (0;4)
Wyznaczenie zbioru: A'n B =(0;4)
Obliczenie a: a=2
Obliczenie b: b=3

3 Zapisanie wzoru funkgji f: f(x) = 555y +3

Przeksztalcenie wzoru funkgcji do postaci: f(x) =

(1L

Wyznaczenie miejsca zerowego funkji:
Podanie wartosci b: b=1

4.a) Przeksztalcenie wzoru funkcji do postaci: f(x) =
Podanie réwnania asymptoty poziomej: y =2

4. b) Obliczenie a z warunku a-2=2: a=4
Zapisanie warunku: xy = x + y +2

5. Przeksztalcenie warunku do postaci: y =1+ ﬁ

6x-9

2ix-2;

2+

a-2
x+1

Podanie dziedziny i zbioru wartoéci funkcji f: D=R~ {1}, f(D)=R~ {1}

Naszkicowanie wykresu funkcji g(x) =2 -2

X

Y I|
"l_g
1
ol 1 i X
\\\\..
6. a)
Naszkicowanie wykresu funkgji f(x) = |g(x)|
:;; }! .|
/ \
=
o e s ot O et N G O O o o e ———
1 = Lt oz
0| 1 X

Odczytanie rozwigzania réwnania f(x)=2: x=1
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