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Jest to ksigzka dla wszystkich, ktorzy chcg powtoérzyé i uzupelnié

swoja wiedze matematyczna przed maturg. Przypominajgc naj-
wazniejsze wiadomosci, staram sie to robié¢ tak, aby Czytelnik miat
szanse rozumienia co, jak i dlaczego. Rezygnuje ze zbednych forma-
lizmo6w, odwolujgc sie w zamian do zdrowego rozsgdku. Pokazuje, ze
nie trzeba obcigzac¢ pamieci duzg liczbg wzorow i regut; wystarczy
myslec i kojarzy¢.

Zachecam do uczestniczenia w rozumowaniach przeprowadzanych
w ksigzce i samodzielnego szukania odpowiedzi na stawiane pytania.
Warto tez rozwigzywaé sugerowane zadania. Rozwigzania mozna

skonfrontowaé z zamieszczonymi odpowiedziami.

Na koncu kazdego rozdziatu oméwione sg zadania wybrane z matur
(takze probnych) z kilku ostatnich lat, przy czym nie wszystkie za-
dania sg cytowane w niezmienionej formie. Niektore z nich sg inaczej
sformulowane, a zadania zamkniete zostaly przedstawione jako
otwarte. Oczywiscie zadania mozna rozwigzywac réznymi sposobami

— pokazalam te, ktére wydaly mi sie najprostsze.

7 zyczeniami matury na 100 procent

dr Danuta Zaremba
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1. Liczby
| dziatania

Wecale nie tak rzadko styszy sie informacje,

ze pewna wielkos¢ wyraza sie ogromnymi cyframi.
Tymczasem najogromniejsza cyfra

w systemie dziesietnym to 9...

Cyfry to znaki graficzne, ktore stuzq do zapisu liczb.

Nie zapominajmy o tym!



Liczby jako punkty proste]

Jak wiadomo, liczby mozna utozsamiac z punktami prostej, tworzac z niej o§ liczbowa.
Na osi liczbowej jest nieskoriczenie wiele punktéw reprezentujacych te liczby, ktéore
mozna przedstawi¢ w postaci utamka, czyli ilorazu dwéch liczb catkowitych. Liczby
takie nazywamy wymiernymi. Jak wiemy, przedstawienie liczby wymiernej w postaci
utamka nie jest jednoznaczne, na przykiad 390~ g

Pozostate punkty osi liczbowej, a jest ich réwniez nieskonczenie wiele, reprezentujg
tzw. liczby niewymierne. Liczbami niewymiernymi sg m.in. te pierwiastki (z liczb na-
turalnych), ktére nie sg liczbami naturalnymi, na przyktad V2, V3, %, 6, V7 itd.

Liczbg niewymierng jest takze iloraz obwodu dowolnego kota i jego Srednicy.

To, czy liczba jest wymierna czy niewymierna, mozna pozna¢ po jej rozwinieciu dzie-
sietnym. Mianowicie liczby niewymierne, i tylko one, majg nieskonczone rozwiniecia
dziesietne, ktore nie sg okresowe. Na przyktad rozwiniecie, w kté6rym od pewnego
miejsca powstarza si¢ grupa cyfr 125788, przedstawia liczbe wymierng, a rozwiniecie
postaci: zero, dwie jedynki, zero, trzy jedynki, zero, cztery jedynki itd. nie ma okresu

i dlatego przedstawia liczbe niewymierng.

Liczby wymierne i niewymierne, tzn. wszystkie liczby z matematyki szkolnej, nazy-

wamy liczbami rzeczywistymi'. Méwigc ,liczby”, mamy na mysli liczby rzeczywiste.

0Os$ liczbowg zwykle rysujemy poziomo, chociaz bardziej obrazowa bytaby os pionowa.
Na osi pionowej bardziej naturalne jest uporzgdkowanie liczb: im wyzej, tym wicksza.
W sensie nierownosci miedzy liczbami —3 jest wicksze od -7, chociaz z zyciowego

punktu widzenia czasami jest inaczej. Na przykiad mroéz -7 jest wiekszy niz —3.

'W matematyce wyzszej sg jeszcze inne rodzaje liczb.
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Liczby | dziatania

Przejscie do liczby przeciwnej do liczby a polega na odbiciu symetrycznym
liczby a wzgledem zera. W przypadku osi pionowej jest tak, ze im liczba jest wyzej

(nizej), tym liczba do niej przeciwna jest nizej (wyzej).

Stad wynika, ze nieréwnosé miedzy liczbami zmienia kierunek
przy obustronnym przej$ciu do liczb przeciwnych.

Nie zapominaj o tym, mnozgc obie strony nieréwnosci przez —1!

Jak wiemy, na osi liczbowej mozna dodawac liczby, startujac z zera i przesuwajac sie
po osi pionowej w goére lub w doét (lub w lewo i w prawo na osi poziomej) zgodnie z po-
szczegblnymi skladnikami. Na przyktad (-4) + 2 + (-3) to 4 jednostki w dél, potem

2 w goére, a na konicu 3 w dét.

Wyobrazmy sobie, Ze mamy dwie osie liczbowe. Na jednej z nich kto$ oblicza sume pew-
nych sktadnikéw. Jednoczes$nie na drugiej osi druga osoba dodaje liczby, ktore sg prze-
ciwne do kolejnych skladnikéw dodawanych na pierwszej osi. Wynikiem tego

dodawania na jednej osi jest liczba (—6). Jaki jest wynik dodawania na drugiej osi?

1. Poréwnaj wyniki dodawania:
(=7) + (=3) oraz 7 + 3, (=7) + 3 oraz 7 + (=3).

ve- T
lwAumioszid

liczby przeciwnej do a i przeciwnej do b? IWogzo) bs |

2. Sumalliczb a i b jest rowna 34. lle wynosi suma

Podane przyklady mozna uogélnié: liczba przeciwna do sumy jest réwna sumie liczb

przeciwnych do sktadnikéw.

WWW.CEL-MATURA.PL



Odlegtos¢ miedzy liczbami

Dzigki umieszczeniu liczb na osi liczbowej mozemy moéwic o odleglosciach miedzy nimi.
Odlegtosé miedzy liczbami to dtugosé odcinka je 1gczgcego. Obliczajgc odlegtosé, odej-
mujemy mniejszg liczbe od wiekszej, co jest jasne w przypadku liczb dodatnich:

5

A

Y

|[AB| =5-2

a mniej oczywiste, jezeli co najmniej jedna liczba jest ujemna:

i 5 . —
-2 0 5
A B
-

2 |AB| =5-(-2)=5+2
2
>

-5 -2 0
A B | -
3 5 o

|AB| =—2-(-5)=-2+5=5-2

Zobaczmy, jak znalezé srodek odcinka o danych koncach. Postuzmy si¢ rysunkiem:

o
Y

srodek = a + b;a
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Liczby | dziatania

b—a_2_a+b—a_2a+b—a_a+b
2 2 2 2 -2
arytmetyczng jego konncoéw. Warto to zapamietac.

Poniewaz a + , wiec §rodek odcinka jest §rednig

Przypomnijmy, ze odlegtos¢ liczby od zera nazywamy warto$cia bezwzgledng (lub mo-
dutem) tej liczby i oznaczamy pionowymi kreskami. Z tej definicji wynika, ze wartos¢
bezwzgledna kazdej liczby réznej od zera jest dodatnia, warto$é bezwzgledna zera jest

réwna zeru, a liczby przeciwne maja tg samg wartosé¢ bezwzgledna.

1. Znaids & K odcink Lor h T "OIUDZDIMZO)

. Znqjdz srodek odcinka o koncac 5 g e

0 <2 JP "oupsf

. o S sel 0 =» DJP
2.Czyzréwnosci lal = | b| wynika, ze a = b?

"UDZbIMZO)

pul alu

3. Czy z nierdwnosci a < b wynika,ze |al < |b]? 0= D;'G b

"bazol|

A czy wynikanie odwrotne jest prawdziwe? bujomop Jsaf x (o

‘g->xan|

o . ' 5 » €<x(q

4. Na osi liczbowej zaznacz liczby, ktérych wartosé ZSx37-(0°G

bezwzgledna jest: 6m=4q

‘T = D :B|UJOIMPO
Q) mniejsza od 5, b) wieksza od 7.

wibnip m o
T=9‘g—=0
. : e [0 ot .. 2moyspod
5. Postugujqgc sie osiq liczbowq, znajdz liczby x spetnicjgce Kooy
nierdwnosc: nypodAzid
wiAzsmiald pA

a lx| €2,
"omAzsol bs
b) [x] > 3, DIUDYIUAM
o) |lx| >-1. 0dO '€
‘aumioazid
2Aq bbBow
6. lle rozwigzan ma rownanie |x| = a, gdzie a jest statq? Aqzol 0q “eIN 2

S

Wskazéwka: rozwaz przypadki: a < 0,a =0, a > 0. e L
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Kilka uwag o rachowaniu

Jak obliczyé warto$é wyrazenia 1000 — 689 + 94 — 121 + 689 — 92 + 120? Czy oplaca

sie siegac po kalkulator, wpisujac do niego liczby i symbole dziatan?

Jezeli ogarniemy wzrokiem calosé, zauwazymy, ze dziatania mozna zredukowac:
dzialania ,odjg¢ 689” i ,dodaé¢ 689” wzajemnie si¢ znosza,
ydodac 947 i ,odjac 927, to ,dodaé 27,
,0djac¢ 121”7 i ,dodac¢ 1207, to ,odjaé 1”.

W rezultacie obliczenie wartosci wyrazenia sprowadza sie do dzialania 1000 + 1.

Obliczajac, ile pieniedzy jest na koncie Iksiniskiego, jezeli bylo tam 1721 z1, Iksinski
podjat 350 z1, a potem na konto przyszed!l przelew 380 zl, powiekszamy 1721 o 30.

Obliczajgc sume 1+2+3+ 7+ 8+ 9 + 10, warto potaczyé 1z 9, 2z 8, a 3z 7, bo wtedy

wynik otrzymamy btyskawicznie.

W wyrazeniu 2% - 1% + g - 1% unikniemy sprowadzania utamkoéw do wspélnego mia-
nownika, jezeli zaczniemy od dzialan na utamkach o mianowniku 7, przy czym warto
zmieni¢ kolejnos¢ dziatan na 2% - 1% + %

. 1.1 2 2 . o Lo ) . .
W wyrazeniu 15 +5— 3~ nie unikniemy przejscia przez wspolny mianownik, ale

i tak oplaca si¢ najpierw wykonaé dzialania na ulamkach o jednakowych mianowni-

kach, a dopiero potem sprowadzi¢ utamki do wspoélnego mianownika.

Racjonalne obliczenia nie tylko pozwalajg unikngé
zmudnych rachunkoéw, ale takze zmnicjszajg ryzyko btedow,

o czym chyba nie trzeba nikogo przekonywacé.

STARA DOBRA SzKOtrA  0LDSCHOOL



Liczby | dziatania

Obliczajgc warto$¢ wyrazenia 2 + 3 - 4 czy 2 — 3 - 4, pamietajmy o umowie, ktéra daje
pierwszenstwo mnozeniu przed dodawaniem i odejmowaniem, o ile w wyrazeniu nie

ma nawiasow.

Dzielenie w wyrazeniach arytmetycznych jest zwykle pisane w postaci ulamka i wtedy
3-5+6-4

kolejnosé dziatan jest oczywista. Na przyktad wyrazenie “3.4.9 oznacza dzielenie
licznika przez mianownik. Wyrazenie to mozna by zapisaé w postaci
B3-5+6-4):(3-4+9), ale kreska utamkowa zamiast dwukropka ma wiele zalet —na
przyktad tatwiej upraszczaé¢. W podanym przykladzie licznik i mianownik mozna po-
dzieli¢ przez 3. Nie zapominajmy przy tym, ze dzielgc sume, trzeba podzieli¢ kazdy

skladnik: (3-5+6-4):3=5+2-4, (3-4+9):3=4+3. Stad 2:2+5-4_13

Podobnie, dzielgc przez 2 licznik i mianownik utamka i:—g:g, otrzymamy g%g,

czyli %

Pamietaj, Ze mnozgc sume, mnozymy kazdy jej sktadnik.
Analogiczna uwaga dotyczy réznicy. Wlasnosci te noszg nazwe

praw rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania i odejmowania.

Upraszczajgc utamki pietrowe, mnozymy licznik i mianownik przez wspélny mianownik
11

wszystkich wystepujgcych tam utamkéw. Na przyktad upraszcezajage utamek g-g’
1+
6

pomnézmy licznik i mianownik przez 6, aby pozby¢ sie wystepujgcych tu utamkéw:

1
-3 _2-3 1

0,18-0,3
A jak uproscié¢ ulamek W?

Mnozgc licznik i mianownik przez 100, otrzymujemy 15 :1 30, czyli -3.

WWW.CEL-MATURA.PL



1. Oblicz w pamigci: @) 134 + 155 + 234 — 55, b) 7391 — 102 — 356 + 358.

2. Pomnoz licznik i mianownik przez te samgq liczbe tak, by zlikwidowac

wystepujgce tam utamki, a potem oblicz:

—9.

i o=

1
a) b) 2

w (N

+ +

oo o
N[ o
oo

.T?I_T_ @ % ("¢ 'T63L (A 897 (O °|

o=

Potega o wyktadniku catkowitym

Zacznijmy od wykladnika naturalnego. Jak wiadomo, potegowanie o wykladniku
2, 3,4, ...0znacza mnozenie: a’=a-a, a®=a-a-a itd. Wobec tej definicji logiczne

wydaje sie przyjecie umowy, ze a' = a.

Zauwazmy, ze w przypadku wykladnika parzystego potega dowolnej liczby jest nie-
ujemna. Ponadto nie zalezy od znaku liczby, a tylko od jej bezwzglednej wartosci; jest

taka sama dla liczb przeciwnych.

W tym miegjscu zwroémy uwage na koniecznosé pisania nawiasu

w przypadku potegowania liczby ujemnej. Podnoszac do potegi liczbe
ujemng, trzeba jg ujgé w nawias. Zatem —2 do potegi n to (-2)", a nie —2".
Jezeli bowiem n jest parzyste, to liczby te sg rézne: (-2)" > 0, a —2" < 0.

Na przyklad (-2)2=(-2) - (-2)=4, a -22=-(2.2) = —-4.

7Z definicji potggowania, jezeli napiszemy potegi w postaci iloczynow, otrzymamy wlas-

nosci:

STARA DOBRA SzKOtrA  0LDSCHOOL



Liczby | dziatania

@ br=a-b, (3)=%

Przydaja sie one w rachunkach. Na przyklad:

6! 64

4 4 _ 4 _ 4 LD _ (2Y _ 94

5%.24=(5-2)*= 104 o = (3) =24,

Przypomnijmy podstawowe prawa dzialan na potegach o tej samej podstawie. Jest
jasne, ze mnozgc dwie potegi, otrzymujemy iloczyn, w ktérym jest tyle czynnikéw, ile

w sumie jest w obu potegach.

Na przyklad a® oznacza iloczyn 5 czynnikéw, a® oznacza iloczyn 3 czynnikéw, wiee

a’® - a® to a®*.

Przy dzieleniu poteg otrzymujemy ulamek, w ktérym czynniki sie skracajg.

Na przyktad w utamku Z—E wszystkie 3 czynniki mianownika kasujg sie z 3 czynni-

3

5
kami licznika, skad % = a®.
a

Pamietaj, ze przy mnozeniu poteg o jednakowych podstawach

wykladniki dodajemy, a przy dzieleniu poteg wykladniki odejmujemy.

k sktadnikow
—
7 pierwszej z tych wlasnosci wynika, ze (@)t =a”-a" - ...-a" = Q" *"*-*" =gk,
—

k czynnikéw

Nie zapominaj, Ze przy potegowaniu potegi wyktadniki mnozymy.

A jak rozszerzyé¢ potggowanic na wykladniki catkowite? Jak okreslié o' czy a=3?

Czym sie kierowacé?

WWW.CEL-MATURA.PL



Przyjeto definicje, ktéra pozwolita zachowaé prawa dziatan na potegach. W szczegdl-

nosci jezeli wlasnosé
an
") S;=arm dlaa=0
a

ma by¢é prawdziwa takze dla réwnych wyktadnikéw, to 1 = a_z =a"™ = a’. W konsek-

Q

wencji przyjmujemy, ze

a’=1dlaa =0.

Symbol 0° jest nieokreslony.

Jezeli wtasno$é (*) ma by¢ prawdziwa takze dla n < m, to dla a = 0 otrzymamy:

Przy takim okresleniu poteg kazdy ulamek dziesietny mozna przedstawié jako kom-

binacje poteg liczby dziesieé. Na przyktad:

375,412=3-102+7-10'+5-10°+4 - 101+ 1-102+ 2. 1073

Potegi dziesigtki przydajg si¢ do zwiezlego zapisywania liczb zawierajacych duzo zer.

Na przyklad:

23 000 000 = 23 - 106, 0,0001 = 104, 0,000045 = 45 - 105,

Prawa dotyczace podnoszenia do potegi iloczynu i ilorazu, a takze prawa mnozenia,
dzielenia i pot¢gowania poteg o tej samej podstawie odnoszg si¢ do wszystkich wyktad-

nikéw catkowitych.

STARA DOBRA SzKOtrA  0LDSCHOOL



Liczby | dziatania

1. Zapisz w postaci jednej potegi:

a)x®-x?.x, B )

2. lle razy liczba 5' jest wieksza od liczby 5'3?

3. Oblicz:
1006 . 100* 3-8y
g G =
100' . 100° (2%)* . (3%)° s
‘018 (4 "zz-€ (©
4. Oblicz: 9
a) 100°: 25, )20 - (3)" 01 - 78 an|
9 1 0T - ¥ + ,-01
4 ' 2
Cc) (g) 5 d) 72 . (E) . g +19—OI ¢ @
0T - € (©
5. Zapisz, postugujqc sie potegami dziesigtki: - E
(e
T
a) 0,0000003, 2o % (Q'sh ©
b) 0,00000234. v
£
T@T®
[ . N -e
6. Przedstaw w postaci jednej potegi: 672
@)y 8" =33, ) 3¢ 3=l A ey 33 "% (9 gX (0|

Wtasnosci pierwiastkow

Jak wiadomo, pierwiastkowanie jest w pewnym sensie czynnoscig odwrotng do pote-
gowania o wyktadniku catkowitym wiekszym od 1. Majgc wynik potegowania i wyktad-

nik, szukamy podstawy.

Na przyklad jezeli x3 = 8, to x = 2, ajezeli x» =0, to x = 0.

WWW.CEL-MATURA.PL



Podstawa nie zawsze jest wyznaczona jednoznacznie, na przyklad jezeli x? = 9,

to x =3 lub x = -3. Aby mie¢ jednoznacznosé, rozpatrujemy tylko podstawy nieujemne

(x 2 0). I tak wtasnie okreslamy pierwiastek arytmetyczny?:
x =Xa, jezeli x"=a i x> 0.

Skoro x 2 0, to a = 0. Zatem pierwiastek arytmetyczny jest okreslony tylko dla liczb

nieujemnych.

Pierwiastek arytmetyczny bedziemy nazywaé krétko pierwiastkiem.

1. Podaj wyniki dziatan:

‘amizompid

a)(¥3)2 b (%)n, o) V(=3)%. s 1950UMO
ONISAZSM

- e Nzt : . . -z

2. Sprawdz, czy rownosci sq prawdziwe: £ (0'D(q"g (O
a) V10% =102, b) ¥333°=333, ) V(=5)%= V5. L

Pamietaj, ze r6wnosé Va? = a jest prawdziwa tylko dla a > 0,
bo pierwiastek z definicji jest nieujemny. Nie znajgc znaku liczby

podpierwiastkowej, musimy postuzyé sie¢ modulem: Va’= |al.

W zadaniach rachunkowych z pierwiastkami cz¢sto przydaje si¢ wlasnosé, w mysl kto-

rej pierwiastek iloczynu jest réwny iloczynowi pierwiastkow:

2Jest jeszcze inny pierwiastek, zwany algebraicznym.
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Wynika ona stad, ze Ma - Y0 =Ra)" - b)Y =a - b.

Wiasnoscé ta pozwala wytgczaé czynnik przed pierwiastek, na przyktad:

V20 =vV4.5=+4.+5=2+5.

Niekiedy stosujemy wlasnos¢ w drugg strone, zastepujgc kilka pierwiastkéw jednym,
na przyktad: ¥2 - V5. V10 =+v2 .5 - 10 = ¥100 = 10.

&

. P . . . a
Analogiczng wlasno$é ma pierwiastek ilorazu: ‘j% =

=

Natomiast inaczej jest z pierwiastkiem sumy i réznicy, co widaé¢ na przyktadach:

V2+2=V4=2 V2+V2>2 wiec V2 +2= V2 + V2,
V2-1=+1=1, \/ﬁ—ﬁ<1,wchV2—1¢\/§—\H.

1. Oblicz, zamieniajgc na pierwiastek iloczynu lub ilorazu:

a) V12,1-v10, by V2.32.4250,

'gh

3 .
O3 NFT, B0 V54 gr e
V3 V2 ‘9Ip (@
. . ‘Sh (O €
2. Wytgcez czynnik przed pierwiastek: g\ T (P
a) V12, b) V18, ) V45, d) V12¢? dla a > 0. ‘ghE (@
‘gre @
‘N (0T
3. Wigcz czynnik pod pierwiastek: ‘e (@01 (06 (O
w2\, b2¥2, o8 @5Vl e ]
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5V2 . 4V3
5 N2

ktora z liczb jest wieksza. A moze sg rowne?

Zastanowmy sie, jak poréwnac liczby Nie tak tatwo stwierdzié¢ od razu,

Sprobujmy przeksztalcié liczby do postaci, w ktérej w mianownikach nie ma pier-

wiastkow. Inaczej méwige, usunimy niewymiernosci z mianownikéw:

5v2 _5V2-V3 _5v2-V3 _5
V3 V3.3 3 ‘F\F

43 _4V3-N2 _ 443 -2
° oz C2B

Poniewaz 2 > g, wige wigksza jest druga liczba.

O usuwaniu niewymierno$ci z mianownika w bardziej skomplikowanych przypadkach

bedzie mowa przy wzorach skréconego mnozenia.

1. Usun niewymierno$¢ z mianownika:

2 3 :
a , b)——=,gdziea > 0.
2 V2 - V3 ) ava . “
‘ozsmisid O] g
4‘] 6‘] )
2. Ktoéra z liczb jest wieksza? & (q'& (o]
W3 N5 Ve e o

Na koniec przypomnijmy, Ze za pomoca pierwiastkéw definiujemy potege o dowolnym

wykladniku wymiernym. Jezeli liczba wymierna ma postaé g, gdzie g > 0,
P

to a7 =Va? . Mozna wykazaé, ze zmieniajgc kolejnosé dzialan po prawej stronie row-

s . ) . ) s . . . g q,
nosci, nie zmienimy wartosci wyrazenia: Va” = (Va ).

Z definicji potegi wymiernej wynika, ze jest ona okreslona tylko dla liczb dodatnich i jej

warto$ciami sg réwniez tylko liczby dodatnie.
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Wtasno$ci dotyczgce mnozenia, dzielenia i potegowania poteg o tych samych podsta-

wach przystugujg rowniez potegom o wyktadnikach wymiernych.

Logarytmy

Podobnie jak pierwiastkowanie, logarytmowanie jest rowniez czynno$cig odwrotng do
potegowania, chociaz w innym sensie. Majgc podstawe (r6zng od 1) i wynik potegowa-
nia, obie liczby dodatnie, szukamy wyktadnika. Na przyklad jezeli 2" = 16, to x = 4,
ajezeli 3" = %, to x = —1.

Ten wyktadnik to wlagnie logarytm. Ogdlnie:

log, b =x, jezeli a* = b.

Zauwazmy, ze podstawa logarytmu (liczba a) jest zarazem podstawg potegi.

1. Oblicz:
@ log;y100, b)logiepl0. ©)1ogs27, ) log,t,
e) log;%, ) logy4. 00T (@0 (P 0
: T@I®Z
- AR ICR el (e
2. Obliczz  a)logy3123, b)log,a, ©)loggl, '8 (5 % =
d) log,1, e) logy21%, EACHI

W zadaniach rachunkowych korzystamy z wtasnosci dotyczgcych logarytmu iloczynu,
logarytmu ilorazu i logarytmu potegi. Wyprowadzimy te wlasnosci, korzystajgc z wlas-

nosci potegowania.
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Zacznijmy od przeksztalcenia log, (b - ¢).

Oznaczmy: log, b =x oraz log,c=y. Wtedy a*=b i a”=c, skad a*-a*=b - c.
Poniewaz przy mnozeniu poteg wyktadniki dodajemy, wiec a** = b - c.

Oznacza to, ze log, (b - ¢) =x +y, czyli
log, (b - ¢) =log, b + log, c.

Analogicznie, korzystajgc z wlasnosci, ze przy dzieleniu poteg wykladniki odejmujemy,

dochodzimy do réwnosci
log,2 =
0g,, =log, b—log,c.

Wilasnosci te warto pamietac: logarytm iloczynu (ilorazu) jest r6wny sumie (réznicy)

logarytmow.

Pozostaje jeszcze wyprowadzié wzor na log, b¢, gdzie ¢ jest dowolng liczbg. Oznaczajac
log, b =x, otrzymamy a* = b. Stad (a*)° = b°. Korzystajac z wlasnosci, Ze potegujac po-

tege, wykladniki mnozymy, mamy a¢ * = b¢. Oznacza to, ze log, b° = ¢ - x, czyli
log, b°=c - log, b.
To tez warto wiedzie¢: logarytmujgc potege, wylgczamy wyktadnik przed logarytm.

A oto przyklady zastosowania poznanych wtasnosci:
logy 12 = logy (4 - 3) =logy 4 + logy 3 = 2 + logs 3,
1 1
log, 23 + log, 93~ log, (23 - %) =log, 1 =0,
logs 21 —logs 7 = log, 2—71= logs 3 =1,

log, 4% = 35 log, 4 = 35 - 2 = 70.
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Przyktady ciggow liczbowych

1

Zacznijmy od przykladu ciggu nieskonczonego: 1, 9 %, %,

Widzgc kilka poczgtkowych wyrazow, dostrzegamy regute, w mysl ktorej cigg zostat
utworzony. Potrafimy powiedzieé, jaka liczba jest na pigtym miejscu, jaka na dzie-
sigtym, a jaka na tysiecznym. Zauwazamy, ze mianownik pokrywa sie z numerem
miejsca, na ktérym stoi dany wyraz. Oznaczajac wyrazy ciggu przez aq, Qo, ...,

1 1 1 . o ) o
mamy a5 = 5, @19 = 750 21000 = 1900 Umiemy to zapisa¢ w spos6b ogélny:
ap=1dlan=12, .

A jak zapisaé wzorem ogélnym cigg 3, 6,9, 12, ...7

Skoro a; =3, ay=6, a3=9, a,=12, ..., to a, = 3n.

1. Podaj wzér ogdiny ciggu:
al,2,3,... b2,46,... o-1,-2,-3,... d1L3,5, ..

2. Podaj wzér ogdlny ciggu liczb naturalnych podzielnych przez 4.
3. Oblicz a;, aqy i aj, jezeli a,, = (-2)".

'g-=f0p="p g-=Tn'gup="0 g T-ug="D(p U-=" (0 'ug="0(q'u="0 (0|

A jak zmieni si¢ wzor na n-ty wyraz ciggu, jezeli co drugi wyraz zmienimy na prze-

ciwny? Jak zapisaé wzorem cigg -3, 6, -9, 12, ...?
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W tego typu przypadkach wykorzystuje sie czynnik (-1)", ktéry na przemian przyj-

muje wartos¢ —1 i 1. Wyrazy o numerach parzystych mnozy sie wiec przez 1, a o nu-

merach nieparzystych przez —1. Szukany wzér przyjmie postaé a, = (-1)" - 3n.
Gdyby zmieniaé wyrazy na przeciwne, zaczynajgc od drugiego, to we wzorze ogélnym
wyktadnik trzeba by przesungé o 1. Istotnie, jezeli a, = (=1)"*'- 3n, to a; =3, ay = -6,
ag = 9,

Wsréd ciggéw szczegdlng role odgrywaja ciagi arytmetyczne i geometryczne.

Przypomnijmy, ze ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg, w ktérym réznica miedzy

dwoma kolejnymi wyrazami jest stata; Scislej mowigc stala jest réznica e, —a,_; dla

n =2, 3, .... Natomiast w ciggu geometrycznym staly jest iloraz sasiednich wyrazéw,
tzn. staty jest iloraz ac,l:I dlan=2,3, ...

1. Ktére z podanych ciggdw sg arytmetyczne,
a ktére geometryczne:

a0, -1,-2,-3, ...

b)O0,-1,2,-3, ..

ol -1,1-1,1, ..

ad) 5, 10, 20, 40, 80, ...

2. Podaj przyktad ciggu o wyrazach malejgcych, ktory jest: 'euzzg*emoeﬁ
iBoIo (P 1 (0

Q) arytmetyczny, ‘AuzoAullAID

b) geometryczny. Boio (o1
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Cigg arytmetyczny

Ré7znice miedzy sgsiednimi wyrazami ciggu arytmetycznego tradycyjnie oznaczamy

litera r, tzn. a, —a,_; =r dla kazdego n > 1. Inaczej méwiac, a, =a,_1+7.

Jezeli r > 0, to cigg jest rosnacy, a jezeli r < 0, to cigg jest malejacy:

Y

r>0

Y

r<0

Jak widaé¢ z rysunku, kazdy wyraz ciggu arytmetycznego o numerze wiekszym od 1
lezy w potowie odcinka, ktérego koricami sg wyrazy sgsiednie, wiec jest srednig aryt-

metyczng wyrazow sgsiednich.

Widzimy tez, ze odcinek tgczgcy dwa dowolne wyrazy ciggu jest wielokrotnoscia
odcinka 1gczacego dwa wyrazy sgsiednie. Stad wynika, ze réznica migdzy dwoma

dowolnymi wyrazami jest wielokrotno$cig r.

Na przykltad znajdzmy réznice ag — as.

Ile razy trzeba dodawaé r do as, aby otrzymaé aqe? Dodajac raz, otrzymujemy ag,
dodajac drugi raz otrzymamy a-, dodajgc trzeci raz otrzymamy ag, a za czwartym
razem otrzymamy aq. Jak widaé, dodajemy r tyle razy, ile jest liczb naturalnych od 6

do 9, czyli 9 - 5. Zatem ag—a5=(9-5) - r.

Podobnie obliczymy, ze a3 —ag= (13 —8)r oraz a, —a; =(n - 1)r.

WWW.CEL-MATURA.PL



KOREPETYCJE MATURZYSTY

Korzystajgc z tych zaleznosci, mozemy obliczy¢ dowolny wyraz ciggu arytmetycznego,
jezeli znamy jeden z jego wyrazéw i réznice, a takze mozemy obliczyé réznice ciggu,

znajgc dwa jego wyrazy.

1. Jeden z wyrazéw ciggu arytmetycznego jest rowny 5. '396_ €
Znajdz dwa wyrazy nastepne i jeden poprzedni, jezeli roznica TL 5l
ciggujestrowna: o) 2, b)-2. lupazidod b
‘T ‘e 0] AZoIAM

suddispu

2. Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 3, e
a dziesigty 4. Oblicz réznice ciggu. ‘¢ o)
lupazidod o

. . - ‘6 ‘L O} AZDIAM

3. Drugi wyraz ciggu arytmetycznego o roznicy —3 ouddisou
jest rowny 2. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciggu. omg (o 1

Przypomnijmy wzér na sume dowolnej liczby poczgtkowych wyrazéw ciggu arytme-

tycznego. Zgodnie z tradycja, oznaczamy

(1) S,=a;+ag+as+..+a, {+a,

Zauwazmy, ze suma wyrazu pierwszego i ostatniego jest taka sama, jak suma wyrazu
drugiego i przedostatniego.Wynika to stad, ze drugi wyraz powstaje z pierwszego przez
dodanie r, a przedostatni powstaje z ostatniego przez odjecie r. Mamy wice ag =aq +r
oraz a, ;=a, —r, skad ay +a,_; =a; +a,. Postepowanie to mozna kontynuowaé: od-
liczajgc po tyle samo miejsc od pierwszego i ostatniego, otrzymujemy wyrazy, z ktérych
jeden powstaje z pierwszego wyrazu przez kilkakrotne dodanie r, a drugi powstaje z ostat-

niego przez odjecie r tyle samo razy. Zatem suma takiej pary wyrazéw to a; + a,,.
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Napiszmy jeszcze raz sume S,, tym razem w kolejnosci od wyrazu ostatniego do

pierwszego:

(2) Sn=an+an_1+...+a3+a2+a1

Dodajmy stronami réwnosci (1) i (2), przy czym dodawajmy w kolumnach, tgczgc po
dwa wyrazy: a; + a,, ag + Q,_;, a3 + a,_5 itd. Otrzymamy n sktadnikéw, z ktérych
kazdy jest réwny a; + a,,. Zatem:

28, =(@a;+a,) n,

S, = (a1+(21n)-n

1. Oblicz sume liczb naturalnych od 1 do 1000.

2. Suma 10 wyrazéw ciggu arytmetycznego aq, ay, ... —

jest rowna 110, a a4 = 2. Oblicz a4, '00S 006 'L

Cigg geometryczny

Iloraz sgsiednich wyrazow ciggu geometrycznego tradycyjnie oznaczamy literg g,

tzn. 2 = q dla kazdego n > 1. Inaczej méwige, a, =a,,_; - q.

Ay~

Cigg geometryczny moze byé rosngcy, malejgcy lub zaden z tych dwach, co pokazujg
przyktady:
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2,4,8, 16, 32, ...
2,-4,8,-16, 32, ...

1.1

111
2248 16> '

Pierwszy ciag jest rosngcy, bo iloraz jest wiekszy od 1. Drugi cigg nie jest ani rosngcy
ani malejgcy, wyrazy sg na przemian dodatnie i ujemne, bo iloraz jest ujemny. Trzeci

ciag jest malejgcy, bo iloraz jest utamkiem wtasciwym (dodatnim).

Zauwazmy, ze poniewaz w dowolnym ciggu geometrycznym kazdy wyraz powstaje z po-
przedniego przez pomnozenie przez g, wiec mozna go otrzymac takze z dowolnego wy-

razu wczesniejszego, mnozgc ten wyraz przez odpowiedniag potege q.

Na przyktad zobaczmy, jak otrzymac ag z as,.

Ile razy trzeba mnozy¢ a5 przez g, aby otrzymaé aqy? Mnozac raz, otrzymamy ag,

mnozgc drugi raz, otrzymamy a,, mnozgc trzeci raz, otrzymamy ag, a za czwartym

1. Jeden z wyrazéw ciggu geometrycznego jest rowny 9.
/najdz dwa wyrazy nastepne i tfrzy poprzednie,

jezeliiloraz ciggu jest rowny 3.

2. Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest rowny 3, . .91_1 :9
a pigty 48. Oblicz iloraz ciggu. < ln!:‘gz

:e!upeIZJdod
3. Drugi wyraz ciggu geometrycznego AZOIAM
o ilorazie %jes’r rowny 2. Oblicz siodmy wyraz ‘18 ‘17 :ouddysou
tego ciggu. AzoIAM 'L
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razem otrzymamy ag. Jak widaé¢, mnozymy przez g tyle razy, ile jest liczb od 6 do 9,

czyli 9 — 5. Zatem aq =aj - ¢°°.

Podobnie obliczymy, ze a3 =ag - ¢'*® oraz a,, =a; - ¢ .

Korzystajac z tych zalezno$ci, mozemy obliczy¢ dowolny wyraz ciggu geometrycznego,
jezeli znamy jeden z jego wyrazéw i iloraz, a takze mozemy obliczy¢ iloraz ciggu, znajac

dwa jego wyrazy.

Na zakoriczenie przypomnijmy wzér na sume dowolnej liczby poczatkowych wyrazéw

ciggu geometrycznego. Oznaczmy

S,=a1+as+asz+...+a,_1+a,.

Wyrazajac kazdy sktadnik tej sumy za pomocg a, otrzymujemy:

S,=a;+a;-g+a;-¢*+...+ay-q" % +a;-q"L

Pomnézmy przez g obie strony otrzymanej réwnosci, rozdzielajac mnozenie po prawej

stronie na poszczegélne sktadniki. Otrzymamy:

S,-g=ai-q+a1-¢*+ay-@¢+...+a- ¢ +ay-g"

Zauwazmy, ze a; - q +aq - q*>+ay-q* + ... + ay; - ¢~ jest sumg kolejnych wyrazéw
ciagu od a4 do a,, zatem uzupelniajgc t¢ sume o a4, otrzymamy S,,. Dodajmy wiec a
do obu stron réwnosci:

S, -q+a;=a;+a;-q+ay-q¢*+a;-¢*+...+a;-q9q"'+a;-q",

\ J
h'd

S

n

czyli S, -q=S, +a;-q"-a;.
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Otrzymang réwnoé¢ przeksztatémy tak, aby wyznaczy¢ z niej S,

Sn'q_Sn:al'qn_al,

S,(g-1D=a;-@"-1),
aq - (qn - 1)
Sn = ?.

1. Suma szesciu poczgtkowych wyrazdw ciggu geometrycznego

jest rowna 63, ailoraz jest rbwny 2. Oblicz pierwszy wyraz ciggu.

2. Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego o ilorazie 2
jest rowny 5. Znajdz najmniejsze n, dla ktérego oz
suma n poczatkowych wyrazéw ciggu jest wieksza od 100. T°1

Przeglad zadan maturalnych

Oblicz 63* - (3)". Oblicz

T S
Chodszi tu o takie uproszczenie wyrazenia, —

aby rachunki byty tatwe. Nasuwa sie [5-7| - |-3+4]| =
pomyst roztozenia liczby 63 na czynniki tak, =|-2]-111=2-1=1.
aby pojawita sie liczba 3.
Poniewaz 63=3-21=3.3-7=32.7,
wiec 632 (%)4 =(32. 7). % = (32);4' T =

32T _ g2 g9

34
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oo grd gt : 5 . (134
Oblicz o5 Oblicz 32 : (3) .
2, L 3. (14 1 8*
2—2 . 3—1 22 3 22 ) 3 32—0 (_) - — 84= —
9732 T 17- 71 © & 8z -8y
2 3 2.3 A
1 s _1 o_3 .8 _ 8 _2-4_ 2 1
=513 2 ¥=35:3=3 £.8 8- P gL 8
Mozna obliczac¢ inaczej, korzystajgc Rachunki bedqg nieco prostsze,
od razu z regut potegowania: jezeli zardwno 32, jak i 8
2—: . 3—; _ 921, g1 _ przedsflor/imyjoko potegiliczby 2:
s 32701 (g) = (27 (2 =
—9-1,2_ 9
=4d=y _1 g 2%_1_1
- (25)3 215 23 8

1
Oblicz: a) logs 5 — logs 125, b) logy 8 + logy 2, ¢) 21og19, d)logs 27 .
3

—~—————

a) Korzystamy z definicji logarytmu: logs 5 =1, bo 5t =5,
a logs 125 = 3, bo 5% = 125. Wynikiem obliczen jest wiec 2.

b) Najlepiej zastgpic sume logarytmow logarytmem iloczynu:

10g4 8+ ].Og4 2= 10g4 (8-2)= 10g4 16 = 2.

Obliczenie kazdego z dwbdch logarytmow oddzielnie jest trudniejsze, ale mozliwe:

log, 8 = %, bo 45=(\[Z)3=8, alogy 2= %, bo V4 =2.
c)210g§9=2 - (=2) = —4.
1 1

: sy 1 _ 1 1 __
d) Poniewaz 33 = 3 = 27 wiec logs o7 = 3.
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Podaj warto$¢ x, dia kidrej logs x = 9.

—~————

Z definicji logarytmu wynika, ze x = 3°.

Cigg (a,) jest okreSlony wzorem

a,=(=1)"-(3 -n). Oblicz az, a4 i as.

—~—————

Do wzoru okredlajgcego cigg frzeba
w miejsce n podstawic kolejno liczby
3, 4 i 5. Ofrzymamy: a3 =0,
as=1*(3-4)=-1,
as=(-1°-(3-5)=2.

W ciggu arytmetycznym (a;,)

danesq: ag =13 i ag= 39. Oblicz a;.

—~———

Korzystajgc z rGwnosci
adg—aq=0ag5—0g,
ofrzymamy ag — a; = 26.

Zatem 13 — a4 = 26, skqd a; = -13.

Mozna takze od razu skorzystac z wzoru

S, = W , podstawiajgc n = 20.

W ciggu arytmetycznym
frzeci wyraz jest rowny 14,
a jedenasty jest rwny 34.

Oblicz réznice tego ciggu.

—~————

Skorzystamy ze zwigzku
a11=a3+(11—3)-r.
Otrzymamy 34 = 14 + 8r,

skqd r= 2.

W ciggu arytmetycznym aq = 3
oraz agg = 7. Oblicz sume

ay+as+ ...+ ajg+ ayg.

—~————

Sume aq+ag+ ... + a9+ ag
mozna obliczy¢ bezposrednio,
tgczgce wyraz pierwszy

z ostatnim, drugi

Z przedostatnim itd.

Takich par jest 10, a suma
wyrazéw w kazdej parze jest
taka sama jak w pierwszej
parze, wiec wynosi 10. Zatem
szukana suma jest rbwna

10 - 10, czyli 100.
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Wykaz, ze liczba 3% jest rozwigzaniem réownania 243! — 814 + 7x = 927,
Q

—~————

Trzeba pokazaé, ze 243" — 81" + 7 . 3% = 927, W tym celu

wystepujgce tu liczby przedstawmy w postaci iloczyndw tak,

aby jak najwiecej razy wystepowat czynnik 3.

Zatem: 81 =3%, 243=3-81=3-3'=3°, 9=232

Hipotetyczna rdwnosé przybiera wtedy postad (3%)11 — (34)14 + 7 - 354 = (32)%7,
Korzystajgc z wzoru na potegowanie potegi, ofrzymujemy 3% — 3%6 + 7 . 354 = 354,
Po lewej stronie wytgczamy przed nawias 3%, otrzymujgce 3% (3 — 32+ 7) = 3%4.

ROwNoSE ta jest prawdziwa, poniewaz 3 — 32+ 7= 1.

Wykaz, ze w dowolnym ciggu arytmetycznym (a,) zachodzi rownosc

ap_1+ apy1 = 2a; dla dowolnego wskaznika & > 1.

—~—————

Wystarczy skorzystaC ztego, ze a,_1=a, —r OrQz ap,1=ap +7,

i dodac stronami obie réwnosci.

Cigg (a,,) jest okreslony wzorem a,, = 2 — % dian=1 2 3....

Znajdz takq liczbe x, aby cigg trzywyrazowy a,, ay, x byt arytmetyczny.

—~———

Z podanego wzoru wynika, ze ay,= 2 — %:% oraz a;=2 — %=173

Liczy %, 1—73, x tworzqg ciqg arytmetyczny, jezeli %_% =% —%,
_26_3_52 21_31

Sfadx= 7 -9=T4~ 14~ 14"
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Wykaz, ze dla kazdego m ciqg m; 1, i o

jest arytmetyczny.

6 ° 12
Trzeba wykazac, ze dla kazdego m
M m+3 _m+1l_m+9 m+3
6 4 12 6
Pomnd&zmy obie strony tej hipotetycznej rdwnosci przez 12:
# 2m+3)-3m +1)=m +9-2(m + 3).

Nietrudno sprawdzic, ze lewa strona jest rowna prawej, wiec rownosc (2)
jest prawdziwa dla kazdego m. Pozostanie ona prawdziwa po podzieleniu
obu stron przez 12, a po tym przeksztatceniu wrdécimy do postaci (1).

Zatem rownosc (1) jest prawdziwa dla kazdego m.

W rosngcym ciggu geometrycznym aq = 12, ag = 27.

Wyznacz iloraz tego ciggu i oblicz ag.

27 _ 9 3

Poniewaz as = aqq? wiec 27 =12 - g2 skad ¢* = 1o=a Zatem q = 9

lub q = —%. Drugg wartos¢ q trzeba odrzucic, bo cigg z zatozenia ma by<

3 3 2
rosngcy. Poniewaz ag = as - ¢°, wiec ag= 27 - (%)3 =4 2'33 = %.

W ciggu geometrycznym (a;,) W ciggu geometrycznym (a,,)
dane sq: a; =2 oraz ag= 12, dane sq: a1 =3 oraz ay= 24.
Oblicz ay. Oblicz iloraz tego ciggu.
Poniewaz g = 6, wiec Zréwnosci ay = aq ¢* ofrzymujemy
ag=0a9-q*=12-36 = 432. 24 = 3q?, skqd q = 2.
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Liczby | dziatania

Liczby «x, y, 19 w podanej kolejnosci tworzq cigg arytmetyczny,

przy czym x +y = 8. Oblicz x i y.

—~————

Do warunku x +y = 8 dotgczymy warunek y —x = 19 —y, ofrzymujgc uktad

dwdch réwnan z dwiema niewiadomymi:

x+y=8
2y —x =19

Doddajgc stronami, ofrzymamy 3y = 27, skgd y = 9. W konsekwencji x = —1.

Na trzech pdtkach ustawiono 76 ptyt kompaktowych. Okazato sie,
ze liczby ptyt na potkach gornej, sSrodkowej i dolnej tworzg cigg geometryczny.
Na Srodkowsej potce stojg 24 ptyty. Oblicz, ile ptyt stoi na pdtce gdrnej,

aile na dolne;j.

—~————

Skoro drugi wyraz ciggu geometrycznego jest rowny 24, to trzeci wyraz

jest rowny 24 - g, a pierwszy 2q—4 lloraz g obliczymy z warunku, ze suma ptyt

na potce goérnej i na dolnej jest rdwna 76 — 24, czyli 52.

Zapisujgc to symbolicznie, otrzymujemy rownanie 2q_4 + 24 . g =52,

Mnozymy obie strony rwnania przez g, przenosimy wyrazy na jedng strone

i porzgdkujemy, otrzymujgc 24q9% - 52q + 24 = 0. Dzielimy obie strony rdwnania
2

przez 4 i znajdujemy pierwiastki: g = % lub g = 3

Na gdérnej potce stoi wiec 16 ptyt, a na dolnej 36, lub odwrotnie.
Zadanie mozna tez rozwiqzac inaczej, przyjmujgc za niewiadome

liczby ptyt na pdtce gdneji doinej i uktadajgc dwa rownania.

Ten sposdb jest bardziej zmudny.
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Oblicz pierwszy wyraz ciggu

geometrycznego (a,,),

wkitorym ag =11 ayg=

w(bdo

—~———

Zacznijmy od obliczenia

. \ a
lorazu ciggu: ¢ = a—; = %

Poniewaz a3 = a; - ¢, wiec

1=a;(2) skad a; = 3.

Cigg (ap) jest arytmetyczny,
az=1, a11=9.

a) Oblicz pierwszy wyraz

i roznice ciggu (apy).

b) Sprawdz czy cigg

ay, ag, a1 jest geometryczny.
c) Wyznacz takie n, aby
suma poczgtkowych wyrazéw
ciggu (ay) miata wartos¢

najmniejszq.

—~————

Ciag 1, x, y — 1 jest arytmetyczny,
natomiast cigg x, y, 12 jest

geometryczny. Oblicz x oraz y.

—~————

Z pierwszego zatozenia wynika, ze

x—1=y-1-x, azdrugiego,
y _12
x oy
Pierwsze z nich przeksztatémy

ze . Mamy wiec dwa rownania.
do postaci y = 2x, a drugie do postaci

y?% = 12x. Uktad réwnan

y= 2
y2=12x

mozna rozwiqzac nawet w pamieci.
Dzielgc stronami drugie rownanie przez
pierwsze (a mozna to zrobi¢, poniewaz
x iy —jako wyrazy ciggu
geometrycznego — nie mogqg by¢

zerami), ofrzymamy y = 6, skqd x = 3.

a) Korzystajgc z rdwnosci aq; —ay = (11 = 7) - r, orzymamy 8 = 4r, skqd r = 2.

Wartos¢ te podstawimy do réwnosci ay = @ + 6r, ofrzymujgc 1 =aq + 12,

Sde aq = -11.

b) Poniewaz ag=aq +r, wiec ag=1+ 2 =3. Ciqg 1, 3, 9 jest geometryczny,

iloraz jest rdbwny 3.

c) Wyrazy ciggu od pierwszego do szdstego sq ujemne, a pozostate sq dodatnie.

Suma wyrazéw bedzie najmniegjsza, jezeli wszystkie bedq ujemne. Zatem n = 6.
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Liczby | dziatania

Drugi wyraz ciggu geometrycznego Oblicz réznice ciagu
jest rowny g a trzeci ? Oblicz arytmetycznego
pierwszy wyraz tego ciggu. okreslonego wzorem

o =l dy e
Przyjmijmy fradycyjne oznaczenia —

i obliczmy iloraz ciggu: Wybierzmy dwa kolejne
=3 ) )
q=%=z=_§_l=_i=_\j§ wyrazy ciggu, Np. aq i as.
2 g 2 3 \3 Poniewaz ag=-2-2+1=-3,

a;=-2+1=-1,

wiec ag —ay =-3 - (-1) =-2.

| taka jest rdznica ciggu.

[\
&
N =

Zadanie mozna rozwiqzac inaczej,

bez obliczania ilorazu. Liczby 64 i 4 sq odpowiednio
W tym celu wystarczy skorzystac pierwszym i frzecim wyrazem

. a a:
Z proporcji a—? = a—;- ciggu geometrycznego.

Oblicz pigty wyraz tego ciggu.

—~————

Oznaczmy wyrazy ciggu
Wykaz, ze (%)*5. AR geometrycznego standardowo

przez a,, ailoraz przez q.

— Poniewaz ag =a; - q*

Poniewaz 2 ian 3395
oradz as =ag - g, wigcC @~ as
AR N B 2) Podstawiajqc liczb
(y) (E)ﬁ SF 5 ' )9 y
. Yy dane w zadaniu,
wiec ; 5 < 4 G5
otrzymujemy rownoscé A= 4
-5 (V)b SACIN G AN Y10 1
(%) : (E) = (g) : (y) = (j) . skad a5 = -
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Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba 372 — 2m+2 4 37 — 2n

jest wielokrotnosciq liczby 10.

—~———

3n+2_2n+2+3n_2n=3n+2+3n_2n+2_2n=3n(32+ 1)_2n(22+1)=
=3"-10-2".5=3"-10-2""1.2.5=10-(3"- 2",
N~

10

przy czym liczba 3" — 2" jest catkowita (jako réznica liczb catkowitych).

Oblicz: Cigg jest okreSlony wzorem
: 3 2=
o V(=8)7 - 167, an= (=17 “5" dla n 2 L. Oblicz as,

b) (3 =v2)?2 + 4 (2 —V2).

— e, = 1P s =2 =

‘ 3 52 25°

a) V(=87 161 =

L @yi =_% i
Cigg 9, x, 19 jest arytmetyczny,

b) (3 -V2)?+4(2-12)= aciqg x, 42, y, z jest geometryczny.

=9-6V2 +2+8-442 = Oblicz x, y oraz z.

- 19-10%. . sl
Przyjmijmy tradycyjne oznaczenia.

Przeksztaté @' Wy*qczchc Poniewaz 19 -9 = 27', Wl@C r = 5,

— Zatem y =42 -3 =126

V32 = V2. 16 = 4v2. oraz z = 126 - 3 = 378.
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2. Procenty

Procent, pojecie w gruncie rzeczy nieskomplikowane,

ciggle sprawia kiopoty i rodzi nieporozumienia.

Niedawno w wiadomosciach radiowych podano,

ze pewna wielkos¢ wzrosta o 150%, czyli jest péttora raza
wieksza®. Na pytanie, o ile procent muszq wzrosngé akcje
gietdowe po spadku o 50%, aby powrocié do poprzedniej ceny,
wiele 0so0b odpowiada bez wahania, ze o 50%. Ten rozdziat
Jest po to, aby zapobiegac takim (i innym) bledom.

Bedzie ich mniej, jezeli w standardowych obliczeniach
procentowych postuzymy sie prostymi, zdroworozsqdkowymi
sposobami. Reguty, proporcje i rownania z iksem sq nie tylko

niepotrzebne, ale wrecz komplikujq rachunki.

3 Prawidtowo: jest dwa i pét raza wieksza. * Odpowiedz prawidlowa: 100%



Pocwiczmy obliczanie w pamieci

X
100
liczby, méwimy: x% tej liczby. Obliczenie procentu liczby, czyli znalezienie odpowied-

Jak wiemy, procent odnosi sie zawsze do pewnej liczby. Zamiast méwic: danej
niego jej utamka, oznacza pomnozenie liczby przez ten utamek. Tak wlasnie obliczamy
procenty, jezeli postugujemy sie kalkulatorem. Obliczajac 23%, mnozymy przez 23

100°
czyli przez 0,23, a obliczajac 146%, mnozymy przez =0 czyli przez 1,46.

100’
W dzisiejszych czasach stosowanie kalkulatora jest powszechne. I bardzo dobrze,
wykonuje on za nas Zzmudng prace i pozwala szybko wykonaé skomplikowane obli-
czenia. Jednak w prostych przypadkach warto obliczaé¢ w pamieci, i to nie tylko dla-
tego, ze dojscie do wyniku zajmie nam mniej czasu, niz wpisanie odpowiednich
danych do kalkulatora. Operujac procentami w pamieci, lepiej je poznajemy. Latwiej
zdajemy sobie sprawe z ich znaczenia i wzajemnych relacji. Uczymy sie tez szacowad,

co jest umiejetnosciag przydatng na co dzien.

Nie zawsze potrzebujemy znaé doktadne wartosci procentow;
czesto wystarcza znalezienie odpowiedzi na pytanie,

ile to jest mniej wiecej.

,Okragle” procenty liczb mozna obliczaé, startujgc z 10%, czy 50%. Na przyklad
15% to 10% i jeszcze polowa tego, 45% to 3 razy wiecej niz 15%, 75% to potowa liczby

i jeszcze polowa z tej potowy, a 150% liczby to ona sama plus jej potowa.

Zauwazmy, ze 1 czy 10 procent liczby znajdujemy wszyscy jednakowo, ustawiajac
odpowiednio przecinek dziesietny. Oliczajgc 20% liczby, mozna skorzystac z tego, ze
jest to dwa razy wigceej niz jej 10%, lub mozna podzielié¢ liczbe przez 5. Obliczajgc

95% liczby, odejmiemy od liczby jej 5%.
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Procenty

1. Oblicz: 10% liczby 23,08, 25% liczby 280, 40% liczby 60,

250% liczby 70, 5% liczby 90, 20% liczby 55. 'L6Z
‘0033 'S°0T 'S‘8¢

'GY /GG ‘BT '6E°0

2. Oblicz nastepujgce procenty liczby 140: -
10%, 40%, 45%, 110%, 90%, 150%, 300%. ‘L P
'9°0 'T°0 '3°0 '30°0

¢

3. Oblicz nastepujgce procenty liczby 2: I
1%, 10%, 5%, 30%, 200%, 350%. '$GT /€9 196 F1
iz

‘TT S 'GLT

4. Oblicz: 1% 232, 6% 2200, 5% 250, 75% z60, i et
110% 235, 150%z7, 220% z 1000, 99% z 300. gl

Zwiazki miedzy procentami pozwalajg obliczy¢ dany procent liczby, jezeli znany jest
inny jej procent. Na przyktad jesli 15% liczby wynosi 21, to 5% tej liczby wynosi

trzy razy mniej, czyli 7, a 45% wynosi trzy razy wiecej, czyli 63.

W szczego6lnosci mozna znalezé liczbe, znajgc pewien jej procent. Na przyklad jesli

250% liczby wynosi 60, to jej 50% wynosi 12, wiec liczba jest rowna 24.

1. 30% pewne;liczby wynosi 50. Oblicz 45% i 120% tej liczby.

09T (P "GeT (©

2. 7nqjdz liczbe, ktdre;j: ‘07 (3709 (©
T
a) 30% wynosi 18, b) 15% wynosi 36, —

c) 80% wynosi 100, d) 125% wynosi 200. L
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1. Towar staniat o 50% i kosztuje 249 zt. lle kosztowat przed obnizkg?

2. Towar podrozat o 50% i kosztuje 390 zt. 120922

lle kosztowat przed podwyzkg? 12 86¥ °L

lle razy? O ile procent?

Zastanowimy sie nad zwigzkiem miedzy kilkakrotnym zwiekszaniem lub zmniejszaniem
liczby a jej zmiang procentowg. Skorzystamy z réwnosci: a = 100%a, 2a = 200%a,
3a = 300%a itd. Jezeli liczbe 2 razy zwiekszymy, to otrzymamy 200% liczby poczgtko-
wej. Zatem wzrost wynosi 100%. Jezeli liczbe 3 razy zwiekszymy, to otrzymamy jej 300%,
czyli liczba wzrasta o 200%. Przy zwigkszeniu liczby 4 razy, wzrost wynosi 300%. I tak

dalej. Zapisujgc to symbolicznie, mamy: 2a¢ =a + a, 3a =a + 2a, 4a =a + 3a itd.

Jezeli pewna liczba wzrosla péttora raza, to wzrosta o swojg potowe, co wynika z réw-
nosci I%a =a+ %a. Wzrost wyniost wige 50%, a nie 150% (jak w informacji cytowa-
nej na wstepie do rozdzialu).

Popelniony btad wynika z btednej interpretacji pojecia ,,zwickszy¢ iles razy”. Nicktorzy
odczytujg je tak, jakby chodzilo o zwigkszenie o iles, myslac, ze zwickszenie a péttora raza
to a + %a. Tymczasem a + I%a = 2%(1, co oznacza zwiekszenie liczby @ dwa i pé6t raza.
Analogicznie ze zmniejszaniem. Jezeli liczbe zmniejszymy 2 razy, to zostanie jej 50%,
czyli zmniejszy sie ona o 50%; jezeli liczbe zmniejszymy 4 razy, to zostanie jej 25%,
czyli liczba zmaleje o 75%; natomiast przy zmniejszeniu 3 razy zostanie 33%% liczby,

czyli zmaleje ona o 66%%.
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Procenty

1. Pani lksinska szuka takiej pracy, w ktdrej bedzie zarabiac dwa i pdt raza wiecej

niz obecnie. llu procent podwyzki pensji pragnie pani Iksinska?

2. Duza kserokopiarka kopiuje piec razy wiecej stron na minute niz mata

kserokopiarka. O ile procent duza kopiarka jest wydajniejsza od matej?
3. Jakim procentem danej liczby jest liczba: a) 10 razy mniejsza, b) 10 razy wieksza?

4. O ile procent liczba 1%(1 jest wieksza od liczby a?
'%09 O 'S %S5 O 'V

‘%000T (9 “%0T (© ¢

5. O ile procent liczba %a jest mniejsza od liczby a? "%00¥ O T "%0ST "L

Jak omijac putapki?

Wréémy do pytania postawionego we wstepie do rodziatu:
O ile procent muszg wzrosngé akcje gieldowe po spadku o 50%,

aby powréci¢ do poprzedniej ceny?

Szukajgc poprawnej odpowiedzi, trzeba procenty odniesé do odpowiednich wielkosci.
Zgodnie z przyjeta konwencjg, spadek akcji odnosi sie do ceny poczatkowej, natomiast

wzrost do ceny juz po spadku.

Jezeli cena spadia o 50%, to jest dwa razy mniejsza,
wige aby wroci¢ do wartosci poczgtkowej, musi dwa razy wzrosngé,

a to oznacza wzrost o 100%.
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Postawmy teraz podobne pytanie:

Cena akcji spadta 0 60%. O ile procent musi wzrosnggé,

aby wrocié do ceny poczgtkowe;j?
Dobrym sposobem rozwigzania zadania jest graficzne przedstawienie opisanej w nim
sytuacji. Spadek ceny o 60% oznacza, ze cena po spadku stanowi 40% ceny poczgtko-

wej:

poczagtkowa cena akcji

cena po spadku
(40% ceny
poczgtkowej)

Jak widaé, cena poczatkowa =
= cena po spadku + (cena po spadku + potowa ceny po spadku) =

= cena po spadku + 150% ceny po spadku.

Putapka, w ktérg wpada wiele oséb, jest takze pytanie w rodzaju:
Sekretarka zarabia o 80% mniej od dyrektora.

O ile procent wiecej od sekretarki zarabia dyrektor?

Weale nie 0 80%! A to dlatego, ze podane 80% dotyczy za-
robkéw dyrektora, a procent, o ktéry pytamy, ma byé Zgqu ka
wziety z zarobkéw sekretarki.

Ston wazy tone

Skoro sekretarka zarabia o 80% mniej, to zarabia 20% i 75% tego,
tego, co dyrektor, wiec zarobki dyrektora sg pi¢é razy COo wazy.
wicksze. Zatem zarobki dyrektora stanowig 500% zarob- lle wazy ston?

kow sekretarki, czyli dyrektor zarabia o 400% wiecej.
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Procenty

1. Oile procent muszg wzrosng¢ akcje gietdowe po spadku o 90%,

aby powréci¢ do poprzedniej ceny?

2. lksinski zarabia tylko 25% tego, co mu obiecywano.
O ile procent wiecej miat zarabiac Iksirski?

Wskazowka: najpierw odpowiedz na pytanie, ile razy wigcej miat zarabiac.

‘%00€ O "¢ %006 O °l

Na zakonczenie zapytajmy podchwytliwie, ktéra liczba jest wieksza: 13% z 94
czy 94% z 13?
13 94

Dlaczego podchwytliwie? Bo pierwsza liczba to 100 ° 94, a druga to 100 ° 13, wiec

liczby te sg réwne, co jest konsekwencjg przemiennosci mnozenia.

Proste obliczenia z kalkulatorem

W tej czedci rozdzialu rachunki bedg bardziej zmudne, wigc postuzymy sie kalkula-

torem.

Zacznijmy od zadania przygotowawczego:

13% pewnej liczby to 182. Ile wynosi 17% tej liczby?

Zadanie to rozwigzemy doktadnie tak, jak w szkole podstawowej rozwigzywali§my
zadanie typu:

Za 13 biletéw zaplacono 182 zi. Ile trzeba by zaptacié¢ za 17 takich biletow?
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KOREPETYCJE MATURZYSTY

Obliczalismy cene jednego biletu, a nastepnie mnozyliémy jg przez 17.

Przechodzgc do procentéw, obliczymy najpierw wielkosé jednego procentu liczby,
a potem pomnozymy jg przez 17:

1% liczby to 182 : 13, czyli 14, skad 17% liczby to 14 - 17, czyli 238.

W taki sposéb, znajac dowolny procent liczby, mozna znalezé samg liczbe: wystarczy
obliczy¢ 1% liczby, a potem pomnozy¢ przez 100. Na przyklad jezeli 18% liczby wy-
nosi 37,5, to wykonujemy dziatania 37,5 : 18 - 100, czyli dzielimy przez 18 i przesu-

wamy przecinek dziesietny o dwa miejsca w prawo.

Odnotujmy, ze jest to ré6wnowazne dziataniu 37,5 : 0,18, poniewaz a : 18 - 100 =
100 18

_ 1 _ 100 _ 18 apivia s .
=a-7g 100 =a 18 =2 700" Niektorzy wlasnie tak obliczajg.

- _ , 2 00 2 ¥

1. Znqjdz liczbe, ktérej 31% wynosi 80,6. e
"2 LY0% 2

2. Pawet i Gawet majq udziaty w pewnej spodtce, ktéra 09271

witasnie osiggneta pewien zysk. Pawet dostanie 27% zysku,

czyli 5751 zt. Gawtowi przypadnie 19% zysku. lle pieniedzy dostanie Gawet?

3. Po obnizce o 32% atlas geograficzny staniat o 12,48 zt.

Oblicz, ile kosztowat aflas przed obnizkg.
4. Inwestor spodziewat sie 32% zysku z zainwestowanej kwoty.

Okazato sig jednak, ze osiggngt 28% zysku, zarabiajgc w ten sposdb o 900 zt

mniej niz oczekiwat. Jakg kwote zainwestowat?
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Procenty

Jak rozwigzaé zadania:
Komputer staniat o 9% i kosztuje 1911 zl. Ile kosztowal ten komputer

przed obnizka ceny?

Pikutkowo Matle liczy teraz o 4% wigcej mieszkancéw niz dwa lata temu.
Ile 0os6b mieszkalo w Pikutkowie Matym dwa lata temu, jezeli obecnie

mieszkajg tam 572 osoby?
W pierwszym zadaniu wystarczy zauwazy¢, ze skoro komputer staniat o0 9%, to zostato
91% ceny. Zatem 91% to 1911 zt, 1% to (1911:91) zt, a 100%, czyli poprzednia cena

komputera, to 100 razy wiecej.

W drugim zadaniu skorzystamy z tego, ze obecna liczba mieszkancéow Pikutowa (572)

to 104% liczby mieszkancéw sprzed dwach lat.

12 0062 '€
1. Po doliczeniu 23% VAT-u telewizor kosztuje 1476 zt. 2o
Oblicz, jaka byta cena telewizora bez podatku VAT, 12 0031 "L

2. Ksigzka, do ceny ktoérej doliczono 5% VAT-u, kosztuje 48,30 zt.
Jaka byta cena ksigzki bez VAT-u?

3. lksinskiemu potrgcono z pensji 30% i wyptacono 2030 zt. lle wynosita pensja

lksinskiego bez potrgcen?

A jak rozwigzaé zadanie:

Kurtka kosztuje 350 zl. Ile zaplaci za nig klient, ktéry dostanie 18% rabatu?
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Mozna obliczy¢ 18% z 350 zt i orzymang kwote odjaé od ceny kurtki. Wtedy bedg dwa

dziatlania: mnozenie i odejmowanie. Mozna takze zauwazyé, ze po rabacie kurtka be-
dzie kosztowaé 82% poczatkowej ceny i obliczyé 82% liczby 350. Wtedy bedzie tylko

jedno dziatanie; ten sposéb jest wiec bardziej racjonalny.

Zamieniamy utamek na procent

Jaki procent liczb naturalnych od 1 do 20 stanowig liczby parzyste?

Latwo sie przekonad, ze liczb parzystych w tym zakresie jest tyle samo co nieparzy-

stych, wiec stanowig one potowe, czyli 50% (liczb naturalnych od 1 do 20).
Jaki procent liczb naturalnych od 1 do 19 stanowig liczby parzyste?

Od razu mozemy powiedzieé, ze jest to ok. 50%, ale dokladniejsza odpowiedz nie jest

juz natychmiastowa; trzeba obliczyé¢.

1
Jedna liczba naturalna stanowi 19 wszystkich z podanego zakresu; liczb parzystych
jest 9, wigc stanowig one ulamek 79. Zamieniajgc ten utamek na procent, czyli na

D _0,473...= 0,47 = 47%.

utamek o mianowniku 100, otrzymujemy: 19 =

Pytanie ,ile procent” oznacza ,ile setnych”. Na przyktad:

- 37 _ _ 137 —
0,37 = 100 = 37%, 1,37= 100 = 137%, 0,02 =2%,
0,002 to 10 razy mniej niz 0,02, wigc 0,002 = 0,2%,

0,372 = 37,2%, 0,3724 = 37,24% itp.

Przypomnijmy, ze dziesigtg cz¢$¢ procenta nazywamy promilem i oznaczamy

symbolem %o. Zatem 0,2% = 2%o.
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Promile zwykle kojarza nam sie z badaniem zawartosci alkoholu we krwi cztowieka:
Ile mniej wiecej alkoholu znajduje sie we krwi cztowieka, jezeli badanie

alkoholomierzem wykazato 2%o.?
Przyjmujgc, ze czlowiek ma 5 litréw krwi, oliczamy: 0,002 - 51=0,011= 10 ml.

Rozwigzmy zadanie nieco podchwytliwe:
100 ha ziemi dzielimy na dwie dzialki, z ktérych jedna ma powierzchnie
0 10 ha wieksza niz druga. O ile procent dziatka wieksza

bedzie wieksza od mniejszej?

Wecale nie o 10%! Wprawdzie 10 ha stanowi rzeczywiscie 10% ze 100 ha, ale nie
o taki procent chodzi w zadaniu. Procent, o ktéry pytamy, ma by¢ procentem dziatki

mniejszej.

Nietrudno sptrawdzié¢, ze mniejsza dzialtka ma powierzchnie 45 ha. Trzeba wiec 10
wyrazié jako procent 45. Otrzymamy:

10 N _
15=0,222.. % 0, 22 = 22%.

Kolgjne zadanie nie jest skomplikowane:

Liczba a jest rowna 47% liczby b. Jakim procentem liczby & jest liczba a?

47
100

mujemy: 100 = 2,13 = 213%.

b, wicc b = MOL. Przedstawiajgc 100 w postaci procentu, otrzy-

Poniewaz a = 47 47

W analogiczny sposob mozna rozwigzaé zadanie z akcjami (ze wstepu do rozdziatu),
ktére — po obnizce o 50% — majg wrdéci¢ do ceny wyjsciowej. Oznaczajac przez p
cene poczgtkowg akeji, a przez k ich cene konicowa, otrzymamy: &k = 50%p = % p,
skad p = 2k = 200%£k, co oznacza podwyzke o 100%.
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Duzo czy mato?

Iksinski dostat podwyzke. Od przysztego miesigca bedzie zarabial o 150 zt wiecej.
Czy to jest duza podwyzka? Na to pytanie r6zni ludzie moga réznie odpowiadad,

bo nie jest ono sprecyzowane. Dla niektérych 150 zt to duza kwota, dla innych nie.

Jak wiemy, w takich przypadkach postugujemy si¢ odniesieniem kwoty podwyzki
do poprzednich zarobkéw Iksiriskiego. Im wiecej by zarabial, tym podwyzka bytaby
wzglednie mniejsza. Najczesciej okreslamy podwyzke w procentach (liczonych od

poprzednich zarobkéw).

Dwoéch uczniéw mierzylo dwie odleglosci, przy czym jeden mierzyt
odlegtosé kilkumetrowg, a drugi kilkucentymetrows.

Po sprawdzeniu pomiaréw okazalo sie, ze kazdy z nich

pomylil sie 0 2 em. Czy popelnili takg samg pomyltke,

czy tez ktory$ pomylit sie bardziej?

Przy mierzeniu odleglosci rzedu kilku metréw pomylka o 2 cm nie jest znaczaca,

natomiast w przypadku odlegtosci kilkucentymetrowej jest ona istotna.

Wazne jest wiec, jaka cze$¢ mierzonej wielkosci stanowi btgd pomiaru.

Jest to tzw. btad wzgledny. Zwykle wyrazamy go w procentach. Na przyktad wazgc
przedmiot z doktadnoscig do 1 g, co najwyzej o tyle si¢ mylimy. Jezeli wynik wazenia
jest rowny 137 g, to blgd wzgledny wynosi % , czyli w przyblizeniu 0,007, co sta-
nowi 0,7% (liczby 137).

Wyciggajgc wnioski z danego pomiaru, trzeba braé pod uwage btad, ktéry mogt zos-

taé popelniony.
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1. Na lekgiji fizyki uczniowie zmierzyli dtugose sruby,
ofrzymujgc wynik 3,5 cm. Pomiar byt wykonany
z doktadnosciqg do 1 mm. Jaki jest procentowy btgd

tfego pomiaru? Wskazéwka: uwazaj na jednostkil

2. Mierzono czas z doktadnoscig do 1 sekundy. %1800 (9

"%%'% MO (0
Jaki co najwyzej mogt by¢ wzgledny btgd pomiaru, 2
jezeli ofrzymano wynik: @) 45s, b) 2 min 3 s? '%98°C MO 'L

Procent procentu

60% os6b w pewnej grupie to osoby z wyzszym wyksztalceniem,
z ktorych 10% to absolwenci studiow ekonomicznych. Jaki procent grupy
stanowig osoby po studiach ekonomicznych?

Opowiedz jest natychmiastowa: jest to 10% z 60%, czyli 6%.

Nastepne zadanie jest podobne, ale rachunki sg bardziej zmudne:
W wyborach wzieto udziat 43% oséb uprawnionych do glosowania,
z czego na kandydata X glosowalo 16%. Jaki procent uprawnionych
do glosowania popart kandydata X?

Obliczamy: 0,43 - 0,16 = 0,0688 = 0,07 = 7%.

Teraz bedziemy badaé, o ile procent zmieni si¢ cena towaru po dwéch kolejnych zmia-
nach procentowych. Na przyklad:
O ile procent zmieni si¢ cena towaru, ktéry najpierw stanieje o 10%,

a potem podrozeje o 10%?
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Na ogét kazdy od razu dostrzega, ze cena zmieni sie, bo owe 10% jest brane z réznych

wielko$ci: pierwsze 10% dotyczy ceny poczgtkowej, a drugie 10% dotyczy ceny po spadku.

Obnizka jest wiec wieksza niz podwyzka i w kosekwencji cena spadnie. O ile procent?

Zobaczmy, ile procent ceny wyjsciowej otrzymamy. Najpierw zostanie 90%, a potem
z tej wartoSci bierzemy 110%. W rezultacie otrzymamy 0,9 - 1,1 ceny. Przechodzac do
11 99

utamkoéw zwyktych, wynik znajdziemy w pamieci: % 10 = 100 = 99%. Zatem cena

spadnie o 1%.

Kolejno$é mnozenia nie gra roli, ten sam wynik otrzymamy,

przestawiajgc obnizke z podwyzkg. Warto zdawaé sobie z tego sprawe.

W kolejnym zadaniu postuzymy si¢ kalkulatorem. Zgggd ka

Odkurzacz najpierw podrozat o 20%,

a potem staniat o 15%. W rezultacie tych Wrébel siedzgcy
zmian cena odkurzacza wyniosta 459 zl. na stupie
Jaka byla pierwotna cena odkurzacza? telegraficznym:

- Przed chwilg byto nas

Rozwigzmy zadanie dwuetapowo, cofajac si¢ z ce- tu wiecej. Najpierw
nami. Najpierw znajdziemy cene Srodkowa, tzn, cene odleciato 50% wrdbli,
miedzy powyzka i obnizkg. Po obnizce 0 15% zostaje potem takze 50%
85% ceny srodkowej i to jest rowne 459 z1. Stad obli- i zostatem tylko ja.
czamy cene srodkowg: 459 :85 . 100 = 540. Cena lle nas byto?

srodkowa powstata z ceny wyjsciowej po podwyzce
0 20%, jest wigc rowna 120% ceny wyjsciowej. Stgd
obliczymy cene wyjsciowa: 540 : 120 - 100 = 450.

Kto woli, moze najpierw obliczy¢ procent ceny, jaki zostanie po obu operacjach, mnozgc

1,2 - 0,85, i skorzystac z tego, ze odpowiada on kwocie 459 zt.
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Postawmy teraz nieco inny problem:
Pewien towar najpierw stanial o 20%, a nastepnie podrozal tak, ze cena
wrocila do wyjsciowej. O ile procent podrozal towar

za drugim razem?

Po obnizce zostato 0,8 ceny wyjsciowej. Jaki ulamek (niewtasciwy) tej kwoty trzeba

wziacé, aby powrdcié¢ do ceny wyjsciowej?

Szukamy takiego utamka x, ze 0,8 - x = 1. Przechodzac do utamkéw zwyktych, otrzy-

1?0, a 1—5? to li. Cena po podwyzce musi by¢ zatem réwna

1% ceny po obnizce, co oznacza podwyzke o 25%.

1. Po dwdch kolejnych obnizkach, za kazdym razem o 15%,

mamy%m:l, skad x =

cena dywanu wyniosta 578 zt. Jaka byta cena dywanu

przed obnizkami?

2. Telewizor najpierw staniat o 10%, a potem podrozat o 4% 20922 2

i kosztuje 2106 zt. lle kosztowat przed tymi zmianami? 12 008 'L

Na koniec zadanie geometryczne:
O ile procent wzroénie pole kwadratu, jezeli kazdy jego bok

zwickszymy o 10%?

Jezeli bok wyj$ciowego kwadratu miat dtugosé a, to po zwiekszeniu o 10% bedzie miat
dltugoséé 1,1a. Pole wigkszego kwadrtu bedzie wice rowne (1,1a)’, czyli 1,21a?, podczas

gdy pole mniejszego kwadratu jest réwne a2 Oznacza to wzrost pola o 21%.
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1. Dwa réwnolegte boki prostokgta zwiekszamy o 20%, a pozostate dwa

zmniejszamy o 20%. Okresl w procentach, jak zmieni sie pole prostokata.
2. Kazdy bok kwadratu zmniejszamy o 10%. O ile procent zmaleje pole kwadratu?

3. Kazdq krawedz szesScianu zmniejszamy o 10%. ‘BILE O E
‘%61 O T

O ile procent zmaleje objetos¢ szescianu?
‘%% O afejowyz °|

Lokujemy pienigdze w banku

Zacznijmy od zadania pomocniczego:

Spodnie kosztujg 350 zt. Ile bedg kosztowaé po podwyzce o 18%?

Mozna obliczyé 18% z 350 zt i orzymang kwote dodaé¢ do ceny spodni. Mozna tez za-
uwazyé, ze po podwyzce spodnie bedg kosztowaé 118% poczatkowej ceny, co oznacza po-
mnozenie tej ceny przez 1,18. Ten sposéb jest krotszy, bo jest tylko jedno dziatanie.

Pamietaj o nim, przyda sie przy obliczaniach bankowych!

Jak wiadomo, do lokaty pieni¢znej bank co jakis czas dopisuje odsetki, czyli pewien
umowny procent od kwoty lezacej na lokacie.

Obliczmy, do jakiej kwoty urosnie po dwoch latach 3000 zt ulokowane

w banku, ktéry po kazdym roku dopisuje 4% aktualnej kwoty.

Po pierwszym roku do kwoty 3000 bank dopisuje jej 4%, czyli otrzymujemy 3000 - 1,04.
Po drugim roku do poprzednio otrzymanej kwoty bank dopisuje jej 4%, czyli otrzymu-

jemy 3000 - 1,04 - 1,04.
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Przedltuzajac lokate na kolejne lata, po kazdym z nich dopisujemy jeszcze jeden czyn-

nik. Po trzech latach otrzymamy wiec kwote 3000 - (1,04)%, a po dziesieciu 3000 - (1,04)'°.

Tak by byto, gdyby nie to, ze po kazdym roku odsetki sg pomniejszane o podatek
placony panstwu®. Stanowi on 19% kwoty odsetek i jest potrgcany przez bank, a klient

otrzymuje tylko 81% kwoty odsetek. W zadaniach bedziemy pomijac¢ ten podatek.

Gdyby oprocentowanie lokaty wynosito 4,3%, to kwote mnozylibySmy przez 1,043.
Utamki procentéw wystepuja w bankach czesto, a w obliczeniach pojawiaja sie liczby

majace wiecej niz dwie cyfry po przecinku — zaokraglamy je, aby otrzymac ztote i grosze.

Czynnosé dopisywania odsetek nazywa sie kapitalizacjg, a kwote, ktora jest podstawg
do obliczania odsetek, nazywamy kapitalem. Po kazdej kapitalizacji kapital zwieksza
sie. Oprocentowanie lokaty okreslane jest w stosunku rocznym, ale kapitalizacja nie-
koniecznie musi odbywaé sie po roku. Sg takze lokaty z kapitalizacjg kilkumiesieczna,
odsetki nalicza sie¢ w nich proporcjonalnie do okresu kapitalizacji. Na przyklad jezeli
kapitalizacja jest pélroczna, a oprocentowanie w stosunku rocznym wynosi 4%, to po
szeSciu miesigcach kapital wzrasta o 2%; w przypadku kapitalizacji kwartalnej, tak
samo oprocentowanej, kapital po trzech miesigcach wzrasta o 1%. Jezeli natomiast

kapitalizacja jest miesi¢czna, to po miesigcu kapitat wzrasta o 1—12 z 4%.

Lokate z kapitalizacjg roczng nazywamy kroétko lokatg roczng,
lokate z kapitalizacjg pélroczng nazywamy lokatg pétroczng itp.

Im krétszy okres kapitalizacji, tym lepiej dla wtasciciela lokaty. Dlaczego — przy jed-

nakowym oprocentowaniu rocznym — im krétsza lokata, tym bardziej optacalna?

Stzw. podatek Belki
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KOREPETYCJE MATURZYSTY

PrzesledZzmy to na przykladzie lokat z kapitalizacjg roczng i p6troczng, obu procento-
wanych 4% w stosunku rocznym. Dopisujgc po roku do wlozonej kwoty 4% odsetek na
lokacie rocznej, mozemy dopisac je w dwoch etapach: raz 2% wtozonego kapitatu i drugi
raz 2% wlozonego kapitatu. Na lokacie pétrocznej po pierwszym pélroczu dopisujemy
do wlozonego kapitatu 2%, a po drugim dopisujemy 2% kapitatu potrocznego, ktory
jest wiekszy niz poczgtkowy.

Ile pieniedzy bedzie po roku na lokacie kwartalnej oprocentowanej 4,8%,

jezeli kapital poczatkowy wynosi 6000 z1?

Oprocentowanie kwartalne jest cztery razy mniejsze niz roczne, wiec wynosi 1,2%.
Zatem przy kazdej kapitalizacji kapital mnozymy przez 1,012. Kapitalizacje sa cztery,
wiec otrzymamy 6000 - (1,012)*, co wynosi 6293,23 zl.

. . . z <
1. Kwote 12 000 zt ulokowano na lokacie rocznej b (;?O(‘E;z;
oprocentowanej w wysokosci 4,5%. Oblicz, jaka kwota fa1BnIp U
i v V2 07 OJOM
bedzie na lokacie po roku. f HOr
p}Ag buzool

blopz|pdoy z
810X 0] PN "1
1191889 "€
do 7950 zt. Jak wysoko oprocentowana byta ta lokata? "%9 "2 12 0%S 3T 'L

2. Po roku lezenia na lokacie rocznej kwota 7500 zt wzrosta

3. Klient zatozyt lokate roczng oprocentowang w wysokosci 5%, wptacajgc

do banku 5000 zt. Zlikwidowat jg po pieciu latach. Jakg kwote odebrat?

4. Klient zatozyt dwie lokaty, obie oprocentowane 6% w stosunku rocznym,

wptacajgc na kazdqg z nich po 4000 zt. Na jednej lokacie kapitalizacja byta

rocznd, na drugiej poétroczna. Jakie kwoty byty na kazdej z tych lokat po roku?
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Punkty procentowe

W zeszlym miesigcu partie X popieral 1% obywateli. W tym miesigcu

poparcie wzrosto do 2%. O ile procent wzrosto poparcie dla partii X?

W pierwszym odruchu nasuwa sie odpowiedz: 1%. Czy rzeczywiscie? Zauwazmy, ze
partie poparto w tym miesigcu dwa razy wiecej obywateli, niz w zeszlym, a to oznacza

wzrost jeszcze raz o tyle samo, czyli wzrost o 100%!

Jest tutaj jakis paradoks: wzrost o 1% nie oznacza wzrostu o 1%! Chcac unikngé takiej

sprzeczno$ci, wprowadzono pojecie punktu procentowego.

Okreslajgc wzrost wielkosci procentu, méwimy wtasnie o punktach procentowych.

Powiemy wiec, ze poparcie dla partii X wzrosto o 1 punkt procentowy.

Oprocentowanie lokaty rocznej w banku A wynosi 4%, a w banku B
jest o 1 punkt procentowy wieksze. O ile procent odsetki roczne od kwoty
ulokowanej w banku A sg mniejsze od odsetek rocznych od takiej samej kwoty

ulokowanej w banku B?

SprawdZmy, jaka bedzie réznica miedzy odsetkami od kwoty 1000 zt w banku A i banku B.
Te pierwsze wyniosa 40 zl, a te drugie 50 zt. Réznica wynosi wiec 10 zl, co stanowi %
odsetek w banku B. Zatem odsetki w banku A sg mniejsze od odsetek w banku B o 20%.

Tak jest dla dowolnej kwoty, byleby byta taka sama w obu bankach. Odsetki w banku
A wynoszg 4% ulokowanej kwoty, odsetki w banku B wynoszg 5% kwoty, réznica mig-
dzy nimi jest réwna 1% kwoty, wiec jest 5 razy mniejsza niz odsetki w banku B.
Mowigc krotko, réznica 5 —4 stanowi 20% liczby 5. Rozstrzygajac, o ile procent odsetki
w banku B sg wicksze od odsetek w banku A, trzeba odpowiedzieé¢ na pytanie, jakim

procentem liczby 4 jest roznica 5 — 4.
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1. O ile procent zmalato poparcie dia partii Y, jezeli wynosito 1%

i zmalato o 0,5 punktu procentowego?

2. Podatek wynoszgcy dotqd 20% zwigekszono o 1 punkt procentowy.

O ile procent wzrést ten podatek?

‘%S 0 120 * 08 0 1501z "2 %08 O 'L
T

Przeglad zadan maturalnych

Koncern paliwowy podnosit dwukrotnie w jednym tygodniu cene benzyny,
pierwszy raz o 10%, a drugi raz o 5%. Po obu tych podwyzkach jeden litr
benzyny, wyprodukowanej przez ten koncern, kosztuje 4,62 zt.

Oblicz cene jednego litra benzyny przed omawianymi podwyzkami.

—~————

Podwyzka ceny o 10% oznacza pomnozenie tej ceny przez 1,1, a podwyzka

0 5% to pomnozenie przez 1,05. Najpierw wiec pomnozono cene przez 1,1,

a potem ofrzymang kwote pomnozono jeszcze przez 1,05.

W rezultacie cena poczgtkowa zostata pomnozona przez 1,1 - 1,05,

czyli przez 1,155. W ten sposéb osiggneta kwote 4,62 zt. Aby wiec wrécic

do ceny poczqgtkowej, trzeba podzieli¢ 4,62 przez 1,155.

Jezeli kto§ woli, to moze postuzy¢ sie rtwnaniem x - 1,1 - 1,05 = 4,62,

w ktérym x oznacza poczqtkowq cene litra benzyny. Tak czy inaczej, litr benzyny

kosztowat przed podwyzkami 4 zt.
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Rodzenstwo w wieku 8 i 10 lat ofrzymato razem w spadku 84 100 zt. Kwote te
ztozono w banku, ktéry stosuje kapitalizacje roczng przy rocznej stopie
procentowej 5%. Kazde z dzieci otrzyma swojq czes¢ spadku z chwilg
osiggniecia wieku 21 lat. Zyczeniem spadkodawcy byto takie podzielenie kwoty
spadku, aby w przysztosci obie wyptacone czesci spadku zaokrgglone do 1 zt

byty rdwne. Jak nalezy podzieli¢ kwote 84 100 zt miedzy rodzeristwo?

—~———

Oznaczmy przez x kwote, ktdrg otrzymna mtodsze dziecko. Wtedy starszemu
dziecku przypadnie kwota 84 100 — x. Po kazdym roku bank mnozy kazdg z tych
kwot przez 1,05. Kwota przydzielona mtodszemu dziecku bedzie lezata w banku
przez 13 lat (bo 21 — 8 = 13), wiec na koniec wyniesie x - (1,05)'3.

Natomiast kwota przydzielona starszemu dziecku bedzie lezata w banku przez
11 lat (bo 21 — 10 = 11), wiec na koniec wyniesie (84 100 — x) - (1,05)".
Kori\cowe kwoty majqg by¢ réwne, skgd x - (1,05)'® = (84 100 — x) - (1,05)'",
Dzielgc obie strony réwnania przez (1,05)*, otrzymamy:

x-(1,05)* =84 100 —x, 2,1025x =84 100, x =40 000.

Mtodsze dziecko dostanie wiec 40 000 zt, a starsze 44 100 zt.

Spodnie po obnizce ceny o 30% kosztujq 126 zt. lle kosztowaty spodnie

przed obnizkg?

—~————

Po obnizce o 30% zostato 70% ceny, co jest rowne 126 zt. Zatem 1% ceny

jest rowny 126 : 70 (zH), a cena jest od tfego 100 razy wieksza.

Rozwigzemy zadanie nieco proscigj, jezeli zuwazymy, ze liczba 126 jest podzielna
przez 7, a wynik fego dzielenia, czyli 18, to 10% ceny poczqgtkowsj. Poniewaz cena

poczgtkowa jest 10 razy wieksza, wiec przed obnizkg spodnie kosztowaty 180 zt.
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6% liczby x jest rowne 9.

lle wynosi x7?

—~——————

Z podanych liczbb wynika,

ze 2% liczby x jest rdbwne 3.
Liczba x, jako swoje 100%, jest
50 razy wieksza od swoich 2%,
czyli x =3 - 50 = 150.

Pierwsza rata, ktéra stanowi
9% ceny roweru, jest rbwna

189 zt. lle kosztuje rower?

—~—————

Skoro 9% ceny roweru

to 189 zt, to 1% tej ceny to

189 :9 (@), czyli 21 zt.

Rower kosztuje 100 razy wiecej,

czyli 2100 zt.

Cene nart obnizono o 20%,
a po miesigcu howqg cene obnizono
o dalsze 30%. O ile procent staniaty

narty w wyniku obu podwyzek?

—~———

Postuzmy sie utamkami zwyktymi.
Po pierwszej obnizce zostato % ceny,
a po drugiej % nowej ceny,

4 7 . ,

czyli 5 10 cenY pierwotne;.
ey AT _ 28 _ 56

Poniewaz 510 - 50 - 100"

wiec zostato 56% ceny pierwotnej,

co znacza obnizke 0 44%.

Jezeli kto§ woli postuzy¢ sie utamkami
dziesietnymi, fo skorzysta z fego,

Ze po pierwszej obnizce zostato

0,8 ceny, a po drugiej 0,7 nowej ceny,
czyli po obu obnizkach zostato 0,8 - 0,7

ceny pierwotne;j.
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Procenty

W sklepie obnizono ceny wszystkich ptyt CD o 20%. O ile procent mniej
zaptacimy za 2 ptyty CD w tym sklepie?

—~———

Tez 20%, co wynika z prawa rozdzielnosci mnozenia. Mianowicie, jezeli a i b
oznaczajg odpowiednio ceny jednej i drugiej ptyty. to 20%a + 20%b =
=0,2a + 0,2b = 0,2(a + b) = 20%(a + b).

Samochéd kosztowat 30 000 zt. Jego cene obnizono o 10%,

a nastepnie cene po tej obnizce ponownie obnizono o 10%.

lle kosztowat samochdd po tych obnizkach?

—~———

Po pierwszej obnizce o 10% z cena samochodu wyniosta 27 000 zt,

Nastepnie kwote te zmniejszono o 2700 zt, wiec po obu obnizkach samochdd
kosztowat 24 300 zt.

Rozwigzania zagadek: str. 44 — 4 tony; str. 52 — 4 wrdble.
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3. Wyrazenio
algebraiczne

Algebra szkolna jest z reguty postrzegana

jako zbior regut, ktore trzeba stosowacd, niekoniecznie
wiedzqc dlaczego. Bede sie starata pokazad,

ze algebre mozna zrozumieé, jezeli spojrzec¢ na nig

w sposob mniej formalny.

Chodzi o to, aby symboliczny zapis przektadac

na wykonywane czynnosci i odkrywac prawa,

ktorym te czynnosci podlegajq.



Co oznacza minus?

Chcgc zrozumieé przeksztalcanie wyrazen algebraicznych, trzeba sobie zdawaé spra-
. a5 .. . . .
we ze znaczenia symbolu ,—”. A znaczenie nie zawsze jest takie samo, zalezy od

kontekstu.

Przypatrz sie wyrazeniu (-3) — (-2). Jakie jest znaczenie kazdego z trzech wyste-

pujacych w nim symboli ,,—7?

Minus wystepuje tu w dwéch znaczeniach: §rodkowy minus oznacza odejmowanie,

a dwa pozostale sg znakami liczb. Mamy wiegc juz dwa znaczenia minusa.

A co oznacza minus w wyrazeniu —a? Wystepuje on tu w innym, trzecim znaczeniu.
Oznacza przejscie od liczby a do liczby przeciwnej. Na przyktad jezeli a = -7, to
—a = 7. Jak widaé, liczba —a moze byé dodatnia. Nie wolno wiec identyfikowaé tego

minusa ze znakiem liczby.

Dopoki nie wiemy, czy liczba a jest dodatnia czy ujemna,

dopéty nie znamy znaku liczby —a. Pamie¢taj o tym!

Jak wiemy, wartoéé bezwzgledna liczby ujemnej a jest liczba przeciwng do a. Zatem

la| =—a dla a < 0.

Jezeli wybierzemy dowolng liczbe, przejdziemy do liczby przeciwnej, a nastepnie wez-

miemy liczbe przeciwng do otrzymanej, to wrécimy do liczby poczgtkowej: —(-a) = a.

Zauwazmy, ze im liczba mniejsza, tym liczba przeciwna do niej jest wieksza, tzn. z nie-
réwnosci a < b wynika nieré6wnosé¢ —a > —-b. O wlasnoéci tej trzeba pamictaé, roz-

wigzujgc nier6wnosci. Na przyktad jezeli —3x < 5, to 3x > -5.
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Wyrazenia algelbraiczne

Za pomocg liczb przeciwnych mozna zamieni¢ odejmowanie na dodawanie. Jak wia-

domo, odjecie liczby jest rownoznaczne z dodaniem liczby przeciwnej: ¢ — b = a + (=b).

Roéwnosc ta pokazuje, jak mozna zmieniaé znaczenie symbolu ,—”. Minus oznaczajgcy
odejmowanie (lewa strona réwnosci) mozna zamienié¢ na minus oznaczajgcy przejscie
do liczby przeciwnej (strona prawa) i odwrotnie. Zalezno§¢ ta jest bardzo wazna, stale

bedziemy z niej korzystac.

1. lle wynosi —a, jezeli. a)a =-6, b)a = % c)a=—

w (b

d)a =07?
2. Wiadomo, ze liczba przeciwna do b jest ujemna. Jaki znak ma liczba b?
3. Podqj liczbe przeciwng do liczby przeciwnej do liczoy: @) 5, b) -5.

4. Jaki jest znak liczby ¢, jezeli —¢ > 07?
‘pumoszid

DgzZol| ‘PuUMIDazZId DOZo||
5. Odejmowanie a — (=b) zamien na dodawanie. "alupMOWfepo "oumoszid
gzl :DIUPMOddISAM

Wskazdwka: jaka liczba jest przeciwna do —b7?
1osOUlS|0% M 9

‘q+ D= (=)= DG SNUIN '}
6. Co oznacza kazdy z symboli ,—" w wyrazeniu '6—(q’'g (@ gsNid g

—a +b —(=¢) + (=d)? '0<p'§<0’%—(q'9(0'1

Wyrazenie z ostatniego zadania mozna napisaé krécej, redukujgc liczb¢ minusow ozna-

czajgcych przejécie do liczby przeciwnej:

—-a+b—-(-c)+(-d)=-a+b+c—-d

— \——~

+c —d
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Zauwazmy, ze teraz tylko poczatkowy minus oznacza przejscie do liczby przeciwnej.

Mozna by zmienié¢ jego znaczenie na odejmowanie, gdyby skorzysta¢ z réwnosci

—a =0+ (-a) = 0 — a i dopisac zero na poczgtku wyrazenia.

Na zakonczenie zastan6wmy sig¢, jak zmieni si¢ iloczyn dwoéch liczb, jezeli jedng z nich

zamienimy na przeciwng. A jezeli zamienimy na liczby przeciwne oba czynniki?

Jak wiadomo, zmiana znaku jednego czynnika powoduje zmiane znaku wyniku

mnozenia. Liczba (-a) - b jest zatem przeciwna do a - b, czyli (-a) - b = —(a - b).

Jezeli zmienimy znak takze w drugim czynniku, to wrécimy do iloczynu poczgtkowego:

(-a) - (-b)=a-b.

W szcezegolnosci (—a)? = (-a) - (—a) = a - a = a?. Oznacza to, ze kwadrat liczby i kwad-

rat liczby przeciwnej sg réwne.
Korzystajgc z podanych zalezno$ci, mozna redukowac liczbe minusé6w w iloczynach,

a takze dowolnie je przesuwaé. Na przyktad:
(=a)-b=—(a-b)=a-(-b), (-a)-(=b)-(-c)=a-b-(-c)=—(a-b-c).

Przeksztatcanie wyrazen algebraicznych

Jak wiemy, suma nie zalezy od kolejno$ci dodawania poszczegélnych sktadnikow. Z tej

wlasnosci bedziemy wielokrotnie korzystaé. Na przyktad:

a+b-c=a+b+(-c)=(-c)+a+b=—cc+a+bd

—-a+b-c=(-a)+b+(-c)=b+(-a)+(-c)=b+(-a)+(-c)=b-a-c

Zauwaz, ze litere poprzedzong symbolem ,—” przestawiamy razem z tym symbolem.
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Wyrazenia algelbraiczne

1. Napisz krécej wyrazenie a — b + (—c) — (=d) = (=e) + (/).

2. Wwyrazeniu =L + m — k + s — p + n zmien kolejnosc e e

wystepowania liter, aby stata sie ona alfabetyczna. J-—2+pt+to—q-v°|

Jak wiemy, liczba przeciwna do sumy jest réwna sumie liczb przeciwnych do poszcze-
goélnych skiadnikéw. Z wlasno$ci tej wynika sposéb likwidowania nawiasu poprzedzo-

nego minusem. Na przyktad:

—(@ + b) = (-a) + (-b),
—(a-b)=—(@a+-b)=-a+(-(-b)=-a+b=b-a,

x—(@+b-c)=x+(-(a+b-c)=x+(-a)+ (-b)+(—(-c))=x—-—a-b+ec.

S N A N

—a -b c

Nie zapominaj, Ze pozbywajgc si¢ nawiasu poprzedzonego minusem trzeba zmienié znaki.

Warto tez pamietadé, ze liczby a — b 1 b — a sg przeciwne (Srodkowa z trzech ré6wnosci).

1. Podane wyrazenia przeksztatc tak, aby pozbycC sie nawiasow:
Aba—-((b-c¢) ba+b-(c+d)—(e-).

2. Wyrazenie —(p —r) — (b — a + ¢) przeksztat¢ tak, aby nie byto nawiaséw

i aby litery wystepowaty w kolejnosci alfabetyczne;.
‘U+d-0—-qg-pg J+oa—-p-0-q+D(Q'2+9—0G (O]
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Przy przeksztatcaniu wyrazen wazng role odgrywa redukcja, ktéra pozwala skracaé

wyrazenia. Mozna do niej podej$é zdroworozsgdkowo, pomijajgc formalne reguty. Wy-
starczy skorzystaé z tego, ze dziatania ,o0djgé x” i ,dodaé¢ x” wzajemnie sie znoszg. Za-
cznijmy od przyktadéw liczbowych. Popatrz:
a+3-9=a+9+9+9, a-5-9=a-9-9-9-9-9,
a+3:-9-5-9=a-2-9.

PrzejdZzmy do wyrazen algebraicznych:

a-2b+b=a-2b+b=a-0,

N —
-b
3 _o9_ 1 _ 1
2—a+§a—2 a+a+2a—2+2a,
_#
la
2
a-3a2+2a®+a’+5=a-3a2+a?+2a®* +5=a - 2a? + 2a® + 5.
e —
—2a?

Przeksztalcajgc wyrazenia, czegsto stosujemy prawo rozdzielno$ci mnozenia wzgledem
dodawania: a(b + ¢) = ab + ac. Na przykiad:
a+2(a+b)=a+2a+2b=3a+b.

Prawo rozdzielnosci funkcjonuje takze dla wiekszej liczby sktadnikéw. Poniewaz odej-
mowanie mozna zamieni¢ na dodawanie liczby przeciwnej, wigc mnozenie jest roz-
dzielne réwniez wzgledem odejmowania:

a(b-=c)=ab + (-c)) =ab + al-c) = ab + (—(ac)) = ab - ac.

Oto przyklad na zastosowanie tego prawa:

a-2(a-b)=a-2a-2b)=a-2a +2b =-a + 2b.
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Wyrazenia algelbraiczne

Czesto takze stosujemy prawo rozdzielnosci mnozenia w drugim kierunku, wylgczajgc
przed nawias wspdélny czynnik sktadnikéw. Na przyktad:
alb+2c)—alb-2c)=al(b+2c)-(b—-2c))=alb+2c-b+2)=
=aqa - 4c = 4ac,

ab-3b+5a-15=b(a—-3)+5(a-3)=

=(a—-3)b+5),
(@=b)c+b-a=@-b)c-(a-b)=
=(a - b)c - 1).

Zauwazmy, ze wylaczanie wspélnego czynnika przed nawias jest formalnym podejs-
ciem do redukcji wyrazéw podobnych:

2a - ba=a(2-5)=a - (-3) =-3a.

1. Zredukuj wyrazy podobne w wyrazeniach:

0)3x—a—4x+3%a—x2,

b)—x—y—x2—3x—%x+x2.

2. Zlikwiduj nawiasy i przeprowadz redukcje (9= D)L =x) (D
w wyrazeniach: (T + %)% (9
a) 2y —4y —z) — 2(y + 22), (26 + *H)Ap (O
P)6 —2x(x+y—2)+x(2y + 1) — bx. €
X% =9 (94— (©
3. Wytqcz przed nawias wspélny czynnik: C
€= 27— (q

a) 16xy + 20yz, Z

3 4 a2
b) x° + x2, ‘zx—x—v%z(o

c) (x —y)a + (y — x)b. L
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Wzory skréconego mnozenia

7 prawa rozdzielnosci wynika sposéb mnozenia sumy przez sume:

(@+b)c+d)=alc+d)+blc+d)=ac+ad + bc + bd.

Mnozymy zatem kazdy sktadnik jednej sumy przez kazdy skladnik drugiej, przy czym

w kazdej sumie moze byé¢ dowolnie wiele sktadnikow.

A jak pomnozyé (a — b)(c + d — e)? Zamieniajgc odejmowanie na dodawanie liczby prze-

ciwnej, bedziemy mnozy¢ sume przez sume, czyli obliczymy (a + (-b))(c + d + (—e)).

Wynik mnozenia (-b) - ¢ zapiszemy w postaci —(bc), a dodanie —(bc) zamienimy na

odjecie bc; wobec tego przed tym iloczynem pojawi si¢ minus. Natomiast mnozac

(=b)(—e), otrzymamy be, wiec przed tym iloczynem bedzie plus. W konsekwencji

(a+ (=b)c+d+(—e))=ac —-bc+ad - bd —ae + be.

Oto przyklad na zastosowanie poznanych wlasnosci:

a—-3b+c)d—-e)—2be +3cd =a - 3bd +cd - be —ce) —2be + 3cd =
=a — 3bd — 3cd + 3be + 3ce — 2be + 3cd = a — 3bd + be + 3ce.

1. Przeksztat¢ do postaci bez nawiaséw i zredukuj wyrazy

podobne:

A3x+2)—4x-1), b)(x+5)(1—-x)—=2(=x)x + 1).

2. Przeksztat¢ do postaci bez nawiasdw:

D(a+b)a+b), ba-5bda-0b), c)(a+b)a-D>).

29 — P (O
29+ 9Pz — 2 (9
‘29 + Q0Z + P (O

K4
G+ Xg — X (9
=0T (©

1
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Wyrazenia algelbraiczne

Tego typu mnozenia jak w ostatnim zadaniu wystepuja dosy¢ czesto, dlatego optaca sie
zapamietaé, ze:

(@a+b)P=a’+2ab+0b% (a-b>=a?>-2ab+b% (a+b)a->b)=a?->b%

Dosyé powszechnym bledem jest zapominanie o wyrazie 2ab

w dwoéch pierwszych wzorach — nie zapominayj!

Na przyktad obliczajgc (3¢ — 2d)?, trzeba nie tylko obliczy¢ kwadraty wyrazen 3c i 2d,
ale takze ich podwojony iloczyn:
(Bc = 2d)* = (Bc)* + (2d)? — 2 - (3¢e)(2d) = 9¢? + 4d?* — 12¢d.

1. Przeksztat¢ wyrazenia do postaci bez nawiasow,

stfosujgc wzory skroconego mnozenia:

a) (dp —3q9)%. b)(ab +2c)?, ©) (2b-a) 296 = 7091 °g

70 + QDY = 9% (O

‘29 + 99DF + ;90 (

2. Zastosuj wzor skroconego mnozenia, przeksztatcajgc .bG + bdyg — Ld9T (O
wyrazenie (4a + 3b)(4a — 3b) do postaci bez nawiaséw. L

A ktéry z wzoréw zastosowaé, chege pozbyé sie nawiasu w wyrazeniu (-2a — b)??
Wyrazenie podnoszone do kwadratu mozna potraktowaé jako réznice (-2a) — b,
jako sume (-2a) + (=b), ale najlepiej zamieni¢ —2a — b na liczbe przeciwng:

(-2a - b)? = (2a + b)*.

Wyrazenie (-a + b)? napiszmy w postaci (b — a)? i zastosujmy wzor na kwadrat

roznicy, bo to uprosci rachunki.
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Zauwazmy, ze (a — b)* = (b — a)?. Wynika to stad, ze liczba b — a jest przeciwna do a - b.

Kazdy z wzoréw skroconego mnozenia stosujemy takze w drugim kierunku, od strony

prawej do lewe;.

Na przyklad chcac wykazaé, ze wyrazenie x? — 10x + 25 nie przyjmuje wartosci ujem-
nych, przedstawiamy go w postaci kwadratu:

x? = 10x + 25 = (x — 5)2
Jak wiadomo, kwadrat dowolnej liczby jest nieujemny. Zatem (x — 5)? 2 0, skad

x2—-10x+ 252 0.

Chcgc zbadaé wartosci wyrazenia x? + 6x + 10, przeksztalcamy:
2+6x+10=0x2+2-3x+3D+1=x+3)2+ 1.
Poniewaz (x + 3)* 2 0, wigc (x + 3) + 1 2 1, co oznacza, ze wyrazenie x* + 6x + 10

przyjmuje co najmniej wartoscé 1.

Wzory skréconego mnozenia przydajg si¢ tez do przeksztalcania wyrazen arytme-

tycznych z pierwiastkami:
(2V3 +1)2=4-3+4V3 + 1 =43 + 13,

(N7 = NBYNT + VB) = (V7)2 - (V5)2 = 7 - 5 = 2,

V3 __ V32¥3+2) _2.3+2V3_2B+V3) _3+3
2¥3-2 (2V3-2)(2V3+2) 4-3-4 8 4 -

To ostatnie przeksztalcenie usuwa niewymiernosé z mianownika.
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Wyrazenia algelbraiczne

O dziedzinie i wartosciach
wyrazen algebraicznych

Litery wystepujace w wyrazeniu algebraicznym nazywamy zmiennymi. Sg wyrazenia

z jedng zmienng, dwoma zmienymi itd. Na przyklad w wyrazeniu 2x° + 3xy? + xz

x_

. .. y . . .
sg trzy zmienne, a wyrazenie Py zawiera dwie zmienne.

Podstawiajac w miejsce zmiennych konkretne liczby, otrzymujemy liczbe zwang war-
tosciag wyrazenia dla danych liczb. W pierwszym z podanych przykladéw w miejsce
liter mozemy podstawiaé¢ dowolne liczby, natomiast w drugim wyrazeniu nie mozna
podstawié takich liczb, dla ktérych mianownik jest zerem. Na przyklad podstawienie
x="71iy=-7 jest wdrugim wyrazeniu niedozwolone. Ogélnie nie mozemy tam pod-
stawi¢ zadnych dwéch liczb przeciwnych, bo musi by¢ spetniony warunek x + y = 0,
czyli x = —y.

+; jest zbiér takich par liczb x, y, ze x = —y.

s . . . . . X
Moéwimy, ze dziedzing wyraZenia p

3—a
(@®+ 1)(a*-1)
ma by¢ rézny od zera, jest iloczynem dwdch czynnikéw. Zatem oba muszg byé rézne od

A jakie podstawienia sg wykluczone w wyrazeniu ? Mianownik, ktory
zera. Pierwszy czynnik, tzn. a? + 1, jest rozny od zera dla kazdej liczby a. Wystarczy
wiec wzigé pod uwage warunek a? -1 = 0. Jest on réwnowazny temu, ze a® = 1, czyli

a=1 oraz a = -1.

W wyrazeniach z pierwiastkami kwadratowymi mozna podstawiaé za zmienne tylko
takie liczby, aby pod pierwiastkiem byta liczba nieujemna. Na przyktad w wyrazeniu

x + Vx — 5 musi by¢ spetniony warunek x — 5 2 0, czyli x 2 5

Rozpatrujac wyrazenie z logarytmem, pamietajmy, ze logarytm jest okreslony tylko
dla liczb dodatnich. Na przyktad w wyrazeniu log, (1 — 5x) musi by¢ spetniony waru-

nek 1 -5x> 0, czyli x < %
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W programach szkolnych wystepuja naj- SprOWdzl

czesciej wyrazenia, w ktorych jest tylko

mnozenie i dodawanie®. Jak wiadomo, tego 1. Oblicz warto$¢ wyrazenia:

rodzaju wyrazenia noszg nazwe wielomia- a) 4a® + 3a% — 5a — 10

néw. Sg wielomiany jednej zmiennej, wie- dla a =-2,

lomiany dwéch zmiennych itd. W szkole b)a® - ab? dla a = —% ihE= —%.

najczesciej rozwaza sie wielomiany jednej

zmiennej. Najwyzszg potege zmiennej wy- 2. Dla jakich x nie jest okreSlone

stepujgcej w danym wielomianie nazy- wyrazenie e fz';(}c_ 2)?

wamy stopniem wielomianu. Na przyktad

x°+ 3x* — bx + 2 jest wielomianem stopnia oty o

pigtego, a wielomian 2x + 3 ma stopien 1. Uooezi}  [8UPDZ DIP BUOISBHIO 458l BIN 2
¥ (@05~ ©1

Mnozgc wielomian 2x® + x — 1 przez wielo-
mian x? — 3x + 2, otrzymamy miedzy in-
nymi wyraz 2x® - x2, czyli 2x°. I to jest wyraz z najwiekszg potega, ktorg otrzymamy.
Jak widaé¢, w wyniku mnozenia wiclomianéw otrzymujemy wielomian, ktorego sto-

pien jest sumg stopni poszczegdlnych czynnikéw.

Wsrod wartosci, jakie przyjmuje dany wielomian, na szczegélng uwage zastuguje war-
tosé zero. OczywiScie nie kazdy wielomian musi jg przyjmowaé. Na przyktad wielo-
mian x? + 1 nie przyjmuje warto$ci zero, bo najmniejsza przyjmowana przez niego
wartos§é to 1 (dla x = 0). Natomiast wielomian x? — 4 przyjmuje wartosc zero dla dwoch

liczb: x = V4 oraz x = -4.

Podany przyklad pokazuje, dlaczego liczbe, dla ktorej wartosé wiclomianu jest rowna

zero, nazywamy pierwiastkiem wielomianu.

8 Przypomnijmy, ze odejmowanie jest rowniez dodawaniem (liczb przeciwnych),

a potegowanie jest mnozeniem (jednakowych czynnikéw)
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Wyrazenia algelbraiczne

1. Sprawdz, czy —3 jest pierwiastkiem wielomianu
2x? — x? — 2x + 30.

2. Dla jakiej wartosci a liczba —1 jest pierwiastkiem =z

wielomianu x® —x* + x® +ax — 3 = 0? ‘1saf BIN "1

Jak uktadac rownania?

Jak wiadomo, réwnania sg przydatnym narzedziem do rozwigzywania zadan tekstowych.
Uktadajgc réwnania, zapisujemy tekst za pomocg wyrazen algebraicznych, zawierajgcych

zaréwno liczby podane w tresci zadania, jak i niewiadome, ktére mamy znaleZz¢.

Thumaczac tekst na jezyk algebry, starajmy si¢ to robi¢ jak najprosciej, a przede

wszystkim nie wpadajmy w putapki.

Na przyklad jezeli pewna liczba jest o 3 wicksza lub 3 razy wicksza od niewiadomej,
to pojawiajg si¢ wyrazenia x + 3 oraz 3x. Jezeli natomiast liczba jest o % wieksza lub

mniejsza od niewiadomej, to na ogél ma postaé x + %x lub x — %x, bo w sytuacjach
zycia codziennego ulamek jest zawsze utamkiem czegos. To samo dotyczy zmiany wy-

razonej w procentach: wiecej 0 32% od x, to x + 0,32x, czyli 1,32x.

Jezeli trzeba znalezé dwie liczby, z ktorych jedna jest 2 razy mniejsza
od drugiej, to zamiast szukaé liczb postaci x oraz %, lepiej przyjaé
za niewiadomg liczb¢ mniejszg, czyli poszukac liczb x oraz 2x,

bo unikniemy utamka.
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Zobaczmy to na przyktadzie:

Corka jest dwa razy mtodsza od matki. 6 lat temu matka miata tyle lat,

ile corka bedzie miata za 17 lat. Ile lat ma matka, a ile cérka?

Jezeli wiek corki oznaczymy przez c, to wiek matki jest rowny 2c¢ i otrzymamy réwna-

nie 2c — 6 =c + 17, ktoére latwo rozwigzac¢ nawet w pamieci.

Zawsze warto zastanowié sie, ktorg z nieznanych wielkosci przyjaé

za niewiadomg. Chodzi o to, aby rozwigza¢ zadanie jak najproscie;j.

Ojciec i syn majg razem 60 lat. Za 3 lata ojciec bedzie 2 razy starszy od syna.

Ile lat ma ojciec teraz?

Na pewno nie warto wprowadzaé¢ tu dwoéch niewiadomych. Warto natomiast skorzys-
tac z tego, ze jezeli za 3 lata syn bedzie miat s lat, to wtedy ojciec bedzie mial 2s lat.
A ile lat bedg mieli w sumie? Kazdemu przybedzie 3 lata, wigc razem przybedzie im
6 lat i bedg mieli 60 + 6 lat. Otrzymamy wiec rownanie 2s + s = 66, skad s = 22. Pa-

mietajgc, ze jest to wiek syna za 3 lata, obliczymy jego obecny wiek, a potem wiek ojca.

Zastanoéwmy sie, co przyjgé za niewiadomg w nastepujgcym zadaniu:
Bok rombu jest rowny 10, a przekatne rombu sg do siebie w stosunku 3 : 4.

Oblicz przekatne rombu.

Przyjmujac za niewiadome dlugoéci przekgtnych rombu, 10 A
X

otrzymamy uklad réwnan: jedno opisuje stosunek

przekgtnych, drugie zwigzek miedzy ich potéwkami i bo- \ 3x
kiem rombu, wynikajacy z twierdzenia Pitagorasa. Spryt-

niej bedzie, jezeli przyjmiemy oznaczenia jak na rysunku:
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Wyrazenia algelbraiczne

Z réownania (3x)? + (4x)? = 10? obliczymy x. Dtugosci przekgtnych sg rowne 6x i 8x.

A jak sobie poradzi¢ z zadaniem:
Gdyby rowerzysta zwiekszyl swojg predkosé o 2 km na godzine,
to trase, ktorg przejezdza w ciggu 8 godzin, pokonalby w ciggu 7 godzin.
Oblicz predkosé rowerzysty.

Wystarczy skorzystaé z tego, ze rowerzysta za kazdym razem przejezdza te samg
droge. Jezeli jadgc z predkoscig x (km/h) pokonuje droge w ciggu 8 godzin, to droga jest
réowna 8x (km). Podobnie droga ta jest réwna 7(x + 2). W konsekwencji otrzymujemy

rownanie 8x = 7(x + 2).

Sa jednak zadania, w ktérych trzeba postuzy¢ sie dwiema niewiadomymi, na przyktad:
Jesli mniejszy bok pewnego prostokgta powigkszymy o 3, a wickszy
zmniejszymy o 9, to pole prostokata nie zmieni sie. Jezeli natomiast
mniejszy bok zmniejszymy o 1, a wiekszy zwiekszymy o 1,

to pole prostokgta zmaleje o 15. Oblicz dlugosci bokéw prostokata.

Oznaczajac dlugosci mniejszego i wiekszego boku prostokgta odpowiednio przez x iy,
zapisujemy tre$é zadania:

(x+3)y -9 =xy
x-1Dy+1)=xy-15

Przeksztalcajac réwnania zauwazymy, ze iloczyn xy wystgpi po obu stronach kazdego

z réwnan i zniknie po redukcji. Zostanie uktad réwnan, ktéry umiemy rozwigzacé:

3x—y=-9
x—y=-14.
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Jak rozwigzywac rownania?

Zacznijmy od przyktadéw.

Roéwnanie x + 1 = x + 2 nie ma zadnego rozwigzania, bo zwiekszajgc dowolng liczbe

o0 2 otrzymamy wiecej, niz zwiekszajac ja o 1.

Réwnanie x + 6 = 8 ma jedno rozwigzanie, bo jest spelnione tylko przez liczbe 2.

Réwnanie 2x% =8 ma dwa rozwigzania, bo jest spetnione zaréwno przez liczbe 2, jak i 2.

Réwnanie x(x + 1)(x — 2) = 0 ma trzy rozwigzania, bo jest spelnione doktadnie wtedy,

kiedy ktorys z czynnikéw jest rowny zeru. Zatem x = 0 lub x = -1 lub x = 2.

Rozwigzujgc rownanie x? — 2x% + x — 2 = 0, roztozymy lewg strone na czynniki:

X3 —-200+x—-2=x*(x—-2)+x—-2=(x—-2)x%+ 1).

Réwnanie x + 1 =y + 2 ma nieskonczenie wiele rozwigzan. Znajdujac je, wystarczy
podstawié za jedng z niewiadomych dowolng liczbe i znalezé druga. Na przyklad
jezeli x =0, to y =—-1, jezeli x =1, to y =0, adla x =5 otrzymamy y = 4. Ogélnic
y=x-1.

Réwnanie x? + y% + z2 = 0 ma jedno rozwigzanie, bo jest spetnione tylko wtedy, kiedy

kazda z trzech niewiadomych jest zerem.

A ile rozwigzan ma réwnanice | x| = a, gdzie a jest pewng stalg? To zalezy od znaku a.

Zobaczmy to na przykladach:

x| =2,
x| =-2,
x| =0.
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Wyrazenia algelbraiczne

Sg dwie liczby (-2 i 2), ktérych warto$é¢ bezwzgledna jest réwna 2, jest jedna liczba (zero)

o wartosci bezwzglednej 0 i nie ma liczby, ktérej wartosé bezwzgledna jest réwna —2.

Rozwigzanie nie zawsze jest od razu widoczne, czesto trzeba zaczaé od przeksztalce-
nia réwnania. Przeksztalcamy réwnanie tak, aby nie zmienié jego rozwigzan, czyli

przeksztalcamy réwnanie do tzw. postaci rownowaznej.

Rozwigzujgc rownanie z jedng niewiadomg, w pewnym momencie przenosimy wyrazy

z niewiadomg na jedng strone, a liczby na druga.

Chcgc rachowaé sprawnie i mozliwie szybko, warto zastanowi¢ sie,
na ktoérg strone przenie$é¢ niewiadome. Dobrze jest to robié tak,
aby unikaé minuséw przy niewiadomych, bo one na ogét utrudniajg

rachunki i prowadza do pomylek.

Na przyktad rozwigzujgc rownanie 1 + 3x = 5x — 6, oplaca si¢ przenie$é niewiadome
na prawg strone, a wiadome na lewg:

1+6=5x-3x, 7T=2x, x=

[\JEN]

Rozwigzujgc r6wnanie, w ktérym sg utamki, warto pozbyé sie ich mozliwie szybko, bo
wtedy tatwiej rachowaé. Na przyktad rozwigzujac réwnanie %x +5= %x, warto za-
czg¢ od pomnozenia obu stron réwnania przez 6. Nie zapomnijmy tylko, ze lewa strona
jest sumg dwoch wyrazéw i wobec tego kazdy z nich trzeba pomnozy¢ przez 6:
2 —g. 1
6 - 3x+6-5—6 5 X

Réwnanie postaci 0,3x + 0,21 = 0,23x — 0,04 optaca si¢ pomnozyé stronami przez 100.

2x + 3
4

przez 8, to zamiast utamka otrzymamy 2 - (2x + 3). Nie zapominaj o tym nawiasie!

Jezeli w réwnaniu wystepuje utamek , a obie strony réwnania mnozymy
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Rozwigzujac uktad réwnan, optaca sie korzystac¢ z metody przeciwnych wspétezynni-

kow. W metodzie podstawiania czesto pojawiajg sie utamki, podczas gdy metoda prze-

ciwnych wspoétczynnikéw pomaga ich unikaé.

Rozwigzujgc uklad
20+ 3y =6
{ 3x+4y=1
warto zaczgé od odjecia stronami pierwszego réwnania od drugiego. Otrzymamy
x +y=-5, skad wyznaczymy jedng z niewiadomych, podstawimy otrzymane wy-
razenie do jednego z dwoch danych r6wnan i znajdziemy druga niewiadoma. Mozemy

takze otrzymane réwnanie dotgczy¢ do jednego z dwoch réwnan uktadu i zastosowaé

metode przeciwnych wspélczynnikow.

Na zakonczenie kilka uwag dotyczgcych rozwiazywania rownan kwadratowych. Jezeli
réwnanie zawiera x tylko w drugiej potedze, to jego rozwigzanie jest proste. Po prze-

ksztalceniach dochodzi sie do postaci x? = a, gdzie liczba rozwigzan zalezy od a.

Nie zapominaj, ze dla @ > 0 réwnanie ma dwa rozwigzania x = Ya i x=-Va.

Do rozwigzywania ré6wnania kwadratowego postaci ax? + bx + ¢ = 0 mamy gotowe
wzory. Jednak bez wzoréw tez mozna sobie poradzié. Zobaczmy to na dwdéch

przyktadach: x? - 2x -3 =0 oraz x*+x -6 =0.

Przeksztalémy lewg strone pierwszego réwnania:

x2—-2x—-3=x2-2x+1-1-3=(x-1)2-4.

Réwnanie przyjmuje wiec postaé (x — 1)? =4 =0, czyli (x — 1)* =4, skad x - 1 =2
lub x = 1=-2, wiec x =3 lub x =-1.

Podobne przeksztalcenia w réwnaniu drugim sg nieco bardziej skomplikowane:
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Wyrazenia algelbraiczne

2 — 6 =12 L1 1_1_@a_ Iy _ 25 _
X24+x—-6=x*+2 oX+ =4 6—(x+2) 4—O.
Zatem(x+%)2=%,skqu+%=g1ubx+%=—g,wiqcx=21ubx=—3.

Tego rodzaju sposéb rozwigzywania rownan kwadratowych warto stosowaé wtedy,

kiedy rachunki sg proste. Stosuje go w wiekszo$ci omawianych zadan maturalnych.

Rozwigzujac ré6wnanie, ktére bylo srodkiem do rozwigzania zadania
tekstowego, warto skonfrontowacé otrzymane liczby z trescig zadania

i sprawdzic¢, czy rzeczywiscie spelniajg one podane warunki.

Jest to sposéb na wykrycie ewentualnych bledéw. Moze si¢ przy tym okazaé, ze nie-
ktore rozwigzania réwnania trzeba odrzucié. Na przyklad jezeli niewiadomg jest
dlugosé pewnego odcinka spelniajgca rownanie x% =4, to trzeba odrzucié rozwigzanie

x =-2.

Uwagi o rozwigzywaniu nieréwnosci

Podobnie jak w przypadku réwnan, rozwigzywanie nieréwnosci czesto zaczynamy od
przeksztatcania jej do postaci r6wnowaznej, tzn. przeksztalcamy tak, aby nie zmienity

sie liczby spelniajgce nier6wnosé.

Nieréwnosci z niewiadomg w pierwszej potedze’ rozwigzujemy podobnie jak réwnania,
tzn. dgzymy do tego, aby wyrazy z niewiadomg znalazly si¢ po jednej stronie nieréw-
nosci, a liczby po drugiej. Jedyna réznica polega na tym, ze mnozac lub dzielgc obie

strony nieré6wno$ci przez liczbe ujemna, trzeba zmienié nier6wnosé¢ na przeciwna,

" Nier6wnosci kwadratowe sg oméwione w rozdziale 6.
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0 czym czasami zapominamy. Warto wiec unikaé sytuacji, kiedy takie dziatania sg

potrzebne.

Starajmy sie tak przenosi¢ wyrazy, aby przed niewiadomg nie bylo minusa.

Na przyklad:

3-bu<2w+4, 3-4<2w+br, -1<Tr, x>—7.
Jezeli w nieréwnosci sg utamki, to warto jak najszybciej sie ich pozbyé¢, mnozac obie
strony nieréwnosci przez wspolny mianownik. Na przyklad rozwigzujgc nier6wnosé
%x + %(2 —x) > x — 3, pomndézmy obie strony przez 10. Z pierwszego utamka zostanie
licznik pomnozony przez 2, a z drugiego licznik pomnozony przez 5. Nie zapomnijmy
0 pomnozeniu prawej strony przez 10. Otrzymamy:

6x+5(2-x)>10 (x - 3),

x+ 10 > 10x — 30,

10 + 30 > 10x — x,

40

40 > 9x, xX<4g-

1. Rozwigz nierdwnosci:
2 _ 1
0)1—3(x 1)>6x,
2)6—03 -x<9.

2. Z7najdz najwigkszq liczbe catkowitq spetniajgcg

o g
nierdwnosc OI- <% (q
3x+1)—2(2x - 3) < 3—4x + 2). g>x (0|
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Wyrazenia algelbraiczne

A jak rozwigzywac nier6wnosci z wartoscig bezwzgledng?

Rozwigzujgc nieréwnosé |x — 1| < 3, zadajemy sobie pytanie, gdzie na osi liczbowej
sg liczby, ktérych wartosé bezwzgedna jest mniejsza od 3. Sg to liczby lezace pomie-
dzy -3 i 3, a wiec liczby wieksze od —3 1 jednoczes$nie mniejsze od 3. Zadanie spro-
wadza sie wiec do znalezienia wspélnego rozwigzania dwoéch nieréwnosci: x — 1 > -3
oraz x — 1 < 3. Z pierwszej nieré6wnosci wynika, ze x > —2, a rowigzanie drugiej nie-
réownosdci to x < 4. Laczgc oba warunki, otrzymujemy, ze x lezy pomiedzy -2 i 4,

co zapisujemy w postaci podwdjnej nier6wnosci: —2 < x < 4.

Rozwigzujgc nieréwnosé¢ |2x + 3| > 5, szukamy na osi liczb, ktérych wartosé
bezwzgledna jest wieksza od 5. Sg to zaréwno wszystkie liczby wieksze od 5, jak
i wszystkie liczby mniejsze od -5, a wiec liczby spelniajgce nieré6wnosé 2x + 3 > 5
oraz liczby spelniajgce nieréwnosé 2x + 3 < —5. Z pierwszej nieré6wnosci otrzymujemy
x > 1, a z drugiej x < —4. Zatem nier6wnosé¢ |2x + 3| > 5 jest spelniona, jezeli x > 1
lub x < —4.

Stawiajgc pierwsze kroki w rozwigzywaniu nieréwnosci
z wartoscig bezwzgledng, warto pomagac sobie ilustrowaniem sytuacji

na osi liczbowe;j.

1. Rozwigz nieréwnos¢ |3x — 11| < 2. '9->xgn|
—-<x°g
2. Rozwiqz nieréwnosc |x + 5| > 1. Trx> 2o
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Przeglad zadan maturalnych

Przedstaw w postaci iloczynu wyrazenie 5a? — 10ab + 15a.

—~————

lloczyn powstanie, jezeli wytqgczymy wspdlny czynnik przed nawias. We wszystkich
trzech sktadnikach wystepuje 5a. Zatem 5a? — 10ab + 15a = 5ala — 2b + 3).
Inng odpowiedz ofrzymamy, jezeli wytqczymy przed nawias tylko 5 lub tylko a.

Zwykle jednak wytgczamy maksymalny wspdliny czynnik.

Zapisz wielomian x? — 5x? — 9x + 45 w postaci iloczynu wielomiandw

stopnia pierwszego.

—~———

Trzeba pogrupowac wyrazy, aby moc wytqgczy< przed nawias wspolny czynnik.
Mozna to zrobi¢ dwojako: potqczyC wyrdaz pierwszy z drugim, A trzeci z czwartym
lub pierwszy z trzecim, a drugi z czwartym.

W pierwszym przypadku:
x3=5x2—9x+45=x*(x-5)-9x-5)=x-5)x*-9)=(x-5) (x - 3) (x + 3),
W drugim przypadku:

x3=bx2=9x +45=x(x2 -9 -5x2-9)=x2-Dx-5)=x-3)(x+ 3) (x - 5).

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu x? + ax? + 6x — 4. Oblicz a.

—~————

Skoro 2 jest pierwiastkiem wielomianu, to jego wartod¢ dia x = 2 jest rbwna zero.
Zatem 23 +a - 2°+6-2-4=0, 8+4a+12-4=0, a=-4.
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Wyrazenia algelbraiczne

Uzasadnij, zejezelia +b=1i a?+ b*="7, to a* + b* = 31.

—~————

Zadanie nie jest tatwe, trzeba pokombinowacé. Z czego skorzystac?
Trzeba jakos wyrazi¢ a* + b* za pomocqg wyrazen, ktérych wartosci sq dane.
Zacznijmy od wyrazenia a? + b%, podnoszgc je do kwadratu:

* (a2 + b = at + b + 2a%?.
e —
7

Aby stgd obliczyé a* + b*, trzeba zna¢ a?b?, a to mozemy znalezé,
podnoszgc do kwadratu a + b. Otrzymamy:

(@ + b)?=a?+ b% + 2ab,

| N
1 7

2ab=1-17, ab=-3, a??=(ab)’>=09.

Wracajgc do réwnosci *, otrzymujemy 49 = a* + b* + 2 - 9, skqgd a* + b* = 31.

Uzasadnij, ze jesli (a? + b?)(c? + d?) = (ac + bd)?, to ad = be.

—~———

Wykonujemy dziatania po obu stronach rownosci:

a“c? + b%c* + a’d* + b*d* = a*c* + 2abcd + b*d*.

Po redukciji otrzymujemy:

b%c? + a’d? = 2abed, b%** + a*d? - 2abed =0, (bc —ad)?=0.

Poniewaz jedynq liczbq, ktdrej kwadrat jest rowny zeru, jest zero,

wiec bec —ad =0, skqgd bc = ad.
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Liczby 3 i —1 sq pierwiastkami

wielomianu 2x? + ax? + bx + 30.

Wyznacz wartoéci wspodtczynnikow a i b.

—~———

Skoro podane liczby sq pierwiastkami

wielomianu, to dla kazdej z nich

wielomian przyjmuje wartosc zero.

Podstawiamy wiec w miejsce x raz 3,

a drugiraz —1, otrzymujgc dwa rdwnania

z dwiema niewiadomymi a i b:
2-3+a-32+b-3+30=0

{ 2. (-1¥+a-(-1*+b-(-1)+30=0

Po wykonaniu dziatan otrzymujemy
54+ 9 +3b+30=0
-2+4+a-b+30=0

W pierwszym réwnaniu podzielmy
obie strony przez 3. Po redukgciji
otrzymamy uktad

3a+b+28=0
{ a-b+28=0

Dodajgc réwnania stronami, otrzymamy
4a + 56 =0, skqad a = -14.
W konsekwenciji b = 14,

Wykaz, ze jezeli a > 0,
a?+1_a+1
>
fo a+1”~ 2 °

—~———

Sprowadzmy hipotetyczng
nierdwnos$¢ do postaci
rdwnowaznej, cle bez
utamkdw. W tym celu obie
strony nierdwnosci frzeba
pomnozy¢ przez 2(a + 1).
Z zatozenia podanego

w zadaniu wynika, ze jest to
liczba dodatnia i wobec
tego kierunek nierébwnosci
nie zmieni sie:

2@?+1) 2 (a + 1)~
Otrzymang nierdwnosc dalej
przeksztatcamy w sposoéb
rownowazny. Wykonujemy
dziatania, redukujemy

i przenosimy wszystkie wyrazy
na lewq strone:

202+ 22 a*+2a + 1,
a’—=2a+120.

Koricowa nierdwnose jest
prawdziwa, poniewaz

a*=-2a+1=(@-1)220.

Stad wynika, ze prawdziwa jest rowniez

nierdwnos¢ poczgtkowa.
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Wyrazenia algelbraiczne

/najdz iloczyn wielomiandw: @) 3x +y i 9x2 —3xy +y?, b)x® — 3x + 1 i 2x3.

—~————

Mnozgc wielomiany, mnozymy kazdy sktadnik jednego wielomianu przez kazdy
sktadnik drugiego. Uwazajmy na znaki i pamietajmy, ze podczas mnozenia
dodajemy wyktadniki poteg. Zatem:

a) (3x + y)(9x? — 3xy + y%) = 27x® — 9«2y + 3xy? + 9x%y — 3xy? + y? = 27x® + 33,
b) 2x3(x? — 3x + 1) = 2x% — 6x* + 2x°.

Dla jakich liczb x jest okreslone Rozwigz rdwnanie x(x + 3) — 49 = x(x — 4).

wyrazenie logy (2x — 1)? v
— Wbrew pozorom nie jest to rGwnanie

Poniewaz logarytm jest okreslony kwadratowe. Po wykonaniu mnozenia
tylko dla liczb dodatnich, otrzymamy x? + 3x — 49 = x2 — 4x,
wiec 2x - 1> 0, skgd po redukcji mamy 3x — 49 = —4x.
skgd x > % W rezultacie x = 7.

Dany jest wielomian x® + ax? — 4x + b. Wyznacz a, b oraz ¢ tak, aby ten

wielomian byt rowny wielomianowi x® + (2a¢ + 3)x* + (@ + b + ¢) x — 1.

—~——————

Wiadomo, ze dwa wielomiany sq rowne, jezeli majg rowne wspdtczynniki

przy takich samych potegach zmiennej. Poréwnujgc wyrazy przy x?, otrzymamy
a =2a + 3, skgd a = -3. Poréwnujgc wyrazy przy x°, czyli tzw. wyrazy wolne,
widzimy, ze b = —1. Uwzgledniajgc znalezione wartosci i poréwnujgc

wspotczynniki przy x, otrzymamy —3 — 1 + ¢ = —4, skad ¢ = 0.
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Liczby x1 i x2 sqg pierwiastkami réwnania x* + 10x — 24 = 0 oraz xy < xa.

Oblicz 2x1 + X9.

—~———

Rozwiqzujgc rowanie, mozna zastosowac wzory na pierwiastki rownania
kwadratowego, a mozna tez uzupetnic lewq strone do kwadratu, co w tym
przypadku jest nieskomplikowane:

x2+ 10x — 24 =x?+ 2 - bx + 25 — 25 — 24 = (x + 5)? — 49.

Otrzymujemy rdwnanie (x + 5)2 =49 =0, czyli (x + 5)? =49,

skaqd x+5=7 lub x + 5=-7. Zatem x =2 lub x = -12.

Stad xq = —-12, x5 = 2, wiec 2x; + x5 = =22,

Pole tréjkgta prostokgtnego jest rowne 60 cm?, Jedna przyprostokgtna jest

o 7 cm dtuzsza od drugiej. Oblicz dtugos¢ przeciwprostokgtnej tego trojkgta.

—~————

Dtugosci przyprostokgtnych trojkgta to x i x + 7, aich iloczyn jest rdwny
podwojonemu polu tréjkgta. Otrzymujemy wiec réwnanie x(x + 7) = 120,

czyli x? + 7x — 120 = 0.

Rozwigzywanie rownania metodqg uzupetniania do kwadratu bytoby ktopotliwe,
bo pojawity by sie utamki. Zastosujmy wiec metode standardowq, obliczajgc
wyréznik: A= 7%+ 4 - 120 = 529.

Pierwiastek z 529 jest zawarty pomiedzy 20 i 25. Jezeli ten pierwiastek jest
liczbg naturalng, to musi by¢ rowny 23 (bo po podniesieniu pierwiastka do

kwadratu otrzymujemy ostatniq cyfre 9). Sprawdzamy: 232 = 529. Stqd

-7 +23
2

Przyprostokgtne sq wiec rowne 8 i 15, a przeciwprostokgtng znajdziemy

= 8. bo drugie rozwigzanie rdwnania jest ujemne i nie wchodzi w gre.

z twierdzenia Pitagorasa, ofrzymujgc 17.
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Wyrazenia algelbraiczne

Przeciwprostokgtna trojkgta prostokgtnego jest dtuzsza od jedne;j
przyprostokgtnej o 1 cm i od drugiej przyprostokgtnej o 32 cm.
Oblicz dtugosci bokdéw tego frojkgta.

—~————

Jest dosy¢ oczywiste, ze trzeba bedzie skorzystac z twierdzenia Pitagorasa.

Co przyjgc za niewiadomq? Z zadania wynika, ze kazda z przyprostokgtnych
dgje sie tatwo wyrazi€ za pomocq przeciwprostokgtnej: jedna jest mniejsza od
przeciwprostokgtnej o 1, a druga o 32. Niech wiec x oznacza dtugosé
przeciwprostokgtnej. Wtedy mamy zwigzek (x — 1)? + (x — 32)? = x2.

Jest to rdwnanie kwadratowe, wiec potrafimy go rozwigzac. Standardowe

rachunki bedq dosy¢ zmudne, bo sq duze liczby. Sprobujmy niestandardowo:

x2—2x+1+x%-2-32x + (32) =2,
x2-2x-2-32x+1+ (322 =0,

x2—2(x+32x)+ 1+ (32 =0,

x*—=2-33x +(33)* - (33)*+ 1+ (32)* =0,
(x-33)2=(33)2-1-(32)%
(x—-332=(32+1)2-1-(32),

(x — 33)? = 64.

Stgd x =33 =8 lub x — 33 = -8, wiec x =41 lub x = 25,

Ta druga wartosc nie spetnia warunkdw zadania, bo przeciwprostokgtna
musi by¢ wigksza od 32. Zatem przeciwprostokgtna ma dtugose 41,

a przyprostokgtne 40 i 9.
Przedstawiony sposdb rozwigzywania rownania wymaga

pewnego sprytu matematycznego i przedstawitam go racze;j joko ciekawostke

niz wzorzec dla maturzysty.
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Dwaj rzemiedlnicy przyjeli zZlecenie wykonania 980 detali. Zaplanowali,

ze kazdego dnia pierwszy z nich wykona m, a drugi n detali. Obliczyli, ze razem
wykonajqg zlecenie w ciggu 7 dni. Po pierwszym dniu pracy pierwszy

z rzemieslinikdw rozchorowat sie i wtedy drugi, aby wykonac cate zlecenie,
musiat pracowac o 8 dni dtuzej niz planowat (nie zmienigjgc liczby

wykonywanych codziennie detali). Oblicz m i n.

—~————

Skoro rzemieslnicy wykonujq razem m + n detali dziennie, to w ciggu 7 dni
wykonujg 7(m + n) detali, co - jak wynika z planu — jest rwne 980.
W rzeczywistosci jednak pierwszy z nich pracowat tylko jeden dzien,
adrugi 15 (bo 7 + 8 = 15), wiec wykonali w sumie m +15n detali,
co jest rowne 980. Mamy wiec uktad rdwnarn:

7(m + n) = 980
{ m + 15n = 980
Pierwsze z tych rownan warto od razu podzieli€ przez 7, ofrzymujgc m + n = 140.
Réwnanie to odejmijmy stfronami od drugiego rownania, bo w fen sposdb zniknie
niewiadoma m, co pozwoli obliczy¢ wartos¢ n. Otrzymamy n = 60,

podstawimy do pierwszego réwnania i okaze sie, ze m = 80.

Rozwigz rdwnanie: a) 2x% — 14x = 0, b) x? + 2x? — 5x — 10 = 0,
C)xd—Tx2—4x+28=0, d)x3 - Tx2+2x-14=0.

—~———

Po prawej stronie kazdego z rownan jest zero. Jezeli wielomiany wystepujgce
w rownaniach przedstawimy jako iloczyny wielomiandw, to rozwigzanie
kazdego z rdwnan sprowadzi sie do znalezienia takich wartosci x,

dla ktérych jeden z czynnikéw jest rowny zeru.
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Wyrazenia algelbraiczne

Bedziemy wtedy rozwigzywac réwnania stopni nizszych niz 3. Chcqc roztozy<
wielomian na czynniki, wytqgczajmy wspdlny czynnik przed nawias. W punkcie )
wystarczy raz wytqczy< wspdiny czynnik, podczas gdy w pozostatych punktach

frzeba to robi¢ dwukrotnie, tgczgc wyrazy w odpowiednie pary.

a) 2x3 — 14x = 2x(x%2 — 7), ardwnanie 2x(x% — 7) = 0 jest spetnione
doktadnie wtedy, kiedy x = 0 lub x = V7 lub x = —7.

b) x? +2x%2 =Hx—10 = 2% =5x + 2x%2 =10 = x(x?2 =5) + 2(x%2 =5) = (x2 — 5)(x + 2).
Rozwigzujgc réwnanie (x% — 5)(x + 2) = 0, ofrzymujemy, ze x = V5 lub x = —V5
lub x =-2.

C)x?=Tx? —4x + 28 =x3 — 4x + 28 — Tx? = x(x? —4) =7 (x? =4) = (x* — 4)(x = 7).
Otrzymany iloczyn jest rtGwny zero doktadnie wtedy, kiedy x = 2 lub x = -2
lub x=17.

Ad)ad = T2+ 20— 14 =02 (x = 7) + 2(x = 7) = (x — T)(x? + 2).
Poniewaz x% + 2 nie przyjmuje wartosci zero, wiec rozwigzaniem réwnania

(x =72+ 2)=0 jest tylko x = 7.

3x—-1
Tx + 1

—~———

W kazdym z tych rGwnan mnozymy obie strony przez iloczyn mianownikdw

Rozwigz rdbwnanie: Q)

wystepujgcych tam utamkdw, co sie sprowadza do pomnozenia .na krzyz”.
Ofrzymujemy:  a) 5(3x — 1) = 2(7x + 1), skqd x =17,
b) 3(x —= 5) = 2(x — 3), skad x = 9.
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W dwoch hotelach wybudowano prostokgtne baseny. Basen w pierwszym hotelu

ma powierzchnie 240 m?. Basen w drugim hotelu ma powierzchnie 350 m? oraz
jest o 5 m dhtuzszy i 2 m szerszy niz w pierwszym hotelu. Oblicz, jakie wymiary moze

miec basen w drugim hotelu. Podaj wszystkie mozliwe odpowiedzi.

—~————

Jest to ewidentnie zadanie z dwiema niewiadomymi. Oznaczmy przez x i y
wymiary basenu w pierwszym hotelu, przy czym niech x bedzie tym wymiarem,

ktory w drugim basenie jest wiekszy o 5. Ttumaczymy tre$¢ zadania na rdwnania:

xy = 240
{ (x + 5)(y + 2) = 350
Przeksztatcamy drugie rownanie, otrzymujgc xy + 5y + 2x + 10 = 350.
Podstawiamy w miejsce xy liczbe 240, porzgdkujemy, redukujemy i otrzymujemy
2x + 5y = 100. Stqd 2x = 100 — 5y. Znalezione wyrazenie podstawiamy
do pierwszego réwnania, mnozgc go uprzednio stronami przez 2.
Otrzymujemy (100 — 5y)y = 480, co przeksztatcamy do postaci y? — 20y + 96.
Réwnanie to mozna rozwiqgzac¢ metodq uzupetniania do kwadratu:
y? =20y +96=y2-2-10y + 100 - 100 + 96 = (y — 10)? -4 = 0.
Zatem (y— 102 =4, skqd y - 10=2 lub y - 10=-2, czyliy =12 lub y = 8.
Jezeli y = 12, o x = 20, ajezeli y = 8, to x = 30. Sg wiec dwie mozliwosci.
W drugim hotelu basen ma odpowiednio wymiary 14 i 25 lub 10 i 35.

Proponuje sprawdzi€, ze obie pary liczb spatniajg warunki podane w zadaniu.

B

Znajdz ngjmniejszq liczbe catkowitq spetniajgcg nierdwnosc % + % 19"

—~———

Zaczynajgc od pomnozenia stronami przez 24, otrzymamy 9 + 4x < 10x, skgd

6x > 9, czyli x > % Najmniejszq liczbq catkowitg spetniajgcg nierdwnosc jest 2.
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Wyrazenia algelbraiczne

Rozwigz nierdwnosc |x — 2| > 3. Rozwigz nierdwnosc |x + 7| < 5.
Nierownos¢ jest rownowazna Nierdwnos¢ jest rownowazna temu, ze
femu, ze x+7>-5ix+7<5. Zatem
x—223 Ilub x -2<-38. x > —12 ijednoczesnie x < -2,
Zatemx 25 lub x < —1. Co zapisujemy w postaci —12 < x < =2.

Kolejne cztery zadania maja podobng strukture. W kazdym jest mowa o pewnej czyn-
nosci (pokonywanie drogi, czytanie ksigzki), ktorg wykonuje si¢ przez pewien czas
(dni, godziny) i ze stalg predkoscig (tyle samo kilometréw w ciggu godziny lub dnia,
tyle samo stron ksigzki w ciggu dnia). W kazdym zadaniu wykorzystuje sie zwigzek

miedzy predkoscig, czasem a wielko$cig wykonywanej czynnoSci.

Pewien turysta pokonat tfrase 112 km, przechodzqc kazdego dnia te samq liczbe
kilometrow. Gdyby maogt przeznaczy¢ na te wedrdwke o 3 dni wiecej, to w ciggu
kazdego dnia mogtby przechodzi€ o 12 km mniegj. Oblicz, ile kilometrow dziennie

przechodzit ten turysta.

—~———

Oznaczmy przez x liczbe kilometrdw pokonywanych przez turyste w ciggu

jednego dnia. Idgc z predkoscig x, pokonuje frase w ciggu 1x£ ani.

Gdyby szedt z predkosciq x — 12, to pokonat by te trase w ciggu x1_1?2 dni

i tfen czas bytby dtuzszy od poprzedniego o 3 dni. Zatem otrzymujemy rdwnanie
112 _ 112

x Tty

Rozwigzywanie rownania zacznijmy od pomnozenia obu jego stron

przez oba mianowniki. Otrzymamy

112(x = 12) + 3x(x — 12) = 112x.

Ciqg dalszy na nastepnej stronie
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Ciqg dalszy z poprzednej strony

Po redukcji wystepujgcego po obu stronach wyrazu 112x otrzymamy

-112 - 12 + 3x(x — 12) = 0.

Dzielimy stronami przez 3, ofrzymujgc —112 - 4 + x(x — 12) = 0, co przeksztatcamy
do postaci x%2 — 12x — 448 = 0. Rozwigzujemy to réwnanie, korzystajgc z wzordw
na pierwiastki lub uzupetniajgc do kwadratu. Wybieram ten drugi sposdb:
x?2—12x — 448 =x?—-2-6x + 36 — 36 — 448 = (x — 6)* — 484 = 0.

Zatem (x — 6)? = 484, skgd x — 6 = 22 lub x — 6 = =22, To drugie rozwigzanie
odrzucamy, bo liczba kilometréw nie moze by¢ ujemna, i zostaje x = 28.

Na wszelki wypadek sprawdzamy wynik z freScig zadania:

Przechodzqgc dziennie 28 km, furysta pokonuje trase 112 km w ciggu 4 dni.
Gdyby przechodzit dziennie o 12 km mniegj, czyli 16 km, potfrzebowat by na te
frase 112 : 16, czyli 7, dni. Wszystko sie zgadza,bo 4 + 3=17.

Samochdéd przebyt w pewnym czasie 210 km. Gdyby jechat ze sredniqg
predkoscig o 10 km/h wiekszq, to czas przejazdu skrocitby sie o pdt godziny.
Oblicz, z jakqg Sredniqg predkosciqg jechat ten samochod.

—~————

Oznaczajqc przez x liczbe kilometréow, jakg samochdd przebywat w ciggu

godziny, i rozumujgc analogicznie jak w zadaniu poprzednim, dochodzimy
) . 210 1 _ 210
do rownania x "2 1110

Po przeksztatceniach rownanie przyjmuje postaé x? + 10x — 4200 = 0.

Uzupetniamy do kwadratu i przeksztatcamy: x? + 2 - 5x + 25 — 25 — 4200 = 0,
(x + 5)? =4225, skgd x + 5 =65 lub x + 5 = —65.
W drugim przypadku x jest uiemne, co jest niemozliwe wobec tre$ci zadania.

Zatem rozwigzanie zadania ma postac x = 60.
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Wyrazenia algelbraiczne

Droga z miasta A do miasta B ma dtugos¢ 474 km. Samochdd jadqgcy z miasta
A do miasta B wyrusza godzine pdzniej niz samochdd z miasta B do miasta A.
Samochody te spotykajq sie w odlegtosci 300 km od miasta B. Srednia predkosé
samochodu, ktdéry wyjechat z miasta A, liczona od chwili wyjazdu z A

do momentu spotkania, byta o 17 km/h mniegjsza od Sredniej predkosci drugiego
samochodu liczonej od chwili wyjazdu z B do chwili spotkania.

Oblicz sredniq predkosc kazdego samochodu do chwili spotkania.

—~———

To zadanie jest nieco bardziej ktopotliwe niz dwa poprzednie, bo sg dwa
samochody, a kazdy z nich przebywa inng droge. Samochdd jadqcy z A do B
przebywa (474 — 300) km, a samochdd jadgcy z B do A przebywa 300 km.
Oznaczmy przez x predkos¢ samochodu jadgcego z B do A. Wtedy drugi

samochdd jedzie z predkosciq x — 17. Proponuje zilustrowac sytuacje na rysunku:

174 300
A | B
—_ -
x—17 x

174
x—-17
a czas jazdy samochodu jadgcego z B to iico przy czym ten drugi czas jest
174 _ 300
x-17 7 1= x
Po standardowych przeksztatceniach otfrzymamy rownanie x? — 143x + 5100 = 0,

Czas jazdy samochodu jadgcego z A jest wiec rowny

0 godzine dtuzszy. Zatem

ktérego wyrdznik (A) jest rowny 49, skgd x = 75 lub x = 68.

Tym razem oba pierwiastki bierzemy pod uwage, bo oba sq dodatnie.
Zadanie ma wiec dwa rozwigzania. Jezeli samochdd jadqcy z B jedzie
z predkoscig 75 km/h, to drugi samochdd ma predkosc 58 km/h,

a jezelisamochdd jadqcey z B jedzie z predkosdciq 68 km/h,

to predkosc drugiego samochodu jest rowna 51 km/h.
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Uczen przeczytat ksigzke liczgcg 480 stron, przy czym kazdego dnia czytat

jednakowq liczbe stron. Gdyby czytat kazdego dnia o 8 stron wiecej, o
przeczytatby te ksigzke o 3 dni wczesniej. Oblicz, ile dni uczen czytat te ksigzke.

—~———

Oznaczmy przez x liczbe dni, w czasie ktérych uczen przeczytat ksigzke.

Czytat jq zatem z predkosciq % stron na dzien. Gdyby czas czytania ksigaki

48

x—3

480+8_ 480.
x x-3

miat by¢ o 3 dni krétszy, to dziennie trzeba by przeczytac

i to by byto o 8 (stron dziennie) wiecej niz poprzednio. Stqd

Dzielgc obie strony rownania przez 8, ofrzymujemy 6x—0 +1= x6£)3.

Po standardowych przeksztatceniach mamy réwnanie x? — 3x — 180 = 0.

Biorqgc pod uwage tylko dodatni pierwiastek, otfrzymamy x = 15.

Ewentualne sprawdzenie odpowiedzi z tresciq zadania pozostawiam

Czytelnikowi.

Rozwigz rdwnanie: Wyrazenie |l x| + 1] dla x < 0
2 2

a xx:?f =0, b) xxt?éé; = 0. zapisz tak, aby nie byto w nim

Bl modut
a)x2-36=0dlax=6 _

oraz dla x = —6, ale rozwigzaniem Zauwazmy, ze zewnetrzny
danego rownania jest tylko x = —6, symbol modutu jest

bo mianownik musi by¢ rézny niepotrzebny. Istotnie,

od zera. x|l + 1] = |x]| +1

dla kazdego x, bo x| + 1> 0.
b) Zadna liczba nie spetnia rdGwnania, Jezeli x < 0,10 |x| = —x,

bo licznik jest zawsze rézny od zera. skad |x| + 1 =—-x+ 1.
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Wyrazenia algelbraiczne

Roztéz na czynniki wielomian 4x* — 100.

—~————

4x% — 100 = 4(x%2 — 25) = 4(x + 5)(x — 5).

Ktora z liczb: =5, -4, =3, =2 jest najwiekszq liczbqg catkowitq

spetnigjgcq nierdwnose (4 + x)? < (x — 4)(x + 4)?

—~———

Mozna rozwiqzac nierdwnosc i znalez¢ najwiekszq liczbe, ktdra jg spetnia. Mozna
takze postgpic inaczej, sprawdzajqgce, ktdra z podanych liczb spetnia nierdwnose.

Poniewaz szukamy liczby najwiekszej, wiec optaca sie zaczgc¢ od konca.

Podstawigjgc x = -2 lub x = =3, ofrzymujemy po prawe; stronie liczbe ujemnq,
wiec nierdwnos¢ nie jest prawdziwa, bo lewa strona jest zawsze

(Izn. dla kazdego x) liczbg nieujemnaq. Jezeli x = -4, 1o po obu stronach
nierdwnosci jest zero i nierdwnodc¢ takze nie jest prawdziwa, Jezeli x = -5,

to po lewej stronie nieréwnosci jest 1, a po prawej (=9) - (-1), wiec nierdwnosé

jest prawdziwa. Zatem nierdbwnos¢ jest spetniona dopiero dla liczby -5.

Rozwigz réwnanie |3x + 1| = 4x.

—~———

Poniewaz bezwzgledna wartosS¢ kazdej liczby jest nieujemna, wiec rownanie
ma rozwigzanie tylko wtedy, kiedy 4x > 0, skgd ofrzymujemy nieréwnos¢ x 2 0.
A skoro tak, to 3x + 1> 0, wiec |3x+ 1| =3x + 1 irbwnanie ma postac

3x + 1 =4x. Zatem x = 1.
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Z dwdéch miast A i B, oddalonych od siebie o 18 km, wyruszyli naprzeciw siebie

dwaj turysci. Pierwszy turysta wyszedt z miasta A o jedng godzine wczesnie;
niz drugi z miasta B. Oblicz predkosc, z jakg szedt kazdy turysta, jezeli wiadomo
ze po spotkaniu pierwszy turysta szedt do miasta B jeszcze 1,5 godziny,

drugi za$ szedt jeszcze 4 godziny do miasta A.

—~———

Oznaczmy przez t czas (liczony w godzinach) od chwili wyjscia drugiego turysty
zmiasta B do chwili spotkania z pierwszym turystq. Wtedy na catqg trase drugi
turysta potrzebowat ¢ + 4 godzin, za$ pierwszy turysta na catq frase potrzebowat
1+t+ 1,5, czyli t + 2,5 godzin.

Poniewaz frasa liczyta 18 km, wiec predkos¢ pierwszego turysty

18 (km/h), a predkos$¢ drugiego turysty byta rowna ——

t+2,5 t+4
Wyrazilismy predkosci turystow za pomocg niewiadomej t. Trzeba jeszcze znalezC

18

wyniosta

jakie$ rownanie, z ktérego obliczymy t. Skorzystajmy z faktu, ze suma drdg,
jakie przejdq turysci do momentu spotkania, jest rowna 18 (km). Znamy predkosci
obu turystow i wiemy, jak dtugo idg do momentu spotkania: czas pierwszego

jestrowny 1 + t, a drugiego t. Zatem ofrzymujemy rdwnanie
18 18 _
1+ 25 -(1+t)+—t+4-t_18

Rozwigzujemy, zaczynajgc od podzielenia obu stron rownania przez 18

i pomnozenia przez iloczyn mianownikow:
E+4D)A+)+E+2,5)t=0+25)1+4),
2+ 5t+4 + 12+ 2,5t =12+ 6,5t + 10,
2+1t-6=0,

A=1+24=25 25 =5, t=_12+5=2 (t < 0 odrzucamy).

Wracamy do wyrazen okreslajgcych predkosci turystow, podstawiajgce £ = 2.
, czyli 4 (km/h),

Predkos¢ pierwszego turysty jest wiec rowna 5 _&82 5

a predkos¢ drugiego 21+84, czyli 3 (km/h).
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Wyrazenia algelbraiczne

Uzasadnij, ze jedli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajg nierdwnosci 0 <a < b < c,

a+b+c_ a+b
to 3 > 9

—~————

Zmiefmy postac nierdwnosci tak, aby po obu stronach byty utamki o tym samym

mianowniku. Inaczej méwiqgc, sprowadzmy utamki do mianownika 6:

2@ +b+c) 3(a+b)
6 "8

Zadanie sprowadza sie wiec do dowodu tak przeksztatconej nierdwnosci,
co z kolei sprowadza sie do dowodu odpowiedniej nierdwnosci miedzy licznikami

obu utamkow: 2(a + b + ¢) > 3(a + b).

Mnozymy i redukujemy:
2a +2b + 2¢ > 3a +3b, 2c>a+b.

Pozostaje dowiesc ostatniej nierdwnosci. Jest ona spetniona, poniewaz z zatozen

c>aic>b wynka,ze 2c=c+c>a+b.

Znqjdz pierwiastki wielomianu x? + 4x? — 9x — 36.

—~————

Poszukajmy rozktadu wielomianu na czynniki, wytqczajgc przed nawias
wspolny czynnik:

X2 +4x2—-9x—-36=x2(x+4) -9 x+4)=Ex+4)x*-9) =

= (x + 4)(x + 3)(x - 3).

Wielomian przyjmuje warto$¢ zero dla tfrzech wartosci zmiennych: —4, -3, 3.

Takie sq wiec jego pierwiastki.
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Miasto A i miasto B tgczy linia kolejowa dtugosci 210 km.

Srednia predkosé pociggu pospiesznego na tej trasie jest o 24 km/h wieksza
od Srednigj predkosci pociggu osobowego. Pocigg pospieszny pokonuje te frase
o 1 godzine krocej niz pocigg osobowy. Oblicz czas pokonania tej drogi

przez pociqg pospieszny.

—~———

Oznaczmy przez ¢t czas (w godzinach), w jakim pocigg pospieszny pokonuje

dang trase. Wtedy pociqg osobowy pokonuje te tfrase w czasie ¢ + 1.

Predkosci obu pociggdw to odpowiednio 2—10 i % skgd otrzymujemy
rownanie 210 _ 210 + 24,
t t+1

Poniewaz 24 =2 -3 -4 oraz 210 =2 - 3 - 35, wiec rdGwnanie mozna uproscic,

dzielgc obie strony przez 2 - 3. Otrzymujemy:
35_.35 4,
t t+1

Mnozymy obie strony rownania przez iloczyn mianownikdw, wykonujemy
dziatania i redukujemy:

35-(t+1)=35-t+4t(t+1), 35t+ 35=35t+4t?+ 4t,

42+ 4t - 35 = 0.

Rozwigzujemy:

A=16+560=576, VA=24, t=""¢Z =27 b t="15H <0,

Poniewaz w gre wchodzi tylko rozwigzanie dodatnie, wiec pocigg pospieszny

pokonuje trase w ciggu 2% godziny.
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4, \Wtasnosci
figur
otaskich

Niektore wtasnosci figur wynikajqg w sposéb widoczny
z ich symetrii, inne sq konsekwencjqg rownosci odcinkow
lub kqgtow, czy tez ich wzajemnego potozenia.

Cata sztuka polega na dostrzezeniu tych zwiqgzkow.



Katy w wielokagtach

W rozwigzywaniu zadan z geometrii bardzo is-
totna jest umiejetnosc spostrzegania, ktore katy

w danej konfiguracji sg rowne. Mogg to by¢ katy

w tréjkagtach podobnych (w szczegdlnosci przy- a

stajgcych), katy wpisane oparte na tych samych
tukach, a mogg to by¢ katy, ktérych réwnosé jest
zauwazalna bezposrednio. Na przyktad katy rowne otrzymamy, ustalajac kierunek

jednego ramienia, a drugie przesuwajac ré6wnolegle:

Réwne sa tez tzw. katy wierz-

chotkowe, z ktorych jeden powstaje a~__ Vo

a —
z drugiego przez obrét o 180° wokét :

wspolnego wierzchotka:

W konsekwencji przy przecigciu pary prostych 180° —ax_&
(04 Qe
réwnolegltych trzecig prostg jeden kgt wyznacza 180% — o
pozostate: 180° — o+
%7 180° - «

Wilasnoéé ta pozwala zobaczyé, ze przeciwlegle
katy réwnolegloboku sa r6wne, a katy sgsiednie
majg w sumie 180°: pr

le 4 180° — 1o 4

Pozwala tez znalezé sume¢ katéw dowolnego

trojkata:
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Wtasnosci figur ptaskich

W konsekwencji mozemy obliczy¢ sume katéw dowolnego wielokata.

W przypadku wielokgta o wszystkich katach wy-

puktych® dow6éd mozna odczytaé z rysunku:

Istotnie, 1gczac dowolny punkt wewnetrzny z wierz-

chotkami wielokata, otrzymujemy tyle tréjkgtow, ile

bokéw ma wielokgt. Dodajac katy tych trojkgtéow otrzy-

mujemy sume katéow wielokgta powiekszong o kat petny

o wierzchotku O. Zatem suma katéw wielokgta jest rowna sumie kgtow tréjkgtow po-
mniejszonej o 360°. W przypadku n-kgta otrzymujemy wiec liczbe n - 180° — 360°,
czyli n - 180° — 2 - 180°, skad mozemy wyltgczyé 180° poza nawias, otrzymujgc
(n—-2)-180°.

1. Jeden z kgtéw réownolegtoboku jest rowny 55°.

Oblicz pozostate kgty rdwnolegtoboku.
2. Uzasadnij, ze nie istnieje czworokgt o jednym kqgcie prostym i trzech ostrych.

3. Czy istnieje wielokgt o sumie kgtéw réwnej: @) 1980°, b) 2150°7

'0SIG =081 - (2 — W)

PIUOUMQI DIULSdS BlU PUlRINLIDU PJZOI| PUPLZ 0g ‘afalulst SIN (J HoXolsuAzy o) 1sef o] (O ¢
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" ,09€ PO DzsfeIUW AQDIAQ DIDY0IOMZO OBBDID) MOIDY DUINS g * 63T 0d DMP | ,6¢ od ALy bmQ °|

8 tzn. mniejszych od 180°
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Katy w kole

Zacznijmy od znalezienia miary kgta wpisanego opartego

na poétokregu’:

Dorysowujgc promien, dzielimy tréjkat na dwa trdjkaty

réwnoramienne, wiec majgce po dwa katy rowne:

Teraz wystarczy zsumowac katy wyjsciowego tréjkata:
a+(a+p)+p=180° skad o+ f=90°.

Wtasnoéé ta jest szczegélnym przypadkiem twierdzenia, ze

kazdy kat wpisany jest dwa razy mniejszy od kgta srodko-

wego opartego na tym samym tuku. Jezeli uk jest potokregiem, to kat srodkowy na

nim oparty jest pélpelny, wiec odpowiadajacy mu kgt wpisany jest prosty.

W zadaniach na kgty wpisane i srodkowe najwazniejsze
jest wlasciwe odczytanie tuku, na ktérym dany kat $rod-
kowy jest oparty. Na przykiad w sytuacji przedstawionej
na rysunku

kat §rodkowy « nie jest oparty na tym samym tuku co kgt
wpisany 100°. Nie mozna wigc bezposrednio skorzystaé
z twierdzenia o kgcie wpisanym i srodkowym, trzeba wzigé

pod uwage dopelnienie kgta o do kgta pelnego:

Zaznaczony na rysunku kgt srodkowy jest oparty na tym
samym tuku, co kgt wpisany 100°, wiec jest rowny 200°.
Wracajgc do kata «, otrzymamy o = 360° — 200° = 160°.

9 O kgcie takim méwimy tez, ze jest oparty na §rednicy.

D

P
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Wtasnosci figur ptaskich

Wyobrazmy sobie koto i dowolny tuk na jego okregu. Ile jest katéw srodkowych, a ile

wpisanych opartych na tym tuku?

Kat srodkowy jest wyznaczony jednoznacznie, a katow wpi-
sanych jest wiele, bo wierzchotek moze ,wedrowaé” po

okregu:

Wszystkie te kgty wpisane sg réwne, bo kazdy z nich jest

potowa tego samego kata srodkowego.

Sprawdz,

1. lle wynosi miara dowolnego kgta wpisanego opartego na:

o)) % okregu, b) é okregu, ©) % okregu?

2. Jakie miary kryjg sie pod znakami zapytania, jesli punkt O jest srodkiem kota:

a b) <)

268°

d) e) )

90
CX
ce

0061 500T (" GBG (509 (P “,0FT (O LS| 499 (A 9% (© T
009 (9,922 (A’ ;&% (0 °L
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Co wynika z przystawania trojkatow?

Jak wiadomo, tréjkaty przystajace to takie, z ktérych jeden mozna otrzymaé z dru-
giego za pomocg przesuwania, obracania i odbicia lustrzanego. Po¢wiczmy umiejet-

noéé¢ wskazywania par bokéw réwnych i par

katow rownych w tréjkatach przystajgcych. B

Na przyktad jezeli tréjkaty 560

sg przystajgce, to jeden z bokéw trojkagta e .

ABC ma dlugosé 3. Ktory? 3 6o =
Ten, przy ktérym sg katy 58° i 66°, czyli bok AC. c

Jak wiadomo, do stwierdzenia przystawania dwéch tréjkatow wystarczy sprawdzié
jeden z trzech warunkéw, zwanych cechami przystawania tréjkatow:

— tréjkaty majg rowne boki,

— dwa boki wraz z kgtem miedzy nimi sg takie same w obu tréjkatach,

— jeden bok i dwa katy do niego przylegajgce sa takie same

w jednym i drugim tréjkacie.

D
C
; 60°
1. Tréjkaty ABC | DEF sq przystajgce. z
. i o ? /57° ° 57°
Ktore boki sg rowne” J 57 63 a i

2. Na rysunku zaznaczono rowne boki frojkgtow.

C
Znajdz miary kgtéw przy wierzchotkach A, B, C. ) :
o791 619 '65G :0lUpaIMOdPO g A
B

‘aglog ad\ov'dd gv -l
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Wtasnosci figur ptaskich

Wiele wlasno$ci wielokgtéw wykrywamy,

znajdujgc odpowiednie trojkgty przy-
stajgce. Na przyklad popatrzmy na tréjkaty

utworzone przez przekatne réwno- o B

legtoboku:

Tro6jkaty potozone naprzeciw siebie majg réwne katy. Poniewaz dodatkowo tréjkaty te
majg bok tej samej dltugosci (bo rownolegle

boki réwnoleglobokéw sa réwne), wiec sa

przystajace. W konsekwencji ich boki lezgce
naprzeciw kgtow « sg rowne oraz réwne sg

boki lezace naprzeciw katéow f: & B

Oznacza to, ze przekgtne réwnolegloboku dzielg si¢ wzajemnie na polowy.

Jezeli dodatkowo réwnolegtobok ma rowne

wszystkie boki, tzn. jest rombem, to wszyst-
kie cztery trojkgty majg takie same boki.
Sg wiec przystajace, skagd wynika réwnosé

kgtéw pokazanych na rysunku: @

Z rysunku odczytujemy, ze przekatne rombu dzielg jego katy na potowy. Ponadto
4v=360°, skad ¥=90°. Przekatne rombu sg wi¢c prostopadte.

Obie te wlasnosci mozna odwrdcié¢, réwniez postugujgc sie przystawaniem tréjkatow:

Jezeli przekatne czworokgta dzielg sie na potowy,
to czworokat jest rownolegtobokiem, a jezeli dodatkowo przekgtne

sa prostopadte, to czworokat jest rombem.
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Symetrie wielokgtow

Zacznijmy od symetrii osiowej. Jak wiadomo, 0§ symetrii figury dzieli jg na dwie czesci,
z ktorych jedna jest odbiciem lustrzanym drugiej. Zbadajmy, ile osi symetrii moze miec

wielokat.

Sa wielokgty, nie majace osi symetrii w ogéle — na przyklad réwnoleglobok, ktéry nie
jest prostokgtem ani rombem. Sg wielokgty, majgce doktadnie jedng o§ symetrii — na
przyktad trapez réwnoramienny, ktéry nie jest prostokatem, lub tréjkat réwnora-
mienny, ktéry nie jest réwnoboczny. Prostokat rézny od kwadratu ma dwie osie sy-

metrii; dwie osie symetrii ma réwniez romb, ktéry nie jest kwadratem.

Trojkat réwnoboczny ma trzy, a kwadrat ma cztery osie symetrii. Tréjkat réwnoboczny
i kwadrat nalezg do wielokgtéw foremnych. Wielokat foremny to taki wielokgt, ktory
ma wszystkie kgty réwne i wszystkie boki ré6wne. Im wiecej katéw ma wielokat fo-

remny, tym wiecej ma osi symetrii.

Okazuje sie, ze kazdy wielokat foremny ma tyle osi symetrii,

ile ma katow: pigciokat ma pi¢é osi symetrii, szesciokgt ma szesé itd.

Na przyklad znajdZzmy osie symetrii pieciokgta. Nary-
sujmy piegciokgt, wpisujgc go w koto. W tym celu kat
pelny trzeba podzielié
na pieg¢ rownych

czegsci:

Przedluzajgc promienie, otrzymamy osie symetrii:
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Wtasnosci figur ptaskich

Zastanéwmy sie teraz nad Srodkami symetrii wielokatéw. Przypomnijmy: Srodek
symetrii figury jest takim punktem, ze po obrocie wokét niego o 180° figura pozostaje

taka sama.

Chcgc doswiadczalnie rozstrzygnad, czy dany punkt jest srodkiem symetrii danej fi-
gury, trzeba by natozy¢ na figure jej ruchoma kopie, przymocowujac ja w danym pun-
kcie na przyklad za pomocg szpilki, po czym obrdci¢ te kopie o 180° (wszystko jedno
w ktorg strone) i zobaczyé, czy pokryje sie

z figurg wyjsciowa.

Dowolny réwnoleglobok ma érodek sy-

metrii, jest nim punkt przeciecia

przekatnych:

Zaden tréjkat, nawet réwnoboczny, nie ma §rodka symetrii.

Mozna to uogélnié na wielokgty o nieparzystej liczbie katéw: zaden z nich, nawet fo-
remny, nie ma §rodka symetrii. Natomiast wielokgty foremne o parzystej liczbie kgtow

majg Srodek symetrii.

Sprawdz,
Z'S'O ‘N ‘| 'H blow 11swAs ppoig

1. Znajdz osie symetrii sze$ciokgta AMNLO TN T H 3 °d e Y
foremnego i jego srodek symetrii. DIoW jSUIAS SISO g “HowAS
10 PI0&108zId Ppund Jsof IoWAS

WsMpols ‘Mox0oq YoAtbeimioszid

2. Ktére z drukowanych wielkich liter Mpois 80bzoby HUIOPO Z0I0
fabet lski . : i proyoziom arbomioszid aobzoby
dlirapelu polskiego majg osie symetril, oujbyezid z6zid SUCZODUZAM

a ktére majq srodki symetrii? a1s01d bS IBWIAS ILDISO |
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Co wynika z symetrii osiowej?

7 symetrii osiowej wynika, ze sy-
metralna odcinka pokrywa sie ze P
zbiorem punktéw réwnooddalo-

nych od jego koncow, a dwu-

sieczna kata to dokladnie zbidr A B

punktéw réwnooddalonych od

jego ramion: |AP| = | PB| ICQRI = QD]

7 wlasnoéci tych korzystamy, opisujgc okrgg na
tréjkgcie i wpisujac okrag w trojkgt. W pierwszym
przypadku

srodek okregu jest punktem réwnooddalonym (o pro-

mien okregu) od wierzchotkéw trdojkata, czyli koricow

kazdego boku, wiec lezy na symetralnej kazdego boku.

W drugim przypadku srodek okregu jest réownooddalony od bokéw trojkata, wiec lezy

na dwusiecznych katow trojkata:

Jezeli trojkat jest réwnoboczny, to sy-
metralne bok6w pokrywajg si¢ z dwu-
sieccznymi  katéow i  zawierajg
wysokosci trojkgta. Wtedy srodkiem
okregu wpisanego i jednoczesnie
srodkiem okregu opisanego jest

punkt przeciecia wysokosci.
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Wtasnosci figur ptaskich

Przypomnijmy, ze wysokosci trojkgta ré6wnobocznego
dzielg sie wzajemnie w stosunku 1 : 2, co mozemy od-

czytaé z rysunku:
2x

Zatem dla trdgjkagta réwnobocznego o wysokosci A /30°

promienie okregu wpisanego i opisanego

sg réwne odpowiednio %h i %h.

Osig symetrii okregu jest dowolna prosta przechodzgca

\\_/ przez jego Srodek. Osig symetrii okregu i pary przeci-

najgcych sie stycznych jest ta 0§ symetrii okregu, ktéra

przechodzi przez punkt wspélny stycznych:

Wynika stad, ze | AP| = | PB].

Osig symetrii okregu i dowolnej prostej jest ta os sy-

metrii okregu, ktéra jest prostopadta do proste;j:

Jezeli prosta jest styczna do okregu, to

punkt stycznosci lezy na osi symetrii:

0s symetrii

os symetrii

Zatem styczna do okregu jest prosto-

padla do promienia wychodzgcego

z punktu stycznosci.
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1. Zpunktu A lezgcego na zewngtrz okregu o srodku O poprowadzono styczng
do tego okregu w punkcie B. Kgt BAO ma 35°. lle stopni majq pozostate kgty
frojkgta OAB?

2. Punkt O jest srodkiem okregu.

Oblicz miare kgta pokazanego na rysunku:

"olG ¢ 555! 506 °1

Co wynika z twierdzenia Pitagorasa?

Jak wiadomo od czaséw starozytnych, kwadrat najdluzszego boku tréjkgta pro-

stokatnego jest rowny sumie kwadratow dwoéch pozostatych bokéow.

Wilasnosé ta pozwala obliczyé bok trojkgta prostokgtnego, jezeli dane sg dwa pozostale

boki, i ma rézne zastosowania.

Na przyklad znajgc ramie i podstawe tréjkgta réwno-
ramiennego, mozemy obliczy¢ jego wysokosé:

82 — 32= h2, skad h = V55.

W szczegdlnosei obliczymy wysokosé tréjkata réwno-

bocznego, znajgc jego bok. Na przyklad dla tréjkata
réwnobocznego o boku 6 wysokos¢ jest przyprostokgtng

trojkgta prostokatnego o drugiej przyprostokatnej 3 i przeciwprostokgtnej 6:
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Wtasnosci figur ptaskich

Postepowanie to mozna uogélnic, znajdujgc wzoér na wy-
sokosé trajkgta réwnobocznego o boku a. Nie warto jed-
nak obcigzaé pamieci pamietaniem tego wzoru, bo

w kazdym konkretnym przypadku wystarczy po prostu

zastosowaé twierdzenie

Pitagorasa.

Znajgc wysokos¢ trojkgta ro6wnobocznego, mozemy ob- %

liczy¢ jego bok:

2
(ZxfF —x2=52, BE=52 »= %, X =

&

W zadaniach czesto pojawiajg sie trojkgty prostokgtne o kgtach ostrych
takich jak w ekierkach, tzn. 45° lub 30° i 60°. W takich trojkgtach

juz jeden bok determinuje dwa pozostale.

Zobaczmy to, zaczynajgc od trdjkata z katem 45°. Drugi kat ostry w takim tréjkacie
jest tez rowny 45°, wiec trojkat ma réwne przyprostokatne. Majac przyprostokgtna,

obliczymy przeciwprostokatng, i odwrotnie.

Na przyktad jezeli przyprostokatna jest réwna 4, to przeciwprostokgtna jest r6wna

V4% + 42, czyli V2 - 42, co jest rowne 4vV2.

Jezeli natomiast przeciwprostokatna jest o

réwna 4, to przyprostokgtne x spelniajg — =

warunek x? + x2 = 42, skad x = V8 = 2+2.

/30°(30°

60° 60°

W przypadku trojkgta z kgtami 30° i 60°

pomoze nam odbicie symetryczne, w wyniku ktérego otrzymamy tréjkat réwnoboczny:
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KOREPETYCJE MATURZYSTY

Widagé, ze przeciwprostokatna wyjsciowego trojkata jest dwa razy dtuzsza od jego krot-
szej przyprospokatnej. Jezeli wiec jedna z tych wielkosci jest znana, to druga tez,
a dluzsza przyprostokatng obliczymy z twierdzenia Pitagorasa. Jezeli natomiast dana
jest dluzsza przyprostokatna, to jest ona wysokoscig tréjkgta réwnobocznego i zada-

nie sprowadza sie do obliczenia boku tego tréjkata, co juz robilismy.

1. Dwa z trzech bokdw trojkgta prostokgtnego sq rowne 3 i 4. Oblicz frzeci bok.

Czy zadanie jest jednoznaczne?
2. Przekgtna kwadratu jest rowna 2. Oblicz bok kwadratu.

3. Punkt A lezy na stycznej do okregu o promieniu 5 i jest odlegty od punktu

stycznosci o 6. Oblicz odlegtos¢ punktu A od srodka okregu.

‘T9M "€ 'gM T LM 250PNYP BW NOq 10821} NyprdAzid WAbisozod m
g 2s0BN}P W XOQ 10871} O} ‘POl IWAULbYolsoIdAzZId bs plog supp l|8zer 'L

Twierdzenie Pitagorasa pozwala tez rozwigzywac zadania, ktorych tresé nie dotyczy
bezposrednio tréjkgta prostokatnego. Jest to trudniejsze, bo wtedy trzeba samemu
poszukaé trdjkata prostokatnego, ktérego boki wigzg sie z dlugosciami wymienionymi

w zadaniu. Zilustrujmy to przykladem.

Wysokosé trapezu jest rowna 12, a jego dluzsza podstawa jest rowna 24.
Boki nieréwnolegle majg dtugosci 13 oraz 15 i tworzg z dluzszg podstawg

trapezu katy ostre. Oblicz krétszg podstawe trapezu.
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Wtasnosci figur ptaskich

Przedstawmy sytuacje na rysunku:

15

Jeden trgjkat prostokgtny juz sie pojawit,

Y

drugi jest z drugiej strony: < o

Aby otrzymaé krotsza podstawe trapezu,

wystarczy obliczy¢é nieznane przypros- 13/ |19 12 5

tokgtne obu trojkgtow i odjaé je od dluzszej

A
/

podstawy. Dokoricz obliczenia. 24 =

Okazuje sie, ze wlasnosé¢: kwadrat jednego z bokéw trojkqta jest rowny sumie kwadra-
tow dwoch pozostatych bokow przystuguje tylko trgjkgtom prostokatnym. Inaczej mé-
wigc, prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa:

Jezeli kwadrat jednego z bokéw jest réwny sumie kwadratéw dwéch

pozostalych'’, to tréjkat jest prostokgtny.

Na przyktad tréjkat o bokach 5, 12, 13 jest prostokatny, bo 13% = 12% + 52

1. Czy fréjkat o bokach 6, 8, 10 jest prostokgtny?

- . . : L ‘psoioBolld
Z jakiego twierdzenia wynika odpowiedz? T B e
‘Autioriolsold 1sef eju toxfoll g
2. Czy trojkgt o bokach 7,9, 10 jest prostokgtny? BSRIoRDI
‘ pIUaZPIBIML OP OBBULOIMPO
Wskazdwka: skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa:

gdyby trojkgt byt prostkgtny, fo...

pluUsZPISIM| ADOW DU

Autoyoysoid sl 1xfol] °L

10 7 tej rownosci wynika, ze jest to kwadrat najdluzszego boku.
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Wielokaty podobne

Podobienstwo wielokgtéw jest uogélnieniem ich przystawania: kazde dwa wielokagty

przystajace sa podobne, ale nie na odwroét.

Przypomnijmy, ze dwa wielokaty nazywamy podobnymi, jezeli majg jednakowe katy,
a boki jednego wielokata sg proporcjonalne do bokéw drugiego. Ten drugi warunek
oznacza, ze stosunki bokéw jednego wielokgta do odpowiadajgcych im'! bokéw dru-

giego sg jednakowe.

W odniesieniu do tréjkgtéw podobnych odpowiadajgce sobie boki to boki lezgce na-

przeciw réwnych katéw.

Niekiedy stosunek bokéw zapisujemy za pomocg dwukropka i méwimy
o skali podobienstwa. W zadaniach na ogét najwygodniej zapisywacé

stosunek bokow w postaci utamka.

Na przyklad prostokaty o bokach 214 oraz 316 sg podobne, bo maja katy réwne oraz

%, a prostokaty o bokach 3i4 oraz 518 nie sg podobne, bo % # %

2_
5=
Réwnoleglobok z katem 40° nie jest podobny do zadnego prostokgta, bo rézni si¢ od

niego kgtami.

Jak widaé z podanych przyktadéw, warunki: kqty czworokqtow réwne i boki czwo-
rokgtow proporcjonalne sg od sicbie niezalezne, jeden moze byé spetniony, a drugi nie.
Tak jest tez w pieciokatach, szesciokgtach itd. Natomiast inaczej jest w trojkgtach.

Juz od starozytnosci wiadomo (wniosek z twierdzenia Talesa), ze jezeli katy w jednym

HMéwimy tez: odpowiednich
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Wtasnosci figur ptaskich

trojkacie sg takie same jak katy w drugim, to boki jednego tréjkgta sg proporcjonalne
do bokéw drugiego. Odwrotne wynikanie tez zachodzi: jezeli boki jednego tréjkata sg
proporcjonalne do bokéw drugiego, to trojkaty majg rowne katy.

Zatem do stwierdzenia podobienstwa trojkgtow wystarczy wiedzieé, ze spelniony jest
jeden z dwéch warunkéw: trojkgty majg réwne katy lub majg boki proporcjonalne.
Jest jeszcze trzeci warunek wystarczajacy do podobienistwa trdjkgtow: para bokéw jed-
nego trojkgta jest proporcjonalna do pary bokéw drugiego, a kgty miedzy tymi bokami

w jednym i drugim tréjkacie sg takie same.

Te trzy warunki noszg nazwe cech podobienstwa tréjkatow.

1. Boki jednego z dwoch tréjkgtéow sq rowne 7, 8, 10, a boki drugiego sg rowne 14,

16, 19. Ktos stwierdzit, ze kgty w obu tréjkgtach sq takie same. Co o tym sqdzisz?

2. Czy trojkgt prostokgtny z kgtem 35° jest podobny do trojkgta prostokgtnego
z kgtem 55°7?

3. Dwa boki jednego tréjkgta sq rownolegte do dwdch bokdéw drugiego trojkgta,

a trzecie boki tych trojkgtow nie sq rownolegte. Czy te trojkgty sg podobne?

4. Na rysunku zaznaczono rowne kgty trojkgtéw i podano

dtugosci niektorych bokow. Ktory bok wiekszego frojkgta 4b&> 9
mozna obliczyC? Znajdz jego dtugosc. 3

'ZT 9s0BNHo PU Wepnt WAulbompod ofeuozopuzoz blby Mioszidbu Adbze| og &
Moty YoAwbs Yool biow eiu og ‘sugopod bs aiu Alox(ol] *¢ ALy euwlos apjb} bllow og ‘sugopod
s Albylol] "z 'yoAupuololodoid moxog bliowl aiu og ‘MoLiby YoAWIDS Yopol biowl aiu Albyiol] *L
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W definicji podobienistwa poréwnujemy stosunki bokéw jednego wielokgta do odpo-

wiadajgcych im bokéw drugiego. Tak wiec jezeli dwa dowolne boki jednego z dwéch
wielokgtéw podobnych majg dtugosci a, b, a odpowiadajgce im boki drugiego wielokgta
majg dtugosci a', b', to a = Q .

a b
Podzielmy obie strony tej rownosci przez b i pomnézmy przez a'. Po skréoceniu otrzy-

mamyg—i
b b’

W tej ostatniej proporcji poréwnujemy stosunki bokéw w kazdym wielokgcie z osobna.
Zatem jezeli wielokgty sg podobne, to stosunek dwéch dowolnych bokéw jednego wie-

lokata jest taki sam jak stosunek odpowiadajgcych im bokéw drugiego.

7Z tej wlasnosci bedziemy korzystaé w odniesieniu do tréjkgtéow prostokgtnych. Za-
uwazmy, ze jezeli trojkaty prostokgtne majg taki sam kgt ostry, to majg takie same
wszystkie katy i w kosekwencji sg podobne. Zatem jezeli dwa tréjkaty prostokatne
majg taki sam kat ostry, to stosunek przyprostokgtnych w jednym trégjkacie jest taki
sam, jak stosunek odpowiednich przyprostokgtnych w drugim tréjkgcie. To samo do-

tyczy stosunku przyprostokatnej i przeciwprostokgtne;j.

Rozwigzujac zadanie:
Dwa trdojkaty prostokgtne majg taki sam kat ostry. Przyprostokatne
jednego z nich sg réwne 2 i 4, a kréotsza przyprostokatna drugiego trojkgta
jest rowna 3. Oblicz dlugosé pozostalej przyprostokatne;.

mozna zarowno skorzystaé z proporcji 2_4 jak i proporcji e , W ktorych x ozna-

3
3 x 4 x

cza szukang diugosé.

Proporcje lepiej pisaé tak, aby niewiadoma byla w liczniku, a nie w mianowniku

w

X

utamka. Wtedy rachunki sg nieco krétsze. Na przyktad w rownosci 9=% wystarczy
obic strony pomnozy¢ przez 4, podczas gdy rozwigzanie proporcji % = % wymaga wie-

cej dzialan.
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Co wynika z podobienstwa trojkatow?

Poltgczymy odcinkiem $rodki dwéch bokéw do- c

wolnego trgjkata: y

Powstale tréjkaty maja ten sam kat (przy wierz-

chotku A), a boki przy tym kacie sg w mniejszym A x D x B
trojkgcie dwa razy mniejsze niz w wigkszym.

Zatem na mocy jednej z cech podobienstwa

trojkaty te sg podobne. W konsekwencji dwa pozostate katy sa takie same w obu tréj-
katach, co oznacza, ze ED || CB. Ponadto bok ED jest dwa razy mniejszy od boku CB.

Wiasnosé te warto zapamietaé: odcinek taczacy srodki bokéw dowolnego trgjkata jest

réwnolegly do boku trzeciego i dwa razy krétszy od tego boku.

Z tej wlasnosci wyprowadzimy wazng wlasnos$é dotyczacag odcinka 1gczacego Srodki
nierownoleglych bokéw trapezu. Niech

Pi@ bedg srodkami bokéw trapezu, kto- b

rego postawy majg dlugosci a i b. Dory-
sujmy przekatng i niech punkt R bedzie

jej érodkiem:

Poniewaz odcinek PR 1gczy srodki dwéch
bokéw jednego z dwoch widocznych na rysunku tréjkgtéw, wiec jest réwnolegly do

trzeciego boku tréjkata i w konsekwencji

jest rownolegly do podstaw trapezu. Ana- b

logicznie odcinek R@ jest réwnolegly do

podstaw trapezu. Stgd wynika, ze caty y R ¢
odcinek PQ jest rownolegly do podstaw %

trapezu: ¢
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Dodatkowo, poniewaz | PR | =% i |RQI =%, wiec |PQI| = L +b.

2

Czesto w geometrii rozwaza sie
trojkaty odciete na przecinajgcych
sie prostych przez pare prostych

réwnolegtych:

Sprawdz, ze w obu przypadkach
mamy pare trojkagtéow o takach
samych katach. Zatem w kazdej
parze trojkgtow odpowiednie boki

sg proporcjonalne:

1. Oblicz x i y, jezeli AB||CD:

2. Oblicz x i y, jezeli AB|| CD:
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W pierwszym przypadku prawdziwa jest takze rowno§¢ - = =, ale nie mozna jej roz-
e

f

szerzyC na

Chcac unikngé pomylek, najlepiej zawsze pisac¢ proporcje dotyczgce calych bokow

trojkatow. Taka jest moja rada.

Obwaod i pole

Z obwodem wielokata sprawa jest prosta. Obliczajac go, trzeba dodaé¢ dtugosci wszyst-
kich bokéw. W przypadku tréjkata réwnobocznego, rombu lub ogélnie wielokgta o row-
nych bokach jest to dodawanie jednakowych liczb, czyli mnozenie. Wprzypadku

prostokata o bokach a, b jest to 2a + 2b, czyli 2(a + b).

1. Srodki bokéw tréjkgta rownobocznego o boku 5 potgczono odcinkami,

Oblicz obwéd powstatego trojkgta.

2. Ktory z wielokgtow >

ma wiekszy obwdod:

‘oMo puUpsl bs ALomao g '%z, "1

Podstawa do obliczania p6l wiclokgtow jest
pole prostokgta. Umiejgc obliczyé pole pro-

stokata, umiemy obliczyé pole rowno-

legtoboku:
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Jak widac, pole réwnolegtoboku o boku a i wysokosci A opuszczonej na ten bok jest

réwne polu prostokgta o bokach a i A, czyli jest rowne ah.

przekatne rombu:

Jezeli rownoleglobok jest rombem, to jego pole jest potowg

pola prostokgta, ktorego boki majg takg dlugosé jak

Tréjkat o danym boku i wysokosci jest polowa réwno-

legtoboku o tym samym boku i wysokoSci:

Pole tréjkata jest wiec potowg pola

rownolegloboku, czyli jest ré6wne %ah.

Umiejgc obliczyé pole tréjkata,
umiemy obliczyé¢ pole dowolnego wie-
lokgta, bo kazdy wielokgt mozna po-
dzieli¢ na trojkaty, ktérych pola dadzg

w sumie pole wielokata.

-----

W szczegélnodci trapez mozna podzieli¢ na dwa tréjkaty o jednakowej wysokosci:

Jak widaé, pole trapezu jest rowne

sumie poél obu trojkgtow, czyli

%ah + %bh, co mozna przeksztalcié

(a +b)h

do postaci 5

Z obwodem i polem kola jest inaczej
niz z wielokgtami — bez wzoréw ani

rusz.
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Juz w starozytno$ci wiedziano, ze stosunek obwodu kota do $rednicy jest taki sam we
wszystkich kotach. Stosunek ten jest liczbg niewymierng, ktorg oznaczamy literg sr.

Zatem obwod kota jest réwny std, gdzie d jest srednicg kota.

We wzorze na pole kola réwniez wystepuje liczba sr, mianowicie pole kota o promieniu r

jest rowne 7rr.

1. Poréwnaj pola trojkagtow, ktdre majg

wspolny bok, a przeciwlegte wierzchotki lezg

na prostej rbwnolegtej do tego boku:

2. Kazdy z bokow prostokgta zwiekszono 3 razy. lle razy wzrosto pole prostokgta?

3. Plan pokoju, sporzgdzony w skali 1:20, jest prostokgtem o wymiarach 20 cm

i 15 cm. Oblicz powierzchnie pokoju.

4. Oblicz pole kwadratu o przekgtnej 5, nie obliczajgc boku kwadratu.
Wskazéwka: kwadrat fo takze romb.

5. Jak zmieni sie obwod i pole kota, jezeli jego promien zwiekszymy 2 razy?

6. Koto rowerowe ma Srednice 60 cm. lle mniej wiecej razy obrdci sie ono,

gdy rower przejedzie 100 m?

7. Oblicz pole kota, ktérego obwod jest rowny 207t.

2001 *£ ‘Az01 €6 YO "9 ‘Aznl ¥ sjod B ‘Az Z BIUSOIZM POMTD "G '%ZI b W gl "¢ "Az01 6 g
JOSONOSAM BUMOI | Smblspod bujodsm bliowl AlbyolL 0g ‘emopups| bs Djod °|
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Przeglad zadan maturalnych

Krétsza przekgtna trapezu prostokgtnego dzieli go na tréjkgt prostokgtny
i trojkgt rownoboczny. Diuzsza podstawa trapezu jest rowna 6.

Oblicz obwdd tego trapezu.

—~—g—

Sposdb rozwigzywania zadania odczytamy z rysunku:

6/ | \é6
x2=62-32=27, x=V27=+3-.9=343 K
Obwéd trapezu jest rdwny 6 + 6 + 3 + 3V3, czyli 15 + 3V3. 3 |
- 6— >
Oblicz wysokosS¢ rombu o boku 3 Oblicz kgt o, wiedzqgc,
i kgcie ostrym 60°. ze punkt O jest srodkiem

e Shea:
. a
Narysujmy romb ,\

i przekagtna: 160°

Widoczny

na rysunku tréjkat .

z kgtem 60° jest rGwnoramienny, wiec

pozostate kgty trojkgta tez majg po 60°

i trojkgt jest rownoboczny. Obliczymy v

jego wysokose, ktéra Kat wpisany jest oparty

jednoczednie na tym samym tuku

co dopetnienie kgta
srodkowego 160° do 360°.
Zatem: 360 — 160 = 200,

_ AT _ V27 _ 348 — 100°
_«jj_@_z. a = 100°.

jest wysokoscig

rombu:

h=N3T = (1) = V9=

LN=
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Dany jest czworokgt ABCD, w ktérym AB || CD. Na boku BC wybrano
takipunkt E, ze |EC|=|CD| i |EB| = | BA|. Wykaz, ze kgt AED jest prosty.

- ) 5

Rysunek jest tu potrzebny, adle technicznie dosyC
frudny do sporzgdzenia. Sytuacja wyglgda mniej
wiecej tak:

Na rysunku widac dwa trojkgty rownoramienne.

Kazdy z nich ma wiec dwa kgty rowne:

Z punktu E poprowadzmy odcinek réownolegty
do dwdch réwnolegtych bokdw czworokgta

i poszukajmy, gdzie jeszcze sq katy a i S,
patrzqgc na proste rdwnolegte przeciete

frzeciq prostq:

A B
Korzystajgc z ostatnich dwoch rysunkow, \ z

popatrzmy na kgt pdtpetny o wierzchotku E:

=3 ‘3
D C
E

B

Widzimy, ze 180° = 2 + 28,
skad a + = 90°, co trzeba byto udowodnic.
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Ogréd ma ksztatt prostokgta o bokach 20 m i 40 m. Na dwdch konicach

przekgtnej tego protokgta whbito stupki. Wykaz, ze odlegto$¢ miedzy tymi

stupkami jest mniejsza niz 45 m.

—~—g—

Trzeba obliczy¢ dtugos¢ przekgtnej prostokgta d=7?
o bokach 20 m i 40 m: )

d = V20% + 40% = V400 + 1600 = V2000.

Poniewa? (45)% = 2025 > 2000, wiec V2000 < 45. 40

Pionowy stupek o wysokosci 90 cm rzuca cien o dtugosci 60 cm. W tej samej

chwili stojgca obok wieza rzuca cien o dtugosci 12 m. Jaka jest wysokosS¢ wiezy?

g

W zadaniu wystepujq rézne jednostki dtugosci

i trzeba je ujednolicic. Najzreczniej chyba wyrazic x
wszystkie dtugosci w decymetrach. Zatem: 9 6
Widoczne na rysunku trojkgty majg rowne kqty, - L -

wiec sq podobne. Z podobienstwa trojkgtow wynika proporcja

%: 1% skgd x = 180 (dcm). Wysokos¢ wiezy jest zatem rdwna 18 m.

Okrgg opisany na kwadracie ma promien 4. Oblicz dtugos¢ boku tego kwadratu.

Narysujmy: Przekgtna kwadratu jest Srednicq okregu,

wiec ma dtugos¢ 8. Stqd 2x? = 64, wiec

N x = V32, co mozna zapisac w postaci x = 442,

STARA DOBRA SzKOtrA  0LDSCHOOL



Wtasnosci figur ptaskich

lle przekgtnych ma siedmiokgt?

—~—g—

Kazdy wierzchotek jest potgczony przekgtng z kazdym wierzchotkiem

oprocz trzech: siebie samego i dwoch sgsiednich. Skoro jest 7 wierzchotkdw,
to z kazdego wychodzq 4 przekgtne. Mnozgc 7 - 4, liczymy kazdq przekgtng
dwukrotnie: przekgtng PQ liczymy raz jako przekgtng wychodzgcq z P,

a drugi raz jako przekgtng wychodzgcq z . Zatem liczba przekginych jest
dwa razy mniegjsza niz 7 - 4, wiec jest rbwna % czyli 14.

Podany sposdb liczenia przekgtnych mozna uogdlni¢ na dowolny n-kgt,

n(n - 3)

otrzymujqc 5

Podstawa fréjkgta rdwno- Odcinki AB i DE sqgréwnolegte.
Dtugosci odcinkéw CD, DE i AB
sq odpowiedno rowne 1,31 9.

Oblicz dtugos¢ odcinka AD.

ramiennego ma dtugose 6,
a ramie ma dtugosc b.

Oblicz wysokos¢ opuszczong

na podstawe. C
AN
--....l..-——r b .
3
Narysujmy
dany trojkat A .
9
i jego

wysoko$é A

Widoczne na rysunku tréjkgty majg

Poniewaz wysokosSC w trojkgcie rowne kgty, wiec sq podobne.

réwnoramiennym dzieli podstawe
na potowy, wiec h? =52 - 32 = 16,
skqd h = 4.

WWW.CEL-MATURA.PL

Oznaczagjac przez x szukang

dtugosé, otrzymnamy proporcje

+1 9
xl =3 skqd x =2,




Dany jest prostokgt ABCD.
Okregi o érednicach AB i AD

przecingjg sie w punktach A i P.
Wykaz, ze punkty B, P i D

lezg na jednej proste;.

D C

—~—————

Kgty wpisane DPA i APB
sq oparte na srednicach okregdw,

wiec sq proste:

D C

Suma tych dwaoch kgtow,
czyli kgt DPB wynosi 180°,
co oznacza, ze punkty D, P, B

lezg na jednej proste;.

Punkty A, B, C lezgce na okregu
o Srodku S sg wierzchotkami
frojkgta rownobocznego.

Oblicz miare kgta ASB.

C

K

R

Szukany kgt ASB jest kgtem
srodkowym opartym na tym
samym tuku, co kgt wpisany ACB.
Ten ostatni kgt, jak kazdy

kat trojkgta rownobocznego,

jest rowny 60°.

Zatem kgt ASB, jako kgt

dwa razy wigkszy, ma 120°.
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Dwa rowne boki frojkgta rownoramiennego majg dtugosci 8, a kgt miedzy nimi

jest rbwny 30°. Oblicz pole tego tréjkgta.

Poprowadzmy wysokosSC opuszczong na jeden z bokow
o dtugosci 8. Powstaje trojkgt prostokgtny
o kgtach 30° i 60°:

Uzupetniamy ten tréjkgt do tréjkgta

rdwnobocznego

T

i odczytujemy, ze 2h = 8, skqd h = 4.

Zatem pole trojkgta jest rowne % -8 -4, czyli 16.

Tréjkgty rownoramienne ABC | CDE sq potozone jak na rysunku, przy czym w obu

tréojkgtach kgt przy wierzchotku C jest prosty. Wykaz, ze |AD| = | BE|.

[ T ——— c

Poprowadzmy odcinki AD i BE.
Poréwnajmy trojkgty ADC i CBE: D

B
Majg one 4

po jednej parze bokdw réwnych, bo boki CA i CD
majq takie same dtugosci, jak boki CB i CE.
Popatrzmy na kgt miedzy bokami CA i CD

A oraz na kgt miedzy bokami CB i CE.
Sg one rédwne, poniewaz kazdy z nich tworzy
wraz z kgtem zaznaczonym tukiem kgt prosty. Stgd wynika, ze rozwazane tréjkgty

sq przystajgce, wiec i trzecie ich boki sq rowne: |AD| = | BE|.
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W tréjkgeie ABC dane sq: Oblicz dtugos¢ odcinka AE,
|AC| = |BC| =7 oraz jezeli AB||CD, |AB| =6,
|[AB| = 12. Oblicz wysokos¢ |AC| =4, |CD| =8.

opuszczong z wierzchotka C.

v B

Rozwigzanie odczytujemy

z rysunku, wiedzqgc, ze wysokosSC

dzieli bok AB na potowy: E A 4 C

Widoczne na rysunku tréjkgty majg
rowne kgty, wiec sq podobne.

Oznaczajgc diugos¢ odcinka EA

A B

- 1‘2 R literg x, mamy proporcje

skqd x = 12.

x _6
x+4 8

h2=T2-62=13, h =13

Korzystajgc z wzoru na liczbe przekgtnych n-kgta wypuktego:
a) oblicz liczbe przekgtnych w dwudziestokqcie, b) oblicz, ile bokdw ma wielokgt

wypukty, w ktérym liczba przekgtnych jest 5 razy wieksza od liczby bokdw.

—~———

a) Liczba przekgtnych w n-kgcie to
%, czyli 170.
b) Oznaczajgc przez n szukang liczbe bokdw (i jednoczesnie kgtéw) wielokgta,

zapisujemy symbolicznie podany warunek: w = bn. Przeksztatcajgc,

n(n—3)

R Podstawiajgc n = 20,

ofrzymamy

otrzymamy rownanie n? — 13n =0, czyli n(n — 13) = 0. Zatem n = 13.
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Wtasnosci figur ptaskich

W trapezie ABCD dtugosc podstawy CD D C

jest rowna 18, a dtugosci ramion AD i BC
sq odpowiednio réwne 25 i 15. Kgty ADB

i DCB, zaznaczone na rysunku, majg rowne

miary. Oblicz obwdd tego trapezu. A B

_ D 18 C

Poniewaz boki AB i CD sq réwnolegte, 5 11
15

wiec trdjkaty, na jakie przekgtna 1

podzielita tfrapez, majq jeszcze po jednym

kgcie rownym: A B

Zatem katy tréjkata I sq rowne kgtom tréjkgta I Stgd wynika, ze tréjkaty te

sq podobne, z czego skorzystamy, i to dwukrotnie.

Do obliczenia obwodu trapezu brakuje dtugosci boku AB. Obliczymy go, jezeli
przedtem obliczymy dtugos$¢ boku BD. Jest on wspdlnym bokiem obu tréjkgtdw.
Najpierw popatrzmy na niego jako na bok tréjkgta I, wiec bok lezqcy naprzeciw

niecznaczonego kgta. Wtedy w tréjkgcie I1 odpowiada mu bok o dtugosci 18
|IBD| 25

i mamy proporcje —5g— = {5 zkidrej | BD| = 30.
Nastepnie skorzystamy z proporciji |13€| = % skqd |AB| = 50.

Obwod trapezu jest wiec rowny 25 + 18 + 15 + 50, czyli 108.

Podstawy trapezu majg dtugosci 4 cm i 10 cm, a ramiona tworzq z dtuzszg

podstawg kgty 30° i 45°. Oblicz wysokos¢ tego trapezu.

) ) . v

h hi Postuzmy sie rysunkiem:

450 | 30°
A B
% 10 >

Ciqg dalszy zadania na nastepnej stronie
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Ciqg dalszy zadania z poprzedniej strony

D 4 C
Biorgc pod uwage, ze rojkgt ; 9
- ih h
prostokgtny z kgtem 45° jest ;
rOwnoramienny oraz uzupetniajgc A 45° h : 30° =g
< 10 E T
standardowo frojkat z kgtem 30° :
do tréjkgta rownobocznego,

mozemy dopisac dwie dtugosci:

Oznaczagjgc przez x wysokoS¢C utworzonego trojkgta rbwnobocznego.,
ofrzymamy zwigzki: x% + h? = (2h)? oraz h + 4 + x = 10.

Z drugiego rownania mamy x = 6 — h, co podstawiamy do pierwszego réwnania:
(6 —h)+h%=4h? 36—-12h + h* + h?=4h?,

2h?+12h -36=0, h?+6h-18=0.

Pozostaje rozwigzac otrzymane rdwnanie kwadratowe. Ma ono dwa pierwiastki,

ale wezmiemy pod uwage tylko pierwiastek dodatni. Okaze sie, ze h = 3(¥3 = 1).

Trojkaty ABC i CDE sq rdwnoboczne.

D
Punkty A, C, E lezq na jednej prostej. Punkty " M
K, L, M sq srodkami odcinkéw AC, CE, BD:
Wykaz, ze punkty K, L, M sq wierzchotkami
A K C L E

tréjkgta rGwnobocznego.

—~———

Uzupetnijmy rysunek:

Odcinek MK tgczy srodki bokdw nierdwnolegtych

trapezu ACDB, wiec jest rownolegty do AB.
Stgd wynika, ze kgt przy wierzchotku K w tréjkgcie KLM jest rdwny 60°.
Analogicznie kgt przy wierzchotku L w tym tréjkgcie jest fakze réwny 60°.

Zatem trzeci kgt trojkgta KLM tez ma 60° i frojkat jest rownoboczny.
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Wtasnosci figur ptaskich

Oblicz pole czworokgta wypuktego, w ktdrym katy przy wierzchotkach A, B, C, D
majq odpowiednio miary 90°, 75°, 60°, 135°, a boki AB i AD majq dtugo$¢ 3 cm.

—~————

Zadanie wymaga sporzgdzenia rysunku: B
75°
Podzielmy czworokqgt przekgtng BD C

60°
na dwa trojkgty. W trojkqcie prostokgtnym 3

rdbwnoramiennym ABD kgty ostre maijqg
90° 135°

po 45°, co pozwala obliczy¢ katy
drugiego trojkgta:

B

Pole czworokgta jest sumg pdl obu trojkgtow.
Pole tréjkgta ABD jest rdwne % 3 -3, czyli %
W drugim tréjkqcie przyprostokgtna BD

ma dtugosé V32 + 32, czyli 3V2. Pozostaje

obliczy¢ przyprostokging DC.

W tym celu uzupetnijmy tréjkgt do trojkgta rownobocznego:
(3V2)* + x2 = (2x)%, 3x%=18, x=1G6.
Zatem pole tréjkgta BCD

jest rowne % 3v2 - 6,
CO PO uproszczeniu przyjmuje /,/'/300

postac 3+3. %

32

W konsekwenciji pole czworokgta

jest rowne = + 33,
2 60°
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Panstwo Nowakowie przeznaczyli 26 000 zt na zakup dziatki. Do jednej z ofert
dotgczono rysunek dwdch przylegajgcych do siebie dziatek w skali 1:1000.
Narysunku |[AE| =5cm, |EC| =13 cm,
| BC| = 6,5 cm. Jeden metr kwadratowy
gruntu w tej ofercie kosztuje 35 zt. Oblicz,

czy przeznaczona przez panstwa Nowakow

kwota wystarczy na zakup dziatki Po.

—~——g—

Powtdrzmy rysunek, nanoszgc dane

dtugosci:

Do obliczenia pola tréjkgta Py, potrzebne

sq dtugosci jego przyprostokgtnych.

A B 6,5

Trzeba wiec znalez¢ warunki, ktére

pozwolqg obliczy¢ x i y. Z czego skorzystac? Na pewno z twierdzenia Pitagorasa,

bo trojkat jest prostokgtny i znamy przeciwprostokgtng. A drugi warunek? Trojkgty

widoczne na rysunku sg prostokgtne i majg ten sam kgt ostry (przy
wierzchotku (), sq wiec podobne. W duzym tréjkgcie dana jest
przyprostokgtna AE lezqgca naprzeciw kgta przy wierzchotku C

i przeciwprostokgtna EC. Odpowiednie do nich boki mniejszego tréjkgta
to przyprostokgtna BD, tez lezqca naprzeciw kgta przy wierzchotku C,

5

Sde X = E

13"
Teraz skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla mniejszego trojkgta:
25

i przeciwprostokgtna BC. Mamy wiec proporcje % =

92 §2_ 2 2_§2_§2 2_@_ —
Zatem pole mnigjszego trojkgta jest rGwne % . g -6, czyli 7,5 cm?,

Przechodzqgc do pola dziatki Py, trzeba otrzymanq liczbe pomnozy¢
przez kwadrat skali: 7,5 - (1000)? = 7 500 000.

Jest to liczba centymetrow kwadratowych. Chcgce otrzymac pole w metrach
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Wtasnosci figur ptaskich

kwadratowych, trzeba skorzystac z rdwnosci 1 m? = 10 000 cm? i w wyniku skreslic
cztery zera. Stqd pole dziatki Py jest rowne 750 m2,

Sprawdzajqc, ile tfrzeba by zaptacic za te dziatke, mnozymy 750 - 35

i ofrzymujemy 26 250 (zh). Formalnie panstwu Nowakom zabraktoby wiec 250 zt.

Mysle jednak, ze mimo to kupili by dziatke...

Szkic przedstawia kanat cieptowniczy, ktérego przekrdj
poprzeczny jest prostokgtem. Wewnatrz kanatu znajduje sie
rurociqg sktadajqcy sie z trzech rur, kazda o Srednicy
zewnetrznej 1 m. Oblicz wysokos¢ i szeroko$¢ kanatu

cieptowniczego. Wysokosc¢ zaokrgglij do 0.01 m.

—~———

Z rysunku odczytujemy, ze szeroko$¢ kanatu cieptowniczego

jest taka jak dwie Srednice, wiec jest rowna 2 m.
Aby znalez¢ wysokos¢ kanatu, potgczmy odcinkami
Srodki kot:

Jak widac, wysokosc kanatu to wysokoSc trojkgta powiekszona o dwa promienie,

czyli o $rednice kota. Trojkat jest rownoboczny, jego bokiem jest Srednica
kota.Wysokos¢ tréjkgta jest wiec réwna V1% — (2)2, czyl % (m). W konsekwenciji

wysokoS$¢ kanatuto 1 + g m, co w przyblizeniu jest ~bwne 1,87 m.

Pole prostokgta jest Wygodnie bedzie oznaczy¢ dtugosci
rowne 40, a dtugosci bokdéw przez 2x i bx. Wtedy 2x - 5x = 40,
bokdéw sq w stosunku 2:5. skqd x* = 4, wiec x = 2.

Oblicz boki prostokgta. Prostokgt ma zatem boki 4 i 10.
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Oblicz promien okregu opisanego na trojkgcie prostokgtnym

o przyprostokgtnych 5 i 12.

—~———

Poniewaz kgt wpisany w okrqg jest prosty doktadnie wtedy, kiedy jest oparty
na Srednicy tego okregu, wiec srednicqg okregu jest przeciwprostokgtna. Stgd
wynika, ze promien okregu jest potowq przeciwprostokgtnej. Przeciwprostokgtna

tréjkgta jest rowna V52 + 122, czyli 13. Zatem promieri okregu jest réwny 6%.

Trojkgt ABC przedstawiony na rysunku jest rdwnoboczny,
a punkty B, C, N sq wspodtliniowe. Na boku AC wybrano C
punkt M tak,ze |AM| = |CN|. Wykaz, ze |MB| = | MN|.

v M

Dorysujmy odcinek MP réwnolegty do AB

i popatrzmy Na zaznaczone ciemnym kolorem

trojkaty:

Poniewaz |PB| = [AM |, azzatozenia |AM| = |CN|, C
wiec bok PB jest rowny bokowi NC. Boki MP i MC
sqg takze réwne, bo trojkgt MPC jest rbwnoboczny

(ma takie same katy jak trojkgt ABC).

Zatem dwa boki jednego ciemnoniebieskiego tréjkgta
sq rowne dwoém bokom drugiego ciemnoniebieskiego
frojkgta. Kgty miedzy tymi bokami to kgty przy wierzchotkach C i P.
Kazdy z nich jest dopetnieniem do 180° kgta 60°, wiec sq one rdwne.
To wystarcza do przystawania ciemnoniebieskich tréjkgtow.

Zatem ich trzecie boki sq tez rbwne, czyli IMB| = |[MN|.
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Wtasnosci figur ptaskich

W tréjkgcie ABC dane sg |AC| = | BC| =5 iwysokos¢ |CD| = 2. Oblicz |AB]|.

—~————

C
Potowe dtugosci boku AB obliczymy
z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego ° °
do potéwki tréjkgta ABC:
1IAB| =VB"=27 = \21. Stqd [ABI=221. 4 1 &
W tréjkgcie prostokgtnym dwa Oblicz diugos¢ odcinka EA,
dtuzsze boki majg dtugosci b i 7. jezeli odcinki AB i CD
Oblicz obwdd tego trojkagta. sqg rownolegte oraz D
—— 2 X
|AC| =2, o
Bok o dtugosci 7 —jako ICD| =17. - TG
najdtuzszy bok trojkata
— jest przeciwprostokgtng. v
Obliczmy dtugos¢ nieznanej Oznaczmy |EA| = x. Poniewaz
przyprostokgtne;j: trojkgty widoczne na rysunku sg
V=57 = \24 = V1 6 = 2+6. podobne, wige —X- =2,
Zatem obwdd tréjkgta jest rdwny Rozwigzujemy otrzymane rdwnanie:
5+ 7+2V6, czyli 12 + 2+6. Tx =5(x +2), 2x=10, x=5.
1

Oblicz miare kgta wpisanego opartego na 1 okregu.

—~————

Skoro kqgt srodkowy oparty na % okregu jest rowny 90°, to kgt wpisany oparty

na tym tuku jest rowny 45°.
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Oblicz pole kwadratu wpisanego w okrgg o promieniu 5.

—~—————

Przekgtna kwadratu jest rowna Srednicy okregu, czyli ma dtugosc 10.

Mozna albo obliczy¢ bok kwadratu, a potem jego pole, a mozna skorzystac

z tego, ze pole kwadratu (tfak jak dowolnego rombu) jest rGwne

10 - 10
2

potowie iloczynu przekgtnych. Ofrzymamy , czyli 50.

Miary kgtéw czworokgta tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 20°.

Jaka jest miara najmniejszego z tych kgtéw?

—~————

Oznaczagjgc literg x miare najmniejszego kgta i korzystajgc z wtasnosci,
ze suma kgtéw dowolnego czworokgta jest rdwna 360°, otrzymujemy rownanie

x+2x+20° +x +40° + x + 60° = 360°. Zatem 4x = 240°, skgd x = 60°.

W tréjkgcie ABC poprowadzono dwusieczne kgtéw A i B. Dwusieczne te

przecingjq sie w punkcie P. Uzasadnij, ze kgt APB jest rozwarty.

—~————

Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku:

Katy 2a i 2 sqg kgtami tréjkgta ABC. Poniewaz

suma wszystkich kgtéw trojkgta jest rowna 180°,
wiec 2a + 2 < 180°, skgd o+ B< 90°. Zatem
suma dwdch kgtéw tréjkgta APB jest mniejsza niz 90°. Poniewaz po dodaniu
do tych dwdch kgtéw kgta przy wierzchotku P otrzymujemy 180°,

wiec kgt przy wierzchotku P jest wigkszy od 90°, co nalezato uzasadnic.
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D. Elementy
geometri
analityczne;

NA ptaszczyznie

Istota geometrii analitycznej na plaszczyznie
polega na identyfikowaniu punktow ptaszczyzny

z parami liczb, dzieki czemu zbiory punktow,

a wiec obiekty geometryczne, opisujemy za pomocqg
zwiqzkow miedzy liczbami. Analizujqc te zwiqzki,

analizujemy jednoczesnie wlasnosci geometryczne.



Wspotrzedne punktu

Wprowadzajgc uktad wspétrzednych, ustalamy wzajemnie jednoznaczng odpowied-

nios§¢ miedzy punktami plaszczyzny a parami liczb wzietych w okreslonym porzadku:

o§ nr 2 T
g Osie uktadu wspétrzednych dzielg plasz-

czyzne na cztery ¢wiartki, ktére numeru-

x o§nrl jemy przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara, zaczynajac od tej ¢wiartki, w ktérej

Os nr 1 nazywamy tradycyjnie osig x, punkty majg obie wspétrzedne dodatnie.
a os nr 2 osig y.

Y A
_____ Lo (1,3)
Zmiana porzgdku liczb w danej parze po- ’
woduje zmiane punktu na punkt symet- 3
ryczny wzgledem dwusiecznej pierwszej @3,
i trzeciej ¢wiartki. Na przyktad: 1
" -

Przypomnijmy, jak obliczamy odleglo$¢ mig-

dzy punktami o danych wspétrzednych: P = (a,b) i @ =(c,d). Posluzmy sie rysunkiem:

YA Q Jak widaé, dlugosé odcinka PR to ¢ - a,
d4 .

a dlugosé odcinka QR to d - b.
b 4

7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze od-

legtos¢ miedzy punktami P i @, czyli

Y

dlugoéé odcinka PQ, jest roéwna

Vi =-a)’+(d-b).

Q
()
&
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Elementy geometrii analitycznej

Mozna sprawdzic, ze taki sam wzor jest prawdziwy dla punktéw lezgcych w innych

éwiartkach plaszczyzny.

Zauwazmy, ze We Wzorze mozna zamieni¢ miejscami a i ¢, bo (@ — ¢)? = (¢ — a)’
Podobnie mozna zamienié¢ miejscami b i d. W konsekwencji

Vic—-a)+(d-b)=VN(a-c)*+ (b-d)~

Zatem obliczajgc réznice odpowiednich wspétrzednych obu punktéw, mozna to robic
w dowolnej kolejnosci. Kto woli nie mieé liczb ujemnych, niech odejmuje od wiekszej

wspétrzednej mniejsza.

Na przyktad obliczmy odlegtos¢ d miedzy punktami (2,3) i (-1,4):
2-(-1)=3, 4-3=1, 32+12=10, d=10.

Na zakonczenie przypomnijmy, jak znalezé

srodek odcinka o danych koncach. :i/fk- @
Popatrzmy na rysunek: ... | S

yl P
Widoczne na rysunku tréjkaty majg boki
réwnolegte, wigce ich katy sg réwne. Jezeli | | A
S jest srodkiem odcinka PQ, to odcinki PS ¢ € 7

i SQ sg rowne; tréjkaty sg wiec przy-

stajgce. Z réwnosci bokéw réwnoleglych do

osi ukladu wspétrzednych wynika, ze pierwsza wspétrzedna punktu S jest Srodkiem

odcinka o konicach a i ¢, a druga jego wspélirzedna jest Srodkiem odcinka o konicach
a+c . b+d

b i d. Stad punkt S ma wspotrzedne 5 5

Oznacza to, ze wspotrzedne Srodka odcinka sg §rednimi arytmetycznymi

wspotrzednych jego konicow.
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1. Oblicz odlegtos¢ punktu (1,-2) od poczatku uktadu wspdtrzednych.

2. Sprawdz, czy trojkgt o wierzchotkach (0,-1), (3,-3) i (5,4) jest prostokgtny.
3. Znqjdz wspoétrzedne srodka odcinka o koncach (-3,-5) i (—4,2).
4. Punkt (2,-1) jest srodkiem odcinka,

ktérego jednym koncem jest punkt (7,-3). (T'e-) P .%I_ ! %e— 6

/najdz drugi koniec odcinka. 5ol OIN 2 “Gp 'L

Interpretacja geometryczna
rownan i nierownosci

Zacznijmy od pytan:
Ile jest punktéow, ktérych pierwsza wspoétrzedna jest rowna 3?
Jak symbolicznie zapisa¢ ten warunek? Jakg figure tworzg te punkty?

Jakg figure tworza punkty, ktérych druga wspélrzedna jest réwna —2?

Gdzie lezg punkty, ktérych YA

Il
=
®

Il
w

pierwsza wspotrzedna jest *

rowna zero?

Przedstawmy odpowiedzi na rysunku:
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Elementy geometrii analitycznej

Jak wida¢é, uktad wspétrzednych pozwala zapisaé zbiory punktéw za pomocg réwnan.
Zbiory punktéw mozna tez zapisywac za pomocg nieré6wnosci. Na przyktad:

YA

/ ///// W1 Wréémy do réwnan. Jaki zbior punktow
jest opisany ré6wnaniem |x| = 5?7 Réwna-

nie to oznacza, ze x = 5 lub x = -5.

Jest wiec spetnione przez punkty lezace na

. prostej x = 5 oraz przez punkty prostej

x = =b5. Zatem réwnanie to przedstawia

pare prostych:

YA
A jak znaleZé ro6wnanie dwusiecznej pierw-

szej 1 trzeciej ¢wiartki ukladu wspétrzed-

nych? Jaki warunek spelniajg wspélrzedne

i |

punktéow tej prostej?

Odpowiedz odczytujemy z rysunku:

Prosta pokrywa si¢ ze zbiorem punktow,
ktorych obie wpélrzedne sg jednakowe; ma YA

wiec réwnanie y =x. e :

2y

Na zakonczenie napiszmy r6wnanie okrggu

o danym §rodku i promieniu, czyli réwna-

nie zbioru punktéw oddalonych od $rodka

0 promien.
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KOREPETYCJE MATURZYSTY

Jezeli okrgg ma érodek (a,b) i promien r, to jest dokladnie zbiorem takich punktow

(x,y), dla ktérych V(x — a)? + (y — b)? = r. Réwnanie to zwykle zapisujemy w postaci

warunku na kwadrat odlegltosci od srodka okregu: (x — a)? + (y — b)* =r2

1. Jaki zbior punktow jest przedstawiony rownaniem y = —x?
2. Jakq figure przedstawia rownanie |yl = 37

3. Jaki zbidr punktdéw ptaszczyzny spetnia warunek x -y = 0?

Wskazowka: Kiedy iloczyn dwéch czynnikdw jest rowny zero?

4. Ktére punkty ptaszczyzny spetniajg nierdwnosc x > —2?

5. Kfére punkty ptaszczyzny spetniajq jednoczesnie nierdwnosci x < 2 i x > =37
6. Napisz rownanie okregu o srodku (1,-2) i promieniu 4.

7. Wskaz Srodek i promien okregu:
A x+3)2+((y—-52=4,
byx—3)+y =2,

g usiuold ‘(0°g) %epols (q ‘g usiuloid (G'e—) HOpOoIS (0 L 9T = (g + £) + (T — %) "9
‘% =% | &— = x JWAJsoid Azpdiw [erliomoz AuzAzozsord 108820 Apjund g

'Z— = x [aysold po ompid pu eobze| Aund v

‘YoAupdzitodsm npopin aisO ¢

'e— =4 ¢ =4A:9)501d BIMJ °C

PIIDIMD [eHIDMZO | [81BNIp buzosishMp 0obPSg PISOI °|
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Elementy geometrii analitycznej

Rownanie prostej przechodzgcej
przez poczatek uktadu wspoétrzednych

Prosta przechodzaca przez poczatek uktadu wspélrzednych lezy w pierwszej i trzeciej
¢wiartce lub w drugiej i czwartej éwiartce. Zacznijmy od tego pierwszego potozenia,
przyporzadkowujgc kazdemu punktowi prostej trojkat prostokatny w sposéb wska-

zany na rysunku:

Troéjkaty te maja ten sam kat ostry, wiec sg \
y

podobne.

Stad wynika, ze stosunek przypros-

gy

tokgtnych we wszystkich tych tréjkatach

jest taki sam. Oznaczmy stosunek przy-

prostokatnej ,pionowej” do przypros-

tokatnej ,poziome;j” literg s.
Jezeli punkt (x,y) lezy w pierwszej ¢wiartce, to przyprostokgtne odpowiadajgcego mu

trojkata majg diugosci x i y, a jezeli lezy w trzeciej éwiartce, to x < 0 oraz y < 0

i wtedy przyprostokgtne odpowiadajgcego mu trgjkgta majg dlugosci —x i —y:

A A \
’ / (x,9) !

—X

Pv
é’v

(x,y) i
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W pierwszym przypadku zachodzi rownosé % =s, a w drugim przypadku :y_x =s, czyli

rowniez % =s. Ro6wnoéc ta jest spetniona przez wszystkie punkty prostej z wyjgtkiem
punktu (0,0). Jezeli ré6wnos¢ napiszemy w postaci y = sx, to spetniajg jg wszytkie

punkty proste;j.

Zauwazmy, ze im wieksze s, tym wiekszy kat two-

YA
rzy prosta z osig x: y
x=*
Rozwazmy teraz prostg p przechodzaca przez po- -
czatek uktadu wspélrzednych oraz druga )
i czwartg éwiartke i odbijmy jg symetrycznie
wzgledem osi x, otrzymujac prostg q. Poniewaz
prosta g przechodzi przez pierwszag i trzecig
¢wiartke, wigc ma ré6wnanie postaci y = sx.
» yA
y = sx Odbicie wzgledem osi x zmienia drugg wspoél-
rzedng kazdego punktu na liczbe przeciwng:
x
» YA
0/ esx)
x
Jezeli prosta g jest zbiorem punktéw postaci (x,—s)
q ./
(x,sx), to prosta p jest zbiorem punktéw postaci

(xx,—sx), wiec ma réwnanie y = —sx.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze dowolna prosta przechodzgca przez poczgtek

uktadu wspétrzednych (i r6zna od osi y) ma réwnanie postaci y = ax, gdzie a =s lub
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Elementy geometrii analitycznej

a =-s. Zatem a jest liczbg dodatnig lub ujemna, przy czym znak zalezy od tego, przez

ktore ¢wiartki plaszezyzny przechodzi dana prosta.

Liczba a okresla kierunek prostej i dlatego nazywamy jg wspétczynnikiem kierunkowym.

Rownanie dowolnej prostej

Por6wnajmy teraz réwnania y = ax i y = ax + 1. Dla kazdej ustalonej wspéirzednej x
wspotrzedna y okreslona drugim réwnaniem jest o 1 wieksza niz ta sama wspoéirzedna

okreslona pierwszym réwnaniem:

Jak widaé, réwnanie y = ax + 1 opisuje prostg po-

y=ax+1 A T/

wstajgca z prostej y = ax przez przesunigcie o 1 do y=ax

gory.'? T — x .

Analogicznie ro6wnanie y = ax — 1 przedstawia pro-

stg powstajgcg z prostej y = ax przez przesuniecie
o1 w doét.

Uogélniajac poznane wlasnos$ci, stwierdzamy, ze ré6wnanie postaci y = ax + b przed-
stawia prosta, przy czym wspélczynnik a decyduje o jej kierunku, a wspétezyn-
nik b okresla jej polozenie wzgledem prostej y = ax, wskazujac, czy jest wyzej czy
nizej i o ile.

Na przyklad proste y = %x +3iy= %x — 2 sg rownolegle, a proste y = %x + 3

iy= %x — 2 przecinajg sie.

12 Méwigc §cislej, chodzi tu o przesuniecie réwnolegte do osi y zgodnie z jej zwrotem.
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Rozwigzywanie zadan z geometrii analitycznej jest nietrudne, trzeba tylko umiec za-
pisywac algebraicznie wlasnosci geometryczne i thumaczy¢ na jezyk geometrii warunki

zapisane jezykiem algebry.

Rysunek nie zawsze jest potrzebny, zalezy od sytuacji opisanej w zadaniu.
Zauwazmy tez, ze sporzadzajac rysunek, czesto mozna pomingé

usytuowanie danej figury wzgledem ukitadu wspétrzednych.

Uwzglednienie polozenia figury bywa klopotliwe (na przyklad wtedy, kiedy sa duze

roznice miedzy wspolrzednymi punktéw), a nie zawsze jest istotne.

Rozstrzygniecie, czy punkt lezy, czy nie lezy na prostej danej réwnaniem, sprowadza sie
do sprawdzenia, czy wspoélrzedne punktu spelniajg réwnanie prostej. Znalezienie pun-
ktu wspélnego dwéch prostych sprowadza sie do rozwigzania uktadu ré6wnan, a zbada-

nie, czy proste sg réwnolegle, polega na poré6wnaniu ich wspétczynnikéw kierunkowych.

Roéwnanie prostej moze tez byé podane w innej formie, na przykiad 2x + 3y — 4 = 0.
Wtedy mozna je przeksztalci¢ do postaci, o ktorej byla mowa poprzednio. Otrzymamy

3y =-2x +4, skad y = —%x + % Jest to tzw. postaé kierunkowa.

Kazde rownanie postaci ax + by + ¢ = 0 przedstawia lini¢ prostg

i z tego powodu nazywamy je rownaniem liniowym.

Uktad dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi przedstawia zatem dwie pro-
ste; ma wiec tyle rozwigzan, ile punktéw wspélnych majg dwie proste przedstawione
réwnaniami tego uktadu. Jezeli proste te przecinajg sie, to uklad ma jedno rozwigza-
nie, jezeli sg rownolegle, to uktad nie ma w ogdle rozwigzan, a jezeli oba ré6wnania

przedstawiajg tg samg prosta, to jest nieskoniczenie wiele rozwigzan.
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Elementy geometrii analitycznej HIIi
1

1. Znajdz wspdtrzedne dowolnych trzech punktéw lezgcych na prostej

y=-2x+3.
2. Sprawdz, czy proste 3x +y —=5=01 2x — 6y + 1 = 0 sg rownolegte.

3. Napisz rownanie prostej rbwnolegtej do prostej 2x —y =0

i przechodzqgcej przez punkt (-3, 3).

‘6 + xg = £°¢ ‘oppsjoumol bs SN g

A jak napisaé réwnanie prostej przechodzgacej przez punkty (2,-1) oraz (-2,3)?

Poszukajmy réwnania prostej w postaci y = ax + b. Sg w nim niewiadome dwie liczby
a i b, ale sg tez dwa warunki, bo kazdy z dwéch danych punkté6w ma spetniaé szukane
rownanie:
-1=a-2+50b
{ 3=a-(-2)+b
Dodajac réwnania stronami, otrzymamy 2b = 2, skad b = 1. Podstawiajgc t¢ wartosc do

jednego z rownan, otrzymamy a = —1. Zatem szukana prosta ma réwnanie y = —x + 1.

W kazdym tego typu zadaniu warto sprawdzic, '
Y

czy sie nie pomyliliSmy, podstawiajgc do znalezio- Can)
—-q9,p

nego réwnania wspéirzedne danych punktéw. p,q)

sY

Na zakonczenie znajdZmy zwigzek miedzy

wspoélczynnikami kierunkowymi prostych prosto-

padlych. Odczytajmy go z rysunku:
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KOREPETYCJE MATURZYSTY

Wspétezynnik kierunkowy jednej prostej to %, a wspétezynnik kierunkowy drugiej

prostej to % Zatem jeden jest przeciwny do odwrotnosci drugiego.

Oznaczajgc te wspélczynniki przez a; i ay, warunek prostopadlo$ci zapiszemy

W postaci aq = _alz'

1. Znqjdz wspdtrzedne dowolnego punktu prostej 2x — 3y + 5 = 0.

2. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt (—1,%)

i rbwnolegtej do prostej y = 3x — 1.

3. Napisz rownanie prostej przechodzgcej przez punkt (1,-1)

i prostopadtej do prostej y = %x + 2.
4. Sprawdz, czy proste 3x — 2y +4=0 i 2x — 3y + 4 = 0 sg rOownolegte.

5. O prostej p wiadomo, ze jest prostopadta do prostej -4x — 3y + 1 = 0.

Podaj wspotczynnik kierunkowy prostej p.

6. Oblicz odlegtos¢ miedzy punktami przeciecia prostej y = —%x -3

z osiami uktadu wspotrzednych.

org ey ol o
9959

‘oMo uNIap MIUUAZOLOdsM BuZol blouwl 0g ‘atbsjoumol bs aIN ‘T + ¥g— =4 "¢ % +xg=A"g
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Elementy geometrii analitycznej

Przeglad zadan maturalnych

Oblicz dtugos¢ odcinka o koncach (-2,3) i (4,6).

(4,6)

Narysujmy trojkgt prostokgtny o przyprostokgtnych
rownolegtych do odpowiednich osi wspotrzednych:

Odcinek o danych koncach jest przeciwprostokgtng

tego tréjkgta, a przyprostokgtne majg dtugosci (-2,3)
4 —(-2) i 6 — 3. Dtugos¢ tego odcinka
jest wiec rowna V6% + 32, czyli V45, co mozna zapisaé w postaci 3V5.

Punkty A =(-5,2) i B =(3,-2) sq wierzchotkami fréjkgta rownobocznego ABC.
Oblicz obwdd tego trojkata.

—~————

Dtugosc boku tréjkata jest rdwna V(3 — (=5))% + (2 — (=2))2, czyli V80,
co mozna przeksztatcié do postaci 4V5. Obwdd trojkgta jest wiec rowny 12v5.

Punkty A =(2,0) i B =(12,0) sg wierzchotkami tréjkgta prostokgtnego ABC
o przeciwprostokgtnej AB. Wierzchotek C lezy na prostej o rdwnaniu y = x.

Oblicz wspoétrzedne punktu C.

—~————

Szukamy punktu C, ktérego obie wspdtrzedne sq rdwne — niech to bedzie punkt
(x,x). Jest wiec jedna niewiadoma, ktérg znajdziemy ze zwigzku miedzy bokami
tréjkgta prostokgtnego: [AC |2+ |[CB|%2= |AB|%

Ciqg dalszy zadania na nastepnej stronie
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Ciqg dalszy zadania z poprzedniej strony

Obliczamy kwadraty ditugosci poszczegdlnych bokdw:
[AC|?2=(2-x)+x?=2x2—4x + 4,
|CB|%2=(x—12)* + x? = 2x? — 24x + 144,
|[AB|2%=(12 - 2)? = 100.
Podstawiamy do zwigzku miedzy bokami:
2x? — 4x + 4 + 2x% — 24x + 144 = 100, skqd 4x? — 28x + 48 = 0.
Dzielimy obie strony rdwnania przez 4 i rozwigzujemy:
7+1

¥ -Tx+12=0, A=49-48=1, x=Ttl-gubx="51=3

Sg wiec dwa punkty spetniajgce warunki zadania: C =(3,3) lub C = (4,4).

Istnienie dwdch rozwigzan jest geometrycznie jasne, poniewaz C - jako
wierzchotek kgta prostego - lezy na okregu o srednicy AB, a okrgg fen ma dwa

punkty wspdlne z prostg y = x, CoO moznd zobaczy¢ po sporzgdzeniu rysunku.

Napisz réwnanie okregu o srodku (2,1) przechodzgcego przez punkt (6,4).

—~—————

Roéwnanie okregu o srodku (2,1) i promieniu r ma postac (x — 2)%+ (y — 1)? = r,
Aby znalezé r, skorzystamy z informaciji, ze punkt (6,4) spetnia rdbwnanie okregu,
czyli (6 — 2)*+ (4 — 1)? =r2 Stqgd r? = 25, wiec szukane réwnanie okregu

ma postaé (x — 2)? + (y — 1)? = 25.

Podaj wspdtrzedne srodka i promien okregu (x — 1)? + y? = 16.

—~———

Srodek okregu ma wspotrzedne 1 i 0, a promien jest rowny 4.
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Elementy geometrii analitycznej

Prosta bx + 4y — 10 = 0 przecina 0§ x w punkcie A oraz 0§ y w punkcie B.
Znajdz taki punkt C na osi x, aby pole tréjkgta ABC byto rowne 35.

lle jest takich punktow?

—~————

Warto sporzgdzi¢ rysunek, obliczajgc przedtem wspdtrzedne punktéw A i B,
czyli zngjdujgc punkty przeciecia prostej z osiami uktadu wspodtrzednych.

W tym celu do rownania prostej trzeba podstawic kolejno x =0 i y =0,
obliczajgc pozostatg wspdtrzedna,.

Jezeli x = 0, fo 4y — 10 = 0, skqd y = g

Jezeli natomiast y =0, to 5x — 10 =0, B
skgd x = 2. Mamy wiec A =(2,0), B = (O,g) 5
2
i sytuacja jest nastepujgcar A

Do
Yy

Szukany punkt C lezy gdzies na osi x. Jedli odcinek AC przyjmiemy

za podstawe trojkgta ABC, to wysoko$¢ tréjkgta jest rowna g Skoro pole tréjkgta
jest rowne 35, fo ZIACI - 2 = 35. Stqd |AC| = 28,

Aby ofrzymaé punkt C, tfrzeba od punktu B odtozy¢ odcinek o dtugosci 28,
przy czym mozna odktadac w jednq i drugq strone. Odktadajgc odcinek
zgodnie z kierunkiem osi x, ofrzymamy punkt o pierwszej wspotrzednej 30,

a odktadajgc odcinek w kierunku przeciwnym, otrzymamy punkt o pierwsze;j

wspotrzednej —26. Zatem sg dwa rozwigzania: C = (30,0) lub C = (-26,0).

Prosta y = —4x + m — 7 przechodzi przez punkt (2,—1). Oblicz m.

—~————

Podstawiajgc wspodtrzedne podanego punktu do rdwnania prostej, otrzymamy

rownanie z niewiadomq m. Zatem —1=-4 -2+ m -7, skgqd m = 14.
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Narysuj okrag (x — 1)? + y* — 4 = 0 i zngjdz réwnania tych stycznych do okregu,

ktére sg rownolegte do osi y.

—~———

Poniewaz srodkiem okregu jest punkt (1,0),
a promien jest rowny 2, wiec okrgg
przecina 0§ x w punktach, ktérych

pierwsze wspotrzedne sq rowne —1 i 3:

Zatem styczne do okregu rownolegte

do osi ¥y majg rownania x = -1 i x = 3.

Napisz rownanie prostej rownolegtej
do prostej y = 2x — 3
i przechodzqcej przez punkt (-2, 1).

—~—————

Z warunku réownolegtosci wynika,

ze obie proste, dana i szukana,

mMajqg tfen sam wspotczynnik
kierunkowy. Zatem szukane rdbwnanie
ma postaé y = 2x + b.

Poniewaz jest ono spetnione

przez punkt (=2,1),

wiec 1 =2.(-2)+ b, skqgd b = 5.

W rezultacie ofrzymujemy rdwnanie

y=2x+5.

YA

2y

Napisz rbwnanie prostej
prostopadtej do proste;j

y = 3x + 3 przechodzqcej
przez punkt (3,-2).

—~————

Wspdtczynnik kierunkowy
szukanej prostej jest rowny —%,
wigec ma ona rownanie postaci
y = —%x + b. Liczbe b
znajdziemy z warunku, ze punkt
(3,-2) spetnia to rownanie.
Zatem -2 = -5 - 3 + b, skqd

b = -1 iszukane réwnanie to

y=—%x—l.
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Elementy geometrii analitycznej

Okrgg o srodku w punkcie (3,7) jest styczny do prostej o rownaniu y = 2x — 3.

Oblicz wspdtrzedne punktu stycznosci.

—~————

Jak wiemy, styczna do okregu jest prostopadta do promienia przechodzgcego
przez punkt stycznosci. Punkt stycznosci jest wiec punktem wspdlnym styczne;
i prostej do nigj prostopadtej przechodzgcej przez srodek okregu.
Napiszmy rownanie prostej prostopadtej do prostej y = 2x — 3
i przechodzqcej przez punkt (3, 7). Postepujgc analogicznie
17

jak w poprzednim zadaniu, ofrzymamy y = —%x +5

Teraz wystarczy rozwigzac uktad rownan

y=2x-3
y=—lac+H
23 . 31

Ofrzymamy x = 5 1y=%" | to sg wspotrzedne punktu stycznosci.

Punkty A =(2,5) i C =(6,7) sq przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu ABCD.

Wyznacz réwnanie prostej BD.

—~————

Popatrzmy na rysunek: A B
Z prostopadtosci przekgtnych kwadratu wynika,

ze szukana prosta BD jest prostopadta

do prostej AC. Ponadto przechodzi ona

przez srodek odcinka AC. Aby znalez¢ réwnanie D c

prostej BD, trzelbba zatem znalezé wspdtczynnik
kierunkowy prostej AC oraz wspdtrzedne srodka
odcinka AC.

Ciqg dalszy zadania na nastepnej stronie
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Ciqg dalszy zadania z poprzedniej strony

Szukajgc réwnania prostej AC w postaci y = ax + b, podstawiamy kolejno

wspoirzedne punktéw A i C:
5=2a+b
{ 7=6a+b
Z otrzymanego uktadu réwnan obliczymy, ze a = % (b nie jest nam potrzebne).

Stad wspdtczynnik kierunkowy prostej BD jest rowny —2 i ma ona rdbwnanie

postaci y =-2x + b'.

2;6 i 5;7, czyli 4 i 6. Liczby te

podstawiamy do ostatniego rownania, otrzymujgc 6 = -2 -4 + b’, skqd b’ = 14.

Srodek odcinka AC ma wspétrizedne

Zatem szukana prosta ma réwnanie y = —2x + 14,

Dla jakiej wartosci a uktad rownan
{ e e ST
6x + ay =15

ma nieskonczenie wiele rozwigzan?

—~————

Jak wiadomo, uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan, kiedy rdwnania
przedstawiajq te samq prostq. Oznacza to, ze mozna rdwnania doprowadzié
do jednakowej postaci, mnozgc lub dzielgc obie strony przez te samq liczbe.
Na poczqgtek podzielmy obie strony pierwszego rownania przez 2, a drugiego
przez 3. Otrzymamy 2x+y=51i 2x + %y = 5. Jak wida¢, rdbwnania

sq identyczne, jezeli a = 3. | taka jest odpowiedz.

Rozwigzywanie zadania z przejSciem do postaci kierunkowych jest oczywiscie

mozliwe, ale nieco bardziej ucigzliwe rachunkowo.
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Elementy geometrii analitycznej

Punkty A =(1,5), B =(14,31), C = (4,31) sq wierzchotkami tréjkgta.
Prosta zawierajgca wysokos¢ tego frojkgta poprowadzong z wierzchotka C

przecina prostg AB w punkcie D. Oblicz dtugos¢ odcinka BD.

—~————

Przedstawmy sytuacje na rysunku:

Punkty A, B, C sq dane, trzeba znalezé
punkt D. Jest on punktem wspdlnym
prostej AB i wysokosci CD. Napiszmy wiec

rownania tych dwodch prostych.

Szukajgc réwnania prostej AB w postaci A D B
y =ax + b, gdzie sq dwie niewiadome
a i b, skorzystamy z tego, ze rbwnanie
jest spetnione zardwno przez punkt A, jak i punkt B.
Stqd
5=a+b
{ 31=14a +b
Odejmujgc stronami pierwsze rdwnanie od drugiego, ofrzymamy 26 = 13a.
skgd a = 2. Podstawiajqgc te wartos€ do pierwszego réwnania, ofrzymamy b = 3.
Zatem prosta AB ma rdwnanie y = 2x + 3.
Prosta CD jest prostopadta do prostej AB, wiec ma wspdtczynnik kierunkowy —%
i jej rownanie ma postac y = —%x + b’. Skoro prosta przechodzi przez
punkt (4,31), wiec 31 = —% -4+ b, skgd b’ = 33.
Znajdujgc punkt D, rozwigzujemy uktad réwnan
y=2x+3
{ vy = —%x + 33
Ofrzymamy x =12 i y = 27, skqd D = (12,27).
Teraz pozostaje obliczy¢ odlegtosé miedzy punktami B i D:
|IBD| = V(14 — 12)% + (31 — 27)? = V27 + 42 = Y20 = 2v5.
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Punkty B =(0,10) i O =(0,0) sq wierzchotkami trojkgta OAB, w ktérym kgt
przy wierzchotku A jest prosty. Przyprostokgtna OA zawiera sie w prostej

o réwnaniu y = %x Oblicz wspdtrzedne punktu A i dlugos¢ przyprostokgtnej OA.

v A

Zilustrujmy sytuacje rysunkiem:
Szukany punkt A jest punktem wspdlnym
prostych AO i AB. Poniewaz proste te sq
B =(0,10)
prostopadte i pierwsza z nich ma réwnanie 0=1(0,0)
y = %x wiec druga ma réwnanie postaci
y = —=2x + b. Skoro punkt B spetnia to rdwnanie, to b = 10.

Zatem prosta AB ma rdwnanie y = =2x + 10, a punkt A spetnia uktad rdwnan

L.
Y=73
y=-2x+ 10

Rozwigzaniem uktadu jest paraliczb x =4, y = 2, wiec A = (4,2).
Trzeba jeszcze obliczy¢ dtugose przyprostokgtnej OA, czyli odlegtosé punktu A
od poczgtku uktadu wspétrzednych: |OA| = V42 + 22 = V20 = 2v5.

Napisz rtbwnanie prostej przechodzqcej przez punkty (6,1) i (3,3).

—~————

Réwnanie prostej ma postac y = ax + b. Poniewaz dane punkty spetniajg

to rbwnanie, to
1=6a+b
{ 3=3a+b
Odejmujgc stronami drugie rédwnanie od pierwszego, ofrzymujemy -2 = 3a,
2

3
ofrzymujgc 3 = -2 + b, skgd b = 5. Zatem réwnanie ma postac y = —%x + 5.

skgd a = —3. Znaleziong warto$¢ podstawiamy do drugiego rdwnania,
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Elementy geometrii analitycznej

Napisz rbwnanie okregu przechodzgcego przez punkt (2,1)

i stycznego do osi uktadu wspdtrzednych.,

—~————

Radze naszkicowac sytuacje. Wiedy widac, ze sq dwa okregi spetnigjgce podane
warunki. Potwierdzimy to rachunkowo. Niech r bedzie promieniem szukanego
okregu. Poniewaz srodek okregu jest odlegty od kazdej osi o promien,

wiec ma wspotrzedne (r,r).

Réwnanie okregu ma zatem postaé (x — r)?+ (y — r)2 =r2

Korzystajgc z tego, ze okrqg przechodzi przez punkt (2,1), otrzymujemy rdGwnanie
2-=r)+ 1 -r)=r? kidre po przeksztatceniu przyjmuje postac r? — 6r + 5 = 0.
Rozwigzujgc, otrzymujemy r=5 lub r= 1.

Zatem réwnania okregdw to (x = 52 + (y =52 =25 oraz (x - 1)+ (y - 1)* = 1.

Oblicz wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do prostej 3x — 6y + 7 = 0.

—~————

Przeksztatcamy dane rownanie do postaci kierunkowe;:

3x—-6y+7=0, 6y=3x+7, y=%x+%.

Zatem wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej jest rdwny —2.

Punkt (5,2012) odbito symetrycznie wzgledem osi x,
a ofrzymany punkt odbito symetrycznie wzgledem osi y.

Podaj wspotrzedne otrzymanego w ten sposéb punktu.

—~—————

Po pierwszym odbiciu otrzymujemy punkt (5,-2012), a po drugim (=5,-2012).
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Napisz rownanie symetralnej odcinka o koncach (-2,2) i (2,10).

—~————

Symetralna jest prostq prostopadtq do odcinka i przechodzgcq przez jego

srodek. Aby napisac jej rbwnanie, frzelba znalez& wspdtczynnik kierunkowy proste;
zawierajgcej dany odcinek oraz srodek odcinka.
Prosta zawierajgca odcinek to prosta przechodzgca przez jego konce.
Jezeli jej rownanie napiszemy w postaci y = ax + b, to
2=-2a+b
{ 10=2a+b
Odejmujgc stronami pierwsze rownanie od drugiego, ofrzymamy 8 = 4a,
skagd a = 2.
Zatem wspoétczynnik kierunkowy symetralnej jest rdwny —l,

a jej rownanie ma postac y = —%x +b'. :

Poniewaz wspotrzedne srodka odcinka sq Srednimi arytmetycznymi
wspotrzednych jego koncdw, wiec srodkiem odcinka jest punkt (0,6).
Skoro spetnia on rdwnanie symetralnej, to b’ = 6 i symetralna ma réwnanie

y=—%x+6.
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0. Funkcje

Chociaz badaniem zaleznosci miedzy réznymi
wielkosciami zajmowali sie juz starozytni Grecy,
pojecie funkcji wprowadzono znacznie pozniej;
liczy ono sobie ok. 400 lat. Dzisiaj funkcja zajmuje

jedno z naczelnych miejsc wsrod poje¢ matematycznych.



Proporcjonalnosc prosta i odwrotna

Zarowno w matematyce, jak i w zyciu codziennym spotykamy sie z réznego rodzaju
powigzaniami rozmaitych wielkosci — jedne zalezg od drugich, zmiana jednych pocigga
za sobg zmiane drugich. Na przyktad pole kwadratu zalezy od boku kwadratu, czas
przejazdu samochodu na ustalonej trasie zalezy od jego predkosci, temperatura za na-

szym oknem zalezy od czasu, w ktérym jg odczytujemy itp.

Czesto jest tak, ze jedna wielko§é zalezy od kilku innych, na przyktad cena detaliczna
towaru zalezy m.in. od jego ceny hurtowej i od marzy ustalonej przez sprzedawce,
suma trzech sktadnikéw zalezy od trzech liczb, wartos¢ wielomianu zalezy od war-

tosci wszystkich wystepujacych w nim zmiennych.

Zalezno$é jest rodzajem przyporzgdkowania, jednej wielko$ci przyporzadkowujemy
druga. Na przyklad kazdej liczbie mozemy przyporzgdkowadé liczbe o 1 od niej wigksza.
Przyporzadkowanie to mozna odwrécié; wtedy kazdej liczbie bedzie odpowiadata liczba

o 1 mniejsza.

Oba przyporzadkowania sg jednoznaczne, bo zaréwno liczba o 1 wicksza, jak i liczba
o 1 mniejsza od danej sg okreslone jednoznacznie. Nie zawsze tak jest. Na przyklad
kazdej liczbie odpowiada w spos6b jednoznaczny jej warto$é bezwzgledna, natomiast
przyporzagdkowanie odwrotne nie jest jednoznaczne, bo sg rézne liczby o tej samej war-

tosci bezwzgledne;.

Jak wiadomo, jezeli przyporzgdkowanie jest jednoznaczne, to nazywamy je funkcjg.

Zatem przyporzgdkowania: o 1 wiecej, o 1 mniej, warto$é bezwzgledna — sg funkcjami.

Podobnie przyporzgdkowanie kazdej liczbie jej kwadratu jest funkcjg, a odwrotne przy-
porzgdkowanie nie jest funkcjg. Natomiast pierwiastck kwadratowy jest funkejg, bo

w definicji pierwiastka przyjmujemy, ze jest on nieujemny.
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Funkcje

Funkcjami sg rowniez zaleznosci proporcjonalne — prosta i odwrotna.

Nazwy te sg uzywane potocznie, nie zawsze prawidtowo.
Dosyé powszechnym bledem jest mylenie zaleznosci

wprost proporcjonalnej z zaleznoscig rosngca.

Moéwimy na przyktad, ze wyniki sportowca sg proporcjonalne do czasu, jaki przeznacza
na trening. Mamy na mysli, Ze im wiecej czasu sportowiec trenuje, tym lepsze ma wyniki.
Tymczasem zalezno$é proporcjonalna miedzy dwoma wielkosSciami oznacza, ze jezeli

jedna z nich zwieksza sie¢ pewng liczbe razy, to druga zwicksza sie¢ tyle samo razy.

Tego samego rodzaju btgd dotyczy proporcjonalnosci odwrotnej, ktérg na co dzien myli
sie z zalezno$cig malejgca (jedna wielkos¢ maleje, podczas gdy druga rosnie). Tym-
czasem zaleznos¢ odwrotnie proporcjonalna oznacza nie tylko, ze jedna wielko§¢é ma-
leje wraz ze wzrostem drugiej, ale na dodatek jedna wielko$é zmniejsza sie tyle samo

razy, ile razy ta druga wzrasta.

Jezeli w zaleznos$ci wprost proporcjonalnej liczbie x odpowiada liczba y, to liczbie kx,
gdzie & jest dowolng liczbg r6zng od zera, odpowiada liczba ky. Oznacza to, ze % = %
Inaczej méwigce, w proporcjonalnosci prostej iloraz % jest staly, nie zalezy od wyboru pary
odpowiadajacych sobie liczb. Iloraz ten nazywamy wspélczynnikiem proporcjonalnosci

prostej. Proporcjonalno$é prosta o wspétczynniku a jest wige okreslona wzorem % =a.

Natomiast jezeli w zalezno§ci odwrotnie proporcjonalnej liczbie x odpowiada liczba y,

%. Oznacza to, ze kx - % =x -y. Inaczej mowige, w pro-

porcjonalnosci odwrotnej iloczyn x - y jest staly (i r6zny od zera), nie zalezy od wyboru

to liczbie kx odpowiada liczba

pary odpowiadajgcych sobie liczb. Iloczyn ten nazywamy wspoétczynnikiem proporcjo-
nalnosci odwrotnej. Proporcjonalnosé odwrotna o wspétezynniku a jest wige okres-

lona wzorem x -y = a.
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1. Wykaz, ze obwdd kota jest wprost proporcjonalny do jego srednicy.

Jaki jest wspotczynnik tej proporcjonalnosci?

2. Uzasadnij, ze pole kota nie jest proporcjonalne (ani wprost ani odwrotnie)

do promienia kota.

‘Azo1 § BIs AzsdImz Doy 8]0d 0l Azl Z AUIAZSYBIMZ D1oY Usiudoid |zl 87 'DAZoMNDZ AZDIDISAM 2
‘22 Aumol Isaf 1osoujpuoc(olodold YIUUAZOyodsAA "AHOLS 1S8[ ADIUPSIS OP DIOY NPOMOO %BUNSOLS "L

Funkcje — dziedzina, argumenty, wartosci

Jak wiadomo, zbiér liczb, dla ktérych funkcja jest okreslona, nazywamy dziedzing
funkcji. Na przyktad dziedzing funkcji okreslonej wzorem f(x,y,2) = x% + xy + yz — 2
jest zbior wszystkich tréjek liczb (x,y,z), a dziedzing funkcji f(x,y) = % jest zbiér par
liczb (x,y), w ktorych y = 0.

Dziedzing funkcji okreslonej wzorem f(x) = x? jest zbiér wszystkich liczb, dziedzing
funkcji fx) = Vx jest zbiér liczb nieujemnych, a dziedzing funkcji flx) = % jest zbiér

liczb réznych od zera.

Funkcja flx) = logy (x — 1) jest okres§lona wtedy, kiedy liczba logarytmowana jest do-
datnia, czyli dziedzing funkgji jest zbiér tych liczb, dla ktérych x — 1 > 0. Dziedzine sta-

nowi wigc zbior liczb wickszych od 1.

We wzorze flx) = long nie wystarczy warunek x > 0. Trzeba jeszcze, aby mianownik
2

nie byt zerem. Poniewaz logyx = 0 dla x = 1, wiec dziedzing funkcji flx) =

logyx
jest zbior wszystkich liczb dodatnich z wyjatkiem liczby 1.
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Funkcje

Nx+ 1
x—2
Wobec tego dziedzine stanowi zbiér liczb x > —1 z wyjatkiem x = 2.

Dziedzine funkcji flx) = wyznaczajg dwa warunki: x + 1 2 0 oraz x — 2 = 0.

Dziedzing funkcji flx) = logy (—x) jest zbiér liczb ujemnych, bo liczby przeciwne do

ujemnych sg dodatnie.

A jaka jest dziedzina funkeji fix) = —> 1? Na licznik utamka nie trzeba naktadaé¢ zadnych

2
X+
warunkéw, a mianownik powinien byé rézny od zera. Poniewaz ten ostatni warunek jest

spelniony niezaleznie od wartosci x, wiec dziedzing tej funkcji jest zbior wszystkich liczb.

1. Podqj przyktad funkcii, ktérej dziedzing jest:
Q) zbidr wszystkich liczb z wyjgtkiem 1 oraz -2, b) zbidr wszystkich liczb.

2. Okredl dziedzine funkciji:
) flx) = =1 - D) =Vx+2, Ofw)=VTx+2l, & Ax)=logy3x.

N

"0 < X (P ‘bgzol buloMOp 4S8 X (0 ‘g—2 X (Q T-=XIT =X (0 'g

Jak wiadomo, elementy dziedziny funkcji noszg nazwe argumentéw; kazdemu argu-

mentowi jest przyporzgdkowana wartosé funkeji.

Funkcje przyporzadkowujgce liczbom liczby mozna przedstawiaé na ptaszczyznie, na
ktorej jest uktad wspétrzednych. Wtedy argumenty sg punktami osi x, wartosci funk-
c¢ji sg punktami osiy, a wykres sklada sie z punktow postaci (x, flx)). Wykres jest wiec

krzywa'? o réwnaniu y = flx).

2 W sensie matematycznym prosta tez jest zaliczana do krzywych.

WWW.CEL-MATURA.PL



KOREPETYCJE MATURZYSTY

Poniewaz warto$é funkcji w kazdym punkcie dziedziny jest okreslona jednoznacznie,
wiec na wykresie funkcji jest tylko jeden punkt o ustalonej wspélrzednej x. Oznacza

to, ze linie pionowe przecinajg wykres funkcji w co najwyzej jednym punkcie.

Jak wiadomo, niektore funkcje sg rosngce, niektore malejgce, ale sg i takie, ktore nie
maja ani jednej ani drugiej wtasnosci.

YA
Oto wykres funkeji y = flx), okreslonej @)
w pewnym przedziale, na ktérym za-

znaczono wartosci funkcji w punktach

D, q,r: o

q x
G f) \/

Funkcja fix) nie jest ani rosngca, ani A~ )

malejgca. Mozna jednak podzielié¢ dzie-
dzine na takie trzy przedzialy, ze w kazdym z nich funkcja jest rosngca lub malejgca:

najpierw rosénie, potem maleje, a potem znéw rosnie.

1. Wilu punktach funkcja flx) przyjmuje wartos¢ rowng:
D flp), b flg). < fir)?

2. W ilu punktach funkcja flx) przyjmuje wartosc zero?

‘opMmoidalN

3. Czy prawdgq jest, ze funkcja flx) przyjmuje wartosci ujemne ¢
dla argumentéw ujemnych, a dodatnie dla dodatnich? "yoazii M g
"WAupal m (0

'Yoomp M (q

4. Podaqj przyktad funkciji, okreslonej wzorem, “4oBZIL M (D
ktéra w punkcie 2 przyjmuje wartosc —1. 'L
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Funkcje

Od wykresu do wykresu

Jak z wykresu funkcji y = flx) otrzymacé wykres funkcji y = flx) + a,

gdzie a jest statg?
Wykres funkeji y = flx) jest zbio-
rem punktéow postaci (x, f (x)),
a wykres funkcji y = lx) + a jest
zbiorem punktow (x, flx) + a).
Wobec tego w kazdym punkcie x
trzeba zmieni¢ wartosé flx) na

flx) + a.

Zatem wykres funkcji przesunie

sie w gore lub w dét, zaleznie od

znaku a:

Jak z wykresu funkcji y = flx) otrzymaé wykres funkcji y = flx + a),

gdzie a jest stalg?

W kazdym punkcie x trzeba zmienié warto§é flx) na flx + a), czyli na wartosé, ktorg

funkcja y = flx) przyjmuje w punkcie réznigcym si¢ o a od punktu x:

¥y A ¥ A
a>0 a<0
- . *—
X x+a x x+a X x

WWW.CEL-MATURA.PL



[ 1A
||

N

Oznacza to przesu-
niecie wykresu
funkcji w lewo lub
w prawo, zaleznie od

znaku a:

Jak z wykresu funkecji y = fix) otrzymaé wykres funkcji y = —f(x)?
W kazdym punkcie x trzeba zmienié y A

warto§é z flx) na —f(x), co oznacza

y =)
odbicie symetryczne wykresu wzgle-

dem osi x: P /

y = flx)

s\

Jak z wykresu funkecji y = flix) otrzymaé wykres funkeji y = f{—x)?

Kazdej liczbie x przypisujemy f(—x), yA

czyli wartosé, ktora byla przyjeta dla .

\

liczby przeciwne;j:

A

8y

—X X
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Funkcje

Oznacza to, ze wykres
funkeji y = flx) trzeba
odbié symetrycznie

wzgledem osi y:

y=flx)

Funkcja liniowa

Funkcja liniowa ma postaé flx) = ax + b, gdzie a i b sa dowolnymi statymi. Jak
wiadomo, jej wykresem jest prosta o ro6wnaniu y = ax + b. Ré6wnanie prostej jest

dokladnie oméwione w rozdziale 5.
Jezeli a =0, to flx) = b dla kazdego x i wykres funkcji jest prostg rownoleglg do osi x.

Przypomnijmy, ze liczba a decyduje o kierunku prostej, proste y =ax i y =ax + b

sg rownolegle.

Dla a > 0 prosta y = ax przechodzi przez pierwszg i trzecig é¢wiartke, wiec funkcja

flx) = ax jest rosngca. W konsekwencji funkcja fix) = ax + b jest rosngca.

Dla a < 0 prosta y = ax przechodzi przez drugg i czwartg éwiartke, wiec funkcja
flx) = ax jest malcjgca. W konsekwencji funkcja fix) = ax + b jest malejgca.

. . . Lz . . . . .y .
Zauwazmy, ze dla x = 0 zaleznos¢ y = ax jest r6wnowazna zaleznosci > = a, ktéra

X
oznacza proporcjonalnosé prostg. Zatem wykresem proporcjonalnosci prostej jest pro-

sta przechodzgca przez poczgtek uktadu wspétrzednych.
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KOREPETYCJE MATURZYSTY

Z funkcja liniowg wigzg sie réwnania i nieré6wnosci liniowe z jedng niewiadoma.

Rozwigzaniem réwnania liniowego ax + b = 0 jest liczba, dla ktérej funkcja
flx) = ax + b przyjmuje wartos¢ zero, a wiec pierwsza wspoétrzedna punktu, w ktérym

wykres funkcji przecina o§ x. Liczba ta nosi nazwe miejsca zerowego funkcji.

Rozwigzaniem nieréwnosci ax + b > 0 (lub ax + b < 0) jest zbiér punktow, w ktérych
funkcja przyjmuje wartosci dodatnie (lub ujemne). Czesé wykresu odpowiadajgca tym

punktom przebiega powyzej (lub ponizej) osi x.

Na przyklad rozwigzanie nieré6wnosci —2x + 5 > 0 mozna interpretowaé jako znale-
zienie tych punktéow x, w ktérych wartosci funkcji flx) = —2x + 5 sg dodatnie. Funk-
cja ta przyjmuje wartosé zero dla x = g, a poniewaz jest malejaca, to wartosci wigksze
od zera przyjmuje wecze$niej, tzn. dla x < g Jest to jeszeze jeden dowdd na to, ze lik-

widujac minus przed nawiadomg, zmieniamy kierunek nieréwnosci.
Sprawdz,
1. W jakim punkcie wykres funkcji y = 3x — 2 przecina o§ y?

2. Dla jakiej wartosci a miejscem zerowym

funkcji flx) = ax + 2 jest liczba -3?

3. Dla jakich wartosci m funkcja flx)= (3 —m)x + 5

jest rosngca?

‘g-<xD|a "y

| | - - 'g>wola°e

4. Wiadomo, ze funkcja jest malejgca i przyjmuje S -vog-g
£

wartos¢ zero dla x = =3. Dla jakich x funkcja ta przyjmuje (8—0) @1ound M

wartosci ujemne? b
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Funkcje

Sprawdz,
-%— > x p|p olhwifAzid

1. Dla jakiego x funkcja fix) = 3x — 1 przyjmuje wartosé a75(eIuLl 10SOLIDM

’

- =x p|p ahwiAzid

%I — OSOLIOM °§

—~| 3

—1%? Dla jakich x przyjmuje wartosci mniejsze niz —131?

Funkcje przedziatami liniowe

Rozwazmy dwie proste jak na rysunku:

YA

Proste te przecinajg sie dla x = 2. Utwérzmy

wykres jak na rysunku:

2y

YA
y=x+2 y==x+6

Jest to wykres funkcji, okreslonej na catej

)Y

prostej, ktora dla liczb x mniejszych od 2

=x+2 =x+6
przyjmuje wartosci x + 2, a dla liczb x wigk- = e

szych od 2 przyjmuje wartoSci —x + 6.
W punkcie 2 wyrazenia x + 2 oraz —x + 6
majg takg samg wartosé, wigc mozna si¢ postuzyé ktérymkolwiek z nich. W sposéb

symboliczny okreslenie funkcji zapisujemy tak:

x+ 2 dle x < 2
flx) =
—x+6 dlg x > 2
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Dorysujmy trzecia prostg jak na rysunku:

Trzecia prosta przecina dwie poprzednie od-

powiednio w punktach (0,2) i (3,3).

Utwoérzmy nowa funkcje, okreslajac ja wzo-

rem

X+ 2 dle x<0
glx) = %x+2 dle 0<x<3
—x + 6 dla x > 3

Oto wykres funkcji y = g(x):

yA

-1
y—3x+2
x
y=x+2 y=-x+6
YA
_1
y—§x+2
3 x
y=x+2 y=—=x+6

1. Odczytaj z wykresu, dla jakich x funkcja g(x) przyjmuje wartosci ujemne.

2. Okresl maksymalny zbidr argumentdw, dla ktérych funkcja g(x) jest rosngca.

3. Podaj najwiekszg wartos¢ funkciji g(x).

4. /najdz miejsca zerowe funkcji g(x).

5. Zapisz w postaci przedziatu zbidr liczb x

spetniajgcych warunek:

aA-1€x<2, b)0<x<4, c)x<b dx>-2.

() (P

(G ‘=) (O

7 ‘0) (@
(1> @®"g
9=x1g-=%"y
'€°¢ (g ‘o) g
'9<xXDP!
g->x0|d°1
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Funkcje

Funkgcje fix) i g(x) sa przyktadami funkgcji, ktére nazywamy przedzialami liniowymi.

Nazwa mowi sama za siebie.

Przypomnijmy przy okazji oznaczenia dotyczgce przedzial6w na prostej. Jezeli a < b,
to <a, b) oznacza przedzial wraz z koricami'®, (a, b) oznacza przedzial bez koncéow,
natomiast <a, b) i (a, b) to przedzialy z jednym konicem, odpowiednio lewym lub

prawym.

Do przedzialéw zaliczamy tez potproste: {c, »), (¢, ®), (-, ¢), (-0, —C).

Kilka wykresow funkcji kwadratowej

Jak wiadomo, funkcja kwadratowa ma postaé¢ fix) = ax? + bx + ¢, gdzie a = 0. Jej wy-
kresem jest parabola. Znak wspétczynnika a decyduje o tym, czy ramiona paraboli sg
skierowane w gore (a > 0) czy w dét (a < 0). Parabola ma 0§ symetrii; jest nig prosta

réwnolegta do osi y i przechodzgca przez wierzcholek paraboli.

Zobaczmy na rysunkach kilka wykresow funkcji kwadratowej w prostych przypad-

kach, zaczynajgc od wykresu postaci y = ax®.

Co majg wspélnego, a czym réznig si¢ para-
bole y = x?, y = 2x%, y = %xz? Wszystkie
przechodzg ©przez poczgtek ukitadu
wspotrzednych, sg symetryczne wzgledem

osi y, a ich ramiona sg skierowane do gory.

Réznig sie tylko tempem wznoszenia ra-

)Y

mion:

™ Inne oznaczenie takiego przedziatu to [a, b].
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Zamiana wspoélczynnika przy x? na liczbe

przeciwng spowoduje odbicie wykresow

=Y

wzgledem osi x:

,. ‘/‘ . Parabole y =ax?+ 1 i y = ax* — 1 powstajg

z paraboli y = ax? przez przesuniecie o 1 od-

powiednio w goére lub w doét:

Parabola y = (x + 1)? jest wykresem funkcji

przyjmujgcej wartos¢ zero dla x = -1, a poza
tym majgcej tylko wartosci dodatnie. Zatem

punkt (-1,0) jest wierzchotkiem paraboli:

YA

® Y

I I y=-3x—2)2+1

A jak narysowac parabole y = -3(x — 2)? + 1? L

Y

Lezy ona o 1 wyzej od paraboli y = —=3(x — 2), 2 ™

a ta ostatnia parabola przyjmuje wartosci

ujemne poza punktem x = 2 i wartosc zero

dla x = 2. Wykresy sg wige takie: ¥y =-3(—2)?
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Funkcje

1. Narysuj wykres funkcji flx) = (x + 1)? = 1. Jakim przedziatem

jest zbidr wartosci?

2. Dla jakiego x funkcja flx) = =2(x — 3)*> + 1 przyjmuje wartos¢ najwiekszg?

Jaka to jest wartosc?

3. Dla jakiego x funkcja flx) = (1 — 3x)? — 4 przyjmuje warto$¢ najmniejszg?

Jaka to wartosé?

F— DUMOI Sof | % = x p|P LIB[AzId sl Pzsfeluulou DSOLIOAA “¢€

‘T Dzl OL 1s9[ | € = x DIP 2sOLDM DZHBIMIoU SinulfAzId DfOYUNS g

(00 ‘T=) O} IOSOLIDM IOITZ °|

Wyznaczanie wierzchotka paraboli

Jak widzieliSmy w poprzednim rozdziale, czasami wierzcholek paraboli

mozna odczytac z jej rownania, nie potrzeba wzoréw.

Jest tak wtedy, kiedy rownanie pozwala bezposrednio wyznaczyé¢ wspélrzedne naj-

nizszego (dla a > 0) lub najwyzszego (dla a < 0) punktu paraboli.

Na przyktad znajdujgc wierzcholek paraboli y = —2(x + 3)? + 1, korzystamy z tego, ze
jej ramiona sg skierowane w dél, wigc wierzchotek pokrywa sie z punktem polozonym
najwyzej. Poniewaz —2(x + 3)? < 0, wiec najwieksza warto§é wyrazenia —2(x + 3)? + 1
jest rowna 1 i jest ona osiggnicta wtedy, kiedy x + 3 = 0, czyli x = —3. Zatem wierz-

cholkiem paraboli jest punkt (-3, 1).
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KOREPETYCJE MATURZYSTY

Zauwazmy, ze jezeli parabola przecina o§ x w dwaéch punktach,
to 0§ symetrii paraboli przechodzi przez §rodek odcinka tgczgcego

te punkty; §rodek ten jest zatem pierwszg wspélrzedng wierzchotka.

Na przyktad jezeli parabola ma réwnanie y = (x — 1)(x + 3), to przecina o§ x w pun-
ktach 1 i —3. Srodkiem odcinka o tych konicach jest punkt —1, wiec taka jest pierw-
sza wspolrzedna wierzchotka paraboli. Drugg wspétrzedng znajdziemy z ré6wnania

paraboli, podstawiajgc x = —1. Otrzymamy y = —4.

1. Z podanego rownania odczytaj wspdtrzedne wierzchotka paraboli:
Ay=02x—-1)% b)y=1-2x+ 3)>

2. Odczytdj z rbwnania miejsca zerowe paraboli y = (x — 2)(x + 6),

napisz rownanie osi symetrii paraboli i podaj wspdtrzedne wierzchotka.

3. Zréwnania y = 4x(2 — x) odczytaj miejsca zerowe oraz wspotrzedne

wierzchotka paraboli. Jakie jest rownanie osi symetrii tej paraboli?

I = X SIUDUMOI DU 1}BWIAS SO D (¥ “T) Pund Isaf wapjoyoziaim ‘g | 0 OL ©M0ISZ DISBIN €
(9T-‘Z-) Mund Isaf WapjoyozleiM ‘Z— = X SIUDUMOI DU [LIISUIAS SO ‘9— | Ol ©MOISZ DOSBIA g

(I'e-) (@ '(o‘%) CR

W przypadku ogélnym, kiedy parabola ma réwnanie y = ax? + bx + ¢, znalezienie
wierzchotka bez wzoréw jest bardziej klopotliwe. Mozna go znaleZzé po przeksztalceniu

réownania do tzw. postaci kanonicznej. Na przykiad:
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Funkcje

202 +8x —1=2(x?+4x) -1 =
=2’ +4x+4-4)-1=
=2((x+2¢-4)-1=2(x+2)2-9.

7 tej postaci widaé, ze wyrazenie przyjmuje najmniejszg wartosé dla x = -2, wiec taka
jest pierwsza wspétrzedna wierzchotka. Drugg wspétrzedng wierzchotka znajdziemy

z rownania paraboli: jezeli x = -2, to y = -9.

Przeksztalcenie takie bywa czasem dosyé zmudne.

Najwieksza i najmniejsza wartosc
funkcji kwadratowej w przedziale

Zajmiemy sie obliczaniem najwiekszej i najmniejszej wartosci funkcji kwadratowej
w danym przedziale. Jak wyznaczy¢ punkt przedzialu, w ktérym funkcja przyjmuje
warto$é najwickszg? W ktérym punkcie przedziatu funkcja przyjmuje wartosé naj-

mniejszg?

W poszukiwaniu odpowiedzi na te pytania istotne bedzie polozenie wierzchotka wy-

kresu funkcji wzgledem danego przedziatu.

Zachecam do szkicowania sobie sytuacji, ktére bedziemy rozwazad.

Utatwi to §ledzenie rozumowania.

Jezeli wierzcholek paraboli nie lezy ani nad, ani pod rozwazanym przedzialem, tzn.
pierwsza wspotrzedna wierzchotka nie nalezy do przedziatu, to w tym przedziale funk-
cja jest stale rosngca lub stale malejgca. Wynika stad, ze warto$é najwigksza i wartosé

najmniejsza sg przyjete na koncach przedziatu.

WWW.CEL-MATURA.PL



Jezeli natomiast pierwsza wspélrzedna wierzchotka paraboli nalezy do rozwazanego

przedziatlu, to trzeba znaleZé¢ drugg wspoétrzedng wierzchotka, bo to ona jest naj-
mniejszg lub najwiekszg wartoscig funkcji — w zaleznosci od tego, czy ramiona para-

boli sg skierowane w goére czy w dot.

Zobaczmy to na przyktadach, w razie potrzeby pomagajac sobie rysunkami. Nie cho-
dzi tu o dokladny rysunek, ale o szkic, ktéry pomoze zorientowaé si¢ w przebiegu

funkcji.

ZnajdZmy najmniejsza i najwiekszg wartosé funkeji Ax) = x(x — 4)
w przedziale: a) {3, 6), b){1,5).

Miejsca zerowe funkecji to 0 i 4, Srodek odcinka je tgczacego to 2, i taka jest pierwsza

wspolrzedna wierzchotka paraboli.

a) Poniewaz przedzial {3, 6) nie zawiera punktu 2, wiec funkcja przyjmuje wartos¢é
najmniejszg i warto$é najwickszg na koncach przedzialu. Obliczmy te wartosci:

f3)=-3, f(6)=12.

b) Poniewaz 2 nalezy do przedziatu {1, 5), a ramiona paraboli sg skierowane do gory,
wiec najmniejsza wartosé funkeji w tym przedziale (a nawet najmniejsza wartosé funk-

cji na calej prostej) to A2), czyli —4.

Pozostaje znalezé najwigkszg warto$é funkeji w przedziale (1, 5). Jest ona przyjeta na

jednym konicéw. Mozna po prostu obliczyé f(1) oraz f(5) i wzigé wigkszg z tych liczb.

Jezeli jednak zauwazymy, ze 0§ symetrii paraboli lezy blizej lewego konca przedziatu
niz prawego, to wywnioskujemy bez liczenia, ze warto§é funkcji na prawym kornicu
przedzialu jest wigksza. Zatem najwicksza wartosé funkceji w rozwazanym przedziale

to f15), czyli 5.
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Funkcje

ZnajdZmy najmniejszg i najwiekszg wartosé funkceji Ax) = (x + 1)(5 — x)

w przedziale {2, 4).

Miejsca zerowe funkcji to —1 i 5, Srodek odcinka je tgczacego to 2 i taka jest pierw-
sza wspolrzedna wierzchotka paraboli. Nalezy ona do przedziatu <2, 4). Poniewaz
(x + 1)(5 —x) = —x? +..., wiec ramiona paraboli sg kierowane w dot. Wynika stad, ze

f(2), czyli 9, jest najwiekszg wartoscig funkcji na calej prostej, a wiec tym bardziej

w przedziale {2, 4). Najmniejszg wartoscig funkcji jest zatem f(4), czyli 5.

1. Oblicz najwiekszg i najmniejszq warto$¢ funkcji flx) = 3(x — %) (x + %)

w przedziale <0, 2).

2. Oblicz najwiekszqg i najmniejszg wartose funkcji y = —(x — 2)2 + 1
w przedziatach: a)<0, 2), b) <3, 4).

‘e— bzsfeluudiou o ‘g 1ol blosoLom

bzsydimiou (g ‘g— bzsfeluuliou o ‘T sl DIOSOLIOM DZSHBIMION (O g

'911— bzsfeluwiou b 118 1sof IfoxuNny bIosoLom bzsydIMmIoN (z) | (0)f DAZOIO WBLnZ AZOIDISAM

(g ‘0) Nibizpozid op Azs|bu SlU O3IM 'T— DUMOI Isaf DyoyozIiaim bupdziiodsm pzsmisld zomseluod |

Rozwigzywanie nierownosci kwadratowych

Przypomnijmy, jak rozwigzujemy nieréwnosci ax?+bx +c>0 i ax?+bx +c < 0.
y jmy, J qzujemy

Jezeli parabola y = ax? + bx + ¢ nie przecina osi x, to w przypadku a > 0 jej wykres
lezy catkowicie nad osig x, wigc ax® + bx + ¢ > 0 dla kazdego x, a w przypadku a < 0

wykres lezy catkowicie pod osig x, wiec ax? + bx + ¢ < 0 dla kazdego x.

WWW.CEL-MATURA.PL



Jezeli parabola ma doktadnie jeden punkt wspélny z osig x, to poza tym punktem

wyrazenie ax? + bx + ¢ jest stale dodatnie (w przypadku a > 0) lub stale ujemne

(w przypadku a < 0).

Jezeli funkcja ma dwa miejsca zerowe, to czesé wykresu jest nad osig x, a cze¢sé
pod osig x. Wtedy znak wyrazenia ax® + bx + ¢ zalezy od tego, czy x jest pomiedzy

miejscami zerowymi czy na zewngtrz.

Zbadajmy, dla jakich x wyrazenie —2x? — x + 1 jest dodatnie,

a dla jakich x jest ujemne.

Zaczniemy od szukania pierwiastkéw réwnania —2x? —x + 1 = 0. Zamienmy je na row-

nanie rownowazne i skorzystajmy ze wzorow:

22 +x-1=0,

A=b?>-4ac=1-4-2-(-1)=9,
x_—b+«lZ_—1—3__1 x_—b—«/Z__—1+3_;
1= 2¢ ~— 4 ~— 7 2T 2¢ T 4 T2

Poniewaz ramiona paraboli y = —2x* — x + 1 sg skierowane w dé6t

wige —2x2-x+1>0

\j

1
1

/1 z dla 1<x<2,

a-2x2-x+1<0

dla x < =1 oraz dla x > %

Jezeli rozwigzujemy stabg nieréwnosé (< lub 2), to w rozwigzaniu pojawiajg si¢ row-

niez stabe nieréwnosci.
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Funkcje

Rozwigzmy nieréwnosé¢ 2 — (x + 1) 2 0.

Zaczynamy od rozwigzania rownania 2 — (x + 1) = 0, czyli (x + 1)? = 2. Otrzymujemy
x+1=v21ub x+1=-V2, skad x = V2 -1 lub x = —V2 — 1. Poniewaz ramiona para-
boli y =2 — (x + 1)? sg skierowane w dél, wiec 2 — (x + 1)22 0, jezeli —V2 - 1 <x< V2 - 1.

Rozwigzujac nieréwnosé typu alx —r)(x —s) < 0 lub alx —r)x —s) > 0, gdzie r i s
sa konkretnymi liczbami, mamy latwiejsze zadanie. Nie musimy szukaé pierwiastkow
wielomianu kwadratowego, bo z réwnania a(x — r)(x — s) = 0 od razu odczytujemy, ze

pierwiastkami sg r i s.
Rozwigzmy nieré6wnosé 3(x + 5)(3 —x) < 0.

Parabola y = 3(x + 5)(3 —x) ma ramiona skierowane w doét (bo 3(x + 5)(3 —x) = =3x2...),
przecina o§ x w punktach -5 oraz 3, wiec nieré6wnosé 3(x + 5)(3 —x) < 0 jest spelniona

dla x < =5 oraz dla x > 3.

1. Rozwigz nieréwnos¢: a)x(l—x) <0, D) 2x*+x+1>0, o) (x-5)?+1<0.

2. Narysuj wykres funkcji flx) = (x + 1)? — 4. Dla jakich x funkcja przyjmuje

wartosci dodatnie?

3. Dla jakich x jest spetniona nierdwnos¢ —3(x — %)2 -4<0?

Wskazéwka: niczego nie obliczaj, uwaznie popatrz!

"X YOD|IAZSM DJo pbuoluteds Isaf D9sOUMOIBIN "¢
‘e—>xD|P | T < X D|P 8lulopop 1osoLpM alnullAzid BMoYUNS g
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Jeszcze dwie funkcje

Znamy wykres proporcjonalnosdci prostej, czyli funkeji flx) = ax. A jaki jest wykres

proporcjonalnosci odwrotne;j?

Przypomnijmy, ze zalezno$é odwrotnie proporcjonalna oznacza, ze iloczyn odpowia-
dajacych sobie wielkodci jest staty, co mozna zapisaé wzorem «x - flx) = a, gdzie a jest
stalg (r6zng od zera). Zatem flx) = %. Dziedzing tej funkcji jest zbiér wszystkich liczb
roznych od zera, wartosé funkcji dla x = a jest réwna 1, a wykresem jest krzywa zwana

hiperbolg.

Narysujmy wykres dla a = 2. Zauwazmy, ze dla x > 2 wartosci funkcji sg tym mniej-
sze, im wieksze jest x, przy czym dla argumentéw rosngcych do nieskonczonosci war-
2 __2

100’ f{1000) = 1000
0 < x < 2 warto$ci funkcji rosng wraz z x malejgcym do zera, i rosng nieograniczenie:

itd. Jednoczesnie dla

tosci funkcji zblizajg si¢ do zera: f(100) =

1,_ 1y, .
figq) =2 100, figgeg) =2 - 1000 itd.

Ten kawatek wykresu, zwany gatezig hiperboli, wyglada tak:

Korzystajac y A
z tego, ze dla
liczb  prze-

ciwnych war-

Y

tosci funkeji

=y

sg liczbami
przeciwnymi,

tzn. fl—x) = 5 = —% = —f(x), mozna doryso-

wa¢ drugg galgz hiperboli:
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Funkcje

Zauwazmy, ze jezeli we wzorze funkcji za- y A
mienic liczb¢ 2 na -2, to wartosci zmienig

znak. Hiperbola y = —x_2 jest potozona tak:

G |

W podstawie programowej jest jeszcze wy-
kres funkcji wykladniczej, tzn. funkcji
postaci flx) = a*, gdzie a jest liczba dodat-
nig rézng od 1 (dla @ = 1 jest to funkcja

stala).

Dziedzing funkcji wyktadniczej jest zbior wszystkich liczb, a wartosci funkcji sg do-
datnie, co wynika z definicji potegi. W punkcie zero funkcja przyjmuje wartosé 1, po-

niewaz a® = 1.

Jezeli a > 1, to wartosci funkcji rosng wraz z x, bo im do wyzszej potegi ustalong
liczbe podnosimy, tym wiecej otrzymujemy. Natomiast dla a < 1, czyli dla a bedacego
utamkiem wtasciwym, wartosci funkcji malejg wraz ze wzrostem x, bo podnoszgc

utamek do coraz wyzszych poteg, otrzymujemy coraz mnie;j.

Wynika stad, ze funkcja flx) = a* jest rosngca dla a > 1, a malejgcadla 0 <a < 1.

Oto wykresy funkeji y =2" i y = (%)x

8
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Zauwazmy, ze pierwszy z tych wykreséw pnie sie stromo w gore wraz ze wzrostem x.

Wynika to stad, ze wartosci funkcji szybko rosng:
20=32, 210=32.32, 2%=32.32.32 itd.

Podobnie jest dla kazdej podstawy, jezeli tylko jest wigksza od 1.

Przeglad zadan maturalnych

Dane sq funkcje flx) = x — 2 oraz g(x) = x + 4. Narysuj wykres funkciji
h(x) = flx) - g(x).

—~———

Ze wzoru h(x) = (x — 2)(x + 4) odczytujemy, ze wykresem jest parabola

o ramionach skierowanych w gore, przecinajgca 0§ x w punktach 2 i —4.
Osig symettii paraboli jest wiec prosta x = —1. Zatem pierwszq wspotrzedng
wierzchotka jest =1, a drugqg h(-1), czyli =9. Na podstawie tych informaciji

narysujesz wykres.

/najdz migjsce zerowe funkciji Dla jakiej wartosci m funkcja
y=—\2x + 4. flx) =(m — 1)x + 3 jest stata?
Wystarczy rozwigzac rownanie Funkcja liniowa jest stata,
—-N2x+4=0. kiedy wspdtczynnik przy x
Otrzymamy: x = % = jest rowny zero. Zatem m -1 =0,
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Funkcje

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu i zapisz:
a) zbidér wartosci funkcji £,

b) przedziat maksymalnej dtugosci, w ktérym funkcja f jest malejgca.

AY

o

=Y

l (elv] [N} =

a) Zbidér wartosci to przedziat (=2, 3).

b) Funkcja maleje w przedziale (=2, 2); jest to przedziat maksymalny:.

Znajdz réwnanie prostej, ktéra jest osig symetrii paraboli y = x? — 4x + 2010.

—~————

Przeksztatcamy rownanie paraboli do postaci kanoniczne;j:

x2—4x + 2010 =x2 — 4x + 4 + 2006 = (x — 2)% + 2006.

Poniewaz parabola ma ramiona skierowane w goére, wiec wierzchotek
pokrywa sie z jej najnizszym punktem. Wyrazenie (x — 2)? + 2006
przyjmuje najmniejszq warto$¢ wtedy, kiedy x — 2 =0, czyli x = 2.

Zatem 0§ symetrii ma réGwnanie x = 2.
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Jakie sq wspdtrzedne wierzchotka paraboli flx) = —3x* + 37

—~—————

Parabola ta powstaje z paraboli y = —3x? przez przesuniecie o 3 w gore.

Poniewaz wierzchotkiem paraboli y = =3x2 jest punkt (0,0),

wiec wierzchotek paraboli y = =3x2 + 3 ma wspdtrzedne 0 i 3.

Znajdz wspotrzedne wierzchotka paraboli y = =3(x + 1)%

—~————

Poniewaz ramiona paraboli sq skierowane w dét, wiec wierzchotek pokrywa sie

Z jej ndjwyzszym punktem,

Wyrazenie —=3(x + 1)? jest co najwyzej rdwne zero i jest tak dla x = —1.

Zatem wierzchotek jest punktem (=1,0).

Sprawdz, czy punkty (-1,-4), (-1,1), (-1,-2), (1,1), (1,0) nalezg do wykresu
funkcji y = x? + x — 2.

—~—————

Trzeba sprawdzi¢, czy punkty spetniajq rownanie paraboli.
Podstawiajgc x = —1, otrzymamy y = -2, co oznacza, ze punkt (-1,-2)
nalezy do wykresu funkcji. Podstawiajgc x = 1, otrzymamy y =0,

wobec czego punkt (1,0) takze nalezy do wykresu.

Pozostate punkty nie nalezg do wykresu.
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Funkcje

Funkcja f jest okreslona wzorem

- 2% —3 dlax <2 x -3 3
fx=1 4 dla2<xs4

flx) 0

a) Uzupetnij tabele:
b) Narysuj wykres funkciji f.

c) Podaj wszystkie liczby catkowite spetniajgce nierdwnos¢ flx) 2 —6.

—~————

a) Poniewaz -3 < 2, wiec fi-3)=2-(-3) -3 =-9, aponiewaz 3 > 2,

wiec f(3) = 1. Te dwie wartosci frzeba wpisa¢ do drugiego wiersza tabeli.
Trzeba jeszcze znalez< punkt, w ktdrym wartose funkciji jest rbwna zeru, Jest to
punkt w pierwszym przedziale, bo w drugim warto$é funkcji jest stale réwna 1.

Rozwigzujemy wiec rownanie 2x — 3 = 0.

3
Otrzymujemy x = % co trzeba wpisadé x -3 3 9

do pierwszego wiersza tabeli.

ol -9 1| o

Uzupetniona tabela wyglada zatem tak:

b) Trzeba narysowac prostq y = 2x — 3, ograniczajqc sie do tej jej czesci,
w ktdrej x < 2, i dotgczy¢ do nigj
odcinek prostej y = 1. Znajdzmy dwa
punkty pierwszej prostej, podstawiajgc
za x liczby 0 oraz 2. Otrzymamy
punkty (0,-3) oraz (2,1), ktére

|

wyznaczajq potozenie prostej.

Wykres funkcji f wyglgda wiec tak:

¢) Rozwigzujgc rownanie Ax) = —6, otrzymamy 2x — 3 = -6, skqd x = —%.
Z wykresu funkcji odczytujemy, ze flx) 2 -6 dla x 2 —%. Liczby catkowite

spetnigjgce ten warunek i nalezqce do dziedziny funkcji to: -1, 0, 1, 2, 3, 4.
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Wykres funkciji f danej wzorem flx) = —2x* przesunieto wzdtuz osi x o 3 jednostki

w prawo oraz wzdtuz osi y o 8 jednostek w gore, otrzymujgc wykres funkcji g.
a) Rozwigz nierdwnos¢ flx) + 5 < 3x.
b) Podaj zbidr wartosci funkcji g.

c) Funkcja g jest okreslona wzorem g(x) = —2x2 + bx + ¢. Oblicz b oraz c.

—~———

a) Trzeba rozwigzac nierdwnosé —2x% +5 < 3x. Po przeniesieniu wszystkich
wyrazéw na prawd strone nierdwnoséé przyjmie postaé 2x2 + 3x — 5 > 0.
Poszukajmy pierwiastkdw wystepujgcego tu wielomianu:

A=9+40=49, «x ﬁ:% Iubx:_34+7:1_

4

Wykres wielomianu ma ramiona skierowane w gore i przecina o§ x w punktach —g

oraz 1. Zatem nierdwnos¢ 2x* + 3x — 5 > 0 jest spetniona, jezeli x < —g lub x > 1.

b) Najwiekszg wartosciq funkcji flx) jest zero, pozostate wartosci sq ujiemne.
Poniewaz przesniecie wykresu wzdtuz osi x nie wptywa na zbidr wartosci,
a przesuniecie o 8 w gore zwieksza kazdqg wartod¢ o 8, wiec zbiorem wartosci

funkcji g jest przedziat (—oo, 8).

¢) Przesuniecie wykresu funkcji o 3 w prawo oznacza, ze kazda warto$¢ nowej
funkcji w punkcie x pokrywa sie z wartosciq funkcji poprzedniej w punkcie x — 3.
Zatem —2x? frzelbba zamieni¢ na —2(x — 3)% Przesuwajqgc o 8 w gore, zwiekszamy
wartosci o 8.

Zatem g(x) = -2(x — 3)? + 8.
Z zatozenia wynika, ze =2(x — 3)? + 8 = -2x% + bx + c.

Po przeksztatceniu lewej strony otrzymamy réwnosc

—2x%+ 12x — 10 = =2x% + bx + ¢, skqd b =12 oraz ¢ = -10.
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Funkcje

Na rysunku przedstawiono tamang ABCD, ktéra jest wykresem funkciji y = flx).
Korzystajgc z fego wykresu:

q) zapisz w postaci przedziatu
zbiér wartosci funkcji £,

b) podaj wartos¢ funkcji f

dla argumentu 1 - V10,

¢) napisz rdwnanie prostej BC,

d) oblicz dtugos¢ odcinka BC.

a) Jak wida¢ z wykresu, zbiorem wartodci funkciji f jest przedziat (-4, 3).

b) Punkt 1 — V10 nalezy do przedziatu (-3, —=2), a w tym przedziale wartosé¢
funkciji jest stale rowna —4. Zatem f(1 - V10) = —4.

¢) Z wykresu odczytujemy, ze prosta BC przechodzi przez punkty (-2,-4)

oraz (2,3). Zatem jezeli ma ona rdwnanie y = ax + b, to
-4=-2a+b
3=2a+b

Doddajgc réwnania stronami, otrzymujemy —1 = 2b, skqd b = —l. Podstawidjqc

2
te wartos¢ do ktéregos z rownan, otrzymamy a = % Stad rdwnanie prostej
ma postac y = %x —%.

d) Dtugos¢ odcinka BC to odlegtos¢ miedzy punktami (-2,—4) i (2,3).
Zatem:
|BC| = V(2 +2)% + (3 + 4)? = V65.
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Rysunek przedstawia wykres funkciji f:

AY

-y

rO
IS

-

=1

4 3 b 3\ 0 1 R : ; ’7/; 9
+/

o

lle rozwigzan ma réwnanie: a) fix) =2, b) flx) = 1, ¢) flx) = -2, d) fix) =-17?

—~———

Odczytujemy z wykresu, ile punktéw wspdlnych ma on z prostymi poziomymi

lezgcymi na odpowiednich wysokosciach: a) 3, b) 4, ¢) 2, d) 4.

Oblicz najwiekszg i najmniejszg wartos¢ funkcji flx) = (2x + 1)(x — 2)

w przedziale (-2, 2).

—~————

1

Migjsca zerowe funkcji to — B

i 2. Punkt lezgcy w potowie miedzy migjscami

zerowymi to _§2+ 2, czyli % | taka jest pierwsza wspodtrzedna wierzchotka.
Poniewaz nalezy ona do przedziatu (-2, 2), a wierzchotek jest punktem
najnizszym wykresu, wiec f(%) czyli —%, jest ngjmniejszg wartosciq funkciji

w rozwazanym przedziale (nawet na catej proste)). Najwiekszg wartoscig funkciji
w przedziale {-2, 2) jest wieksza zliczb f(-2) i A2), czyli 12.
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Funkcje

Funkcja A jest okreslona wzorem h(x) = %. Wiadomo, ze do wykresu funkcji A
nalezy punkt (2,5).

a) Oblicz warto$¢ wspotczynnika a.

b) Sprawdz, czy liczba h(sr) — h(-77) jest dodatnia czy ujemna.

¢) Naszkicuj wykres funkcji A i na jego podstawie znajdz rozwigzanie

nierdwnosci A(x) > 5.

—~———

a) Zapisujgc warunek, ze punkt (2,5) nalezy do wykresu funkcji A,

ofrzymujemy 5 = %, skad a = 10.

b) Sprawdzamy: A(sr) — h(=7) = l—j.(r) - _1—2_ =
= 1—79 + 1—72 > 0.

¢) Z wykresu widag, ze nierdwnos¢ h(x) > 5

jest spetniona w przedziale (0, 2).

vy

Parabola o wierzchotku (1,-9) przechodzi przez punkt (2,-8).

/najdz wspotrzedne jeszcze jednego punktu tej paraboli.

—~————

Parabola ma te wtasno$¢, ze wraz z kazdym punktem zawiera punkt

do niego symetryczny wzgledem osi symetrii paraboli.

Osig symettrii danej paraboli jest prosta x = 1, a punktem symetrycznym

do punktu (2,-8) wzgledem tej prostej jest punkt (0,-8), co tatwo zobaczyé,
szkicujqc sytuacje.

Zatem punkt (0,-8) nalezy do paraboli.

WWW.CEL-MATURA.PL



Znajdz zbidr wartosdci funkcji flx) = —x? + 6x — 5.

—~————

Aby znalez¢& zbidr wartosci dowolnej funkcji kwadratowej, wystarczy wiedzie€,

jak sg skierowane ramiona i na jakiej wysokoSci potozony jest wierzchotek
paraboli, ktéra jest wykresem tej funkcji. Szukajgc wierzchotka, sprowadzimy
wielomian do postaci kanonicznej:
—x2+6x-5=—-(x*-6x+5)=—-(x*-6x+9-9+5)=
=—((x—3)2-4)=—-(x-3)? + 4.

Wielomian ten osigga najwiekszg wartos¢ wiedy, kiedy x — 3 = 0, czyli dla x = 3.

Wartos¢ ta jest rtbwna 4. Zatem zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat (-, 4).

Rozwigz nierdwnod¢: a) 3x2 —10x + 3 < 0, b) =3x% + 3x + 36 < 0.

—~———

a) Szukamy pierwiastkow rownania 3x? — 10x + 3 = 0.
_ _ _10-8 _1 _10+8 _
A=100-36=64, x-= 6 —3Iubx— 6 = 3.

Parabola y = 3x%2 — 10x + 3 ma ramiona skierowane do goéry i przecina o§ x

w punktach % i 3. Zatem nierdwnos¢ 3x* — 10x + 3 < 0 jest spetniona

w przedzicle (l, 3.

b) Rozwigzemy nierdwnosc rownowazng, ktérg otrzymamy, dzielgc obie strony

przez 3 i przechodzgc po obu stronach do liczb przeciwnych (inaczej: dzielgc

obie strony przez —3), tzn. rozwigzemy nierdwnos¢ x% —x — 12 2 0.

Znajdujemy pierwiastki wielomianu wystepujgcego po lewej stronie nierdwnosci:
1-17 1+7

A=1+4-12=49, JA=T, x=-5-=-3bx="5"=4.

Poniewaz parabola y = x2 — x — 12 ma ramiona skisrowane w gore,

wiec nierdwnosc¢ jest spetniona w przedziatach (—eo, —=3) oraz {4, «).
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Funkcje

Rozwigz nierdwnosc: a) (x — 2)(x + 3) 2 0, b) (x — 1)(x + 3) < 0.

—~————

a) Parabola y = (x — 2)(x + 3) ma ramiona skierowane do gory i przecina 0§ x
w punktach =3 i 2. Zatem nierdwnos¢ (x — 2)(x + 3) = 0 jest spetniona

w przedziatach (=, —3) oraz {2, ).

b) Parabola y = (x — 1)(x + 3) ma ramiona skierowane do gory i przecind 0§ x
w punktach =3 i 1. Zatem nieréwnos$¢ (x — 1)(x + 3) < 0 jest spetniona

w przedziale (-3, 1).

Znqjdz liczby spetniajgce nierdwnos¢ 3(x — 1)(x — 5) < 0 i wieksze od 1.

—~———

Parabola y = 3(x — 1)(x — 5) ma ramiona skierowane do gory i przecina 0§ x
w punktach 1 i 5. Zatem nierdwnos$¢ 3(x — 1)(x — 5) < 0 jest spetniona

w przedziale <1, 5).

Jezeli bierzemy pod uwage tylko te liczby, ktdre sq wigksze od 1,

to otrzymujemy przedziat (1, 5).

1
Narysuj wykres funkcji y = 9x — 6.

—~———

Wiadomo, ze wykresem jest linia prosta. Aby jg narysowac, wystarczy
znalez¢ dwa punkty na nigj lezqce. Podstawiajgc x = 0, otrzymamy y = -6,
a podstawidjgc x = 2, otrzymamy y = =5. Zatem prosta przechodzi

przez punkty (0,-6) i (2,-5).
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Sklep sprowadza z hurtowni kurtki, ptacqc po 100 zt za sztuke, i sprzedaje Srednio

40 sztuk miesiecznie po 160 zt. Zaobserwowano, ze kazda kolejna obnizka ceny
sprzedazy kurtki o 1 zt zwieksza sprzedaz miesieczng o 1 sztuke. Jakg cene kurtki

powinien ustaliC sprzedawca, aby jego miesieczny zysk byt najwiekszy?

—~———

Obecny zysk ze sprzedazy jednej kurtki wynosi 60 zt. Jezeli sprzedawca
obnizy cene kurtki o x ztotdwek, to jego zysk ze sprzedazy jednej kurtki
wyniesie 60 — x zt. Wtedy bedzie sprzedawat 40 + x sztuk,

wiec catkowity zysk wyniesie (60 — x)(40 + x).

Trzeba znalez¢ najwiekszg wartos¢ tego wyrazenia. Poniewaz parabola

y = (60 — x)(40 + x) przecina 0§ x w punktach —40i 60, wiec pierwsza
wspotrzedna wierzchotka jest rdwna 10, bo taki jest srodek odcinka {-40, 60).
Poniewaz ramiona paraboli sq skierowane w dot, wiec wierzchotek jest punktem
najwyzszym, skgd wynika, ze wartos¢ iloczynu (60 — x)(40 + x) jest najwieksza
dla x = 10.

Oznacza to, ze cena kurtki powinna by< o 10 zt nizsza, czyli powinna

wyhies¢ 150 zt.

Funkcja jest okreslona wzorem flx) = ax + 6, gdzie a > 0. Ktéry z warunkow:
ANA)>1, b)A2)=2, ¢)f(3)<3. d)fi4)=4

jest spetniony?

—~——g—

Z okreslenia funkcji f wynika, ze dla x 2 0 przyjmuje warto§¢ co najmniej 6.

Zatem tylko warunek a) jest spetniony.
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Funkcje

Oblicz sume kwadratow pierwiastkdw rownania 4(x + 2)(x — 6)* = 0.

—~————

Liczby spetniajgce rdwnanie to -2 oraz 6, wiec suma ich kwadratdéw to
(-2)? + 62, czyli 40.

Podaj zbidr wartosci funkciji przedstawionej na rysunku:

Ay

-y

{u N./d

Zbidr wartosci funkciji jest sumq przedziatdw (-3, —1) oraz (1, 4).

Funkcja f jest okreslona wzorem flx) = % Wiadomo, ze f(4) = —1. Oblicz b.
_ _ 2-4-b 8-b = 8-b .
Poniewaz f(4) = i_9 - _5 - Wec —= -1, skad b = 3.
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/. Bryty

Rozwiqzujgc zadania dotyczqgce bryt,
badamy odpowiednie figury ptaskie.
Cata sztuka polega na tym, aby problem przestrzenny

przedstawic na ptaszczyznie.



KOREPETYCJE MATURZYSTY

Graniastostupy

Jak wiadomo, w graniastostupie mozna wyroéznic¢ podstawe. Jest nig dowolna z dwaéch
§cian przystajgcych i rownoleglych. Podstawa moze by¢ dowolnym wielokgtem,

a wszystkie pozostale Sciany sg prostokgtami.

Szczegolnym rodzajem graniastostupa jest prostopadloscian, a szczegdlnym

rodzajem prostopadlo$cianu jest szescian.
Przypomnijmy, Ze objetos¢ graniastostupa = pole podstawy razy wysokosé.

Wzér ten jest jasny, jezeli pomysleé o wypelnianiu prostopadloscianu jednostkowymi
szeScianami. Ukladamy warstwami, zaczynajgc od podstawy. W jednej warstwie jest
tyle szescianéw jednostkowych, ile wynosi iloczyn krawedzi podstawy, czyli pole pod-

stawy, a o liczbie warstw decyduje wysokos§¢ graniastostupa.

Pole powierzchni graniastostupa jest sumg pol wszystkich $cian.

1. Oblicz objetos¢ graniastostupa, ktérego podstawq L
kI SACKACK>
jest romb o przekgtnych 4 i 6, a wysokos¢ jest rowna 10. ozsfoluL

Azol 8 BiZpdg g

2. Jak zmieni sie objetos¢ prostopadtoscianu, T

jezeli kazdq jego krawedz zmniejszymy o potowe?

3. lle wynosi krawedz szescianu, ktérego objetos¢ jest rowna:  a) 64, b) 16?

4. lle wynosi krawedz szescianu, ktérego pole powierzchni jest rowne 127
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Bryty

W niektoérych zadaniach mowa jest o przekatnej prostopadtoscianu. Przypomnijmy, ze
przekatng prostopadtoscianu nazywamy odcinek tgczgcy dwa jego wierzchotki, ktore
nie nalezg do tej samej $ciany.

Prostopadloscian ma krawedzie 2, 3 i 4. Jak znalezé¢ dtugosé jego przekgtne;j?

W tego typu zadaniach wazny jest rysunek:

Jak widaé, przekatna prostopadioscianu jest prze- 5 d

ciwprostokgtng trojkata prostokgtnego, ktorego 4 \

jedna przyprostokgtna ma dtugosé 4, a druga przy- :

prostokatna, jako przekgtna prostokata o bokach k
213, ma dugosé VI3. Zatem: d = V42 + 13 = v29. 2

Postepowanie to mozna uogélnic¢ na prostopadltoscian o krawedziach a, b, c. Poniewaz
przekatna Sciany o bokach « i b jest réwna Va®+ b2, wiec d = Va2 + 02 + c2 =
= Vo + b% + ¢>. W przypadku szescianu a = b = ¢, skad d = V3a® = a V3.

1. Dwie krawedzie prostopadtoscianu sq rowne 3 i 4, a przekgtna

prostopadtoscianu ma dtugosc¢ 10. Znajdz trzecig krawedz prostopadtoscianu.

2. Oblicz objetos¢ szescianu, ktérego przekgtna

ma dtugosc 3. ENE IAZO “A(EN) T ENG L
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Ostrostupy

Przypomnijmy, ze objetos¢ ostrostupa jest 3 razy mniejsza od objetosci graniastostupa

o takiej samej podstawie i wysokosci.

‘Az
1. Podstawq ostrostupa jest kwadrat. Pole powierzchni Y

3Is AZSHBIM7 T
ostrostupa jest rbwne 48, a pole powierzchni bocznej 30. ZhE L

Oblicz dtugos¢ boku podstawy.

2. Jak zmieni sie objetos$¢ ostrostupa o podstawie prostokgta,

jezeli — nie zmienigjgc jego wysokosci — zwiekszymy dwukrotnie boki podstawy?

Zajmijmy sie teraz potozeniem punktu, w ktérym wysokosé ostrostupa przecina pod-
stawe. Jest to tzw. spodek wysokosci. Rozwazmy tréjkaty, ktérych wspolnym bokiem
jest wysoko§é ostroslupa, a pozostate dwa boki to
krawed? ostrostupa i jej rzut na podstawe, czyli od-
cinek tgczgcy spodek wysokosci z odpowiednim

wierzcholkiem podstawy.

Trojkgtow jest tyle, ile wierzchotk6w ma podstawa.

Na rysunku sg to trgjkgty SOA, SOB, SOC i SOD:

Sa to trojkaty prostokatne majgce jeden bok wspélny
(SO). Do ich przystawania wystarczy wiec rownosé

jednego z dwdch pozostatych bokéw'?. Stad wynika wazna wlasnosé:

15 Trzeci bok, na mocy twierzenia Pitagorasa, jest jednoznacznie wyznaczony.
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Bryty

Jezeli krawedzie wychodzgce z dwoch wierzchotkéw podstawy sg réwne,

to spodek wysokosci lezy w réwnej odleglosci od tych wierzchotkéw.

W szczegélnoscei jezeli wszystkie krawedzie ostrostupa sg réwne, to spodek wysokosci
jest rownooddalony od wszystkich wierzchotkéw podstawy, czyli jest sSrodkiem okregu

opisanego na podstawie.
Zatem jezeli podstawg takiego ostrostupa jest prostokat, to spodek wysokosci pokrywa
sie z punktem przeciecia przekgtnych prostokata, a jezeli podstawa jest trojkat row-

noboczny, to spodkiem wysokosci jest punkt przeciecia wysokosci trojkgta.

Podstawg ostrostupa jest prostokat o bokach 6 i 8, a kazda krawedZ boczna

jest rowna 15. Oblicz wysoko§é ostrostupa.

Przedstawmy sytuacje na rysunku:

ZnajdZzmy tréjkat, z ktérego mozna obliczyé wyso-

kosé — jest to trojkat SOA:

Punkt O, jako
Ssrodek  okregu

opisanego na pro-

stokacie, jest punktem wspélnym przekatnych. Stad

wynika, ze odcinek OA jest polowg przekatnej pro-
stokgta: |OA| = %\]82 +62=5.

Wysokosé obliczymy, stosujgc twierdzenie Pitagorasa: |0S| = V152 — 5% = V200 =
=v2.100 = 10v2.
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1. Oblicz pole powierzchni ostrostupa, ktérego podstawa
jest kwadratem o boku 6, a wszystkie krawedzie boczne

sq rowne 5.

2. Podstawq ostrostupa jest trojkgt rownoboczny

o boku 2v3, a krawedzie boczne ostrostupa sq réwne.
Oblicz odlegtosc spodka wysokosci ostrostupa 2z
od wierzchotkdw podstawy. 8L

Kat miedzy prostg i ptaszczyzng

Prosta przecinajgcg ptaszczyzne w punkcie A nazywamy prostopadtg do ptaszczyzny,

jezeli jest ona prostopadla do kazdej prostej przechodzacej przez punkt A'6:

Na przyktad wysokosé kazdej

bryly, w ktérej mozna wyroéznié

podstawe, jest prostopadia do A
plaszezyzny podstawy.

Jezeli prosta nie jest prosto-

padla do ptaszczyzny, to tworzy

16 Mozna dowiesé, ze jezeli prosta jest prostopadta do dwéch takich prostych,

to jest prostopadla do wszystkich.
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Bryty

rozne katy z réznymi prostymi
lezgcymi na plaszczyznie i prze-

chodzgcymi przez punkt A:

Przez kgt migdzy prostg i ptasz-
CZyzng rozumiemy najmniejszy
z tych katéw. Jest to kat, jaki
tworzy prosta ze swoim rzutem

prostopadlym na plaszczyzne:

Zast¢pujac plaszcezyzne wie-
lokatem, a prosta odcinkiem, be-
dziemy rozwazali katy, jakie ze
Scianami graniastostupa lub
ostrostupa tworzg rézne odcinki

zawarte w tych brylach. Katy te

sg tworzone przez dany odcinek i jego rzut prostopadly na dang Sciane.

Na przyklad kgt miedzy przekatng prostopadioscianu i jego podstawg jest kgtem, jaki
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tworzy ta przekgtna z przekatng podstawy:

Na rysunku widzimy tréjkat prostokgtny
z kgtem . Jezeli dany jest jeden z bokéw tego
trojkata oraz kat, to mozemy obliczyé pozos-
tate boki tréjkata, korzystajgc z funkeji trygo-

nometrycznych.

W przypadku, kiedy kgt o jest réwny 30, 45
lub 60 stopni, funkcje trygonometryczne nie sg

potrzebne; wystarczy twierdzenie Pitagorasa.



Wyznaczajaec kat miedzy krawedzig
ostrostupa ijego podstawg, a wiec rzu-
tujgc krawedz na podstawe, postuzymy

sie wysoko$cig ostrostupa:

Pokazane na rysunkach tréjkaty SOA

sg prostokgtne. Zatem znajac jeden bok
trojkata i kat, obliczymy pozostate boki.

Jak wiemy, w ostrostupie o ré6wnych krawedziach punkt O jest srodkiem okregu opi-
sanego na podstawie. Jezeli wiec podstawg takiego ostrostupa jest prostokat, to O jest
punktem przeciecia jego przekatnych, a jezeli podstawg ostrostupa jest trojkat row-
noboczny, to punkt O jest punktem wspdlnym wysokosci tego trojkata. Zatem w pierw-

szym przypadku odcinek OA jest réwny potowie przekgtnej prostokgta, w drugim
2

przypadku odcinek OA jest réwny 3

wysokosci trojkata réwnobocznego.
Na przyklad jezeli podstawg jest prostokat o bokach 6 i 8, to przekgtna ma dlugosé

V62 + 82, czyli 10, skad |OA| = 5. Jezeli natomiast podstawa ostrostupa jest tréjkat

réwnoboczny o wysokosci 3, to |OA| = 2.

Kat miedzy ptaszczyznami

Na plaszczyzZnie dwie przecinajace si¢

proste tworzg ze sobg cztery katy, pa-

rami réwne. Podobnie jest z ptaszczyz-

nami w przestrzeni:

Kazdy kat jest wyznaczony przez dwic
potptaszezyzny:
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Jak wiemy, taki kat mierzy sie kagtem miedzy pétro-
stymi lezgcymi na danych plaszczyznach, wy-
chodzgcymi =z ich

wspélnej krawedzi

i do tej krawedzi

prostopadlymi:

Miara kgta nie zalezy od tego, ktory punkt wspélnej

krawedzi pélptaszezyzn wybierzemy za wierzchotek:

Zastepujac obie poélptaszczyzny dowolnymi wie-
lokatami o wspélnym boku, bedziemy rozwazali katy A\
\/

miedzy §cianami w granastostupach i ostrostupach. \ N/

Kat miedzy Scianami bryly jest zatem wyznaczony

przez dowolne dwa odcinki zawarte w tych §cianach

i prostopadle do ich wspdlnej krawedzi.

W graniastostupie prostym §ciany boczne sg prosto-

padte do podstawy, a kgt migdzy §cianami bocznymi

jest taki sam, jak kgt miedzy odpowiednimi bokami

podstawy: </

Jezeli jedng ze $cian S

kata jest tréjkat, to

jednym ramieniem
kata moze byé wyso-
kos¢ tego trojkata

opuszczona na wspolng krawedz:
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Jezeli obie §ciany sg trojkgtami i ich wysoko$ci opuszezone
na wspélng krawedZz majg punkt wspdlny, to ramionami

kata mogg byé wlasnie te wysokos$ci:

Tak bedziemy wybiera¢ ramiona kgta miedzy Scianami
w ostrostupach. Na przyktad jezeli krawedzie ostrostupa
sa réwne, a podstawa jest kwadratem
lub tréjkgtem réwnobocznym, to jed-
nym ramieniem kgta miedzy Sciang
boczng i podstawg jest wysoko$é Sciany

bocznej, a drugim - odpowiednio

— potowa boku kwadratu lub % WYySso-

kodci trojkgta ré6wnobocznego:

Pokazane na rysunkach tréjkaty SOP
sg prostokgtne. Zatem majac jeden z jego bokéw i kat «, obliczymy pozostale boki.
W ogélnym przypadku zastosujemy funkcje trygonometryczne, a w przypadku, kiedy o

jest kgtem ,ekierkowym”, wystarczy twierdzenie Pitagorasa.

Walec i kula

e T | Jak wiemy, walec jest brylg obrotowsg, powstaje

w wyniku obrotu prostokgta dokota jednego z bokéw:

Zauwazmy, ze walec powstanie takze w wyniku

obrotu prostokgta dokola jego osi symetrii:

la Objetosé walca obliczamy tak, jak objetosé granias-

tostupa: pole podstawy razy wysokosé.
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Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest pro-

stokgtem, ktorego jeden bok jest rowny obwodowi

podstawy, a drugi wysokosci walca.

Oproécz walca w programie szkolnym wystepujg jesz-
cze dwie inne bryly obrotowe — kula i stozek. ,Naj-
bardziej obrotowg” bryta jest kula. Otrzymamy ja,
obracajgc potkole lub koto wzgledem jego Srednicy.

Promien kota jest jednoczesnie promieniem kuli.

Wiadomo, ze objetosé kuli o promieniu r jest réwna % 7tré, a pole jej powierzchni to 47t

Powierzchnia kuli nosi nazwe sfery.

1. Pole podstawy walca jest rowne 97r, a objetosc walca

wynosi 90. Jakie sq wymiary powierzchni bocznej walca

PO rozwinieciu?

2. Prostokgt obraca sie raz dokota krotszego boku, a drugi

‘amoypupsS|

bs moojom

Nngo auzoog
SlUYDZISIMO *¢

raz dokota dtuzszego boku. Ktory z ofrzymanych w ten ‘o 0BaZsoN
sposéb walcoéw ma wiekszq objetosé? O1otoP
) . ) : » ) : plrolsold
Wskazéwka: oznacz diugosci bokdw prostokgta literami i poréwnaj
. " A . Nnjolgo z
odpowiednie wyrazenia algebraiczne.
afioysmod

3. Prostokgt obraca sie raz dokota krétszego boku, a drugi
raz dokota dtuzszego boku. Poréwnaj pola powierzchni

bocznej obu walcdw.
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Stozek

Stozek powstaje w wyniku obrotu tréjkata

prostokatnego dokola jednej z przypros-

tokgtnych:

Stozek powstanie takze przez obrét tréojkata

réwnoramiennego dokola jego osi symetrii:

Podobnie jak w przypadku ostrostupa i gra-
niastostupa, objetosé stozka jest 3 razy mniej-
sza od objetosci walca o takiej samej

podstawie i wysokoSci.

Aby obliczy¢ pole powierzchni stozka, trzeba

wiedzieé, czym jest powierzchnia boczna po

rozci¢ciu i sptaszczeniu. Zauwazmy, ze wszystkie punkty lezgce na obwodzie podstawy

sg rownooddalone od wierzchotka stozka:

Stad wynika, ze powierzchnia boczna po roz-

winieciu jest wycinkiem kola:

S c

A B

[AS| = |BS| = |CS|
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Bryty

Dtugosé tuku wycinka jest réwna obwodowi kota stanowigcego podstawe stozka, a pro-
mieniami tego wycinka sg odcinki taczgce wierzchotek stozka z punktami na brzegu
podstawy. Powierzchnia boczna jest utworzona wiasnie przez te odcinki. Zapewne

dlatego nazywamy je tworzacymi stozka.

Sprawdz,
"OYUIDAM

1. Jaki jest promien i jaka dtugosc tuku wycinka kotowego, e
ktory jest rozwinieciem powierzchni bocznej stozka DZSHBIM

. . . 2AQ 870w Blu
o tworzgcej 24 i promieniu podstawy 117 S IOANTS

‘eIN ‘¢
L 26

2. Czy z wycinka kotowego o promieniu 15,1 cm mozna Nt b g Aumol

zrobi¢ powierzchnie boczng stozka o wysokosci 15,2 cm? Jsel ysiwold °L

Majac tworzgcg stozka i promien jego podstawy, potrafimy obliczy¢ powierzchnie
boczng stozka.

Obliczmy pole powierzchni bocznej stozka,

ktorego tworzgca ma diugosé 8, a promien —

podstawy jest réwny 3.

Zadanie sprowadza si¢ do obliczenia pola wycinka 8
kotowego o promieniu 8 i dltugosci tuku réwnej 677 (taki
jest obwéd podstawy). Narysujmy ten wycinek, uzu-

23
pelniajgc go do calego kota:

Skorzystajmy z proporcjonalnosci pola do dlugosci tuku: ile razy dluzszy tuk wycinka,

tyle razy wieksze pole wycinka. Dzielgc pole kota przez dlugosé okregu, otrzymamy

takg czesc pola kota, ktora ,przypada” na jednostke dltugosci okregu, czyli otrzymamy
647t

pole wycinka o tuku dlugosci 1. W danym przypadku jest to 167
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czyli 247,

Pole wycinka o tuku 6.7 jest 65t razy wicksze, wiec jest rowne 67 - _gg;,

Przedstawione obliczenia mozna uogélnié. Jezeli tworzgca stozka jest réwna [, a pro-
mien podstawy r, to tuk wycinka kotowego jest réwny 2str, pole kota /2, a obwaéd

2

kota 2stl. Oznaczajgc pole wycinka literg x, otrzymamy x = 27rr - ;T—ll, skad x = srl.
T

Kazdemu stozkowi mozna w spoéb naturalny
przypisa¢ dwa katy: A

S3 to katy trdjkata, ktory jest przekrojem stozka
plaszezyzng prostopadlg do podstawy i prze-

chodzgca przez wierzcholek. Kat o nazywamy \—,,/
katem rozwarcia stozka. Kat 8 jest kagtem nachy-

lenia tworzgcej do podstawy.

Majac jeden z tych katow i dlugosé jednego z trzech odcinkéw: wysokosé stozka,
tworzgca, promien podstawy, potrafimy obliczy¢ dtugosci pozostatych dwdéch, korzys-
tajgc z trygonometrii; w przypadku katow ,ekierkowych” wystarczy twierdzenie Pita-

gorasa.

1. Wysoko$¢ stozka jest rowna 4, a promien podstawy 3.

Oblicz pole powierzchni boczne;j.
Wskazéwka: majgc wysokos¢ stozka i promien podstawy, mozna obliczy¢ tworzgcg.

2. Oblicz objetos¢ stozka o tworzgcej 10, jezeli pole

powierzchni boczne;j jest rowne 60 20987 7 46T °|
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Bryty

Przeglad zadan maturalnych

Ostrostup ma 18 wierzchotkdw. lle ma krawedzi?

|

Z 18 wierzchotkdw ostrostupa 17 przypada na podstawe.,
W podstawie jest wiec 17 krawedzi, do czego trzeba doliczy¢ 17 krawedzi

bocznych. Razem ostrostup ma 34 krawedzie.

Prostopadtoscian ma krawedzie 5, 4, 3. Ktéra ze Scian ma najdtuzszg przekgtng?

Podaj wymiary tej sciany.

|

Najdtuzszg przekgtng ma sciana o najwiekszych wymiarach,

wiec Sciana o krawedziach 5 i 4.

Pole powierzchni catkowitej szesScianu jest rowne 54. Oblicz przekgtng szescianu.

|

Pole jednej sciany jest 6 razy mniejsze od pola

powierzchni catkowitej, czyli jest rowne 9.

Oznacza to, ze Sciana jest kwadratem 5

o boku 3. Przekgtna szedcianu jest ) d
przeciwprostokgtng trojkgta prostokgtnego

pokazanego na rysunku: N
Poniewaz a? = 32 +32%, wiec d?=32+a? = l ’

=32+324+32=3-32 skgd d = 3V3.
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Oblicz objetos¢ stozka o wysokosci 8 i srednicy podstawy 12.

—~————

Promien podstawy jest rdwny 6, wiec jej pole to 7r- 62, czyli 36st. Zatem objetosc

stozka jest rowna % 367 - 8, czyli 96.

Oblicz krawedz szescianu, ktérego powierzchnia catkowita ma pole 150 cm?.

—~————

Poniewaz powierzchnia szescianu sktada sie z szeSciu jednakowych scian,

wiec jedna sciana ma pole rdwne % pola powierzchni catkowitej szeécianu,

czyli 25 cm?.

Poniewaz jest to pole kwadratu, wiec bok tego kwadratu ma dtugos¢ 5 cm.

| taka jest dtugos¢ krawedzi szedcianu.

Oblicz wysokos¢ stozka, ktérego tworzgca ma dtugosc 4

i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 45°.

—~————

Spdjrzmy na rysunek:

w
y
S
Poniewaz tréjkgt jest rdwnoramienny, 12 4
wiec wysokoSc jest rowna promieniowi podstawy. ‘S?
Oznaczajgc wysokos¢ literg A i korzystajgc ¢ 45°
z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy rownanie promieri podstawy

h?+h?=42 skgd h = V8 = 22,
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Bryty

Punkty K, L, M sq srodkami krawedszi sze$cianu
o krawedszi 1:
Oblicz pole tréjkgta KLM.

v M,

Z symetrii sze$cianu wynika, ze trojkgt KLM e

jest rownoboczny. Obliczymy | MK |, postugujgc sie

tréjkgtem PKM wskazanym na rysunku:

Trojkgt PKM jest prostokgtny, | PM | =

IPK| = | 1% + (5) = g

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa ofrzymujemy: 0 N
1, (V52 _1 . .5_6 V6
IMK12=(5) + () =5+3=7 |MKl =" K

1

DO =

2 447 4

Boki trojkgta KLM sq wiec réwne g.

el

Obliczmy wysokos¢:
s (V6 V62 6 6 _ 18
m= () - (= § -5 ¢

o I8 V29 _32
— V16— 4 T 4

|3

Pozostaje obliczy¢ pole trojkgta KLM:

1 V6 3v2_3V6-V2 _3v3-2-v2 _3v¥3-2-2 343
2° 2 4 16 16 - 16 T~ 8

Oblicz pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu o wymiarach 5 x 3 x 4.

—~————

Pola trzech réznych Scian prostopadtoscianu to 15, 200 12,
co w sumie jest rowne 47. Poniewaz jest to potowa pola powierzchni

prostopadto$cianu, wiec pole jest rowne 94.
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Podstawq ostrostupa jest trojkat ABC. Krawedz AD jest wysokosciq ostrostupa.
Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCD, jesli wiadomo, ze |[AD| =12, | BC| =6,
|BD| = |CD| =13. b

—~———

Przedstawmy dane na rysunku:

Poniewaz wysoko$¢ AD jest prostopadta do podstawy

ostrostupa, wiec jest prostopadta od odcinkéw AB i AC.

Oznacza to, ze tréjkagty ABD i ACD sq prostokgtne.

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze |AB| = |AC| = 5.
Podstawq ostrostupa jest wiec trojkgt rwnoramienny o bokach 5, 5 6:
Trzeba obliczy¢ pole tréjkgta ABC.

Obliczamy wysokos¢, stosujgc twierdzenie Pitagorasa:
h*+32=5% h?=25-9=16, h=4.

Stqd pole frojkata jest rowne - 6 - 4, czyli 12,

Zatem objetos¢ ostrostupa jest rowna % <1212,

czyli 48.

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu na ptaszczyzne jest prostokgtem
o przekgtnej 12. Przekgtna tworzy z bokiem, ktérego dtugosc¢ jest rowna

wysokosci walca, kgt 30°. a) Oblicz pole powierzchni

bocznej tego walca. b) Sprawdz, czy objetos¢ walca

jest wieksza od 18+3. Odpowied? uzasadnij.

Oznaczajgc wysokos¢ walca literqg h, a promien
30°
podstawy literg r, narysujmy rozwiniecie powierzchni

bocznej walca:
2nr
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Bryty

Uzupetniamy rysunek, tworzgc rojkgt
rownoboczny:

Widzimy, ze 27r = 6, skgd r = % Poniewaz 12
na mocy twierdzenia Pitagorasa 62 + h? = 122, ) .
wiec h = V108 = V3 - 36 = 643, 3

a) Pole powierzchni bocznej walca 27r

jest rowne 6 - 63, czyli 36V3.

b) Objetos¢ walca jest rwna 7t - ( ) 6V3, czyli 2222 54‘]_

543 .

Pozostaje jeszcze porownoc liczoy —7— i 183, co sprowadza sie

do poréwnania |ICZb — 1 18. Jezeli w pierwszej z tych liczb mianownik zastgpimy
liczbqg 3, a wiec Ilczbq mniejszg od st, to utamek sie zwiekszy. Zatem ﬁ < 5—; = 18.

Stqd wniosek, ze objetos¢ walca jest mniejsza od 18+3.

Podstawq graniastostupa prostego jest romb o boku 8 i kgcie ostrym 60°
przy wierzchotku A. Przekgtna graniastostupa wychodzgca z wierzchotka
A jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 60°.

Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

—~————

Zacznijmy od obliczenia pola D ¢
rombu, ktéry jest podstawq 5

graniastostupa. W tym celu

obliczymy dtugosci przekgtnych

rombu, postugujgc sie rysunkiem: A o B

Ciqg dalszy na nastepnej stronie
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Ciqg dalszy z poprzednej strony

Poniewaz trojkat ABD jest rdwnoramienny i kgt miedzy ramionami jest rGwny 60°,
wiec wszystkie kgty tego trojkgta majqg po 60° ijest on rownoboczny.

Krotsza przekgtna rombu jest zatem réwna 8.

Dtuzszq przekgtng obliczymy, korzystajqc z twierdzenia Pitagorasa:

|AC| =248 =2 - V16 - 3 = 8+/3.

Pole rombu jest potowq iloczynu przekgtnych, wiec jest rowne 4 - 8V3, czyli 3243.

Do obliczenia objetosci graniastostupa E

potrzebna jest jeszcze jego wysokosc.

Narysujmy graniastostup z przekgtng nachylong

do podstawy pod kgtem 60°. Poniewaz rzutem

przekgtnej graniastostupa na podstawe jest D c

przekgtna podstawy, wiec jest to kgt miedzy tymi /,/éoo

przekgtnymi: A B

Narysujmy tréjkgt ACE, uzupetnigjgc go E

do tréjkgta rownobocznego:

Skorzystajmy z twierdzenia Pitagorasa: h
h? = (16V3)*— (83)2 =
= (16V3 - 8V3)(16V3 + 83) = 6> |
=8V3 243 =24.24.

Stgd h = 24. Zatem objetos¢ graniastostupa

jest rowna 3243 - 24, czyli 768V3.
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Bryty

Dach wiezy ma ksztatt powierzchni bocznej ostrostupd prawidtowego
czworokgtnego, ktdérego krawedz? podstawy ma dtugos¢ 4 m.

Sciana boczna tego ostrostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy

pod kgfem 60°. Oblicz, ile sztuk dachdwek nalezy kupic, aby pokry¢ ten dach,
wiedzqc, ze do pokrycia 1 m? potrzebne sg 24 dachéwki. Przy zakupie nalezy

doliczy¢ 8% dachéwek na zapas.

—~———

Trzelba obliczy¢ pole powierzchni boczne;j

tego ostrostupa, ktdre jest 4 razy wieksze od pola

Sciany bocznej. Postuzmy sie rysunkiem: h
, 60°\
Sciana boczna jest tréjkgtem o podstawie 4 2 /4

i wysokosci . Jak widzimy, wysoko$¢ h jest

przeciwprostokgtng trojkgta prostokgtnego z kgtem

60° i jednq przyprostokgtng 2. Uzupetniajgc ten trojkgt do tréjkgta
rdbwnobocznego, odczytuiemy, ze h = 4.

Pole Sciany bocznej jest wiec rowne % -4 .4, czyli 8,

skqd pole catej powierzchni bocznej jest rdwne 32 (m?).

Mnozqc te liczbe przez 24 (tyle dachdwek potrzeba na metr kwadratowy)
i doliczajgc zapas 8%, otrzymujemy 32 - 24 - 1,08, co jest rowne 829,44,

Trzeba zatem kupic¢ 830 dachdwek.

Jaki jest promien podstawy stozka, ktory powstaje w wyniku obrotu trojkgta

prostokgtnego o przyprostokgtnych 13 i 15 wokdt dtuzszej przyprostokgtne;?

—~————

Promien podstawy jest rowny 13.
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Rysunek przedstawia graniastostup prawidtowy

czworokgtny: E
Wiadomo, ze |AC| =4, akgt ECA ma 60°.
Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCDE.

—~———

Podstawq ostrostupa ABCDE jest kwadrat C

o przekginej 4, a wysokos¢ jest rbwna

wysokosci graniastostupa. Pole podstawy
ostrostupa jest rowne 42—4 czyli 8.
Trzeba jeszcze znalezé wysokos¢ AE. Popatrzmy na trojkgt ACE,

w ktérym z zatozenia bok AC ma dtugosé 4,

E
a kgt przy wierzchotku C ma miare 60°:
8
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa: h
h2=8-42=48, h=\48=3.16=4+3, e ) 60°
A 4 C

Zo’rem objetosc ostrostupa jest rowna
- 8 - 443, czyl 32‘]_
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8. Trygonometria
kQta osfrego

Trygonometria ma zastosowanie w roznych dziedzinach
zwigzanych z miernictwem. Jezdzqgc samochodem,
mozna jq zauwazycé na znakach drogowych

informujgcych o wznoszeniu sie

"\

lub spadku terenu. Kqt okreslajqgcy
stromos¢é terenu jest ostry. W trygonometrii
rozwaza sie dowolne kqty. My ograniczymy sie

do kqtow ostrych zgodnie z podstawq programowaq.



Kat — trojkat prostokatny — stosunki bokow

Niech o bedzie dowolnym kgtem ostrym:

Jest nieskonczenie wiele trojkgtow prostokgtnych
z katem o, maja boki réznej dlugosci, ale wszyst-
kie te trojkaty sg podobne. Oznacza to, ze stosunki
bokéw w jednym z trojkgtow sg takie same jak sto-

sunki odpowiednich bokéw w kazdym innym.

llorazy +, —, =, —, = , = nie zalezg od wyboru
tréojkata, zalezg tylko od kata a. Sg zatem funk-
cjami tego kata. Jak wiesz, nosza one nazwe funk-

¢ji trygonometrycznych.

W szkole rozwaza sie tylko pierwsze cztery ilorazy,

nazywajgc je odpowiednio tangensem, cotangensem, sinusem i cosinusem kata c.

Dla katéw ,,ekierkowych” (45, 30, 60 stopni) wartosci tych ilorazéw mozna obliczyé w pro-

sty sposdb. Istotnie, skoro nie zalezg od wyboru dtugosci bokéw trgjkgtéw prostokatnych

zawierajgcych podane katy, to wybierzmy trojkaty tak, aby rachunki byty tatwe.

Trojkat prostokgtny
z katem 45° jest réwno-
ramienny, a w tréjkacie
prostokgtnym z kagtem
60° drugi kat ostry wy-
nosi 30° i trojkat ten jest
polowg tréjkata rowno-

bocznego:

30°

60°
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Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa,

obliczymy pozostate boki trojkgtow, Soe

a zadane ilorazy odczytamy z rysunkow:

Wartosci ilorazéw bokéw nie warto V2

uczy¢ sie na pamieé, w razie potrzeby
60°
mozna szybko sporzadzié¢ odpowiedni 1 1

rysunek i odczytac co trzeba.

Odtad bedziemy postugiwaé sie nazwami poszczegélnych ilorazéw. Przypomnijmy, ze
tangens i cotangens sg ilorazami przyprostokatnych, przy czym przyprostokgtna lezgca
naprzeciw danego kata jest w liczniku tangensa, a w mianowniku cotangensa. Sinus
i cosinus sg ilorazem przyprostokatnej i przeciwprostokgtnej, przy czym w sinusie (po-
dobnie jak w tangensie) wystepuje przy-

prostokatna lezgca naprzeciw kata.

Poéwicz, odezytujac z rysunku: p n

tg a, ctg «, sin a, cos S, ctg B. a

Znajac wartosé jednej z czterech funkcji trygonometrycznych,
mozna w prosty sposob znalezé warto$ci pozostalych funkcji.

Wystarczy wybraé odpowiedni tréjkat prostokgtny.

Na przyktad jezeli tangens pewnego kgta wynosi l, to z rodziny tréjkatow prostokgtnych
zawierajgcych ten kgt wybierzmy trojkat, w ktérym przyprostokatna lezgca naprzeciw
danego kata wynosi 1. Wtedy druga przyprostokatna jest réwna 3. Po obliczeniu prze-
ciwprostokgtnej znajdziemy pozostale ilorazy bokow. W przypadku tangensa réwnego 5,

wystarczy wzigé trojkat o przyprostokgtnych 5 i 1. Jezeli natomiast sinus czy cosinus
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KOREPETYCJE MATURZYSTY

kata jest rowny %, to wybieramy tréjkat o przyprostokatnej 3 (w pierwszym przypadku

lezgcej naprzeciw kgta, a w drugim przylegajacej do kata) i przeciwprostokgtnej 4.

1. Podstawa tréjkgta rownoramiennego wynosi 8,

‘2R (]

a jego ramie 5. Oblicz sinus i tangens kgta przy podstawie. '%I © 6
"oGY '8

2. Przekgtne rombu sg réwne 4 i 6. Oblicz cotangens kgta, T 2U Azsfeluu fsof

o . , Dj 0BBUIOMO
jaki dtuzsza przekgtna tworzy z bokiem rombu. e I
SNUISOD | ¥Of ‘snuUIs

OUMOIDZ OBIM

3. lle wynosi tangens kgta miedzy prostg y = 2x a osiq x? (Ei e

DPZIOX ZIU BzSZNo

Wskazdwka: wybierz trojkat prostokgtny. 1saf buibyosoid

-mi1oazid
4. Cotangens kgta wynosi % Oblicz wartosci trzech thf\e!:zdu:
o .
pozostatych funkcji trygonometrycznych tego kagta. 9
‘= =130
-
9r =033 (g
5. Wiadomo, ze cos o = 0.3. Oblicz sin «x, tg «, ctg o. OIN o
1
'Q =0 uIs
6. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych e “ )
- 1 f= 03590 (D "9
kata a, jezel: a)tga=3, b)cosa= o ,% _ o5
i =03
7. Czy jest taki kgt «, ze sinax =15 lub cosax = 1,57 Olw
‘—— =0UIs 'g
Wskazéwka: poréwnaj dtugosci przyprostokgtnej i przeciwprostokgtne. 16
% =21 802
. . o _ = . '& = 0 UuIis
8. Jaka jest miara kagta «, jezeli sin a = cos «? F '

‘=031 Aulouwl
20 zoz.d |y
9. Oblicz wartosci wyrazen: obfozoouzo p

- org sin 30° — tg 45° e EIMN T oG
a) (tg 60° — tg 30°)?, b)ctg45°_60830°. et =-2glgl
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Trygonometria kgta osfrego

Zastosowania funkcji trygonometrycznych

Przypomnimy, jak stosowaé¢ funkcje trygonometryczne do obliczania bokéw tréjkata
prostokatnego z danym katem ostrym i danym jednym bokiem. Bedziemy rozwazacd

tylko trojkaty ,nieekierkowe”.

Dla trojkgtow ,ekierkowych” trygonometria nie jest w ogole potrzebna,

wystarczy twierdzenie Pitagorasa.

Zacznijmy od spraw natury technicznej. Znajgc stosunek dwéch liczb i jedng z nich,
obliczymy druga.
1. Oblicz x, jezeli §= 2,3 oraz a = 5.

2. Oblicz y, jezeli g: 4 oraz b="1.

W ktérym z zadan sg prostsze rachunki? Czy lepiej, aby szukana liczba byta w licz-
niku, czy mianowniku?

Popatrz na rysunek:

Zalézmy, ze znasz wartosci wszystkich

funkcji trygonometrycznych dla kagta o.

Ktoéra z nich wybierzesz, aby obliczy¢ nie- &

znang przyprostokgtng? ?

Poniewaz chodzi tu o stosunek przypros-
tokgtnych, to pomocny moze byé tangens lub cotangens. Racjonalniej jest wybraé te

ostatnig funkcje, bo wtedy niewiadoma bedzie w liczniku.

Przeprowadz rachunki dla « = 35°, postugujgc si¢ kalkulatorem lub tablicami funk-

¢ji trygonometrycznych.
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N

KOREPETYCJE MATURZYSTY

A jakg funkcjg trygonometryczng postuzysz sie

w przypadku przedstawionym na rysunku:
x="?
5
Tutaj nie mamy wyboru, w zadnym z czterech
ilorazéw przeciwprostokgtna nie wystepuje 4
w liczniku. Trzeba postuzyé sie funkcjg sinus:
. _5 _ 5
sina =7, skad x = —.
Sprawdz,
1. Ktdre funkcje trygonometryczne zastosujesz B
w poszczegdinych przypadkach: c
a) Dane: «, b. Obliczy¢ ¢. b) Dane: «, b. Obliczy¢ a.
c) Dane: B, b. Obliczy¢ a. d) Dane: B, b. Obliczy¢ c. @
b
2. W trgjkgcie prostokgtnym przeciwprostokgtna jest 3 razy
dtuzsza od przyprostokgtnej lezgcej naprzeciw kgta. Poda;
miare kgta w zaokrggleniu do stopni. W ZHE O b
WLg
3. Cien drzewa ma dtugos¢ 15 m, a promienie stoneczne '°6§ =0 pbts
‘2 =0Uls g
padajg na ziemie pod kgtem 25°. Oblicz wysoko$¢ drzewa I S
z doktadnoscig do metra. suUsBUDJOD (O
‘suabupy (g
‘SNUISOD (O
4. Turysta idzie pod gore sciezkg nachylong pod kgtem 20° | 5DMOSOISOZ
do poziomu. O ile wyzej znajdzie sie po przejsciu 100 m? feideloN -1

Na koniec zastosujemy trygonometri¢ do obliczenia pola dowolnego (a wige nicko-

niecznie prostokgtnego) tréjkata, jezeli znamy dwa boki i kgt ostry migedzy nimi:
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Trygonometria kgta osfrego

Przyjmijmy za podstawe bok o dtugosci a. Dory-

b
sowujgc brakujgcg wysokosé
(o1
a
b \.\‘\
h
(o]
tworzymy tréjkat prostokatny, w ktérym dany jest a

kat « i przeciwprostokatna b. Zatem %= sin a,
skad obliczymy h. Majgc podstawe i wysokosé,

umiemy znaleZ¢ pole.

Na przyklad jezeli a =6, b=4 i «=43°, to:

|

= 5in43°, sin43°~07, h=x4.0,7=28, polexy-6-28.

W przypadku, gdy kat miedzy danymi bokami wynosi 45°, 30° lub 60°, pole tréjkata

mozna obliczy¢ bez stosowania trygonometrii; wystarczy twierdzenie Pitagorasa.

Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Zacznijmy od zwigzkow miedzy funkecjami trygonometrycznymi dwéch katéw ostrych
w tym samym tréjkacie prostokgtnym. Wynikajg one stad, ze przyprostokgtna lezgca
naprzeciw jednego z kgtow ostrych jest zarazem przyprostokgtng lezgcg przy drugim

kacie. Zobaczmy to na rysunku:

tg (90° - ) = g =clg a, 90°— &
C
ctg (90° — o) = % =tg «, a
sin (90° — o) = % = cos , a

cos (90° — o) = % = sin .
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Teraz przypomnimy zwigzki miedzy funkcjami

trygonometrycznymi tego samego kata. Odczy-

tamy je z rysunku:

a
_a _b a
Skoro tga = b & ctga =, .
-1 1
to tgax = g ictga g
; &
sSin@ _ ¢ _a ¢ _ 04 _ : . COSOX _
Ponadto twsa-b=¢ b-b" tg a, analogicznie sin o = Ct8 .
c

Te wlasnosci warto pamietac: tangens jest odwrotnoscig cotangensa (wiec cotangens
jest odwrotnoscig tangensa), tangens jest ilorazem sinusa i cosinusa, a cotangens jest

ilorazem cosinusa i sinusa.

Jest jeszcze jedna wazna wtasnosé, od razu wi- 1

doczna, jezeli z wszystkich tréjkgtéw pro- *

stokgtnych z katem o rozwazyé ten, ktérego o

przeciwprostokgtna ma dlugosc 1: B

Wtedy sina =a, cosa =b, skad (sina)? + (cos o) = 1.

Jak wiesz, zamiast pisaé (sin «)?, piszemy krécej sin?a. Zgodnie z tg umowg zwigzek

miedzy sinusem i cosinusem tego samego kata ma postaé: sin?a + cos?a = 1.

Ten wazny zwigzek, noszacy nazwe jedynki trygonometrycznej, réwniez warto pamietaé.

Pokazemy, jak zwigzki mi¢dzy funkcjami trygonometrycznymi pozwalajg dowodzié

tzw. tozsamosci trygonometrycznych.

Udowodnimy, ze dla kazdego kgta o zachodza réwnosci:

sinx-cosx | sinx- cosx _ 1
tga ctga ’ sinfa

=ctg?a + 1.
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Trygonometria kgta osfrego

W pierwszej réwnosci przeksztalcimy lewa strone tak, aby otrzymac strone prawa, na-

tomiast w drugiej r6wnosci postgpimy odwrotnie. Zatem:

sina-cosa  sina-cosa Siha-cosa:ctga+ sina- cosa- tga

tgox + ctgax - tga- ctgax =
1
. cos & . sin 9 . 9
= sino - COS & - — +sin« - COS & - = cos’a + sin*a = 1,
sina cos
2 2 -2
( 2 n
ctgzoc+1=(cf’sa) _ cgs2a+1=cos q-;m a _ .12 .
sSm sin“« sin“« sin“«
7
Sprawdz,
5 , : n
l.tga = . lle wynosi ctg a”

7

2. ctga=9. lle wynosi tg a?

3. Czy jest kat, ktérego sinus wynosi 0,3, a cosinus 0,77

4. Upros¢ wyrazenia:

A)sina-ctga, b)(1+sina) - (1 - sinw),

C) (sin & + cos @)? + (sin ¢ — cos «x )2,

dcosa - tga, 7S G
: : ‘I (o
e)cos?a+cosa - sina - tga, o
f) (1 — cos @)(1 + cos ). 4E
'JOZSOZ) (q
20800 (0§
5. Udowodnij fozsamosci: T = H1°0) + £€0)
sinx +tga 1 i L
e w2 cos’ax tEicail o 6!_'2 -9
Ol+tga)l-ctga) = tga—ctga, T :
d) sina + cos?ax = tg o - ctg . % L
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Uwaga! Uméwiono sie, ze mozna opuszczac znak mnozenia przed czynnikiem, ktory

ma postaé¢ funkeji trygonometrycznej. Tak wiec zamiast 3 - cos @ mozna napisaé

3cos ¢, zamiast 2 - tg @ mozna napisa¢ 2tga, a sina - cos @ mozna zastgpié przez

sin & cos .

Przeglad zadan maturalnych

Oblicz tg a, korzystajgc z rysunku:

—~—————

Do obliczenia wartosci tg a
potrzebna jest dtugosc
przyprostokgtnej lezgcej

naprzeciw kgta o.

Na mocy twierdzenia Pitagorasa
jest ona réwna V3% — 22,
czyli 5.

\5

Zatem tga = o5

Kat « jest ostry i sina = 23—@
Oblicz wartos¢ wyrazenia

cosPa + cos & - sin‘a.

—~————

Chcqc rachowac sprytnie,
zauwazmy, ze optaca sie zaczgé
od przeksztatcenia

danego wyrazenia, wytqczajqgc

cosx przed nawias:

cos?a + cosox - sina =

= cosax(cos?ax + sin«) = cosx.
\ J
h'd
1

Wystarczy wiec obliczy¢ cos .

. L 2V2\2 8

Poniewaz sin?« =8(—31 ) =9
; 20 —1_0_241
wiec cos’ar =1 95 9

1
3
podanego wyrazenia.

Stqd cosa = 7 i taka jest wartos¢
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Trygonometria kgta osfrego

Kgt « jest ostry i cosa = 1—53 Oblicz tg .

—~————

Rozwazmy ten z trojkgtdw prostokgtnych z kgtem o, w ktdérym przyprostokgtna

lezgca przy tym kqcie jest rwna 5. Wiedy przeciwprostokgina jest rowna 13.

Na mocy twierdzenia Pitagorasa przyprostokgtna lezgca naprzeciw kgta

12

jest rdwna V132 =52, czyli 12. Zatem tgar = =

Kat « jest ostry i sina = %

Oblicz wartoé¢ wyrazenia 2 — cos’a.

—~————

Zauwazmy, ze wartosc cos o jest

w zadaniu niepotrzebna, potrzebny jest tylko
jej kwadrat. Nasuwa to mysl, aby skorzystac
z tozsamosci sina + cos*a =1,

skgd 1 — cos?a = sin®a.. Zatem
2—-cos?a=1+(1-cos?x)=1+sina=
=1+ 3y =12

Kat  jestostry i tgax = % Oblicz sin o + cos .

—~———

Wystarczy rozwazyC trojkgt prostokgtny

i obliczy¢ jego przeciwprostokgtna.

Poniewaz 42 + 3% = 25, wiec przeciwprostokgtna
3

ma dtugosc 5. Stgd sina + cos a = % +5= %

WWW.CEL-MATURA.PL

Oblicz wartos¢ wyrazenia
sin®38° + cos?38° — 1
sin®58° — cos?58° + 1°

—~——

Poniewaz

sin?38° + cos? 38° =1,

wiec w liczniku mamy 0
i faka jest wartosc

podanego wyrazenia.




Sinx ., COSCX

Kat « jest ostry i

- = 2. Oblicz warto§¢ wyrazenid sin « - cos .
CoOS X s o

—~————

Dobrze bytoby tak przeksztatci¢ podane wyrazenie, aby ofrzymadé sin « - cos a.
Jest o wspdlny mianownik obu utamkdw, sprowadzmy wiec je do tego

mianownika i dodajmy:

_sina , cosa _ sin®a + cos®ar _ 1
cosax  sina sin - cos & sinx-cosa’
1 . 1
Zatem ——————— =2, skad sin« - cosx = 3.
sina - cosx

2

Uzasadnij nierdwnos¢ sina — tg a < 0.

—~————

Nierdbwnosc¢ sin a < tg ar, rOwnowazna nierdwnosci do uzasadnienia,
jest widoczna, bo sina i tgaa majg w liczniku tfe samq przyprostokgtng.
a mianownik sin « (przeciwprostokgtna) jest wiekszy niz mianownik tg a

(przyprostokgtna).

Uzasadnienie nierdwnosci mozna zapisac, postugujgc sie frojkgtem prostokgtnym
z kagtem «. Oznaczajqc przyprostokagtng lezqcq naprzeciw kgta o przez a,

drugq przyprostokgting przez b, a przeciwprostokgtng przez ¢, ofrzymujemy:

sina—tgoc:%—%<0, bo ¢ > b.

Oblicz tg «x, jezeli 4tgax = 3sin*a + 3 cos?ax.

—~————

Zauwazmy, ze 3sin’a + 3cos?a = 3(sin‘a + cos?a) = 3.

Stqd 4tga = 3, wiec tga = %
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Trygonometria kgta osfrego

W ostrostupie czworokgtnym prawidtowym wysokoSci przeciwlegtych
$cian bocznych poprowadzone z wierzchotka ostrostupa majg dtugosci A

i fworzg kgt o mierze 2. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

—~————

W rozwigzywaniu tego typu zadan trzeba znalez¢

trojkgt prostokgtny pasujgey” do zadania.

Postuzmy sie rysunkiem, przedstawiajgcym opisang

sytuacje:

Do obliczenia objetosci ostrostupa potrzebna jest

jego wysokosc oraz bok kwadratu, ktory jest
podstawq. Wysoko$¢ ostrostupa dzieli trojkat
rownoramienny z kgtem 2« na dwa przystajgce

trojkgty prostokgtne z kgtami a:

Poniewaz %= sina, wiec a =h - sina,
a poniewaz - =cosa, wiec H=h - cos .

h
Oznaczajgc objetos¢ ostrostupa literg V,

otrzymujemy: V = % -(2a)?-H = % - (2h -sinx)? - h -cosax = %h?’ - sina - cos .

Oblicz cos 27° + sin 63°
cos 27° '

—~————

Poniewaz kgty 27° i 63° dajg w sumie 90°, wiec sqg kgtami ostrymi

tego samego trojkgta prostokgtnego. Przyprostokgtna lezgca naprzeciw jednego
z tych kgtdéw jest wiec jednoczesnie przyprostokgtng lezgcqg przy drugim kqgcie.
Stgd wynika, ze sinus jednego z kgtdw jest cosinusem drugiego.

W szczegdInosci sin 63° = cos 27°, skqd

cos 27° + sin 63° _ cos 27° + cos 27° _ 2cos 27° 9
cos 27° B cos 27° T cos 27° T 7
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Korzystajgc z danych przedstawionych na rysunku

oblicz wartosé wyrazenia tg28— 5 sinf - ctg a + V1 — cos’ax.

T 5

Podane wyrazenie mozna uproscic,

zastepujge V1 — cos?ar przez sin a.

Z twierdzenia Pitagorasa wynika,
ze przeciwprostokgtna jest rdwna 10.

Zatem tg,8=%, sinﬁ=%, ctgoc=é

sina = 8
3’ -5

Po podstawieniu znalezionych liczb do podanego wyrazenia obliczymy

jego wartos¢:
40 . 4 4.3_16_16
G -5353+5=9"3

_16_48
9 9

__32 3 _
= 9+5_

_133
45

wow

+ +

olen

Podstawy trapezu prostokgtnego majqg dtugosci 6 oraz 10, a tangens kgta

ostrego jest rowny 3. Oblicz pole tfrapezu.

T 6

Trzeba obliczy¢ wysokos¢ trapezu. Narysujmy:

|

Jak wida¢, +~ =tga, przy czym tga = 3.

Zatem h = 12.

Pole frapezu jest sumqg pola prostokgta

0 bokach 6, 12 oraz pola fréjkgta prostokgtnego
o przyprostokgtnych 4, 12. Zatem pole trapezu jest

rowne 6 - 12 + % -4 - 12, czyli 96.
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Trygonometria kgta osfrego

Podstawqg ostrostupa ABCDS jest romb ABCD o boku 4. Kgt ABC rombu
ma miare 120° oraz |AS| = [CS| =10 i |BS| = |DS].
Oblicz sinus kgta nachylenia krawedzi BS do ptaszczyzny podstawy ostrostupa.

—~————

S
Narysujmy ostrostup ABCDS ijego wysoko$e,
oznaczajqc literg O punkt, w ktérym wysokosE
przecina podstawe:
D C

Poréwnajmy trojkgty AOS i COS. Sg one
prostokgtne, jedna przyprostokgtna (wysokose)

jest wspdlna, a przeciwprostokgtne (krawedzie
ostrostupa) sq rowne z zatozenia. Stqd wynika,
ze przyprostokgtne OA i OC sq réwne, wiec punkt O lezy wiec

na symetralnej przekgtnej AC.

Analogicznie dowodzimy, ze tréjkgty BOS i DOS sq przystajqce,
skqd ich przyprostokgtne OB i OD sq réwne i w konsekwencji punkt O

lezy na symetralnej przekgtnej BD.

Poniewaz przekgtne rombu sg nawzajem swoimi
symetralnymi, wiec O jest punktem przeciecia
przekgtnych podstawy:

Jak wida¢ z rysunku, do znalezienia sinusa kgta

wystarczy obliczyé wysokos¢ h i krawedz SB.

Wysokos$¢ h obliczymy z tréjkgta prostokgtnego

SOA., bo znamy dtugosé przeciwprostokgtnej SA,

a dtugos¢ OA znajdziemy z danych o rombie.

Ciqg dalszy zadania na nastepnej stronie
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Ciqg dalszy zadania z poprzedniej strony

Popatrzmy na rysunek: 4

A 4 B
Skoro kgt rombu przy wierzchotku B ma miare

120°, to kgt przy wierzchotku A jest rdwny 60° i trdjkgt ABD jest rdwnoboczny.
Stqd |BD| =4, wiec |BO| = 2. Dtugos¢ odcinka AO obliczymy z twierdzenia
Pitagorasa: |AO |2 +22=42, |AO|?2=12, |AO]| = V12.

Wracamy do A, stosujgc twierdzenie Pitagorasa do tréjkgta SOA:

h*+ (V12)? =102, h:=100-12=88, h=V88=4.22 =222,

Pozostaje obliczy¢ krawedz SB. W tym celu jeszcze raz skorzystamy z twierdzenia
Pitagorasa, tym razem w odniesieniu do tréjkgta SOB:

|SB|%=(N88)2+ 2?2, |BS| =92 =423 =223,

o o h 222 [22
Teraz juz mozemy obliczyE szukany sinus: sina = ISB1 ~ ovaz ~ V23~ 0,9780.

Oblicz tg 30° — sin 30°.

| 30°

Wartosci funkcji trygonometrycznych odczytamy , 9
Z rysunku: h
h=v2Z_12=+3, tg30°=-L, sing0°=1

V3 2 \

60
. . 1 1 _2-+3 L
Obliczamy: tg 30° —sin 30° = —=—-5 = .
Ve 3727 243

Mozemy jeszcze usung¢ niewymiernodc z mianownika utamka, mnozgc przez V3
2-+3 _2V3-3
23 6

licznik i mianownik:
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Q. Elementy
sTatystykKi

| rachunku
prawdopodobienstwa

W dzisiejszych czasach bez statystyki ani rusz. Srodki masowego
przekazu zasypujg nas rozmaitymi danymi statystycznymi.
Trzeba jednak uwazac z ich odczytywaniem. Sq sposoby, aby dane

statystyczne przedstawié¢ w sposob sugerujgcy z gory zatozone tezy.

Prawdopodobieristwem postuguje sie kazdy, niekoniecznie doktadnie
w sensie matematycznym. Uzywamy okresleri: pewnie, byé moze,
chyba tak, chyba nie, na pewno nie itp. W sensie potocznym

czesto okreslamy prawdopodobieristwo w procentach,

postugujgc sie uniwersalng regutq ,pi razy oko”.



Srednia arytmetyczna i odchylenie standardowe

Zgromadzone dane statystyczne mozna w rézny sposéb opisywacé — graficznie i ra-
chunkowo. Do opisu graficznego stuzg réznego rodzaju diagramy. Rachunkowo opisu-

jemy dane za pomocg réznego rodzaju Srednich.

Jedng ze Srednich jest tzw. srednia arytmetyczna. Postugujemy sie nig

czesto, chociaz w wielu wypadkach zawodzi, nie oddajgc wiernie sytuacji.

Na przyklad jezeli w pewnej grupie os6b potowe stanowig wysocy, a drugg potowe niscy,
to $rednia arytmetyczna wzrostu bardzo odbiega od rzeczywistego wzrostu wiekszosci

czlonkéw grupy.

W szkole najczesciej mowa jest o §rednich arytmetycznych ocen. Rozwazmy przykiad.

Tabelki przedstawiajg oceny semestralne z pracy klasowej w dwoéch klasach,

Ia i Ib, z ktérych kazda liczy 25 uczniow:

e Liczba uczniéw | Liczba uczniow
Kkl. Ia kl. Tb
5 1 6
4 4 5
3 15 3
2 4 5
1 1 6

Obliczmy $rednig arytmetyczng ocen w kazdej klasie.

Trzeba dodaé oceny wszystkich uczniow tej samej klasy i podzielié¢ przez liczbe

uczni6w. Oznacza to, Ze kazdg ocene trzeba wzigé tyle razy, ilu uczniéw ja otrzymalo.
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Elementy statystyki

Klasa Ia: = 3.

1-54+44-4+15-3+4-2+1-1 _ 75
25 3

Klasa Ib: 6-5+5-4+3-3+5-2+6-1 _ 75

25 3 =3

Jak widaé, srednie w obu klasach sg takie same. Czy jednak zgodzimy si¢ z opinig, ze

obie klasy wypadty na klaséwce tak samo?

Z tabelki wynika, ze Srednia dobrze oddaje wynik klasy Ia: wigkszos¢ uczniéw otrzy-
mata ocen¢ dostateczng, mniejszos¢ oceny inne, przy czym tylko dwéch uczniéw ma

oceny zdecydowanie réznigce si¢ od Sredniej.

W klasie Ib jest natomiast bardzo malo uczniéw z oceng dostateczna, prawie kazdy

uczen jest powyzej lub ponizej Sredniej.

Jest to przyklad pokazujacy, ze $§rednia arytmetyczna dosyé dobrze oddaje

sytuacje wtedy, kiedy wickszos¢ danych mato si¢ od niej rézni.

W statystyce wprowadzono parametr, ktory mierzy stopien wiarygodnosci §redniej
arytmetycznej. Jest to tzw. odchylenie standardowe, oznaczane literg grecka o (sigma).
Jest ono tym mniejsze, im srednia arytmetyczna mniej odbiega od danych. W odchy-
leniu standardowym oblicza si¢ odlegto$é poszczegélnych danych od §redniej arytme-
tycznej, dodaje kwadraty tych odlegtosci, dzieli otrzymang sume przez liczbe danych,

a na koncu oblicza pierwiastek kwadratowy z otrzymanego ilorazu.

Jezeli wige a jest §rednig arytmetyczng liczb a4, aq, ..., a,,, to

\j (a=—a)?+(@-ay)’+ ...+ (a-a,)’
- .

Przyktadowo obliczmy odchylenie standardowe dla §rednich ocen w klasach Ia i Ib.
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Klasa Ia:

=1

1-3-5)+4-(3-4)*+15-(3-3)"+4-(3-2)+1-(3-1)* _
25 B

Il
M|>—A
[S11[e]
1IN

=0,8.

Klasa Ib:

»\16-(3—5)2+5-(3—4)2+3-(3—3)2+5-(3—2)2+6-(3—1)2

= \j% = \12,32 = 1,52

Jak widaé, w klasie Ib odchylenie standardowe jest prawie dwa razy wicksze.

1. Srednia arytmetyczna szesciu liczb, z ktérych pieé to 2, 5.

5, 8.9, jest rowna 6,5. Znajdz széstq liczbe.

2. Srednia wieku czterech synéw Kowalskiego jest réwna 8,5.
Jezeli do wieku synéw dodac jeszcze wiek corki
Kowalskiego, to Srednia zmniejszy sie do 7. lle lat ma corka

Kowalskiego? g 0L L

Mediana i srednia arytmetyczna

W praktyce czesto oblicza si¢ §rednig arytmetycznag zarobkéw réznych grup ludzi.
Rozwazmy przykiad.
W pewnej firmie zarobki miesi¢czne pracownikéw przedstawiajg si¢

nastepujgco:
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Elementy statystyki

Placa w ztotych Liczba pracownikéw

1200
1300
1400
1500
4000
6000
8000

= | =[N |0t O] Ot O

Obliczmy $rednig arytmetyczng zarobkéw w tej firmie.

Trzeba obliczy¢ kwote, ktéra jest co miesigc przeznaczana na ptace dla wszystkich

pracownikow, i podzielié jg przez liczbe pracownikéw. Otrzymamy:

5 - (1200 + 1300 + 1400 + 1500) + 2 - 4000 + 6000 + 8000
24 B

_ 49000

o1 =~ 2042.

Czy jednak zgodzimy si¢ z opinig, ze pracownicy firmy zarabiajg ok. 2000 z1?

Tutaj bardziej sensownie byloby postuzyé sie inng srednig, tzw. mediang. Jest to war-

tosé §rodkowa ciggu danych ustawionych wedtug wzrostu.

W tym przykladzie, ustawiajgc wedtug wielko$ci zarobki pracownikéw, otrzymamy

nastepujacy cigg 24 liczb:

1200, 1300, 1400, 1500, 4000, 6000, 8000
— M = = = = =

5 razy 5 razy 5 razy 5 razy 2 razy 1 raz 1 raz
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KOREPETYCJE MATURZYSTY

Jaka liczba wystepuje w srodku ciggu? Poniewaz liczba wyrazéw jest parzysta, wiec
cigg nie ma wyrazu Srodkowego; mozna natomiast wskazaé dwa wyrazy lezgce
w ,Srodku”. W rozwazanym ciggu sa to wyrazy na miejscach 12 i 13, wiec sg jedna-
kowe; w przypadku ogélnym bierzemy pod uwage §rednig arytmetyczng tych wyra-
z6w. To jest wlasnie mediana parzystej liczby danych. Jezeli natomiast liczba danych

jest nieparzysta, to mediang jest Srodkowy wyraz ciggu.

Mediang zarobk6w w rozwazanej firmie jest kwota 1400 zl. Oznacza to, ze placa co
najmniej potowy pracownikow nie przekracza tej kwoty. Ich zarobki bardzo r6znig si¢

od éredniej arytmetycznej, sg nizsze o wiecej niz 25%.

Wréoémy do przykladu z ocenami uczniéw (s. 236). Nietrudno stwierdzié, ze zaréwno
w klasie Ia, jak i klasie Ib mediana jest ré6wna 3. Klasy te majg wiec takg samg me-

diang, takg samg $rednig arytmetyczng, a jednak sg zdecydowanie inne.

Wyciggnijmy wnioski z rozwazanych przyktadéw. Nie ulegajmy magii

§rednich, interpretacja danych jest bardziej skomplikowana.

1. Mediana 100 danych jest rowna 100. Po ustawieniu
danych wedtug wielkosci na 50 miejscu otrzymamy 90.

Jaka liczba jest na 51 migjscu?
2. Ofo dane statystyczne, ustawione wedtug wielkosci:

3.3,4.,x,7,7.8,y. Srednia arytmetyczna danych qr=£p=17

jest rowna 6, aich mediana 5,5. Oblicz x i y. 01T 'L
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Elementy statystyki

Srednia wazona i $rednia arytmetyczna

Czasami chcemy obliczy¢ srednig z danych, z ktérych nie wszystkie sg jednakowo wazne
—niektore sg bardziej znaczace, a inne mniej. Na przyktad wiadomo, ze trudniej dostaé
dobrg ocene z pracy klasowej niz z zadania domowego. Ocena z pracy klasowej bardziej

miarodajnie odzwierciedla umiejetnosci ucznia i w tym sensie ma wiekszg wage.

I w takich przypadkach poszczegélnym danym przypisujemy rozmaite wagi, obliczajgc

tzw. §rednig wazong.

Na przyktad zalozmy, ze uczen otrzymal oceny 3, 4 i 5, przy czym 3 jest oceng z pracy
klasowej, 4 oceng z odpowiedzi ustnej, a 5 oceng za zadanie domowe. Srednia aryt-

metyczna ucznia jest réwna 4.

Przypiszmy kazdej z tych ocen wage w ten sposé6b, aby najbardziej liczyla sie ocena
z klas6wki, a najmniej ocena za zadanie domowe. Na przyklad niech to bedg kolejno
wagi 3, 21 1. Srednig wazong obliczamy tak, ze dodajemy oceny pomnozone przez wagi,
a wynik dzielimy przez sume wag. Otrzymujemy:

3:3+2-4+1-5 _ 22

3+2+1 6

_ a2
=3 3-
Jak widaé, §rednia wazona jest nizsza od Sredniej arytmetyczne;j.

Gdyby chcieé¢ nagrodzié ucznia, ktory moze nie jest zbyt zdolny, ale za to bardzo pra-
cowity, i najwyzszg wage przypisac zadaniu domowemu, a najnizszg klaséwce, to w po-
danych przykladzie otrzymalibySmy S§rednig 41, tym razem wigkszg od Sredniej

arytmetycznej.

Srednia wazona pokrywa sic ze §rednig arytmetyczng, kiedy wszystkie wagi sg

réwne 1. W praktyce czesto suma wag jest rowna 1. Na uczelniach koicowy wynik

WWW.CEL-MATURA.PL



studiéw jest srednig wazong oceny ze studiow'?, oceny z pracy dyplomowej i oceny

egzaminu dyplomowego. Wagi tych trzech ocen sg utamkami, ktérych suma jest

réwna 1. Na przyklad mogg to byé utamki L 1L

2 4 4
Sprawdz,

1. Liczbom 10 i 15 sq przypisane wagi 1. Jakg wage trzeba
przypisac liczbie 5, aby srednia wazona tych trzech liczb

byta rowna 6?

2. Jakie wagi trzeba przypisac liczbom 6 i 20, aby Srednia

.H‘-ﬂ.‘
2«3@

wazona byta réwna 9,5, a suma wag byta réwna 17?

lloma sposobami...?

Z grupy 15 kobiet i 13 mezezyzn mamy wybraé dwoje przedstawicieli
— pare sktadajaca sie z jednej kobiety i jednego mezczyzny.

Iloma sposobami mozna to zrobié¢?

Kazda kobieta moze wystapié¢ w 13 parach, a poniewaz kobiet jest 15, wigc mozna

utworzy¢ 13 - 15 réznych par.

Gdyby w grupie bylo jeszcze 10 dzieci, a wybierano by troje przedstawicieli — kobiete,
mezezyzng i dziecko, to do kazdej z poprzednich par mozna by dotgezyé jeszeze jedno
z 10 dzieci, tworzgc z kazdej pary 10 tréjek. Zatem liczba tréjek jest 10 razy wicksza
od liczby pari jest rowna 13 - 15 - 10.

7 Ocena ze studiéw zwykle jest §rednig arytmetyczng ocen z poszczegélnych przedmiotow.
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Elementy statystyki

Ile liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢, uzywajac co najwyzej cyfr 5, 6, 7, 8?
Sprobujmy tworzyé te liczby, zaktadajac najpierw, ze cyfry moga sie powtarzac.

Mamy 4 mozliwo$ci wyboru pierwszej cyfry. Do kazdego wyboru pierwszej cyfry, mamy
réwniez 4 mozliwosci wyboru cyfry na drugim miejscu. Razem mamy wiec 4 - 4 mozli-

wosci wybrania dwéch pierwszych cyfr:

Postepowanie to mozna kontynuowac.
Kazda otrzymang liczbe dwucyfrowa
7 ni¢ do t fi j
mozemy uzupelnié¢ do trzycyfrowej e e e

czterema sposobami, wiec liczb trzy-

cyfrowych jest 4 razy wiecej niz dwucyfrowych, czyli jestich 4 - 4 - 4.

Gdyby zatozyé, ze cyfry w kazdej liczbie majg byé rézne, to po ustaleniu pierwszej cyfry
mamy do dyspozycji o jedng cyfre mniej, czyli mamy tylko 3 mozliwo$ci wyboru dru-
giej cyfry. Po ustaleniu dwéch pierwszych cyfr mamy juz tylko 2 mozliwosci wyboru

cyfry na trzecim miejscu. Liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach jest zatem 4 - 3 - 2.
Drzewko ilustrujace te sytuacj¢ miatoby na kolejnych poziomach malejgcg liczbe gatezi.

Obliczmy, ile liczb trzycyfrowych parzystych mozna utworzyé, uzywajgc

co najwyzej cyfr 0, 3, 4, 5, 7.

Zacznijmy od konca, bo o parzysto$ci czy nieparzystosci liczby decyduje ostatnia cyfra.
Skoro liczba ma by¢ parzysta, to ostatnig jej cyfrg moze by¢ 0 lub 4. Po umieszczeniu
jednej z nich na trzecim miejscu, na drugim miejscu mozemy umiescié ktérgkolwiek
z wszystkich 5 cyfr, co oznacza, ze mamy 2 - 5 mozliwosci wyboru dwéch ostatnich cyfr.
Jako pierwszg cyfre mozemy wybracé kazda z wyjgtkiem zera, wicc mamy 4 mozliwosci.

Stad wynika, ze szukanych liczb jest 2 - 5 - 4.
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1. Oblicz, ile liczb nieparzystych trzycyfrowych mozna utworzyé z cyfr 1, 4, 5, jezeli:

a) cyfry majqg byC€ rézne, b) cyfry mogq sie powtarzac.

2. lle liczb pieciocyfrowych mozna utworzy¢, postugujgc sie
co najwyzej cyframi 0, 1 i 27

Wskazoéwka: ile cyfr mozna ustawié na pierwszym miejscu, 291 2
a ile na pozostatych migjscach? ‘9T (@' (0 'L

W ilu réznych konfiguracjach moze i$¢ na spacer stado 6 gesi? Jak myslisz,

czy mogg przez miesigc ustawiaé sie kazdego dnia w innej kolejnosci?

Jak wiadomo, gesi chodzg gesiego. Jezeli ponumerujemy je liczbami od 1 do 6, to
zadanie polega na obliczeniu, iloma sposobami mozemy liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6 ustawic

w cigg.

Na pierwszym miejscu mozemy umiescié¢ dowolng z 6 liczb, ale na drugim miejscu juz
tylko dowolng z pozostatych 5 liczb. Przy ustalonej pierwszej liczbie mamy wiec 5 mozli-
wosci wyboru drugiej liczby. Razem na dwaéch pierwszych miejscach mozemy umiescié
liczby na 6 - 5 sposobow. Kontynuujgc post¢gpowanie, za kazdym razem mnozymy przez

czynnik o 1 mniejszy, otrzymujac na koncu 6 -5-4 -3 -2 . 1, a wiec 720.

Jak widaé, gesi mogg chodzié¢ kazdego dnia w innej kolejnosci nie tylko przez miesige,

ale nawet przez prawie dwa lata!

Dodajmy, ze iloczyn liczb naturalnych od 1 do 6 oznaczamy symbolem 6!, ktory

czytamy: 6 silnia. Ogoélnie n! (n silnia) to iloczyn liczb naturalnych od 1 do n.
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Elementy statystyki

Kllka przyktadow obliczania
prawdopodobienstwa

W ujeciu szkolnym prawdopodobienstwo jest liczbg

mierzacg szanse zdarzen losowych.

Wyobrazmy sobie, Zze w urnie mamy dwie kule, jedng bialg

ijedna czarng. Wybieramy losowo jedng z nich, zwracamy do urny,
po czym znowu losujemy jedng kule. Zastanéwmy sie,

co jest bardziej prawdopodobne: wylosowane kule sg obie biale,

obie czarne, czy jedna z nich jest biata, a druga czarna?

Wypiszmy wszystkie mozliwe wyniki losowan, oznaczajac biatg kule literg b, a czarng
litera c. Mozemy wylosowad: (b, b), (b, ¢), (c, b), (c, ¢). Sg wiec cztery mozliwosci, w jed-
nym przypadku obie kule sg biate, w jednym obie sg czarne, a dwéch przypadkach
jedna z nich jest biala, a druga czarna. Zatem prawdopodobienstwo tych zdarzen jest
) . 101 2
rowne odpowiednio L
W urnie sg dwie kule biale i jedna czarna. Losujemy dwie kule

jednoczesnie. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania

dwéch kul réznych kolorow?

Zadanie jest proste, chociaz nieco podchwytliwe. Aby unikngé wpadki, ponumerujmy
kule biate i wypiszmy mozliwe wyniki losowan: obie kule biale, biata nr 1 i czarna,

biala nr 2 i czarna.

Jak wida¢, wylosowanie kul réznych koloréw wystepuje w dwoch z trzech mozliwych

wynikéw, wiec jego prawdopodobienstwo jest réwne %
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Ze zbioru liczb 3, 5, 11, 16 losujemy jednoczesnie dwie liczby.

Jakie jest prawdopodobieristwo wylosowania liczb, ktérych suma jest:
a) parzysta,

b) podzielna przez 3?

Wypiszmy wszystkie mozliwe wyniki losowania: 3i 5, 31 11, 3116, 5i 11, 51 16,
111 16. Jest ich 6.

a) Sume parzystg maja trzy pary liczb, wiec szukane prawdopodobienstwo wynosi %,

.1
czyli 9

b) Dwie spoér6b par liczb majg sume podzielng przez 3, wiec szukane prawdopodo-

biennstwo wynosi g, czyli %

Rzucamy dwa razy szescienng kostkg do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo,

ze suma wyrzuconych oczek jest réwna 6?
Na jednej kostce mozemy otrzymaé jedng z 6 mozliwych liczb, a do kazdej z nich
dotgcza si¢ 6 mozliwych liczb na drugiej kostce. Mamy zatem 6 - 6, czyli 36, mozliwych

wynikow.

Sume 6 otrzymamy w nastepujgcych przypadkach:

Rzut nr 1 Rzut nr 2
5 1
1 5
4 2
2 4
3 3

Jak widag, jest tych przypadkéw 5. Szukane prawdopodobienstwo jest zatem réwne %
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Elementy statystyki

A jakie jest prawdopodobienstwo, ze rzucajac dwiema kostkami, otrzymamy sume

oczek rézng od 67

Pytamy o prawdopodobienistwo zdarzenia przeciwnego do wyrzucenia sumy 6. Sume

oczek r6zng od 6 otrzymamy w (36 — 5) przypadkach. Zatem prawdopodobienstwo tego
36 -5
36

, ezyli 1 - kil

zdarzenia jest rowne 36

W kazdym losowaniu suma liczby wynikéw dowolnego zdarzenia i liczby wynikéw zda-
rzenia przeciwnego jest rowna sumie wszystkich mozliwych wynikéw. Stad wynika, ze
suma prawdopodobienstwa dowolnego zdarzenia i prawdopodobienstwa zdarzenia

przeciwnego jest réwna 1.

1. W urnie sq dwie kule biate, jedna czarna i jedna
niebieska. Losujemy jednoczesnie dwie kule.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze obie bedq biate?

Wskazdwka: nie zapomnij ponumerowac biatych kul,

wypisujgc wszystkie mozliwe wyniki losowania.

2. Ze zbioru liczb 3, -3, —-10, 10, —sr losujemy jednq liczbe.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jej wartos¢

I jest:
bezwzgledna jes % IAzo '% ¢
a) wieksza od 3, b) nie mnigjsza od 3, ¢) mniejsza od 37?

0 (0
‘T@
3. Rzucamy dwiema kostkami do gry. % ©
Jakie jest prawdopodobienstwo, Z
ze suma wyrzuconych oczek bedzie rowna 47 '% L
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Przeglad zadan maturalnych

Rzucamy dwa razy szescienng kostkg do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo,

ze suma oczek wynosi 37

—~————

Jest 6 mozliwych wynikdw pierwszego rzutu, a przy kazdym z nich mamy 6

wynikow drugiego rzutu. Wszystkich mozliwych wynikdw obu rzutdw jest zatem

6 -6, czyli 36.

Suma oczek 3 jest osiggnieta tylko w dwdch przypadkach: w pierwszym rzucie

mamy 1, a w drugim 2, lub odwrotnie. Zatem szukane prawdopodobienstwo jest
2 1

rowne gz, czyli is

Uczniowie pewnej klasy zostali poproszeni o odpowiedz na pytanie:

Lle 0sob liczy Twoja rodzina?” Wyniki przedstawiono w tabeli:

Liczba oséb ) .,
. Liczba uczniow
w rodzinie
3 6
4 12
x 2

Srednia arytmetyczna oséb w rodzinie dla ucznidw tej klasy jest rowna 4.
Oblicz x.

—~———

Zapisujemy warunek, ze srednia arytmetyczna jest rdwna 4, otrzymujqc
3-6+4-12+x-2 _ 4

20 '
Rozwigzujemy otrzymane rownanie:

3:6+4-12+x-2=80, 2x=80-18-48, 2x=14, x=1.

STARA DOBRA szkotA  0LDSCHOOL



Elementy statystyki

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie
ze zwracaniem, Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczb,

ktérych suma jest rowna 7.

—~————

W pierwszym losowaniu mozemy otrzymac jedng z 7 liczb, a w kazdym przypadku
dochodzi jeszcze 7 mozliwosci wylosowania drugiej liczby. Wszystkich mozliwych
wynikdow jest wiec 7 - 7, czyli 49.

Wypiszmy wszystkie wyniki, w ktérych suma otrzymanych liczb jest rowna 7:

Pierwsze losowanie Drugie losowanie

1 Jak widac, sume 7

6 otrzymujemy w 6

2 5 przypadkach,

5 2 wiec szukane

3 4 prawdopodobieristwo

4 3 jest rowne %
W czterech rzutach szescienng kostkg W karcie jest 5 zup i 4 drugie
do gry otrzymano nastepujgce liczby dania. Na ile sposobdéw
oczek: 6, 3, 1, 4. Oblicz mediane mozna zamowi¢ obiad
tych danych. sktadajgcy sie z zupy

v i drugiego dania?
Trzeba ustawic liczby wedtug kolejnosci —

wzrastania: 1, 3, 4, 6. Kazda zupa wchodzi w sktad
Mediana jest Srednig arytmetyczng 4 zestawdw, a poniewaz zup
Srodkowej pary liczb, jest 5, wiec mamy 5 - 4,

+ 4
2

wiec jest rowna 3 , czyli 3,5. czyli 20, zestawdw.
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Wybieramy liczbe a za zbioru {2, 3, 4, 5} oraz liczbe b ze zbioru {1, 4}.

lle jest takich par liczb (a, b), ze loczyn a - b jest liczbqg parzystg?

—~———

Wszystkich mozliwych wynikow jest 4 - 2, czyli 8. Korzystajgc z tego, ze iloczyn
liczb jest parzysty tylko wtedy, kiedy co najmnigj jeden czynnik jest parzysty,
wypiszmy wszystkie pary liczb a, b spetniajgce podany warunek:

a 2 2 3 4 4 5
b 1 4 4 1 4 4

Poniewaz iloczyn a - b jest liczbq parzystg w 6 przypadkach, wiec szukane

prawdopodobienstwo jest rdwne g czyli %.

Oblicz, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, ktérych pierwsza cyfra

jest parzysta, a pozostate nieparzyste.

—~————

Pierwszqg cyfrg moze by¢ 2,4, 6,8, a kazdqg kolejng 1, 3,5, 7,9. Zatem mamy
4 mozliwosci wybrania pierwszej cyfry, przy kazdej z nich mamy 5 mozliwosci
wybrania drugiej cyfry, potem mamy po 5 mozliwosci wybrania trzeciej i czwartej

cyfry. Zatem liczlo czterocyfrowych jest 4 - 5.5 .5, czyli 4 - 53,

Srednia arytmetyczna cen szesciu akcji na gietdzie jest rdwna 500 zt.

Za piec z tych akcji zaptacono 2300 zt. lle wynosi cena szostej akcji?

—~———

Oznaczmy przez x szukang cene. Z okredlenia Sredniej arytmetycznej wynika

robwnanie % = 500, skgd x = 700. | tyle ztotych kosztuje szdsta akcja.
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Elementy statystyki

Rzucamy dwukrotnie szeSciennq kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajgcego na tym, ze w pierwszym rzucie ofrzymamy parzystq
liczbe oczek i iloczyn liczb w obu rzutach bedzie podzielny przez 12.

Wynik przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

—~————

Wszystkich mozliwych wynikdw jest 6 - 6, czyli 36.

Wypiszmy wyniki sprzyjajgce zdarzeniu, o ktérym mowa w zadaniu:

Pierwszy rzut Drugi rzut
2 6
4 3
4 6
6 2
6 4
6 6

Wynikdw sprzyjajgcych zdarzeniu jest 6, wiec szukane prawdopodobienstwo

1

jest rowne 5 czyli 3

36°

Rzucamy dwa razy szeScienng kostkg do gry.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym,
ze liczba oczek w drugim rzucie jest o 1 wieksza od liczby oczek

W pierwszym rzucie.

—~————

Jak wiemy, wszystkich mozliwych wynikdw jest 6 - 6, czyli 36.

Wyniki sprzyjajgce zdarzeniu sq nastepujgce: (1, 2), (2, 3). (3, 4), (4, 5). (5, 6).

Jest ich 5, skad szukane prawdopodobiernstwo to %
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Rzucamy dwa razy szesScienng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo

kazdego z nastepujqcych zdarzen:
a) w kazdym rzucie wypadnie parzysta liczba oczek,
b) suma oczek otrzymanych w obu rzutach jest wieksza od 9,

€) suma oczek otrzymanych w obu rzutach jest liczbq nieparzystq wiekszg od 9.

—~———

Wszystkich mozliwych wynikow jest 36.

a) Parzysta liczba oczek 1o 2, 4 lub 6. Liczba oczek na kazdej kostce ma wiec by¢

jednqg z trzech liczb. Takich wynikéw jest 3 - 3, czyli 9.

1

Szukane prawdopodobienstwo jest zatem réwne 3 czyli T

36’
b) Jezeli suma oczek jest wigksza od 9, To moze by¢ rowna 10, 11 lub 12,
Oznacza to, ze wynikiem pierwszego i drugiego rzutu jest jedna z par liczb:
(4, 6),(6,4).(5,5),(5, 6), (6, 5), (6, 6). Par tych jest 6, wiec szukane
prawdopodobienstwo jest rdwne 3—66 czyli %
c) Jezeli suma oczek jest wieksza od 9 i nieparzysta, to jest rowna 11.
Oznacza to, ze wynikiem pierwszego i drugiego rzutu jest para (5, 6) lub (6, 5).
2 1

Zatem szukane prawdopodobienstwo jest rGwne 36 czyli 18"

A jest zdarzeniem losowym, A' jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A,
PA) =5 - P(A"). Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A.

—~——g—

Poniewaz P(A) + P(A")=1, wiec 5 - PA)+ PA)=6-PA)=1,
skqgd P(A") =% oraz P(A) = %
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Elementy statystyki

W pudetku sqg trzy biate kule i pie¢ czamych. Do pudetka mozna albo dotozyc
jedng kule biatg albo usung¢ z niego jedng kule czarng, a nastepnie wylosowac
z tego pudetka jedng kule. W ktérym z tych przypadkdw wylosowanie biatej kuli

jest bardziej prawdopodobne? Wykonaj odpowiednie obliczenia.

—~————

W pierwszym przypadku w pudetku znajdq sie 4 biate kule i 5 czarnych, wiec

prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej bedzie rowne % W drugim

przypadku w pudetku bedqg 3 biate kule i 4 czarne, wiec prawdopodobienstwo

%. Pozostaje poréwnaé oba utamki.
4 4.7 3 3-9
Po sprowadzeniu do wspdlnego mianownika otrzymamy: 95°9.7 T 7.9

Poniewaz 4 - 7> 3 - 9, wiec wylosowanie biatej kuli jest bardziej prawdopodobne

wylosowania kuli biatej bedzie rowne

w pierwszym przypadku.

Tabela przedstawia oceny uzyskane przez ucznidow na sprawdzianie,

Oceny 6 5 4 3 2 1
Liczba uczniow 1 2 6 5 9 2

Oblicz srednig arytmetycznq i kwadrat odchylenia standardowego

uzyskanych ocen.

—~————

6+5-2+4.6+3-5+2-9+1.2
25

W odchyleniu standardowym wystepujg kwadraty réznic miedzy Sredniq

Srednia arytmetyczna to , czyli 3.
arytmetyczng i poszczegdlnymi ocenami, a kazdy z nich powtarza sie tyle razy,
ilu ucznidow orzymato dang ocene. Jezeli ocena pokrywa sie ze Srednig
arytmetyczng, to odpowiadajqcy jej sktadnik jest zerem.

W danym przypadku kwadrat odchylenia standardowego (tzw. wariancja)

6-3)24+2-(6-3)246-4-32%2+9-(2-3)?%2+2-(1-3)2

jest rowny o5 , czyli 1.6.
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Flage nalezy zszy¢ z trzech jednakowych pasdw materiatu,

jeden pod drugim. Oba pasy zewnetrzne majqg by< tego samego koloru,
a pas znajdujgey sie miedzy nimi ma by¢ innego koloru.
lle réznych takich flag mozna uszy¢, majgce do dyspozycji tkaniny

w 10 kolorach?

—~———

Kolor pasdw zewnetrznych mozemy wybrac 10 sposobami,
a przy kazdym z tych kolordw mamy jeszcze 9 mozliwosci wyboru koloru
pasa srodkowego.

Razem wiec mozna uszy¢ 10 - 9, czyli 90 rdznych flag.

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujemy dwa razy po jednej liczbie
ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego

na wylosowaniu liczb, ktérych iloczyn jest podzielny przez 6.

—~————

Poniewaz za kazdym razem losujemy liczbe ze zbioru 7-elementowego,
wiec za kazdym razem mamy 7 mozliwosci wylosowania liczby, skqd liczba

wszystkich mozliwosci przy losowaniu dwukrotnym jest rowna 7 - 7, czyli 49.

Przedstawmy w tabelce wyniki, w ktérych iloczyn wylosowanych liczb jest

podzielny przez 6.

Pierwsze losowanie | 1 2 3 4 5 6

Drugie losowanie 6 |3,6(2,4,6|3,6| 6 |1,23,4,5,6,7

Wynikdw pokazanych w tabelce jest 17, wiec szukane prawdopodobienstwo

ot 1S 17
jest rowne 19°
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L I n E n Wydawnictwo
LINGO

jezyki nieobce nowa jakosce
www.wydawnictwolingo.pl W nauce jezykow obcych

= angielski = niemiecki = rosyjski = hiszpanski = francuski = wtoski =

KURSY ,RAZ A DOBRZE”

Samouczki nowej generaciji:
ksigzka + pakiet multimedialny

= 30 lekcji, w tym powtdrkowe
= 7ywy, wspotczesny jezyk
= ¢wiczenia z kluczem, testy na rozumienie ze stuchu
» gudio CD z dialogami i stownictwem
= CD-ROM z programem komputerowym,
grami jezykowymi i nagraniami MP3

REPETYTORIA

Egzaminy jezykowe:
nowa matura, FCE, CAE

= kompletny zestaw repetytoriow
do nauki angielskiego
® najwazniejsze zagadnienia jezykowe
Gramatyka = gramatyka, frazeologia, stownictwo
e 1 G = testy, 6wiczenia z kluczem, quizy
e = wzory wypracowaf angijelskich i niemieckich

ROZMOWKI ,,POWIEDZ TO!”
Ksigzka + audio CD

3 Powieds to = zwroty i stbwka na kazdg okazje
z = dialogi, stowniczek, tablice
HISZPANSK ® nagrania z udziatem native speakeréw
Rozméwki i polskiego lektora
: = do nauki i stuchania w podrézy, w domu,
w samochodzie

dactos NGO

Wydawnictwo tel.: +48 22 353 84 22
LINGO faks: +48 22 353 84 23
www.wydawnictwolingo.pl e-mail: lingo@wydawnictwolingo.pl
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