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1. Funkcja wyktadnicza

Potega o wyktadniku rzeczywistym —
powtérzenie

1.1. Oblicz:
) (15 ) -2 ) 075"

-1 _ -2
1G5 e ) (-46)
1.2. Oblicz: )

1 , ) ’ -0,75
Y 32 Y5 1
1,212 —_ 5—
3 ) \243] ) \ 16}

]

=

1
E e : 4| 2 1
d) {8 349 2] ) [_2:_[;_?]3_[1%] } 83 —0,25 2}

1.3. Oblicz, korzystajac z praw dziatari na potegach.

(7-7¢) (167) Teia
a) E b) prgr= ) 3 .
36—
V27
1 oS 2 LN
d) 8:132.52%° e) \75:33.3¢ f) {18 3.34:27 6]

1.4. Przedstaw dang liczbe w postaci n%, gdzie n jest liczba naturalng, a w jest

liczbg wymierna. i

- 0.5%.81
a) 316-0,1257°° b) ¥125%.0,008 3 c) =
) ) ) 3216 0,6
81975 12% i 2 15#——115 5
) e 6 3.83a - —
) 372 e) 1 ) 50.206



17 Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakres rozszerzony

1.5. Oblicz wartos¢ wyrazen.
-2

2 N 31 -0,75 ) 3 1
st ][22 s
a) J— [ ] ) 625 3
D i E ) 4—
~ -
c) 30,375 Jﬂ{ _J:J d) 1253 -0,2 -
81 0’5'-2
1.6. Oblicz wartos¢ wyrazen.
(31,5_\5)(31,54_@) 2 B L , \ 2
2 £ e b) 43+43+43+43J 132
123.123.123 d

1 1 3445
5] (10\/5—5\/5)5-(10\/5+5\/§)5 d) ( 2_@)3 IJ

o e 6% 4+12.6715 19
D 1.7. Wykaz, ze liczba stanowi 3750% liczby —

o5 (2] 125 ¢
’ 3
D 1.8. Wykaz, 7e:
31.[12]5 3
5 Yo Us 5 )(2\/_) 1860 1532
1 BE 1 =2
452.0,757" 31,25 3

1
1.9. Wiadomo, ze przyblizenie dziesigtne liczby 1003 jest réwne 4,641588834.
Podaj przyblizenie dziesietne podanych nizej liczb. Wynik zaokraglij do pigtego
miejsca po przecinku.
4 B 5 1

a) 100° b) 100 3 c) 1006 d) 100°

1.10. Oblicz, o ile procent:

a) liczba a jest wieksza od liczby b, jesli a=/666%+888% , b=

332.625%°:32

2—-3
1
. . . : . 277°+817 ) 2 §/60-3/60 /60
b) liczba x jest mniejsza od liczy y, jesli x = @ | 2 ¥= > :



1. Funkcja wyktadnicza

1.11. Poréwnaj liczby x iy, jesli:

a) x=(3\/§)u, y =243.9¢

el
x
Il

[(z_\/i)ﬁ.(zm)ﬁr, y=32

(1 2
d) X=|32+1]| , }/:6_3\/§
\ 2

J6+2
NN 2/2-1
e) x= (Jg) ] , y:(32ﬁ—1)
f) x =412_-96 y — 212 4 36
D 1.12. Wykaz, ze dana liczba jest liczba naturalna.

o) (25 +43)> (s35- 350+ ) ){(Mr)i( rﬂ

D 1.13. Wykaz, ze dana liczba jest liczba catkowita.

2 (JE—Z)%+(\/§+2);T-(2~2\E) 5) (9-445)

M=

_(5_2\/3)%
2 (5‘2‘@);‘(49“0*@)% d) (17—288%]4.[3+8%T

1.14. Rozwigz réwnania.

a) xz-(ﬂﬁ-f-ifi)(ﬁ—i‘/f):m_\[i b) 47925 _505 _ 2,5—4x

-0,25 (ZJ_)%
N D R I
2 ( \/5)2 (x-2)
) "+5f5.(4+ﬁ) (3@ 3/5) 239+\/E+\/_)
83 -22
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1.15. Rozwiaz nieréwnoéci.

a) (Zﬁ—x)(\@+1)>7+\/§
(%—iﬁﬂ)(iﬁﬂ)

b) (2x-1)">

2
2 4 =
C) (1+\5)x<x +(0,25) ‘X+83
1-v2
X +12
d >|6-243 ]
) J3+1 ( \F) g

1.16. Oblicz warto$¢ wyrazenia:

o 4
R
a) m,j&éll G=1'-'\/i, b=2\/i

" EBE] -(a‘3+b‘3)

2a* —2ab +2b*

,jesli a=v3-1, b=3+1

D 1.17. Wykaz, nie korzystajac z kalkulatora, ze:

2
2 1 2
a) [ =—-3| >3— b ( 52 2) 10 +4+/5
IERIRE ) (V5= +45545) >10+445
i
D 1.18. Wykaz, ze jeélix >0iy > 0, to —i-#:\/xy.
x2 +y2

1 1 -1 2 2
D 1.19. Wykaz, ze jeslia=0ia#-b, to {cﬁ +b3}(1+—) -[a3 —3/ab +b3]:a.

-1
D 1.20. Wykaz, zejedlia <0i b <0, to (%J > be_".




1. Funkcja wyktadnicza

1.21. Doprowadz dane wyrazenie do najprostszej postaci. Pamigtaj o zatozeniach.

( 2
4x—9x71 —4+3x7"
a) (1 +xY)2- (2 i b) ); x_; += 11
\2x2-3x 2 x%2—x 2
3 " i 1 4 =
3f, )2 11 9 x3+2 x3 +8x3
C) [ X\/;a } +{;J_%J :[X4 +y4] d) 8 i 2 1 | 1
yx x¥y® T vlae+a) 1-x

\

!
D 1.22. Wykaz, ze jesli x=§/\/§+ﬁ +%ﬂ/§—ﬁ , to wartos$¢ wyrazenia ;xs -X

2/3
S

jest rowna

D 1.23. Wykaz, ze:

) Y7572 -5 7 =2 . i/“ .%g.\fs BT,

2
1.24. Liczby (40'75 —\/5)(40'75 +J§) X3 —4%, [(2—\@)% —(2+J§):} , W po-

danej kolejnosci tworza cigg arytmetyczny. Oblicz x oraz réznice tego ciggu.

1

1.25. Liczby ¥s5-32, (tl,\r2 —12x+9)3, Q/E+%/E+3/E, w podanej kolejnosci

tworzg cigg geometryczny. Wyznacz x.

Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci

1.26. Dany jest wzér funkcji wyktadniczej f. Naszkicuj wykres tej funkcji i oméw
jej wtasnosci.

? f("):@x b) f() =04 o f(x)=(v2)" f(x)z(i]x
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1.27. Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby x, y, z, t, jesli:

a) x=(\/§)2\fi’ yz(\/g)lhﬁ, z=(\/§)n’ t:(ﬁ)—zhﬁ

o) 3] o3 o)

2 5 1 2~% 3V2
¢) x=0,1253, y=16""*, z:(—} ,t=(%128) 7
, 4
& £ 3 i
§) x=iBaz, y=[ -2 | ,[dEse10)E | 1 |
J10-22 5 2-4/5
1.28. Podaj, jaki zwigzek zachodzi miedzy wyktadnikami m i n, jesli:
m 1 n - 1 n
Vel ey
m n m ' n
) (V22)" <(48) ) |(3-1)']" <(s-245)
1.29. Okresl, czy liczba x jest dodatnia, czy ujemna, jeéli:
a) 6% =2 b) 0,12* = 4 J (V5) =04

X 1
d) 10" =+/3+2 e) 0,75 =242 -1 f) (g] _g 3

1.30. Napisz wzor funkcji wyktadniczej f wiedzac, ze do jej wykresu nalezy punkt:

a) B[—I, %] b) ¢(-2, 25) c) D(4, 64)

1.31. Do wykresu funkcji wyktadniczej f nalezy punkt A(—Z, 4).
a) Napisz wzér funkcji f i naszkicuj jej wykres.

1
b) Oblicz wartos¢ tej funkcji dla argumentu —15.

c) Podaj argument, dla ktérego funkcja f przyjmuje wartos¢ 8.

d) Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartoéci wiek-
sze od 2.



1. Funkcja wyktadnicza

1
1.32. Do wykresu funkcji wyktadniczej g nalezy punkt 8[5,4).

a) Napisz wzor funkcji g i naszkicuj jej wykres.

b) Oblicz wartos¢ tej funkcji dla argumentu —0,75.

c) Podaj argument, dla ktérego funkcja g przyjmuje wartos¢ 8.
d) Wyznacz zbidr rozwigzan nieréwnosci 1 < g(x) < 16

1.33. Rozwiaz dane réwnanie. Skorzystaj z wykreséw odpowiednich funkgji.

a) 2" == b) (x+2)z+2=[§-jx S 4”=\1—§

1.34. Rozwiaz dang nieréwnoéé. Skorzystaj z wykreséw odpowiednich funkcji.

’ 1Y | 2
a) (\5) <6-2x b) 3*> -2x*+4x + 1 c) [—Z—J +;g0

D 1.35. Wykaz, ze funkcja:

32x L ]
a) f(x) = 5* + 5 jest parzysta b) g(x): - jest nieparzysta
0) h(x):ix_i-f jest parzysta d) t(x)= [7 ——] sinx jest parzysta.
+

D 1.36. Funkcja f(x) = 4° + 47 przyjmuje warto$¢ 23 dla pewnego argumentu xo.

Wykaz, ze funkcja g (x) = 2¥+ 27* dla argumentu x, przyjmuje wartos¢ 5.

D 1.37. Funkcja g(x) = 3% — 3™ przyjmuje wartos$¢ 2 dla pewnego argumentu Xo.

Wykaz, ze funkcja h (x) = 27" — 277" dla argumentu x, przyjmuje warto$é 14.

1.38. Wyznacz zbiér wartos’ci funkcji f w podanym przedziale liczcbowym.
-2x X 4

a) f(x)_5 —i , X € (-1, 0) b) f(x):z—tz,x €(,2)

0 f(x)=3"M, x e 1,2 d) £(x)=0,75""%, x (1, 2)

2X
e) f(x)=2"‘2+9, x €1,1) f) f(x):({@)uzwx-m, x € (-<3,0)

11



12 Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakves rozszerzony

1.39. Wyznacz zbiér wartosci funkgji £, jesli:

a) f(x)z_zs;S—:,xeR b) f(x)=%,xeﬂ-{2}

) f(x) =9*-2-3*+4,x eR d) f(x):%-s"—z-4"+3-z", x €R
—.93E¥ 3x

e) f(x)= 2252rXER f) f(x)=—3—27,xeR~{0}.
(5"+1) 1-3

......

D 1.40. Wykaz, ze jesli ciag wybranych argumentéw (xl, X2, X3, ) funkcji wykfadniczej
f(x) = 7 jest ciagiem arytmetycznym, to cigg wartoéci (f(x1), £(x2), f(x3), -..) jest
ciggiem geometrycznym.

Przeksztatcenia wykreséw.
funkeji wyktadniczych

1.41. Wykres funkgji f (x) = 3%, x € R, przeksztatcono i otrzymano wykres funkgji g.
Napisz wzor funkgji g i opisz to przeksztatcenie.

a) g(x) =f(x-2) b) g(x) = 1-£(-x)
c)g(x) =-flx+1)-3 - dg)=f(a-x)+5

1.42. Na rysunkach ponizej s3 przedstawione wykresy funkcji, ktére powstaty
w pewnym przeksztatceniu wykresu funkcji wyktadniczej f(x) = 3%, gdzie x < R.
Podaj wzory tych funkgji.

[ S I !
a L 131 -
_,_I_,___zﬂ A - _
S S G U . 5% S, S | |
i | i i
; 0 . =
23-2-11"12 3 456 |
- S [ |
=R | :
e B ' ! o
cY O A O O : X|
T T T &y | \ ]
_f_g______g._’_.___!___ [etessbeasine
’ _____.__.__2 e — :._.:.:.__,
L 5 1| y=t(x)
— / > i
=3 = 0 +2 3 4 5 6X
=T o __-1 et
: g »
i S I _ X
ME i
oL HEE 1 |




1. Funkeja wyktadnicza

1.43. Dany jest wzér funkgji, okreslonej w zbiorze R. Naszkicuj wykres tej funkcji
i oméw jej wiasnosci.

4

1.44. Wykres funkcji wyktadniczej f(x) = 2* przesunigto rownolegle o wektor
E}=[2,~1]. Nastepnie otrzymany wykres przeksztatcono przez symetrig osiowa
wzgledem osi OY i otrzymano wykres funkcji g.

a) Naszkicuj wykres funkcji g i napisz wzoér tej funkji.

b) Oblicz wspétrzedne punktu wspéinego wykresu funkcji g i osi OY.

c) Czy punkt A(-42, 16— 3%) nalezy do wykresu funkcji g?

i :
1.45. Wykres funkcji wyktadniczej f(x)=[—3—] przeksztatcono przez symetrig

osiowg wzgledem osi OX. Nastepnie otrzymany wykres przesunigto rownolegle
o wektor v =[—2, 1] i otrzymano wykres funkcji g.

a) Naszkicuj wykres funkcji g i napisz wzor tej funkcji.
b) Oblicz warto$¢ funkeji g dla argumentu —6.

c) Odczytaj z wykresu zbiér wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja g przyj-
muje wartosci dodatnie.

1 X
1.46. Wykres funkcji wykiadniczej f(x):[E] przeksztatcono przez symetrie
srodkowa wzgledem punktu O(0, 0). Nastepnie otrzymany wykres przesunieto
réwnolegle o wektor U =[3,2] i otrzymano wykres funkji g.

a) Naszkicuj wykres funkcji g i napisz wzor tej funkgji.
D b) Uzasadnij, ze miejscem zerowym funkcji g jest liczba 3}-.

R g 1
¢) Rozwiaz graficznie nieréwnosé¢ g(x)—=x>0.

1.47. Wykres funkcji f przesunieto réwnolegle o wektor U i otrzymano wykres
funkcji h. Podaj wzér funkgcji h.

a)f(x) =4-52 u=[5-7] b) f(x) = 72~* +1, U =[-8,3]

13
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1.48. Dana jest funkcja f(x)z%, gdzie x € R.

a) Naszkicuj wykres funkcji g(x) zf(x 4+ 1) —.d].
2

b) Oblicz warto$¢ wyrazenia [g(—3) »g(—z)] .
c) Na podstawie wykresu funkcji g rozwiaz nieréwnogé g(x) > —1.
1.49. Dana jest funkcja f(x) =47, gdzie x € R.

a) Naszkicuj wykres funkcji g(x) :f(—%x]—z.

b) Sprawdz, czy liczba 1 jest miejscem zerowym funkgji g. Dla jakich argumentéw
funkcja g przyjmuje wartoéci nieujemne?

1 <2

c) Czy do wykresu funkcji g nalezy punkt C[_—,——ZJ ?
2" 2
1.50. Rozwigz réwnania, korzystajac z wykreséw odpowiednich funkgiji.
a)2*=8 b) 7#1=0 c) 9-3"=[1]
3

g 0,5~ L. “Lens (1)
e e)4+2-3=5 f) 0,25 == A

1.51. Rozwiaz réwnania, korzystajac z wykreséw odpowiednich funkgji.

3 -1 1—3x
= b —-2 =
a) 3 ” ) >

g} 392 —4th3-()(+1)2

1.52. Rozwigz nieréwnosci, korzystajac z wykreséw odpowiednich funkcji.

X 1
1 —X
a) 2x+1< 4 b) (5] <9*" 42 ¢) 252 -4<0,5"!
1 .4 x+1 x—1
—XH— "} 2" " +8
d) 3*-2 < -0,5* e) 647 2(5) f) ——>3-2

1.53. Rozwiaz nieréwnosci, korzystajgc z wykresow odpowiednich funkciji.

a) 2 2 5-x b) 2o c) (EJ W DR PR
X 2 4 4




1. Funkeja wyktadnicza 15

1.54. Do wykresu funkcji f(x) = b - a*, gdziea € R, — {1}, b € R i x € R, nalezy
1

punkt P(5, 27). Wykres funkcji f przecina 0§ OY w punkcie o rzednej 5

a) Wyznacz liczby a i b.

b) Rozwiaz graficznie nieréwnos¢ f(x) < 4 —2¥72.

1.55. Do wykresu funkeji g(x) = c - ¥, gdzie a € R,— {1}, ¢ € Rixe R, naleza

punkty ;'('(—2,.i oraz L(1, 32).
16
a) Oblicz wspétczynniki a, c.
X
b) Naszkicuj wykres funkcji h okreslonej wzorem h(X)=9[—‘3')+1-

c) Rozwiaz graficznie réwnanie h (x) = 3%,

1.56. Dany jest wzér funkji, okre$lonej w zbiorze R. Naszkicuj wykres tej funkcji.

a) y=[3"* 2| b) y=fg"-1+1 ¢ y=-3.05" d y=2""-4

1.57. Dany jest wzor funkgji, okredlonej w zbiorze R. Naszkicuj wykres tej funkgji.

a) y= 2|x+1|+x b) y= 2|>¢r-|»1|—1 _3 C) y=

3'”'—4‘—3 d) y=4~—|—3'“24+2|

1.58. Rozwigz graficznie réwnania.

a)

27 ~1|=-2x*-8x-5 b) 4 =5-| c) 42" =a—|x-1

1.59. Rozwiaz graficznie nieréwnosci.
-3
3
8

2
1.60. Dana jest funkcja f(x)=3" +§-3’r +%-3" +§-3" +..., okreslona w zbio-

3x+13
4

a) 2 <3| b) <|x+2) ) 2¢.2M>

rze R, a prawa strona wzoru tej funkgcji jest szeregiem geometrycznym zbieznym.
Funkcja f przyjmuje wartosc J5 dla pewnego argumentu nalezgcego do przedziatu
(k, k + 1), gdzie k € Z.

a) Wyznacz liczbe k.

b) Naszkicuj wykres funkcji g, okreslonej wzorem g(x)=2 —f(—Ix) -
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Rownania wyktadnicze

1.61. Rozwiaz réwnania.

a)G" = 216

1.62. Rozwiaz réwnania.

x+1
1
a) 0,75"** =(1§]

d) 0‘ 53x-4 - 82x+1

1.63. Rozwiaz réwnania.

a) 2" -8

1.64. Rozwigz réwnania.

a) 3x‘ — X~ 0,5

d) 4x+2 _zxz—x =0

1.65. Rozwiaz réwnania.

"7

CE :4x+1
a) >

25Y 5
d) [—) =518 *

b) 0,4* = 0,16
e) [E} — 182—6.
8 27

0.
e
S| w
L ~
Y
|
P
=
ml”:’
S
3
Il
o

x+1

c

f)

27
gl" -4

=3|4"‘|

)




1. Funkcja wyktadnicza

1.66. Rozwiaz réwnania.

R

1.67. Rozwi3z réwnania.
a)2x+2_2x—1=14 b)5_4x_22x"3:39

4
c)32X+i=2_32X+1_9X d) 125)(_.-2.53!"1'1:1_-
27 5

1.68. Rozwiaz réwnania, wprowadzajac pomocniczg niewiadoma.

a)zx+3+23—x=65 b)24x+8=5_4x
2x -2
3 _ 4-x
NE el
5 5 2

1.69. Rozwiaz réwnania, wprowadzajac pomocniczg niewiadoma.

6" —2 1 3 +2 3*-2
a) =3= b) - =0

6*+6 27 3*+3 3*-3
c) (3*-6%)-(9*+18 +36) =0 d) 4% -7.4%=8-14.4

1)

1 f)

X X_ X
e) (1] -2 -{3‘2"+—g—+4} a1 o' .
3 = o 126 5% +1
1.70. Rozwiaz réwnania.

a) (2+\/§)”+(2—\/§)x:4 b)( 3+2~ﬁ)x+( 3—J§) =6

1.71. Rozwiaz réwnania.

a) §3-2x — 22x-3 b) 3X¥+2 _ 25, gx
3.32x+5 "
C) - o d) GX+2, 72x+4 _ 3qx+2

E) 25x—1,33x—-1 _ gx+8, gx f) 93x+2,510x+4 _ 153x+2, 2g2x
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D 1.72. Wykaz, ze:
a) jesdli 9% + 25*=2-155,t0 2° <\/3  b) jesli 16" + 4"+ 1 = 4.8, to 3" >[5

1.73. Rozwigz réownania wiedzac, ze n € N,.

3 5 9 3n
a) 51+3+5+?+...+(2n—1):0,2100~20n b) [3] (E] (_2_] (E] :1’5—30
3 3 3 3

1.74. Liczby 4, 3-(\/5)”_“,

o w podanej kolejnosci sg pierwszym, drugim

i trzecim wyrazem nieskoriczonego ciggu arytmetycznego (an).
a) Wyznacz x.

b) Podaj wzor na wyraz ogdlny ciggu (an).

c) Oblicz sume dziesigciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

1.75. Liczby 2**? +4,10-2*-2, 9 (2* + 1) w podanej kolejnosci sa pierwszym,
drugim i trzecim wyrazem nieskoriczonego ciggu geometrycznego (bn).

a) Oblicz x.
b) Wyznacz iloraz ciggu (b,,).
c) Podaj wyraz ogélny ciagu (b,).

1.76. Rozwiaz réwnanie wiedzac, ze lewa strona tego réwnania jest suma szeregu

geometrycznego zbieznego.
V5+4.-5+2

a) 2°+2" 142" 4. =27-2" +8 b) 5 +5 245 4. .= =
1.77. Rozwiaz rownania.
4+,/9-x
9-x-1 - = -5
)
2 5
) 3245 14
3)(2-1_9 9(3,(2—3__1)
1.78. Rozwiaz réwnania.
9]"‘3|
a) 2[x+2| =4|0,5x43| b) = 3|2J(+4| C) 0’2.5lx+1| _ SJX+2| 0
81

1.79. Rozwiaz réwnania.
a) 2% —4.2% = 4.5~ 10" b) 6*—9-2¥— 15+ 9.5 =0



1. Funkcja wyktadnicza

1.80. Rozwiaz uktady réwnan.

27" =9 3*.5" =75 3" +3¥ =28
a) b) X c) { X+y =27
81 =243-3" ¥ g% =45 3 =
Nieréwnosci wyktadnicze
1.81. Rozwiaz nieréwnosci.
7 3 x-2 4 0
1 - — _—
?) 55 >16 LR 9(3) >5)
x—4 s 3x
49 F i Ak x+1
-1 +2 e Y. £ JE <0,04
Ll % [3 81] <[9) ) 25 (V%)
1.82. Rozwiaz nieréwnosci.
L x—1
a) [EJ <1,5"+ b) (2&)' <4
3
[2—x| 3|x—2| : e
S (51] —(5] >0 d) 9«(@)*”42(9%/5) |
4 2
1.83. Rozwiaz nieréwnoéci.
2x*-4 x x+1
2x*+5x 1 « 64 3] x? [1] x+3
— 15 —| = 4" .| — <16
a) 4 <(2) b) 0, <27 (4 c) 3)
1 Y* a1 ad g
d) | — <0,2-5"*! ) ——>3 i} (48] =— -
1.84. Rozwiaz nieréwnosci.
x=2 x=2
1 x-1 ‘s axss b (_4_] (1_22] <2 §2X+5
a) (a] -16*% <0,25 ) - 5 :
x+4 34-21x 3—?4\:1
x]
) ST <0.2 I o " 27
x x 3x+12 491_"'2
o B st ) ()" 2
4" o

19
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1.85. Rozwiaz nieréwnosci.

a) 26+54.5.20+2.c 34+ b) 3*"1+42.3¢+1> 48 + 3
7 1 1-0,5x
c) 0,4”%2,5"‘*2@5 d) 3.2"‘54{2] ~11<0

1.86. Rozwiaz nieréwnosci.

JORGRC NECES G

2
2x—-4 x-2 =
0) (?-J (B8] <2250 S Reaaiy, 2
3 16 4015X2 64

1.87. Rozwigz nieréwnosci, wprowadzajac pomocniczg niewiadoma.

a) (27 +3)(32-2)>0 b) (5" -0,2)(5* -125)>0
) 16+ 9-2%+ 8 <0 d)9¥<2-37+3

8x 4x
e) 8-@] +27>30-(§] f) 41‘3"+1g§4;

1.88. Rozwiaz nierdwnoéci.
2

3) 23x—2> 5"“'?: b) 7X+t3 < 32x+6
4 x+1 5 X
g) 2,8 [7] {EJ ‘1,2 d) 13- 14% 4+ 23. 73 < 1

x—4 x—4
e) LAl

38—2)( =2 64_,; f) 62?(4'4 - 33)( ) 2x+8 S 0

1.89. Rozwiaz nieréwnosci wiedzac, ze n € N,
a) Q72+4+6+..+2n > 0’712 b) 25.28.211, .23n+2 - 1631
D 1.90. Wykaz, ze jeslin € N,, t0 32" > 3" + 6.

D 1.91. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x spetniona jest nierownos¢:
a) 8 +2° > 2.4 b) 47°° +0,5-25" > 10"



1. Funkcja wyktadnicza

1.92. Rozwiaz nieréwnosci.

y Ly o ()

W/ > b) 2'5_,”5( s

0 1/(:2—3")2 <7 d) (4"‘—5)2 >27

1.93. Rozwiaz nieréwnosci.

2

2-x

x—2 X2 2x+4 x—3 +31 x+1 gx 8 bx—l]
) <(V5) T b) lag A o) 3 <gmm 92
1.94. Rozwigz? nieréwnoéci.
a) 4 + 10 — 6* — 15 > 0 b) 6% + 72 >9-2% + 8- 3
€)5-10% +4 < 2> + 4.51% d) 3. (8 — 2 +3) < 12% - 24~
1.95. Rozwiaz nieréwnosci.

xa
a) 37 b) 8% + 8 >3- (64 + 2-2%)

_ 9x+1

. d) 2% +8.22  <9.4-

3¥-37 3" 42 2"

)

x o 9

e)5+4_2>225 8 ) 1+ 6 .

5—1 5"-5 25°-6-5"+5

8 16 n(2Y
1+l+l+...+—1;+... il 1 3 9 27+'ﬁ_'"+("1) ['3‘) +o 47
a) 5§ 39 3 2 125 * b) 5

1.97. Wyznacz zbiér rozwigzan nieréwnosci 2 +2°1+2%2 4 < 2-43:2+4
wiedzgc, ze jej lewa strona jest sumg szeregu geometrycznego zbieznego.

.o 2

(Y Y (1) (1Y x o
1.98. Lewa strona nieréwnosci 5 - =1+ - +.. 2 377 -0,9 jest

9) \27) \a1
sumg szeregu geometrycznego zbieznego. Podaj zbidr rozwigzan tej nieréwnosci.
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D 1.99. Wykaz, ze jesli x < 0, to 16* + 64 > 65 - 4%,

D 1.100. Dane sa funkcje f(x) = 52 + 22 oraz g (x) = 5% + 2**2, okre$lone w zbio-

rze R. Wykaz, ze jedli x € (oo, 3) to g(x+2)>f )

Zastosowanie wtasnosci funkceji wyktadniczej
w zadaniach

1.101. Zbadaj liczbe rozwiazan danego réwnania w zaleznoéci od wartoéci para-
metru m, gdzie m € R.
x=2
1
2

1.102. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru k, gdzie k € R, dla ktérych
rownanie:

a)

b) 3**% _6=9*"1 ma dwa rozwiazania réinych znakéw,

12
4'){'—2' - m2 +1

a) 3 =m-a b) =5-m’ c)

» 2k-1
grs —4'-—1——8— ma dwa rozwigzania dodatnie,

c) |4 2" —2|—25" =5" ma dwa rozwigzania ujemne.

1.103. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, gdzie m < R, dla ktérych
rownanie:

a) 2x° —2-(3”’ —9)x+40—7-3’“ —9™ =0 ma co najmniej jedno rozwigzanie,

b) x* —(2”’ ——1)-)(—3-(4’"'1 —2"’"2)=0 ma dwa rozwigzania réznych znakow.

1.104. Dla jakich wartosci parametru k, gdzie k € R, réwnanie:
a) 4 + (k—2) - 2"+ 4 = 0 ma dwa rézne rozwiazania,

b) 32— Z(k — 1) -3+ k + 5 = 0 ma tylko jedno rozwigzanie,

c) (k+1)-49+2(k-3)- 7+ k-1=0 jest sprzeczne?

1.105. Dla jakich wartosci parametru a, gdzie a € R, rownanie:

a) 2¥+ 2%~ 14 2x"24 = 2214 g ma tylko jedno rozwigzanie,
4x

b) 4" +4* ' +4* 2+  =a—=— nie ma rozwigzan?



1. Funkcja wyktadnicza

2)(+2

D 1.106. Wykaz, ze suma rozwigzan réwnania x2- 2x + 8 = 2x* + jest réwna 1.

D 1.107. Wykaz, ze zbiorem rozwiazan nieréwnosci (4x* — 12x + 9)* *1 < 1, gdzie
x € R, jest zbidr (-, -1)U(1,2).

D 1.108. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x:
a)8-3**145.9x_2.27% < 63 b) 4-8+20 > 114"+ 4-2%,

1.109. Rozwiaz réwnanie:

1+2cos2 in? .
a) 2122 116" X —9 \ zbiorze (—n, n),

1
b) 4'* =80 —2s'x w zhiorze [—_2n,i]u(_n n]u(n 37[}

2 2“2 2° 2

1.110. Rozwiaz nieréwnosé¢:

a) 4_3sin2x 9«

i

B L
b) 4 Vacosx . ( tg"'+1) w zbiorze (—E,EJU[E,E}—TC ;
3 2 2 e 2

w zbiorze R,

3c052x

Test sprawdzajacy do rozdziatu 1.

1. Liczba 76 + 3 - 75 + 7% jest podzielna przez:
A. 35 B. 39 . 71 D. 14

1+V2 b
2. Liczba [( 31" ‘F) —1} jest réwna:

1
A2 B. 1 C.— B, g
2 3 . 2
3. Liczba 815 — 225 jest réwna:
3
A.3.225 B. 47 C. 63
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4. Suma rozwigzar rownania (0,2 - 125)(5* - 1) = 0 wynosi:

2
A.3 B. —2= e ok D. -3
3 3

, . ’ g 2x
5. Rozwigzaniem réwnania 2°%° _1:27_5_1 jest liczba nalezgca do przedziatu:
+

() ) by el

6. Do wykresu funkcji wyktadniczej f(x) = a* nalezy punkt P[-Z,l] . Wéwczas
2

2
dla argumentu 5 wartosc funkcji f wynosi:

1
A. = B. 32 & 302 D. 0,25

7. Wykres funkgji f(x) = 2*"! przesunieto o 3 jednostki w lewo. Wéwczas otrzy-
mano wykres funkgji: '

A y=4.2" B.y =82 C.y=24 D.y=2¥"1-3

8. Woykres funkgji f (x) = —3% + 2 przeksztatcono przez symetrie $rodkowa wzgle-
dem punktu (0, 0). Wowczas otrzymano wykres funkc;ji:

1 X X
ALy =3"+2 B.y=3*-2 G y=(gj —2 D. y:(%] +2

9. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2ix—-8>0 jest przedziat:
A. (oo, 3) B. (~e0, -3) C. (-3, +x) D. (3, +x)

10. Wiadomo, ze (Jg—\fg)x =\/g+\/§ . Wowczas:

A.xz—% B.x =2 Cx=-1 D.x =-2



1. Funkcja wykfadnicza 2S5

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 1.

11. Oblicz:
_ -2 s
a) 2 1—4‘1 b) ([1] %P5 305 A8
3 3]
Jar1 r1 1 1 x4y
\

9

2.y —X .
12. Oblicz warto$é wyrazenia {x*l +0,5y ? }—\[5_7— dlax=2i y=\/§-

1
D 13. Dane sg liczby a=\5/8-\!2\5 oraz b=128°. Wykaz, ze b > a.

-2

444444444 1
D 14. Wykaz, ze liczba — nalezy do przedziatu [1—,2] .
555555555™ 2

0,4
D 15. Wykaz, ze liczba [(2—%5)(4 +2iﬁ+%)] jest rozwigzaniem réwnania

1
-2x3+1=0.

>
w |

1 1)/ 1 11
D 16. Wykasz, 7e liczba (32 —24 }[22 +3][24 +3’-} jest liczbg pierwsza.

D 17. Wykaz, ze jesli a=(~/3_l—1)2-(4+\/ﬁ) i b=y6-2v5-+/5, to a* = 0,25.

2
D 18. Wykaz, ze jeélia=0, b 0, ab # -1, to (l—b)- 20 -(b+a“1)+2ab=2 :
a 1+ab
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19. Rysunek obok przedstawia wykres funkcji
x-1,5
1 .
x)=| = -4, gdzie x € R.
) (2]

a) Wyznacz miejsce zerowe funkej f.
b) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu -2,5.

c) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci
ujemne?

d) Naszkicuj wykres funkcji g (x) = - f(~x) i podaj jej wzor.

x-3
20. Funkcje f(x) = 3~ -3 oraz g(x):(%} +a+7 sg okreélone w zbiorze R

i maja wspdlne miejsce zerowe. Oblicz a. Nastepnie:

a) naszkicuj wykresy funkcji f i g we wspolnym ukfadzie wspétrzednych,
b) podaj zbiér rozwigzan nieréwnosci f(x) > g(x).

<! |
A
Q |

E

21. Wykresy funkgcji f(x) = 8 + b oraz

g(x) = a*—1, gdzie x € R, przecinaja sie w punk- L

cie P(-1, 3), jak na rysunku obok. -

a) Odczytaj z rysunku zbidr rozwigzan nieréwno- T 1T T
sci f(x) < g(x). T

b] Wyznacz a i b. - . |

osie (2)os(-2).

d) Wykres funkcji g przesunieto wzdtuz osi OY
do gory i otrzymano wykres funkcji h, ktory
przecina sie z wykresem funkcji f na osi OY.
Podaj wzor funkcji h.

|
= _!___

22. Do wykresu funkcji f(x) = @* + b, gdzie x € R, naleia punkty A(1, -5) i B(2, -3).
a) Oblicza i b. '

b) Wyznacz zbiér argumentow, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci mniejsze
od 25.

D c) Wykaz, ze jesli f[ﬂg}:l if(p + 1) =9, to k* + p* jest liczbg podzielng przez 5.

23. Wyznacz zbiér wszystkich argumentéw, dla ktérych:

a) funkcje f(x) :(3\/5)“_1 oraz g(x) = 81* 2 przyjmuja te sama wartos¢é



1. Funkcja wyktadnicza

Sx+1

3x-5 - . 9
b) funkcja f(X)=[§} przyjmuje wartoéci wieksze niz funkcja g(x):[z)
¢) funkcja h(x)=9|3""2| —1 przyjmuje wartosci wieksze od 8.

24. Pewna substancja radioaktywna ma mase 50 gramow, a rozpad tej substancji
powoduje zmniejszenie jej masy o 20% kazdego roku.

a) Napisz wzor funkgji M (t) opisujacej masg tej substancji po czasie t, gdzie t — czas
liczony w latach.

b) Oblicz, po jakim czasie masa substancji bedzie réwna 25,6 grama.

25. Rozwigz réwnania.
1

a) (%/5)' —32x+1

o[ ()

5 4
x? 2x .
) 2 - . 4 d) 4x+2 .32X+4 =25.0’2—X
y
E) 3]x+1[+1 _5‘3|x+11—1 —12 f) 3.93-1 +\/£‘8x+0,5 :41,5(x—1) 186

26. Rozwiaz nieréwnoéci.

2 x+2 2x+1 x—-3
a) [—] (i) = [-2—7] b) g, 4" <2,5
3 2 8

J (3 2-1)(9*+27) <0 d) —S—HD—j,zi/E
(V%)
e) 2%+1_-17.2* 1 8 > 0 f) 6 —3.5¢ < 10r —3x+1

27. Rozwiaz réwnania.

a) 373 _3.9M*1 -9 b) =L 12t o1
2%
28. Rozwiaz nieréwnosci.
x—2
a) 2"3"+64<[l} -(1+22‘”) ) ¥ 5 1
2 5 -5 51

29. Dane s3 funkcje f(x) = 4+3 - 7.3%+2 oraz h(x) = 3% *+2 — 5. 4%, okreslone

w zbiorze liczb rzeczywistych. Rozwiaz nierownosé f(x —2)—h[§-) 20

2F
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D 30. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownosc
2715 274853

V3

x'-2x+1
D 31. Wykaz, ze funkcja h(x)z[?J przyjmuje w przedziale <0, 3) najmniej-

r o’ L 1
szg wartosc, rowng —.
9

32. Dany jest wzdr funkcji f. Wyznacz dziedzine i zbiér wartosci tej funkcji.

3) £(x) =22 ) £0=s-(2)

2" -4 3

: G|

3X+1

D 33. Wykaz, ze funkcja f(x)_—_

jest nieparzysta.

34. Rozwigz dane réwnanie wiedzgc, ze lewa strona tego réwnania jest szeregiem
geometrycznym zbieznym.
a) 3 sapgay L b) 2sinx 4 gsinx 4 gsinx 4 =1

8

35. Rozwiaz dang nieréwnos¢ wiedzac, ze lewa strona tej nieréwnosci jest szere-
giem geometrycznym zbieznym.

f12_3x+1
4
b) Q COsX 4 gocosx 4 g@-cosx 45 ]

a) 3¥ 3143 3P4 <

2|x+2| _4

36. Naszkicuj wykres funkcji f(x)= , gdzie x € R. Na podstawie

tego wykresu ustal, dla jakich rzeczywistych wartosci parametru m rownanie

Sl _4’ =5-—4m ma cztery rozwiazania, w tym trzy ujemne.

37. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktérych réwnanie
p-16*+ (2p — 1) -4*+ p + 2 = 0 ma co najmniej jedno rozwiazanie.



2 o Funkcja (ogarytmiczna

Logarytm — powtérzenie wiadomosci

2.1. Oblicz:
5
a) log, 128 b) log, 1,5 c) log, 1 d) log 4 15"8‘
3
64
e) |081,s£ f) Iogﬁ 2.2 g) logs 2 h) loge2s 0,2
2.2. Oblicz: :
a) log,; 93 b) log,, 5¢/5 c) log, 36¥6 d) log ; 2743
6
2535
3 3 5/63
e) Iog% 1632 f) log,; 8133 g) log - — h) log,—=163/83/2

3

2.3. Liczby A, B, k, p, t, sq dodatnie i rézne od 1. Wyznacz z danego wzoru wska-
zang wielkos¢.

2A
a)B=t-A"—1; k b)t =B-AP"%p c) ?=4-p‘r—k;t
A p

d) B =2log,A; A e) A= Iog(B - t) —k; t f) t=log;+logF;A
2.4. Oblicz:

L 2 1
a) log, 48 — log, 3 b) log, —+log, — c) 2log, \/§+Iog1 5—

6 3 3 5 3
d) (logs 16 — logs 80)? e) log, 4-2log, 3 f) 2log, 8-3log ;; 9

3 3 4

2.5. Przedstaw dang liczbe w postaci log b, gdziea € R, — {1}, b eR,.
a) 1+ log,5 b) log 3 - 2 c) ~1-log, 2
5

f)31

| 1 1 31
d) §+210g25 e) —E+§Iog£27 i 4Iog31 16

4

29
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2.6. Oblicz:
1
a) 100" + logs b) 8773 c) 471
1
log, 0,25 +1 Iogg 3= 2
; 1y 4) 5
d 16log2\/§ 0,25 1 f __]
) Ik ) (2
2.7. Oblicz:
3 ]
a) >10g; 4-3log, 2 +log, 36 b) 3log, ,2—log, , 3-log; 125
1
C) EIDES 4-log, 30-log. 6 d) log, 9-log, 128 +2log, ﬁ"C’ga 25
1 i 1
e) (If}g5 9+ ]-logn 25 f) log, ¢ 225 _ i
2log, 5 2 log. 15 log;15

2.8. Rozwiaz réwnania z niewiadoma x.
1
a) log; —— ~xlog 5 4=(x+1)-log100
b) logs 625" — (3x + 2) -10g, 0,5 = log, 48 — 2log, 4

c) (x “+ 2) - [Io:)g3 %+ Iog3 21) = % : |.:,gz 4%-1

d) 2log, (\/5]2”_1 ~xlog, 8=3log . 0,2

2

D 2.9. Wykaz, ze dana liczba jest naturalna.

il
a) log, 4+log, 2 +log, — b) 0,4-5°%” +log, /16
5 s 53 2
C) 1 o 1 d) /102+0,5iug16
log,6 log,6
e) 9-log, ;5 3-log,- 36-log, 5 f) Iogth-Iogth-logth
v 6 4 3

D 2.10. Wykaz, ze warto$¢ danego wyrazenia jest liczbg catkowita.

a) log, log, {Y3/5 —log ~ 55 b) 3¢ .10 62 1 |og, 5.log, 512
510Bs NG 1

2

1
c) (3-log,5)-log, , = d) log? 18 +log} 2—(Iog1 2 —.'ZJ-Ictg1 &

3 3 3 3
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2.11. Skrd¢ utamki.

2) log? 5—log? 2 b) logZ 6 —log3 2
log2,5 1+2log,2
) loge 2 +log: 3+log, 4-log, 3 ) log3 5—log; 3
logs 6 log? 5+log; 3+log, 5-log, 3
log3 527
1+log36 o g%
log,0,5+log?6 log,, s 40

D 2.12. Wykaz, ze liczba log, (log, 8)-log, (log, 4) nalezy do przedziatu (-1, 0).
9 9

log. 4

D 2.13. Wykaz, ze liczba 81'°8s16 jest liczbg catkowitg nieparzysta.

D 2.14. Wykaz, ze liczba (Iog2 \ Zﬁ—\/f_i +log, v 2\/5 + \/E)-Iogm 4 jest wymierna.

D 2.15. Wykaz, 7e jeéli logs7 = m, tolog, 5§= i

m

D 2.16. Wykaz, ze jesli logs2 = k, to log, 16=k4—k1.
+

D 2.17. Wykaz, ze jeéli logs2 = a oraz logs 7 = b, to log,,s 28 = i _

D 2.18. Wykaz, ze jeslilogs2 = p oraz logs5 =r, to logs 0,8 = Lo :

D 2.19. Wykaz, ze:

—log3 _ 3
a) 1-log, 3 =log, 3 b) | f;ITgZS +1= 12
(|ogz3+|c:.g32+1)-lo,c,r25 0g;16+log, 5-2 log” 2
log, 7 +log,2+2)-log, 2 logs2-1)-log, 5
c) (log, E7 ) g7 =log, 14 d) ( . ) 2 = log 0.4
log,2+1 log, 5+log2+2
o e . 2(1+ab+b)
D 2.20. Wykaz, ze jeslilogs2 = ailogs5 = b, to log,,, 225 =

3(1+a)
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3a—-b+5
D 2.21. Wykai, ze jesli log; 20 = a i log3 15 = b, to log, 360 =———.
a-b+1
8 Bt : 2b—-4
D 2.22. Wykai, ze jeslilog;30 =ailog;36 = b, to log9=——.
2+2a-b

D 2.23. Wykaz, zejeslia>0ib >0, to Iog§ (arb)zlf:ag3 a -log, b,

D 2.24. Wykaz, ze jesli dowolne liczby dodatnie x, y spetniaja warunek x + y # 1,

1
— _log? .
o )

X+y

to log? (xy)+124-{

D 2.25. Wykaz, ze:

2 2
a) ezafgmszae2 b) In(e —e+1)+ln(1+e)

- =I0gg (1+e3)

1
|n10 Ioglﬂz-Zln;+2
d) log ze * n25=8

e
c) log, 4e+log.—=
) log, 5% Tnains
3n-6 ¥
2.26. Dany jest cigg (an), gdzie a, =(3/5_) in € N,. Nieskoriczony cigg (b,,) jest
zdefiniowany nastepujaco: b, = logz a,,
D a) Wykaz, ze ciag (b,) jest ciggiem arytmetycznym.
b) Oblicz lim s—”, jesli S, oznacza sume n kolejnych poczgtkowych wyra-
T 2 0 4 5n+1
4
26w ciagu (b,).-
2.27. Oblicz granice nieskofczonego ciggu (a,,), w ktérym
2n*-log, ;3
a = = B 1 -1
! [log,(n+3)] ' +[logy (n+3)] ' +[log,, (n+3)] +...+|:Iog3ﬂ (n+ 3):|
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Funkcja logarytmiczna — o
powtérzenie i uzupetnienie wiadomosci

2.28. Dany jest wzdr funkcji f. Naszkicuj wykres tej funkcji.
a) f(x) = log, x b) f(x)=log, x

3

2.29. Naszkicuj wykres funkgji g(x)=log, x, gdzie x € (0, +o0). Nastepnie:
2
a) odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw wartosci funkcji g s3 wieksze od —1,

b) sprawdz, czy do wykresu funkcji g nalezy punkt A((E —Zﬁ)(3 +2\E): 0)-

2.30. Naszkicuj wykres funkcjif(x) = logs x, gdzie x > 0. Nastepnie:
a) oblicz wartos¢ funkeji £ dla argumentu 99,

: , . , =,
b) oblicz argument, dla ktérego wartoéé funkcji f wynosi e

2.31. Do wykresu funkcji logarytmicznej f(x)=log, x, gdzie a € R, — {1} oraz
X € R, nalezy punkt (4, —1). Wyznacz a. Nastepnie oblicz:

' , 1
a) argument, dla ktérego wartosé funkcji f jest réwna 25,

oo (1 5
b) warto$é wyrazenia f[a]-[?_f(l) 3}‘(8)} .

2.32. Do wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = log x, gdzie a e R, — {1} oraz
X € R, nalezy punkt P(8, 3). Oblicz a. Nastgpnie odczytaj z wykresu tej funkciji:

a) zbiér argumentdéw, dla ktdrych funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 1,
b) zbidr argumentdw, dla ktérych 2 < f(x) £ 3.

2.33. Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby x, ¥ z, L.

log, 0,25 log, 18 -1
e — :| 3 ’ = ’ t= 3— 2
%) % log, 3 log, 5, y =083 (‘/_) Z log, 3 (\/_ \/_)
2
b) x=log, (\/g—\/i)+log1(\/g+\/§), y=log, 7-log,9, z:§I0g1125,
2 2 2 2

t=log, 0,125

2
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2.34. Dany logarytm nalezy do przedziatu (k, k + 1), gdzie k € Z. Podaj k.

a) logs 5 b) log, 3 c) logis 7 d) log, 4
2 3

e) logs 21 f) log, 5 g) log; 50 h) log, 19
8 3

2.35. Okresl, czy podana liczba jest dodatnia, ujemna czy réwna zero.

log, 3+log. 5
log, 7 81 Bs
a) b) —2
log, 3+log, 8 log, 15
2 3 5
lo \E-H -
J log, v/2 —log, 6 ) g2 %oz 5
Iog1_11—log} 17 logg V11 —log, J5
3 3 5
2.36. Rozwiagz nierownosci.
1.
a) x-log3§~<log,_ 8 b) x-log, s 5>log, s 25
c) x-(log;3 - log,9)<1 d) x-log;0,1>(1-x)-log, 100
2.37. Pordwnaj liczby x i y.
a) X = 510338 L y= 2Iog3 16 b) rems 5|0g25 Y= 7|c}g2 5
log, 3 log, 5
C) X=3Iog,0,2’ y:5lug,0,{}4 d) x=4 5 ; y:3 =

. . 1
2.38. Do wykresu funkcji g (x) = log x — b, gdzie x > 0, nalezy punkt A[B,IJ.
a) Oblicz b.
1 5
D b) Wykaz, ze g[z]ug(Z)HogS:O.

P . 1
D 2.39. Do wykresu funkgji f(;f)zrlcagr:i x+m, gdzie x > 0, nalezg punkty A[EJ],

2
B(8, -3). Wykaz, ze r + m jest liczba pierwsza.

2.40. Miejscem zerowym funkji h%x) = k -logs x + p, gdzie x > 0, jest liczba 9.
Do wykresu funkgji b nalezy punkt A(1, 2).

a) Wyznacz liczby k i p.
b) Oblicz warto$¢ funkeji h dla argumentu 3+/3 .
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x—4
2.41. Wykres funkgji f(x)=1+(-§] przecina wykres funkeji g(x) = log , x

w punkcie o rzednej 2.
a) Oblicz a.

b) Naszkicuj wykresy funkcji f i g we wspdlnym uktadzie wspétrzednych i podaj zbior
rozwigzan nieréwnos’cif(x) -2 g(x).

2.42. Wyznacz dziedzing funkdji f.
a) f(x) = log (2x + 10)  b) f(x) = log (4_x) 10 c) f(x) = log,, (9 —x7)

2.43. Wyznacz dziedzine funkgji f.

a) f(x)=log, 1;x b) f(x)-——logl (4)(2 +12x+9)
c) f(x)=log, (x4 —9x2) d) f(x)=ln(42"—8")

e) f(x)=log, (3—12){—5[) f) f(x)=logy, [|x+1|—%)
2.44. Wyznacz dziedzine funkdji f.

a) f(x) = log, , ; (4 - x?) b) f(x)zlogPX_3| (5-x)

c) f(x)=log, . (x3 +2x+ 3) d) f(x)=log, (2" —16\/5)

e) f(x)=log|x_1|_2 (x—e) f) f(x)=log,, .. (2sinx—1)

2.45. Zbadaj, czy funkcje f i g sg réwne.
a) f(x) =log, (x —2)+Iogl (x+2), g(x) =log, (x2 ~4)

b) f(x) =In (x —1) —In (3 -x), g(x)=In ii;
¢) f(x) = log, (9x> — 6x + 1), g(x) = 2log, (3x - 1)

d) £(x)=log, x*, 9(x)=4-log,

3 3

35



30 Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakres rozszerzony

D 2.46. Wykaz, ze funkcja:

8—x
a) f(x)=x*log—= jest ta,
) F(x) g8+xj parzysta

b) g(x) =log, (]x|-x) nie jest ani parzysta, ani nieparzysta,
2

c) h(x)=ln(x+\}1+x2) jest nieparzysta.

D 2.47. Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja:
a) f(x)=log,x jest rosnaca w zbiorze (1, +c),

b) g (x) = In® x jest malejaca w zbiorze (0, 1),

O

h (x) = log; (X + 1] jest rosngca w zbiorze (—1, +oo),

o
—_—

t(x) = logs (2 = x) jest malejaca w zbiorze (—oo, 2).

2.48. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktérych funkcja:

a) f(x):logiﬂ X jest rosnaca, b) g(x)=logy .4  x jest malejaca.
3k-1

2.49. Rozwigz nieréwnos¢. Podaj najmniejszg lub najwiekszg liczbe catkowita,
nalezgca do zbioru rozwigzan tej nierownosci.

a) (1—log,5)x > 2 b) xlog,3 < 2 —xloga 5
c) xlog, 4<1+3%:%.x d) x-log1%>—x—3
3 2

D 2.50. Wykaz, ze funkcja }‘(x):lag1 (x2 +4x+4) przyjmuje w przedziale <-1, 2)
2
najmniejszg wartos¢, rowng —4.

2

o . o .
D 2.51. Wykaz, ze funkcja h(x)zln(xufe:—] przyjmuje w przedziale <—2—,~> naj-

wiekszg wartosé, rowng 1.

2.52. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dziedzing
funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.

a) f(x) = logs (mx* + 4mx + m + 3)
b) £(x) = In [(m*+ m —)x* + (m = 2)x + 1]
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Przeksztatcenia wykresow
funkeji logarytmicznych

2.53. Naszkicuj wykresy funkgji.
2) £(x) = log , 9x b) f(x)=log,> ) f(x)=logys(~2x)
X

d) f(x) = 10865 (x +2)  €) f(x) = log,(1-x) f) f(x)=log, (4x—12)

2.54. Dana jest funkcja f(x) = log, (x - 5), gdzie x > 5.
a) Naszkicuj wykres tej funkgiji. |
b) Podaj argument, dla ktérego wartos¢ funkgji f jest rowna 2.

c) Oblicz wartos¢ funkgji f dla argumentu 5%.

2.55. Naszkicuj wykres funkcji f(x)=log, (x+3)-1, gdzie x € (-3, +00).
3

a) Oblicz wspdtrzedne punktu wspélnego wykresu funkgeji f i osi OY.
b) Oblicz wartos¢ funkeji f dla argumentu 6.
c) Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw wartosci funkcji f sa wieksze od —3.

2.56. Naszkicuj wykres funkcjif(x) = —log; (x + 1), gdzie x € (—1, +00).
a) Sprawdz rachunkowo, czy liczba 0 jest miejscem zerowym funkcji f.

b) Dla jakich argumentdw funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie?

c) Dla jakich argumentéw wartosci funkcji f s3 mniejsze od —2?

2.57. Naszkicuj wykres funkcji g (x) = — 2 — logo s (x — 1), gdzie x e (1, +o0). Na pod-
stawie tego wykresu podaj zbiér rozwigzan:

a) réwnania g (x) = 1 b) nieréwnosci -2 < g(x) < 1.

2.58. Naszkicuj wykres funkcji h (x) = logs (—x) — 2 i podaj jej dziedzine.
a) Odczytaj z wykresu zbidr rozwiazar nieréwnosci h (x) < -1.
b) Sprawdz rachunkowo, czy do wykresu funkgji A nalezy punkt A(—S"’gﬂg,o).

57
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2.59. Na rysunku obok przedsta- ] 1t ; .

wiono wykres funkcji y = g(x), kto- | P I O B _

ry otrzymano, przesuwajgc réwno- I | ] e

legle wykres funkcji f(x) = log; x | Y S T T S - — s
- 4 ' % g8 9 10 11 12 13X

o wektor u =[1,-3]. I |

a) Napisz wzér funkcji g i podaj jej -
dziedzine. —T=4

b) Rozwiaz graficznie réwnanie B
g(x)=4-x.

2.60. Wykres funkcji f(x)=log, x przesunieto réwnolegle o wektor v =[0,-2].
2

Nastepnie otrzymany wykres przeksztatcono przez symetrie osiowa wzgledem osi OX

i otrzymano wykres funkcji y = g (x).

a) Napisz wzor funkeji g i naszkicuj jej wykres.
b) Rozwiaz graficznie nieréwnoéc g(x];XT”.

2.61. Funkcja h jest okreslona wzorem h(x)=log, (2x—x2)*|081 (2—-x).
2 2

a) Wyznacz dziedzine funkcji h i naszkicuj wykres tej funkciji.

b) Podaj zbiér wartosci funkgji h.

2.62. Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = logs (4 — x°) — logs (2 + x).
a) Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj wykres tej funkcji.
b) Rozwigz graficznie nieréwnosc f(x) > X + 2.

2.63. Rozwiaz graficznie réwnania.
a) log; (x 1) =4 -x b) log, (1-x)=2—|x|

3
c) Ic)gz(—x)=§(x+1)2 d) log, x = -

2.64. Rozwiaz graficznie nieréwnosci.

a) logy (x —2) =1 > 4x — x° b) 1_'0g1x>%

c) 2+log, (x+2)>~|x~2) d) log, (—x)-1>

2
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2.65. Naszkicuj wykresy funkcji i oméw ich wtasnosci.

a) f(x) = log 3 x* b)f(x):loga(x2+2x+1)
c) f(x)=|log, \“‘+4| d) f(x)=-log, %x
) f(x)= %rogg(x—z)z 9 f(x)z.ogz%

2.66. Dane s3 funkcje f(x) =%Iog2 (xz _4x+4) oraz g (x) = 3log; (x - 2).

a) Wyznacz dziedzing funkgji f oraz dziedzine funkcji g.
b) Rozwiaz graficznie nieréwnoséé f(x) + g (x) < 0.

2.67. Dane s3 funkcje f(x)=log, (xz -—6x+9) oraz g(x)=2log, (3—-x).
3 3

a) Wyznacz dziedzine funkgji f i dziedzine funkgji g.

b) Naszkicuj wykresy tych funkcji w osobnych uktadach wspétrzednych.

c) Podaj zbiér wartosci funkgji h(x) = 2/ -9, gdzie x e (—oo, 3).

2.68. Rozwiaz graficznie réwnania.

=0 b) log, [x|=1-x*

c) log, (x —3) = 1 —logs (x — 1) d) log, (|x|+2)=-x*+2

2.69. Rozwiaz graficznie nieréwnosci.

a) 2-|logy x| >x-5 b) [log, (x—3)-1

2

c) [1-1og, (—x)|>1 d) Jlogs |x|[x| -4

>3—4x—ﬂ

2.70. Naszkicuj wykres funkgji f. Podaj dziedzing i zbiér wartoéci tej funkcji.

1
log, —
X

2) F(x) =™ b) f(x)=3"0" g f(x)=x"2 d) £(x)

logg x
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Réwnania logarytmiczne

2.71. Rozwiaz réwnanie. Pamietaj o okreéleniu dziedziny tego réwnania.
a) log;(x—1) =5 b) log, (2x+5)=-2 c) 10825(5"‘):4

3

53
d) logz?[ : < ]=§ e) log,|x—7|=0,5 f) log s |x +2/=0

2.72. Rozwigz réwnanie. Pamietaj o okresleniu dziedziny tego rownania.

1 3 5 2

l —:3 e e _—

a) 08, . b) IOE; S 2 c) 1085 il =
3 5

) log =075 @) log, (¢ +1)=1 ) logy 70

w

2.73. Rozwiaz réwnanie. Pamietaj o okresleniu dziedziny tego réwnania.

a) Iog1 (x2 +2x+3)=—1 _ b) log, (x2 — 1) =3
3
c) log (9—4x2)=2 d) logos (x* + 4x + 4) = -2
o |
e) Iog27(x2—4x+3):§ ) Iogzﬁ(5+4x—x2)=2

2.74. Rozwiaz réwnanie. Pamigtaj o okreéleniu dziedziny tego rownania.

a) log, (|x—2|+1):% b) Iog£|x]=—2
5

) logy, (jx+3]-2)=0,75 d) 108, (4~|5—x]):%
e) log, (I—-x—7|+2):-% f) log s (3—[1—2x]) =2

32
2.75. Rozwiagz réwnania.
a) log, 27 =3 b) log, 81 = 2 c) log,, 16 = —2
d) Iogi 1=-1 e) log,.36=1 f) log, ,25=2

(x-1)
5

2.76. Rozwiaz réwnanie. Pamietaj o okresleniu dziedziny tego réwnania.
a) log,, ;25 =2 b) log;_, 81 =4 ) l0gy, 127 = 3
d) log,, (4x — 1) =2 e) log, (6x —9) = 2 f) log,_,(2-x) =0
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2.77. Rozwiaz réwnania.
1

a) Iogz,ﬁg:*l b) log, ., (3x* +3x) =3 ¢) log,_, (x*—ax +4) =1
1 2
d) log,., (X*+7)=2 | . | f) lo 3x2 —3)=2
) ng +1 (X ) e) ogS—x x+7 ) gxz—l( )
2.78. Rozwiaz réwnania.
a) loga (logsx) = 0 b) log, (logsx) =1
c) log [3 + 2log (1 + x)] =10 d) log, [14083("‘*4)]:*1
2
1
- e) log ;[ 3+log, (log, x+10) |=2 f) log, | 3,5-3log, (Iog5x+1):|=— =
25 8
2.79. Rozwiaz rownania.
3
a) log, x=4-log, x+6 b) [Iogz (x — 1)] =125
2 2
o) |OE1X'(2|081X—7J=4 ' d) 4log? (x+5)_1:0
3 3
2log - x+4
e) V2 =log, 81 f) 2-log: (x+3)=logs(x+3)+1
Ic)g\},i X
2.80. Rozwigz réwnania.
a) logs (x + 2) = logs (2x + 1) b) log, (x—3)+log, x=-1
4 a
c) log, (x+1)~|c)g1 (1-x)=1 d) logz x + log, (x + 2) = log, (8x)
2 2
e) logs (3x + 1) — logs (1 — x) = logs x
f) Iog—;-(x-i-lo)=Iog(21x—20)—|og(2x—-1)
2.81. Rozwigz réwnania.
a) log? x—2=log, x —2log: x b) In*x +2Inx +3=0
| 1 2

c) log; (x—1)+3log;(x—1)=4 d) 5_|Dgx+1+|0g){=

-1
s ) 1+log(x—1) 1

2 + _
) In X+|n2x 1-log®(x—1) 1-log(x—1)

1
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2.82. Rozwiaz rownania.

a) 2logs (x — 5) — logs 4 = logs (3x — 20)

c) %log(x~5)+log\/2x—3 +1=log30

Iog(9—x3) B
log(3-x) -

e)

2.83. Rozwiaz réwnania.
a) log, x*> — 2 = 2log, (x - 1)

f)

b) log/5x—4 +logvx+1=2+l0og0,18

d) log, \/;+%Iog4 (x+4)=1,25

In(2x-19)—In(3x—-20)
Inx

b) log, (xz - 2) —0,5log, (x2 —6X + 9) =

c) log (7x — 9)? + log (3x —4)* = 2

d) log, (x+1)* +log, x+1|=6

2.84. Rozwiaz réwnania.

a) log, x+log ; x+log, x=5
2

c) logs (x — 3)? = logs (x* + 1)

e) log, 9-log,, 3 =log, 3

2.85. Rozwiaz réwnania.

a) 2log, x* —log; (—x)=4

2 - 3logx

E) xlog, 3x =

2.86. Rozwiaz réwnania.

a) Iog3(3" + 8) =2-X

c) log, (25 +3 ~ 1) = 2 + log, (5*** + 1)

2 1
e) log, (3"; +1)—Iog6(32_" +9):Iog5§

b) logag (x+ 2)2 ~log, % = |0 X
6

d) log, 2 -log,, 2 = logie, 2

1

f) log,8—log,, 8 =—
) 3 log, (2x)

b) %Iogo,‘1 (x2 +4x+4) =2—-logj , (—x-2)

2—£Iogx

dx 2 =100

) (\/;)Iogsx—l e




2. Funkcja logarytmiczna £

2.87. Rozwigz uktady réwnan.

log4x+|og4y:1+log49 b) logx+logy=3
2 x+y=20 logx—logy=1

r X
) Iog2(1+;]=2~log2y J {Iogyx—logxyzo
Cl] s

2log, x+log,y=3
log, (xy)=1 g2 2
y

372" =576 (V2) -5° -80=0
e) 1 )

log ; (v —x)=4 log, (x—y)=-1

3

D 2.88. Wykaz, ze jesli dla pewnej liczby rzeczywistej x, liczby: log; (x + 3), 3 + log, 2x,
log, (60x + 4) w podanej kolejnosci sa trzema kolejnymi, poczatkowymi wyrazami
Ciggu arytmetycznego (an), gdzie n € N, to suma n kolejnych poczatkowych
wyrazéw tego ciggu jest réwna n® + n.

D 2.89. Wykaz, ze jesli dla pewnej liczby rzeczywistej x, liczby: 1, logs (x - 1),
x+1

log, w podanej kolejnosci sg trzema kolejnymi, poczatkowymi wyrazami

nieskoriczonego ciggu geometrycznego (bn), to suma wszystkich wyrazéw tego
Ciggu jest rowna 2.

2.90. Rozwiaz réwnanie wiedzac, ze jego lewa strona jest szeregiem geometrycz-
nym zbieznym.

log, (x—4)  logs (x—4)

a) log, (x—4)+ 5 +.=4
b) log? (l—xz)-llogi (1~x2)+llog:’i (1—x2)—...=log1(1—x2)
8 3 3 o % B

2.91. Rozwigz réwnanie. Pamietaj o wyznaczeniu dziedziny réwnania.

a) 3log? sinx +log, (1—cos2x)=2 b) log s, (1+cosx)=2

¢) log, ct::osx+lt::gl (—sinx)=0 d) log,.,  Sin x + log;, , cos x = 2
2
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Nieréwnosci logarytmiczne

2.92. Rozwia? nieréwnosci.

a) log, (x~2)<log, (4-x) b) log,|x—3|<log, 8
3

3

c) I(:JgE l—2:(

4

<-1 d) log ; (3x+1)<4

e) 0,5+Iog3(\/§x—1)zlog3 (\/g—x) f) logo, (3 — x) —2 < logo,, (x +23)

2.93. Rozwiaz nieréwnoéci.

a) log, x° > log, (2-x) b) log, (x* + x) — 2 > log, 3
2 2

c) log, (xz +2x+1)>0 d) log ; (x—3)+log g (x—2)<2
3

e) log, (5+4x—x2)>—3 f) log, x+log, (x2 —1)2|082 (2"2 _2)
2 3 3 3

2.94. Rozwia? nieréwnosci.

a) log, x—log, (2-x)>-1 b) Ioggx—+221
a a A
c) logs (x* + 1) — logs (x — 1) < logs (x + 2)
d) log 1 (x+2)-log ¢ (x+10)< ~log ;- (x+1)
B 5 5
2.95. Rozwiaz nieréwnosci.
a) Ioglx-(loglx—2]<3 b) 3log, x—1>2log2 x
2 7
2
c) log} x—8>7log, x-(log, x—2) d) >0
{Iog1 x—Z]-logl X
4 4
g 1 o 1 g Logc 1
log; x—2  log; x Inx Inx-1

2.96. Rozwigz nierownosci.

1
a) log, x-log, x <log, 81 b) logs x-log, x+10g2§;0
5 5 3 -
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2. Funkcja logarytmiczna

c) I0g1[10g4(x2_5):|>0 d) Iogé[logagix)Z—l

3 2

2.97. Wyznacz dziedzine funkgji f.

3) f(x)=log,.s(x* —4)+6-2x b) f(x)=

d f(x)=|og2[1—log£(x2_5x+6)} d) f(x)= IOgIX_ZX_

2

e) f(x)=yIn(x-3)-In(8—x) 0 f(X)=ln[ln(x_e AH

2.98. Rozwiaz nieréwnosci.

a) log, (x ~1)+log, ., 2>log, (x+1) b) log, x>log,3-2,5

J) [In(x + 1) —In(x + €) + 1] - [In(4—x)] <0
log, x*

d) log, 8+log, 8 < -
Py 2 log,x" -4

2.99. Rozwiaz nieréwnoéé wiedzac, ze lewa strona tej nierdwnosci jest szeregiem

geometrycznym zbieznym.

1
a) logy x+log? x +log? X+ <5

b) log, ()(—ZL)+I<:|gZi (x—l)+|c>g3l (x-1)+..<1

4 4 4

) (1-logx)? + (1 —log x)* + (1 —log x)* + ... < 3log x — 1

2.100. Rozwiaz nieréwnosci.

a) log, (3x +4) <2 b) log , x>0 c) log,,0,3<0  d) log,, [xz __;_x]>1

x-1 x+5

2.101. Rozwiaz nieréwnosci.

Iugi(x2—5x+8) |ng.3_x__1
a) (g] : 1.2 bj i@ M2 nid

0B, 3

| 6
C) 2Iogl(}'x+14) <0,5 x+8 d) a2 log, x >‘3JO,0082|03'X-1
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2.102. Rozwiaz nieréwnosci.

a) log, (2”1 -4)@08_1 b) logs (3**1 + 1) > 1 + log; (9* - 2)

2

2" +1

c) log, (':’.-2"r +3)glmgE (4" —1)~1 d) log, (9"*2 +3“2)+1 >0

3 3 2

2.103. Rozwiaz nieréwnoéci.

a) /logEx+2 >log, x b) \/3—log, x <log, x—1
2

2

2.104. Rozwiaz nieréwnoéci w przedziale <0, 27:).

a) |°8ﬁ cosx<—1 b) log, cos2x > —log, sinx
2

; 1
c) log 5 sinx < log ; cosx—1 d) logz1 sinZXQZ
4

Zastosowanie funkeji wyktadniczej

i funkeji logarytmicznej do rozwigzywania
zadan umieszczonych w kontekscie
praktycznym

2.105. W laboratorium wyhodowano pewna kulture bakterii. Zauwazono, ze jesli

masa bakterii jest réwna 5 g, to dalszy ich rozwdj przez 30 dni opisuje funkcja

w(t) = B Wl P & (0, 30), gdzie w(t) oznacza mase (w gramach) tej kultury

bakterii po t dniach od rozpoczecia obserwacji.

a) Jaka bedzie masa bakterii po 4 dniach obserwacji? Wynik podaj z doktadnoscig
do 0,1 g. :

b) Po ilu dniach masa bakterii sie podwoi?

c) Po jakim czasie masa bakterii osiggnie 6 g? Wynik podaj z doktadnoécia do jednej
godziny.

d) Jaka bedzie masa bakterii po 30 dniach? Wynik podaj z doktadnoscia do 0,1 g.

2.106. Ciecz podgrzano do temperatury 100°C, a nastepnie umieszczono ja w lo-
déwce, w ktorej temperatura byta réwna 0°C. Wiadomo, ze temperature T (w °C)
tej cieczy po x minutach od wtozenia do lodéwki opisuje funkcja T(x) =100.2 01,



2. Funkeja logarytmiczna

———

a) Jaka bedzie temperatura cieczy po 10 minutach?
b) Jaka bedzie temperatura po 30 minutach? Wynik podaj z doktadnoscig do 0,1°C.
c) Po jakim czasie temperatura bedzie réwna 25°C?

d) Po jakim czasie temperatura bedzie réwna 20°C? Wynik podaj z doktadnoscia
do 1s.

2.107. Pan Nowak zatozyt w banku lokate w wysokosci 10 000 zt na procent skta-
dany z kwartalng kapitalizacjg odsetek. Roczne oprocentowanie tej lokaty wyno-
si 8% i sie nie zmienia.

a) Oblicz, ile zarobi pan Nowak na tej lokacie po 6 kwartatach.

b) Po ilu kwartatach zysk z lokaty bytby réwny co najmniej 500 zt?

W obliczeniach uwzglednij 19-procentowy podatek od dochodéw kapitatowych.

2.108. Pani Kowalska chce zatozyé w banku lokate na 100 000 zt. Ma do wyboru
dwie oferty.

| oferta — lokata na 6 kwartatéw na procent sktadany, oprocentowanie w kazdym
kwartale 4%, kwartalna kapitalizacja odsetek;

Il oferta — lokata na 4 kwartaty na procent sktadany, oprocentowanie w kazdym
kwartale 6%, kwartalna kapitalizacja odsetek.

W obu ofertach trzeba uwzglednié¢ 19-procentowy podatek od dochoddéw kapi-
tatowych.

a) Ktdéra oferta jest korzystniejsza dla pani Kowalskiej i o ile ztotych?

b) O ile kwartatéw powinna by¢ przedtuzona korzystniejsza lokata, aby zysk pani
Kowalskiej byt réwny co najmniej 30 000 z1?

2.109. W lutym 2022 r. na Morzu Battyckim, ok. 100 km od wybrzeza polskiego,
miato miejsce trzesienie ziemi o sile 2,6 w skali Richtera. Oblicz amplitude tego

A . . . .
trzesienia ziemi, korzystajgc ze wzoru R =I0gA—, gdzie R jest sitg trzesienia ziemi
0
mierzong w stopniach w skali Richtera, A — amplitudg trzesienia ziemi mierzong
w centymetrach, A, — amplitudg wzorcowa o wartosci 10 ™4 cm.

2.110. W czerwcu 1996 r. w okolicach Augustowa miato miejsce trzesienie ziemi.
Amplituda tego trzesienia byta rowna ok. 2 cm. Oblicz site tego trzesienia ziemi
w skali Richtera, korzystajac ze wzoru z poprzedniego zadania.

2.111. Jedna z najwiekszych znanych liczb pierwszych jest liczba 282589933 _ 1,
Oblicz, ile cyfr w zapisie dziesietnym ma ta liczba.
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2.112. Korzystajac z kalkulatora zapisz przyblizenia danych liczb w postaci a- 10",
gdzie g € (1, 10), n N.

a) 88% b)*e¢# ) 888° d) 8815 - 15%

2.113. Czas potowicznego rozpadu polonu 21°Po jest réwny 138 dni.

D a) Korzystajac ze wzoru N = N-e™#, gdzie 1 — stata rozpadu promieniotworczego,
wykaz, ze funkcje f, ilustrujaca przebieg rozpadu 20 g polonu w zaleznosci od cza-
t

su t liczonego w dniach, opisuje wzér f(t) =20'(1]138 :
2

b) Oblicz, ile gram polonu pozostanie z probki 20 g po uptywie 100 dni.

c) Oblicz, po jakim czasie pozostanie z probki 1 g polonu. Wynik podaj z doktadnos-
cig do 1 godziny.

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 2.

-4
1. Liczba (2—I0g127] jest rowna:

3

A. -1 B.0,2 | D.5

2. Liczba log, [(\E)G (\5)9 (\5)13] jest podzielna przez: .
A.7 B.4 L D. 6

3. Jedli x =log 12 + (log, 10)?, to 10* jest réwne:
A. 48 B.32 C. 24 D. 16

1 .
4. Liczba (3—log,5)-logy — jest:
= 16
A. liczba pierwsza B. liczbg catkowitg ujemng
C. liczbg niewymierng D. liczbg nieparzysta

5. Jeélilogs4 = a, to liczba log, Y432 jest réwna:

a+3 2
A.%a+3 . 12 C. Sg+1 p, 20+1

3 3 3




2. Funkcja logarytmiczna 4.9

6. Niech x=8"%3,y =log,5, z=log, 7. Woéwczas:
2

AxEy <z Bz x =y C.y<asn Dz yp<x

7. Do wykresu funkeji logarytmicznej f(x) = log , x nalezy punkt P(4, -2). Wéwczas:

A.f(8) >0 B.f(1) =1 C. f(ﬁ):—o,s D. f[%]:-.z

8. Przeksztatcajac wykres funkcji f (x) = log x przez symetrie osiowg wzgledem
prostej y = x otrzymamy wykres funkcji:

A. y=log, x B.y = Iog(—x) C.y=—logx D. y = 10*
o :

9. Funkcja g(x) = log, _gsn (x + 7) jest malejaca tylko wtedy, gdy:
A.m € (6, 8) B.m <6 C.m>8 D.m e (-7,0)

10. Funkcje f(x) =Iogﬁ x—2 orazg (x) =4~ — 8 majq wspdlne miejsce zerowe.
Wowczas m jest rozwigzaniem réwnania:

2

Am’=1 B. |m+5|=1 o ‘m—1%|=0 D. (m +3)*=0

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 2.

11. Oblicz:
a) 2—log,3+log, 12

_ 1 1
log; 1024 -ZSI%E__

2
logs 2

i )
5]034 8+0,5

12. Uporzadkuj liczby a, b, ¢, d w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a=2!og£(\/§—1,), b:Iog30,8+Iog30,2 . c:log34—log4100, dzlogEB*IoggéL

5 5 5 5 5 5

13. Do wykresu funkeji f(x) = log, x + b, x € R,, naleza punkty M(1, 1) i N(8, -4).
a) Oblicz a i b.

b) Naszkicuj wykres funkgji f.

¢) Podaj zbior rozwiazan réwnania f(x) = -3.

d) Podaj zbiér rozwigzari nieréwnosci f(x) > 1.
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x+b
14. Wykresy funkgiji f(x) = log, (x + a) i g(x):(—;—) —1 przecinajg 0$ OY
w punkcie o rzednej 2.
a) Wyznacz liczby a, b. Podaj dziedzine funkcji f oraz dziedzing funkcji g.
b) Oblicz miejsca zerowe obu funkgji.
c) Naszkicuj wykresy funkcji f i g we wspélnym uktadzie wspétrzednych.

d) Odczytaj zbidr argumentdw, dla ktérych obie funkcje przyjmuja jednoczesnie
wartosci dodatnie.

15. W laboratorium podgrzano pojemnik z ptynem, a nastepnie pozwolono, by
ptyn wystygt. Temperature ptynu T (°C) opisuje wzor funkcji T{t) =90-15"%,
gdzie t oznacza czas stygniecia w minutach.

a) Jaka temperature miat ptyn, gdy rozpoczynat sie proces stygniecia?

b) Jaka jest temperatura ptynu po pigtej minucie?

c) Ze wzoru T = 90-1,57 %% wyznacz t. Oblicz, ile minut potrzeba, aby ptyn osiggnat
temperature 40°C.

16. Rozwiaz réwnanie, korzystajac z wykreséw odpowiednich funkcji.
a) 3’_2—3=I0g1(x—2) b) Iog3(—x) f Lo r+t

2
17. Rozwiaz nieréwnosé, korzystajac z wykreséw odpowiednich funkcji.
a) log, (x—3)<log,(x—6)-2 b) 3—log, (x+2)<3™"

2 4

18. Rozwigz rownania.

a) log, (xz —3x):—2 b) log, 81 =2
2
¢) log,. (4x—4)=1 d) log, [log; (2-x) |=-1
2
. " . f = .
e) logs x - (logsx —3) +2=0 ) o og(x—2)+1

D 19. Wykai, 7e jesli x = 2logz 10 oraz y = log 2, to 3*— 10 = 98.

D 20. Wykaz, ze jesli x=

1 i
3log, 2 log, 7

, to liczba 8% + 7" jest podzielna przez 7.

D 21. Wykaz, ze liczby Iog3 (I::)gz,B-log8 9) i 1+Iog£ (3—2ﬁ)+log\/§ (3+2\5)

s3 rowne. 2




2. Funkcja logarytmiczna

D 22. Wykaz, ze liczba spetniajgca réwnanie logoes X = 0,5 jest o 50% mniejsza
od liczby Iogh,i 16 .

D 23. Wykaz, ze jeélia > 2 oraz 9°%(?"2 =16, to 3logy 160 = 1.

(Jj) :8§, to 2+Iog1(az+b2)=0-
5

D 24. Wykaz, ze jesli (ﬁ)”-s":ma i

D 25. Wiadomo, ze liczby p i g s3 dodatnie, g < 6 oraz p + 2g = 4. Wykaz, ze

8+p
logﬁ?_—q=2.

26. Liczby -3, 2log, (x - 3), 3log; (x — 3) + 4, s3 w podanej kolejnosci trzema po-
czatkowymi wyrazami nieskonczonego ciagu arytmetycznego (an)
a) Wyznacz x.

b) Podaj ogélny wyraz ciagu (a,).
c) Oblicz sume @, + ag+ ag+ a1p+ ... + ays.

27. Lliczby 1, log, (x - 2), log, (x + 2) + 2, s3 w podanej kolejnosci trzema poczat-
kowymi wyrazami nieskoriczonego ciagu geometrycznego (b,).

a) Wyznacz x.

b) Podaj wyraz ogélny ciggu (b,) w przypadku, gdy ten ciag nie jest monotoniczny.
c) Oblicz dziesiaty wyraz ciagu (b,) w przypadku, gdy ten ciag jest rosnacy.

log? 4 —log? 2

D 28. Wykasz, ze 5 5 =5
logs 14 +log; 7 —log, 14 -log, 49

3+2ab

D 29. Wykaz, ze jesli log,3 = a oraz logs 5 = b, to log,,200 = -
a

2 2 log(logz
D 30. Wykaz, ze jedli y=10" i z=10", to x* = g(zg )
D 31. Wykaz, ze jesli liczby a, b sa dodatnie, a > 3b oraz a®> + 9b% = 7ab, to
log(a—3b)=log~/ab .

1, 2
D 32. Wykaz, ze jeélia > 1, to log, n+§Iogn02§.
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5w g N § 1
D 33. Wykaz, zejeslia, b e (0, 1) oraz In—--InE:Q yto g —-
a e

D 34. Dana jest funkcja g(x)=log, x_—;_’ gdzie x € (—4, —3>- Wykaz, ze najmniejszq
+

8

wartoscia funkcji g jest liczba —%.

'35. Do wykresu funkcjif(x) =a-log, (x + 1) + b, gdzie x € (—1, +oo), nalezg punkty
A(3, 1) oraz B[-%,4].

a) Wyznacz liczby a, b.

b) Naszkicuj wykres funkcji g(x)=|f(|x|)‘ i podaj zbiér wartosci tej funkcji.

36. Rozwiaz réwnania.

| i-8)-2
Q) ———+— =g+('°gx\/5)2 b) o5 (<" -8) )
log zx log,, x 4 |og2\5(x*2)

37. Rozwiaz nieréwnosci.

X—1
a) log, [Iog3 ]+1>0 b) log, 2-log,, 2 -log, 4x > 1
3 X+2
c) log, x-log, x<log, 37 d) (57 < |

3

38. Woyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych réwnanie
4x - (x + 2) = log, (m + 1)‘1 z niewiadomga x ma dwa rozne rozwigzania, ktorych
suma odwrotnosci jest rowna —8.

39. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych nieréwnosé
x%-logsm < 1— 2x jest spetniona przez kazdj liczbe rzeczywistg x.

40. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych réwnanie
log, (x — m) — log; (2x + 1) = 0 z niewiadomg x ma rozwigzanie.
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3 « Elementy statystyki

Sposoby prezentowania danych zebranych
w wyniku obserwacji statystycznej

3.1. Odpowiedz na nastepujace pytania.

a) Czym zajmuje sie statystyka opisowa?

b) W jaki sposob przeprowadza sie obserwacje statystyczna?
c) Co nazywamy préba?

d) Jakie cechy statystyczne nazywamy cechami mierzalnymi, a jakie cechami niemie-
rzalnymi? Podaj po-trzy przyktady cech mierzalnych oraz cech niemierzalnych.

3.2. W pewnym miescie komendant policji przeanalizowat liczbe wypadkéw

drogowych z ostatniego roku, spowodowanych przez kierowcéw samochodéw
osobowych na terenie

:iﬁg r::zitcjyizd:vqu(;iiir:f Przyczyna wypadku Liczebnos¢
Wyniki przedstawia tabela Przejazd na czerwonym swietle 81
obok. Jazda z nadmierng predkoscia 144
Przedstaw zebrane dane — =

w postaci diagramu ko- Wymuszenie pierwszenstwa 90
lumnowego i diagramu Jazda pod wptywem alkoholu 135

czestosci wzglednych.

3.3. Wychowawca klasy 4a przeanalizowat liczbe spdznien poszczegdinych ucznidow
tej klasy na pierwsze
godziny lekcyjne w listo-
padzie. Wyniki badan s3
przedstawione w tabeli
liczebnosci. 0 | 11

a) lle os6b liczy klasa 4a?

b) Sporzadz diagram stup-
kowy oraz diagram ko-
towy procentowy liczby
spoznien.

Liczba spéinien przypadajgca

. . Liczebnos¢
na jednego ucznia

3
2
4
5

Bl N
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3.4. Wsréd 20 uczniéw klasy 4b przeprowadzono ankiete, dotyczaca dzienr]e_]
liczby godzin, przeznaczonych na odrabianie lekcji. Zebrano nastgpujace wyniki:

05133250515234051111525 4321
a) Przedstaw zebrane dane w tabeli liczebnoéci oraz na diagramie kolumnowym.

b) Oblicz, jaki procent badanych ucznidw przeznacza co najwyzej 2 godziny na od-
rabianie prac domowych.

3.5. Firma badajgca rynek gier prze-
prowadzita sonde na prébie 200 lo-
sowo wybranych ucznidw, w ktorej
zapytano o liczbe posiadanych gier
komputerowych. Otrzymane wyniki
przedstawia diagram obok.

a) Przedstaw zebrane dane na diag-
ramie stupkowym,

b) llu sposréd badanych uczniéw ma
co najmniej 3 gry komputerowe?

3.6. W firmie zatrud-
niajacej 50 oséb zba-
dano, jakimi srodkami
lokomocji pracownicy
dojezdzajg do pracy. Wy-
niki przedstawia diagram
czestosci wzglednych.

czestosé wzgledna

] ] samochad stuzbowy

| samochad wiasny

WAL

a) Oblicz, jaki procent
pracownikow firmy
dostaje sie do pracy
innymi srodkami transportu, niz komunikacja miejska.

. komunikacja miejska

$rodek lokomocji

b) lle 0séb przyjeidia do pracy samochodem stuzbowym, a ile na motocyklu lub
na rowerze?

c) Sporzadz diagram kotowy zebranych wynikow.

g -

3.7. Diagram obok przedstawia liczbe 5 |

wystawionych mandatéw w wybranym 8 3

dniu przez patrole policji drogowej gl

W pewnej gminie. gt -

a) Jaka liczbe patroli poddano temu : B
badaniu? o ‘l _

b) llu kierowcéw zostato ukaranych 4

2

mandatami przez badane patrole?

3 4 5
liczba mandatow
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c) lle mandatéw przypada érednio na jeden patrol policji?
d) Przedstaw zebrane dane w tabeli czestosci wzglednych.

4 - rd
Srednia z préoby
3.8. Srednia arytmetyczna liczb 2, 3, 3, 5, 4, 2, x, 6, 9, 1 wynosi 4. Oblicz x.

3.9. Srednia arytmetyczna wieku druzyny pitkarskiej jest rowna 24 lata. Gdyby
uwzglednic wiek trenera, to $rednia arytmetyczna wieku wszystkich dwunastu oséb
wyniostaby 26 lat. Ile lat ma trener?

3.10. Ankieter przeprowadzit sonde telefoniczna na prébie 30 os6b. Badana cechg
byta dzienna liczba godzin przeznaczana na ogladanie telewizji. Otrzymat nastepu-
jace wyniki. '

185251 3546215383052 110

2 0534455052 3142314
a) Przedstaw zebrane dane na diagramie kolumnowym.
b) Jaka jest érednia czasu ogladania telewizji w ciagu jednego dnia w badanej probie?
c) Jaki procent badanych oséb przeznacza wigcej czasu na ogladanie telewizji, niz

wynosi srednia? Wynik zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.

d) lle sposréd badanych oséb oglada codziennie telewizje w czasie dfuiszym, niz
podwojony $redni czas?

3.11. Na diagramie kotowym pro-
centowym przedstawiono wyni-
ki pomiaru wzrostu trzynastolet-
nich dziewczynek w pewnej szkole
podstawowej.

a) Oblicz $redni wzrost trzynastolet-
niej dziewczynki.

b) Przedstaw zebrane dane na diagra-
mie czestosci wzglednych.

c) Wiedzac dodatkowo, ze zmierzono wzrost 75 dziewczynek, sporzadz tabele
liczebnosci.

d) lle dziewczynek z badanej grupy wiekowej ma wzrost powyzej $redniej?
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3.12. W bibliotece szkolnej zbadano, ile ksigzek wypozyczyli uczniowie klas dru-

gich pewnego technikum w ciggu pierwszego semestru. Uzyskane wyniki przedsta-
wia ponizsza tabela.

Liczba wypozyczonych ksigzek | 0 1 2 3 4 5 7 8
Liczba uczniow 12131 |17 |32 | 12 | B 2 4

a) Oblicz srednig liczbe wypozyczonych ksigzek w danym semestrze przez ucznia
drugiej klasy technikum.

b) Jaki procent uczniéw klas drugich wypozycza wiecej ksigzek, niz wynosi ta
$rednia?

T
JIEINN

2 ]_20%

3.13. Zbadano liczbe zwolnier lekarskich
pracownikow pewnej firmy przypadajacych

na ostatni rok. Wyniki przedstawia diagram
obok.

a) Jaka byta $rednia liczba zwolnien przypa-

dajaca na jednego pracownika tej firmy
w ostatnim roku?

45%
b) Wiadomo, ze w badanym okresie firma za-
trudniata 200 oséb. Oblicz, ile oséb byto
na zwolnieniu lekarskim co najmniej dwa razy.

liczba zwolnieri lekarskich w ciagu roku

0% 10% 20% 30% 40% 50%

procent pracownikow

c) O ile procent wiecej pracownikéw korzystato ze zwolnienia lekarskiego niz tych,
ktorzy nie byli na zwolnieniach lekarskich ani razu?

3.14. W miastach AiB badano niezaleznie liczbe samochodéw w rodzinie na réw-
nolicznych prébach. Wyniki przedstawiajg ponizsze diagramy.

miasto A ‘ miasto B

liczba samochoddw E 1407
w rodzinie o 120+
3 100 |
S { |82
= gg4—t- :
604156}

r Tagl |7
a0 -
20- ‘ 118

liczba samochodow

a) lle badanych rodzin z miasta A nie ma samochodu?

b) Jaki procent badanych rodzin z miasta B ma co najmniej dwa samochody?
c) Oblicz $rednia liczbe samochoddw w rodzinie w kazdym z miast A i B.

d) Jaka jest érednia liczba samochodéw w rodzinie dla obu tych miast?
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3.15. W zaktadzie produkcyjnym robotnicy wytwarzajacy jednakowe detale pra-
cujq na dwie zmiany: 30 oséb na pierwszej zmianie i 20 oséb na drugiej zmianje.
Zbadano liczbe wadliwych detali, wykonanych przez poszczegdlnych pracownikdéw
w okreslonym czasie. Ponizszy diagram przedstawia liczby robotnikéw kazdej zmia-
ny, ktorzy podczas produkcji wykonali jeden, dwa, trzy albo cztery wadliwe detale.
Pozostali robotnicy wyprodukowali detale bez wad.

a) Ilu robotnikéw zaktadu wyproduko-
wato tylko niewadliwe detale? Jaki
to procent wszystkich pracownikéow?

b) Ktéra zmiana wykonuje érednio B 7 -
mniej wadliwych detali, przypada- -
jacych na jednego robotnika? A g 3 A

c) Oblicz $rednig liczbe wadliwych de- At el

tali wyprodukowanych przez jedne-
g0 pracownika zaktadu.

=
(%]
l

[y
=]

L

|

liczba oséb

t\' =
; |

3.16. W sklepie znajduje sie 50 par spodni, wérdd ktérych jest 12 par spodni
o dtugosci 1,2 m kazda. Pozostate spodnie majg dtugosc 1,24 m oraz 1,3 m. Srednia
dtugos¢ wszystkich spodni w tym sklepie jest réwna 1,264 m. Oblicz stosunek liczby
spodni o dtugosci 1,24 m do liczby spodni o dtugosci 1,3 m.

3.17. W trzech klasach czwartych pewnego liceum przeprowadzono prébng ma-
ture z matematyki w zakresie podstawowym. Srednia liczba zdobytych punktow
w klasie IVa wynosita 25, w klasie IVb wynosita 30, a w IVc byta réwna 32. Spraw-
dzian pisaty 32 osoby z klasy IVa oraz 25 0séb z klasy IVb. Oblicz, ile oséb z klasy
IVc uczestniczyto w tym sprawdzianie, jesli srednia zdobytych punktéw, przypada-
jaca na jednego ucznia tych trzech klas, byta réwna 28,575.

3.18. W pewnej uczelni o przyjeciu na pierwszy rok studiéw decyduje $rednia wazona
punktdw, uzyskanych na maturze w zakresie rozszerzonym z matematyki, geografii oraz
wybranego jezyka obcego. Wagi punktéw uzyskanych z tych przedmiotéw sa nastepu-

jace: z matematyki 0,65, z geografii 0,2, a z jezyka obcego 0,15. Eliza i Jacek uzyskali
na maturze wyniki przed-

Stawione w tabel, Matematyka | Geografia | Jezyk obcy
Ktdra z tych oséb ma wigk- Eliza 38 pkt 24 pkt 48 pkt
sze szanse dostania sie do

26 pk 40 pkt 50 pkt
tej uczelni na studia? JAgeX i Up =

3.19. Firma A sprzedata swoje akcje w trzech turach w iloéciach 2 : 3 : 5, kolejno
W cenie 40 zf, 60 zt i 100 zt za jedna akcje. Firma B sprzedata 30% swoich akgcji
w cenie 50 zt za jedng akcjg, 22,5% akcji — po 70 zt za akgje, a pozostate akcje —
po 80 zt za sztuke. Poréwnaj srednie ceny akcji obu firm.

ST
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3.20. Witasciciel kawiarni, chcac wprowadzi¢ do karty nowa kawe, przeprowadzit
ankiete oceny tej kawy na prébie 20 losowo wybranych klientéw. Klienci oceniali
kawe w trzech kategoriach: barwa, smak i zapach — przyznajac w kazdej z tych
kategorii liczbe punktéw od 1 do 10. Wyniki tej ankiety sa przedstawione na dia-
gramach ponizej.

8
liczba punktow

barwa smak zapach
s T e ” .
8 6 - b4 e g -
.g 5_. - ) S— iz H
c . u 0,5"
2 B B | i3
1 10
am = : aspd
3=
24| - 1 L‘P_!-go_
g : 10| e |
i) D6pkt [} |
prkt 2 4 5 9 10

liczba punktéw
B 10 okt

Nastepnie wtasciciel chce wyznaczyé érednie arytmetyczne X8, Xs, Xz punktéw
uzyskanych odpowiednio w kategoriach barwa, smak, zapach i na koniec obliczy¢

$rednig wazong tych liczb, gdzie xs ma wage 2,5, xs — wage 4, a Xz — wage 3,5.
Witasciciel wprowadzi te kawe do statej sprzedazy tylko wtedy, gdy $rednia wazona
bedzie wigksza od 70. Czy nowa kawa bedzie w statej ofercie tej kawiarni?

Mediana z préby i moda z préby.
Skala centylowa

3.21. Wyznacz mode (dominantg) oraz mediang zestawu danych statystycznych,
przedstawionych w postaci zestawu liczb.

a)2 222455567 b)1244458838
)313512335542132 d012301230123

3.22. Wyznacz mode oraz mediane zestawu danych statystycznych, przedsta-
wionych w postaci:

a) tabeli liczebnosci b) tabeli czgstosci
Wartosé 3 (12| 5| 9 Wartosé 3|45 )| 8|89
Liczebnoéé| 7 | 2 | 4 | 6 Czestosc 1171111
wzgledna |90 1351 5 | 3 | 6
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3.23. Wyznacz mode oraz mediang zestawu danych statystycznych, przedsta-

wionych w postaci:
a) diagramu kolumnowego

licrebnotd
v

l

- AW
T |

s

wartosé

¢) diagramu kotowego procentowego

wartosé:

3.24. W biegu przetajowym zmierzono czas 28 0so-
bom, ktére pierwsze przekroczyty linie mety. Ich
wyniki przedstawia diagram kolumnowy na rysunku
obok. Wyznacz mode, mediane oraz Srednig aryt-
metyczng czasu uzyskanego przez tych zawodnikéw.

3.25. Tabela obok przedstawia oce-
ny uczniow klasy czwartej, uzyskane
z pracy klasowej z matematyki.

a) Wyznacz mode i mediane tych ocen.

b) Oblicz $rednig ocen z pracy klasowej.

b)

diagramu stupkowego

5 —— W
8 ! N ) N S O O O
26 R T
.l. . : !
al N |
2 | |
i i

1 T oIt T T T T T T

01 23 45 6 7 8 9 10
liczebnosé

d) diagramu czestosci wzglednych

0,6_ o ._]._... .._...___.I_

o
(%, ]
L

o e
= NW
1 |

|

czestosé wzgledna
o
L

‘i'

0 1

e

e}
|

8_ —— |

liczba zawodnikéw
~J
L

E-... IS

30 31 32 34 40 42 52
czas (min)
Ocena ‘i 2 3
Liczebnos$¢ | 4 | 8 12| 6 | 2

c) Jaki procent uczniéw dostato oceny pozytywne?
d) Sporzadz diagram kotowy procentowy ocen.

29
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3.26. Pan Kowalski dojezdza do pracy autobusem i przychodzi na prz\fs"tanek.o sta-.
tej porze. Postanowit zapisac czas oczekiwania na autobus z doktadnoscig do jednej
minuty przez kolejne 22 dni robocze. Otrzymat nastgpujace dane.

10 510 5107 1052 8 53 104357 105 8 10 5
a) Sporzadz diagram czestosci wzglednych otrzymanych wynikow.
b) Wyznacz mode i mediane czasu oczekiwania.
c) Oblicz $redni czas oczekiwania na autobus.

d) Oblicz, jaki procent stanowity dni, w ktérych czas oczekiwania na autobus byt
wiekszy od sredniej.

3.27. Egzamin testowy z przepiséw ruchu

drogowego zdawato jednoczeénie 50 oséb.

Liczbe popetnionych btedéw w tej probie

przedstawia diagram kotowy procentowy.

a) Aby zda¢ egzamin, mozna byto popetni¢
co najwyzej dwa btedy. lle 0séb z tej pré-
by zdato egzamin?

b) Oblicz érednia liczbe popetnionych
btedéw.

liczba bledow

c) Jaki procent zdajgcych popetnito wiecej btedéw, niz wynosi srednia?
d) Wyznacz mediane popetnionych bteddw.

3.28. Wyznacz naturalne liczby ai b, a > b, dla ktdérych érednia arytmetyczna ze-
stawu danych 3,2, 4,1, 3,1, 4,5, a, b jest réwna 2,8, a jedyna modga tego zestawu
jest liczba 3.

3.29. Wyznacz dwie naturalne liczby x iy, x <y, dla ktérych zestaw dan\{ch:
6,5, 2, 7 4,3, x, y ma tylko jedng modg, a mediana tego zestawu danych jest
rowna 4.

3.30. Mediana zestawu danych 2, 12, 7, 10, 3, 18, 2, 15, 20, k jest rowna 9. Oblicz
$rednig arytmetyczng tych danych.
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3.31. Rysunek ponizej przedstawia siatke centylowa masy ciata chtopcéw w za-
leznosci od ich wieku.

< 100 - T T T | ] I
= At . - - |-
P N A Y
S |
s BN
BO +—1—+— i
70 _"_I:' ;"'____ ""‘_‘_://‘/ G
60 L
»a
| 1/ F //
50 ' > fs _J/
b b // L e |
404 il A | A
| o~ e //
30___ .}‘,/ / _.//
20 ~ "":":__—-""'# L e
g § | | |
T NN
10 : | | | |

7369836993691936977369153697336974369753609,¢3 69173 691'8
Wiek (lata; miesigce)

a) Tomek ma 13 lat i 9 miesiecy i wazy 60 kg. Ktéremu centylowi odpowiada waga
tego chtopca?

b) lle procént chtopcow w wieku 16 lat i 6 miesiecy ma wage nie wigksza niz 50 kg?

el
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3.32. W 2018 roku w pewnej gminie do egzaminu maturalnego z matematyki
na poziomie rozszerzonym przystapito 400 uczniéw. Za rozwigzania zadan wysta-
wiano tylko catkowite liczby punktéw, maksymalnie mozna byto uzyskac 50 punk-
téw. Ponizsza tabela ilustruje wyniki procentowe tego egzaminu, wraz z odpowia-
dajgcymi im wartosciami centylowymi.

Wyniki egzaminu maturalnego z matematyki — poziom rozszerzony
wynik wartoscé wynik wartoséé wynik wartosc
procentowy | centyla | procentowy | centyla | procentowy | centyla
0 4 34 53 68 84
2 11 36 55 70 85
4 17 38 57 72 86
6 22 40 59 74 87
8 26 42 61 76 88
10 30 43 63 78 89
12 33 46 65 80 | 90
14 36 48 67 82 91
16 39 50 69 84 92
18 41 52 70 86 93
20 43 54 72 88 94
22 44 56 76 90 95
24 45 58 77 92 96
26 46 60 79 94 97
28 47 62 80 96 98
30 49 64 81 98 99
32 51 66 83 100 100

a) Z tego egzaminu Antek uzyskat wynik procentowy 56%. lle to punktow? lle pro-
cent oséb przystepujacych do tego egzaminu miato wynik co najwyzej taki, jak
wynik Antka?

b) Ilu maturzystéw uzyskato wynik stabszy od wyniku Antka?

c) llu maturzystéw uzyskato wynik procentowy z przedziatu (52%, 58%)?

d) lle 0s6b uzyskato co najmniej 40 punktéw? Jaki to procent zdajacych?

e) Podaj mode i mediang uzyskanych punktow z egzaminu.

f) Oblicz érednia liczbe uzyskanych punktow.
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wariancja i odchylenie standardowe

3.33. Oblicz na dwa sposoby wariancje zestawu danych.

1 1
a1 1223334 b)j_g 1& 1_?_ s ol
5 5 10 5 2

)3 57 20 84 d-3 -3 -3-168 1215 20 30

3.34. Wyznacz odchylenie standardowe zestawu danych, z doktadnoscia do dwéch
miejsc po przecinku.

a)-5 —4 2 7 10 18 21 24 bi11 13 15 21 33

3.35. Srednia arytmetyczna liczb x, y, z wynosi 7, a wariancja tych liczb jest réw-

2 .
na 4-3—. Oblicz sume kwadratéw tych liczb.

D 3.36. Suma trzech liczb x, y, z wynosi 6, a ich wariancja jest réwna 21. Wykaz,
ze suma kwadratdw tych liczb jest réwna 75.

3.37. Srednia arytmetyczna liczb a, b, ¢, d jest réwna 6, a suma kwadratéw tych
liczb wynosi 170. Wariancja zestawu danych ka, kb, kc, kd wynosi 58,5. Oblicz k.

3.38. Liczby dodatnie x, y, z t spetniajg warunek 4x* + % + 2y* = 3-(278 — 22).

Odchylenie standardowe zestawu liczb x, x, x, X, y, ¥, 2, z, z, t wynosi 0,2+/641 .
Oblicz $rednig arytmetyczng tego zestawu.

D 3.39. Srednia zestawu trzech liczb @, b oraz c jest réwna x,, a odchylenie stan-
dardowe od tej sredniej jest rowne o;. Zestaw trzech liczba + 8, b + 8ic + 8

ma $rednig arytmetyczna ;2 i odchylenie standardowe .. Wykaz, ze:

a) ;2 =;1 +8 | b) O1= 03

D 3.40. Dany jest zestaw czterech liczb: @ — 2b, a — b, a + b oraz a + 2b, gdzie
a > 2b > 0. Wykaz, ze jesli odchylenie standardowe od srednne; tych liczb jest

réwne 5410, to b = 10.

D 3.41. Liczby a, b, ¢, d w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny. Sred-
nia arytmetyczna tych liczb jest rowna 2,5, a ich wariancja wynosi 1,25. Wykaz,
tea’+ b3+ 2+ d® = 100.
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3.42. Ponizsza tabela przedstawia miesieczne wynagrodzenia netto pracownikow
pewnej firmy.

Wynagrodzenie
1700 | 2480 | 2600 | 3640 | 4420 | 4860 | 7680 | 8500 | 10800
miesieczne (z1)

Liczba
2 1
pracownikow . . 1 4 3 o 2

a) Wskaz mode i mediane miesiecznego wynagrodzenia w tej firmie.
b) Oblicz srednig miesieczng ptace. Wynik podaj z doktadnoscia do jednego grosza.

c) Jaki procent pracownikéw ma pface nizsza, niz wynosi miesieczna $rednia? Wynik
zaokraglij do 1%.

d) Oblicz odchylenie standardowe od $redniej miesiecznej ptacy. Wynik zaokragli]
do 1 zt.

3.43. Producent czekolady informuje, ze jedna tabliczka czekolady wazy srednio
120 g + 1,8 g. Organizacja konsumencka zbadata wage losowo wybranych 10 tabli-
czek tego producenta i otrzymata nastepujace wyniki:

118 g 119g 121g 1205g 119,5g 119g 120g 122g 123g 117g
a) Oblicz érednig wagg tabliczki czekolady w badanej prébie.
b) Oblicz odchylenie standardowe od éredniej wagi tabliczki czekolady.
c) Czy wyniki przeprowadzonego badania pokrywaija sie z informacjg producenta?

3.44. Badano skutecznos$é BT T T T T T T 7]
dwéch druizyn pitkarskich, E JEE BEREEEEEREEER
poréwnujac liczbe zdobytych 2 j:;_ N EEEEN N
bramek w 20 zagranych przez = gl L L O T

kazdg z tych druzyn meczach. i B . -

Wyniki przedstawia diagram 4 T e M e R -
obok. 34— s — | !
Oblicz $rednig i odchylenie N N I’ '

standardowe liczby zdobytych il ,

bramek przez kazdg z tych dru- 0 1 2 3 4
zyn. Scharakteryzuj te druzy- lizzbahramek
ny, korzystajgc z obliczonych

wielkosci.

3.45. Na diagramach na nastepnej stronie przedstawione sg wyniki punktowe dwaéch

tucznikow, osiggniete przez kazdego z nich w dziesigciu treningowych strzatach.

a) Podaj mediane punktéw zdobytych przez kazdego tucznika.
b) Oblicz $rednig liczbe punktéw w pojedynczym strzale kazdego tucznika.
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c) Wyznacz odchyle- | tucznik I fucznik"
nie standardowe S5 S D i Sk D
od sredniej liczby
punktow dla kaz-
dego tucznika.
Wynik podaj z do-
ktadnoscia do

liczba strzatéw
liczba punktéw

jednego miejsca 20 24 28 30 123456
po przecinku. liczba punktow liczba strzatow
d) Ktéry z zawodni-

kow miat bardziej stabilng forme?

3.46. Firma transportowa ,Przeprowadzka”, zbadata liczbe otrzymanych zlecen

W poszczegdlnych miesigcach 2021 r. Zebrane dane sa przedstawione na diagramie
kolumnowym.

Ego ———
S70{ -
2604
= 504—
404 —
304
20 A
1011

Lo wm W v vV v X X XX
miesiace
a) Wyznacz mediane liczby zlecen.

b) Oblicz $rednig miesieczng x liczby zleced. W ktérych miesigcach liczba zlecen
przekroczyta srednig?

c) Oblicz odchylenie standardowe o od $redniej miesiecznej liczby zlecen.

d) W ktérych miesigcach liczba zleceh byta mniejsza niz X-0o7?

3.47. Zaktad produkuje $ruby, ktére majg mie¢ diugoé¢ 25,5 mm. Kontrola jakosci
zmierzyta dtugosci 20 losowo wybranych $rub z danej serii. Ponizszy diagram pro-
centowy kotowy ilustruje wyniki pomiardw.

a) Oblicz Srednig dfugos$é s$ruby x
w wylosowanej prabie.

b) Wyznacz odchylenie standardo-
we ¢ od sredniej dtugosci sruby.

c) Czy wszystkie wyniki pomiaréw
nalezg do przedziatu

(25,5 -0c; 25,5 + o)?

diugosc sruby
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Test sprawdzajqcy do rozdziatu 3.

1. Pewna firma telekomunikacyjna przeprowadzita ankiete telefoniczng na probie
300 losowo wybranych abonentéw, pytajac o liczbe posiadanych telefonow komor-
kowych. Wyniki tej sondy sg przedstawione na ponizszym diagramie.

lle sposrod ba 3 T T o i s !
) 3% — =, o

danych oséb %4 _J BN f;_ |

ma co najwyzej 3, [ | | ' | | !

dwa telefony - ,

komorkowe?
A. 82
B. 65
C. 246 . . | EERR
D- 186 — . : I T Ii | = ' :. - : : T T ™
8 10 17 20 30 40 45
liczba oséb (w procentach)
2. Diagram obok ilustruje rozktad g T T A fpa
ocen z matematyki na pétrocze, ® 0'4“"7 1N
uzyskanych przez wszystkich uczniéw :§ gt L
pewnej szkoty sredniej. T NN
024——"—
Srednia semestralna ocen z mate- )
matyki w tej szkole jest réwna: oL 1——'
A. 3,275 B. 3,315 [ 1
C. 3,405 D. 3,425 S

3. Przeprowadzono sonde uliczng, zadajac pytanie: ,lle godzin w tygodniu przezna-
cza Pan (Pani) na zajecia

sportowe?” Wyniki tego Liczbagodzin| 0 | 1 | 4 | 6 10 | 12
badania ilustruje tabela

obok. Liczba oséb 5112 6 (15| 4 |10 | 2
Moda liczby godzin prze-

znaczonych tygodniowo na zajecia sportowe wyniosta:

A. 6 B. 15 C.9 D.12

(¥ -1)(2x +18x)(x* ~5x+6)

4. Mediana wszystkich rozwiazan rownania

2
jest rowna: 3x°+6x+3
A. 2 5. 12 g1 D 1
2 2



3. Elementy statystyki o7

5. Srednia arytmetyczna dwdch liczb dodatnich jest réwna 1,2. Wariancja tych liczb
wynosi 0,16. Wskaz zdanie prawdziwe.

A. Suma tych liczb jest réwna 0,6.

B. Liczby te sg réwne 1,3 oraz 1,1.

C. Wartos¢ bezwzgledna réinicy tych liczb wynosi 1.
D. Jedna liczba jest dwa razy wieksza od drugiej. _

6. Skoczek narciarski wykonat 5 skokdw, ktérych dtugosci byty réwne: 130 m,

120 m, 100 m, 126 m, 124 m. Odchylenie standardowe w tej serii skokéw jest liczbg
nalezaca do przedziatu:

1 1
A. [9, 9-—> B. 91, 10 C. | 10, 1{11 D. 10—,11>
2 2 2 2

7. W zestawie danych x, 4,7, 5,8, 7, 3, 5, 9, 2 liczba x jest jedyng dominanta. Me-
diana tych liczb wynosi 6. Wéwczas:

A.x=5 B.x =6 Cx=7 D.x =8

8. Niech M, M,, M, M, oznaczajg mediany danych statystycznych, odpowiednio
w przypadkach |, 11, I, IV.

l. Il
1,373,3,51,1,6 1125

cecha 3|14|5(6(7]8
liczebno$¢ |34 56|78

£

liczebnodé
<N o w
]
{
_}_
S TR
|
-t | .!_.'
-
-«_-L—-.--—--—-:
|
f
|
S -
) S e |

wartosc

Wskaz zdanie fatszywe.

My+my L1

A 2 45 B. M, > M, C. M =M, D. M+ M, =9
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Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 3.

9. Liczba lekarzy, pracujacych w przychodni zdrowia, jest o 4 wigksza niz liczba
pozostatych pracownikéw tej przychodni. Srednia pensja lekarzy zatrudnionych
w tej przychodni wynosi 3850 z, zas $rednia pensja pozostatych pracownikéw jest
0 1900 zt nizsza. Wiedzac, 7e $rednia ptaca wszystkich pracownikéw tej przychodni
jest rowna 3090 zt oblicz, ilu lekarzy pracuje w tej przychodni.

10. W pewnym liceum zbadano, ile ksiazek wypozyczyli uczniowie klas trzecich z bi-
blioteki szkolnej w | semestrze. Wyniki przedstawia diagram stupkowy procentowy.

a) Oblicz $rednia liczbe ksigzek wy-

pozyczonych przez trzecioklasiste Ejﬁ
w | semestrze. S 4

b) Wiedzac dodatkowo, ze 80 ucz- 33 =
nidw klas trzecich wypozyczyto £e
wigcej ksigzek, niz wynosi érednia E ;
przypadajgca na jednego ucznia, B P i 30%
oblicz liczbe trzecioklasistow tego priacen yexnibik KiSS aRad)
liceum.

11. Wyznacz liczby naturalne x, y wiedzac, ze:

a) $rednia arytmetyczna zestawu liczb 3, x,4,3,y,2,5,4,4,3 wynosi 3,6, a jedyng
dominanta tego zestawu jest liczba 3

b) $rednia arytmetyczna zestawu naturalnych liczb x, y,3,5 1,78, 12, 15, 10 jest
rowna 7,1, a mediana tych liczb jest wieksza od x i wynosi 7,5.

N
j
|

12. Janek zapisat wyniki 50 rzutéw
szescienng kostkg do gry. Na rysunku
obok znajduje sie diagram czestosci N I S W
wzglednych tych wynikéw. S 1N N SN O A S (S ™

liczba wzgledna

a) Podaj mode i mediane liczby wyrzu-

manych w pojedynczym rzucie.

T
conych oczek. 7 JEX
b) Oblicz $rednig liczbe oczek, otrzy- i [E’
1 2

c) Wyznacz wariancje i odchylenie stan-
dardowe od $redniej liczby oczek. liczba oczek

13. Maciek ma z matematyki nastepujace oceny: 4, 4, 2, 5, 5. Tomek réwniez ma
5 ocen, wsrod nich sg oceny 2, 3, 3. Wyznacz pozostate oceny Tomka wiedzac,
ze jego Srednia ocen jest o 1 mniejsza od éredniej ocen Macka, a wariancje ocen
obu chtopcéw s3 takie same.
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14. Diagram stupkowy na rysunku obok

przedstawia liczby posiadanego rodzenstwa

32 uczniow tworzgcych klase 1b w pewnej

szkole podstawowej. Wiadomo, ze zadne

dwie osoby z tej klasy nie sg spokrewnione.

a) Podaj mediane i mode liczby wszystkich
dzieci w badanych rodzinach.

b) Oblicz $rednia liczbe dzieci w tych ro-
dzinach.

c) Wyznacz odchylenie standardowe od
sredniej liczby dzieci w rodzinie. Wynik
podaj z doktadnoscig do catoéci.

z1
e
=X

=]
s1

8 1
6 -
4
24

0 1 2 3 )

liczba rodzeristwa

15. W pewnej szkole sredniej przeprowadzono w klasach drugich sprawdzian diag-
nostyczny z matematyki. Badaniem objeto 100 uczniéw. Za rozwiazania zadan przy-
znawano catkowite liczby punktéw, maksymalnie mozna byto uzyskac 20 punktéw.
Wyniki procentowe uczniéw wraz z odpowiadajgcymi im wartosciami centylowymi

ilustruje ponizsza tabela.

Wyniki sprawdzianu diagnostycznego z matematyki

wynik wartosé wynik wartosé wynik wartosc¢
procentowy | centyla | procentowy | centyla | procentowy | centyla

0 8 35 30 70 88

5 3 40 a7 75 S0

10 6 45 43 80 92

15 10 50 55 85 94

20 15 55 69 90 97

25 15 60 78 95 99

30 25 65 86 100 100

a) lle punktéw zdobyta Kinga, ktéra uzyskata ze sprawdzianu wynik réowny 35%?
b) lle 0s6b osiggneto wynik lepszy niz Kinga?
c) lle oséb tacznie uzyskato wynik punktowy z przedziatu (13, 17)?

d) Wskaz mode uzyskanych punktdéw.
e) Jaka jest mediana wynikow?

f) Oblicz érednia liczbe punktéw ze sprawdzianu.

9
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4. Rachunek prawdopodobienstwa

Kombinatoryka — powtérzenie

4.1. Z trzech kolo-

" Kolor figury
rowych papieréw Ola
wycieta 22 rozréznial- Rodzaj figury niebieski 20ttty czerwony
ne figury. Liczby roz- trojkaty 3 0 7
nych figur w danym
kolorze przedstawia kwadraty 4 - 5
tabela obok. kota 1 2 4

Oblicz, na ile sposobéw mozna wybra¢ jeden tréjkat, jeden kwadrat i jedno koto:
3) w takim samym kolorze b) tak, aby kazda figura byta w innym kolorze.

3
|
J

4.2. Tworzymy liczbe trzycyfrowa, ktdrej cyfra setek nalezy do zbioru A = {8, S
cyfra dziesigtek do zbioru B = {0, 1, 2}, a cyfra jednoéci do zbioru € = {3,4,5,6,7
Oblicz, na ile sposobéw mozemy utworzyé liczbe:

a) parzysta, b) wiekszg od 903,

c) ktorej iloczyn cyfr jest liczbg podzielna przez 8,

d) ktorej suma cyfr jest liczbg nieparzysta.

4.3. Ze zbioru A = {1, 2, 3, 4, 5} wybieramy trzy rézne cyfry i tworzymy liczbe
trzycyfrowa. Oblicz, na ile sposobow otrzymamy liczbe:

a) podzielna przez 4 b) wigksza od 240.

4.4. Oblicz, ile jest liczb czterocyfrowych, ktore mozna utworzyc z roznych cyfr
nalezgcych do zbioru X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} i ktdre sa:
a) podzielne przez 5 b) mniejsze od 3500.

4.5. Oblicz, na ile sposobéw mozna utworzyé¢ czterocyfrowy kod PIN, w ktorym:
a) co najmniej jedna cyfra nie jest zerem,

b) pierwsza cyfra jest o 3 wieksza od ostatniej cyfry,

c) kazda kolejna cyfra jest mniejsza od bezposrednio ja poprzedzajgcej o 1,

d) suma cyfr jest réwna 4.
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4.6. Naile sposobéw mozna utworzy¢ dziewieciocyfrowy numer telefonu komor-
kowego, jesli:
a) wszystkie cyfry tego numeru sg réine oraz pierwsza cyfra nie jest réwna 0,

b) pierwszg cyfra tego numeru jest 6 lub 8, a pozostate cyfry s3 jednakowe i rozne
od podanych cyfr,

c) pierwsza i siodma cyfra to cyfry nieparzyste mniejsze od 6, a pozostate cyfry
sq wieksze od 5,

d) poczatkowe trzy cyfry sg réznymi liczbami pierwszymi, a pozostate cyfry sg do-
wolnymi liczbami parzystymi?

4.7. Mamy prostokatne kawatki materiatéw w pieciu réznych koloraf:h i w jedna-
kowych rozmiarach. Oblicz, na ile sposobéw mozemy utworzy¢ choragiewke, taczac
ze sobg poziomo trzy takie kawatki:

a) w réznych kolorach,
b) z ktérych dwa sa w jednym kolorze, a pozostaty kawatek w innym kolorze.

4.8. Oblicz, na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 4 rézne listy w pieciu szufladach
ponumerowanych kolejno liczbami 1, 2, 3, 4, 5:

a) w dowolny sposéb,

b) tak, aby kazdy list trafit do innej szuflady,

c) tak, aby kazdy list trafit do szuflady oznaczonej liczba pierwsza,
d) tak, aby co najmniej jeden list trafit do pierwszej szuflady.

4.9. Oblicz, naile sposobéw mozna ustawic¢ 3 kobiety i 3 mezczyzn w jednej kolejce:
a) dowolnie,

b) tak, aby osoby tej samej pici nie staty obok siebie.

4.10. Oblicz, na ile sposobéw mozna ustawi¢ na potce, w jednym szeregu ksiaiki'
A;B C D.E.FG:

a) w dowolnej kolejnosci, ;
b) tak, aby tomy A, B, C staty obok siebie w podanej kolejnosci,
c) tak, aby ksigzki E i F nie staty obok siebie.

4.11. Oblicz, ile jest réznych:

a) pieciowyrazowych ciggow o wartosciach ze zbioru {1, 2, 3},

b) czterowyrazowych ciggow roznowartosciowych, o wartosciach ze zbioru
siedmioelementowego, '

c) siedmioelementowych podzbioréw zbioru dziesiecioelementowego,

d) trzywyrazowych ciggéw malejacych o wartosciach ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
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4.12. Klasa IV b sktada sie z 13 dziewczat i 12 chtopcéw. Oblicz, na ile sposobéw
mozna wybrac z tej klasy:

a) kolejno dwie osoby, z ktérych pierwsza bedzie przewodniczacg klasy, a druga
zastgpcy przewodniczacego,

b) dwie osoby, ktére beda reprezentowat klase poza szkota,

c) jednego chtopca i jedng dziewczyne,

d) dwie osoby do delegacji, w ktérej bedzie co najmniej jedna dziewczyna.

4.13. Wszyscy uczniowie klasy IV a uczg sie jezy- Klasa IV a
ka angielskiego oraz co najmniej jednego z trzech
jezykow: francuskiego (F), hiszpariskiego (H) lub
niemieckiego (N) - zgodnie z diagramem przedsta-
wionym obok. Na ile sposobéw moina wybra¢ z tej
klasy jednoczesnie dwie osoby:

a) ktére ucza sie jezyka francuskiego lub jezyka
hiszpanskiego,

b) z ktérych tylko jedna uczy sie jezyka francuskiego,

c) z ktorych co najmniej jedna uczy sie jezyka niemieckiego,

d) z ktérych co najwyzej jedna uczy sie zaréwno jezyka francuskiego jak i jgzyka
hiszpanskiego.

4.14. W Kklasie IV c jest 10 dziewczat i n chtopcéw, n > 1. Oblicz n wiedzac,
ze liczba mozliwych wyboréw z tej klasy dwuosobowej delegacji:

a) w ktérej bedzie co najwyzej jeden chiopiec, jest réwna 185,
b) w ktdrej bedzie co najmniej jeden chtopiec, jest rowna 255.

4.15. Danych jest 8 punktéw, z ktérych dowolne trzy nie sa wspétliniowe. Oblicz:
a) ile réznych prostych mozna poprowadzic¢ przez te punkty,

b) ile mozna utworzy¢ réznych trojkatéw, ktérych wierzchotkami sg trzy punkty
wybrane z danych punktéw.

4.16. W klasie jest 17 chtopcéw i 15 dziewczat. Oblicz, na ile sposobow mozna
wybraé z tej klasy trzyosobowa delegacje, sktadajaca sie:

a) z jednego chtopca i dwoch dziewczyn,

b) z co najmniej dwdéch dziewczyn,

c) z co najmniej jednego chtopca,

d) z co najwyzej dwéch dziewczyn.
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4.17. lle réinych kodoéw literowych mozna utozyé, przestawiajac litery wyrazu:
a) MAMA b) BAOBAB c) PRABABCIA d) KAWALKADA?

4.18. Oblicz, na ile sposobdw z talii 52 kart mozna wybrac 5 kart, w ktorych beda:
a) trzy asy i dwie damy b) jeden as, jeden krél i jedna dama
c) co najwyzej jeden krol d) co najmniej trzy asy.

4.19. Oblicz, na ile sposobdw z talii 52 kart mozna wybra¢ 13 kart, w ktérych beda:
a) dwa piki i jeden trefl, b) co najwyzej dwa piki,
¢) co najmniej jedna karta w czerwonym kolorze,

d) cztery karty w jednym karcianym kolorze i pozostate po trzy karty w innych
karcianych kolorach.

4.20. Oblicz, na ile sposobdéw mozna 6 oso6b:

a) posadzi¢ przy okragtym stole na nieponumerowanych krzestach,

b) posadzi¢ przy okrggtym stole na ponumerowanych krzestach,

c) posadzi¢ w trzech ponumerowanych tawkach, jesli miejsca w tawkach sg roz-
roéznialne,

d) posadzi¢ w trzech ponumerowanych tawkach, jesli miejsca w tawkach nie sg roz-
réznialne,

e) ustawic jednoczesnie w trzy pary, jesli kolejnos¢ par nie ma znaczenia i miejsca
W parze nie s3 rozroznialne.

4.21. Oblicz, ile jest wszystkich pietnastocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych
zapisie dziesietnym iloczyn cyfr jest réwny 8.

4.22. Oblicz, ile jest wszystkich dwudziestocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych
zapisie dziesietnym iloczyn cyfr jest rowny 12.

4.23. lle jest wszystkich dziesieciocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie
dziesietnym suma cyfr jest rowna 5?

4.24, lle jest wszystkich jedenastocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie
dziesietnym suma cyfr jest rowna 6 i nie wystepuja cyfry 3 oraz 5?
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Doswiadczenie losowe

4.25. Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie kostka dwunastoscien-
ng. Zapisz przestrzen zdarzer elementarnych, jesli:

a) scianki kostki majg rézne numery od 1 do 12,

b) wszystkie scianki kostki sg rozréznialne, 5 $cianek jest czerwonych, 4 Scianki
sq niebieskie, 2 zielone i jedna jest fioletowa.

4.26. Doswiadczenie losowe polega na rzucie jedng moneta oraz dziesiecioscienng
kostka do gry, ktéra na kazdej $ciance ma umieszczong inng cyfre. Wypisz wszystkie

zdarzenia elementarne tego doswiadczenia. Nastepnie opisz symbolicznie przestrzen
zdarzen elementarnych.

4.27. Dane sq zbiory: A = {1, 2,3}, B = {4, 5, 6, 7, 8}. Tworzymy liczbe dwucy-
frowa, wybierajgc losowo cyfre dziesigtek ze zbioru A i cyfre jednosci ze zbioru B,
Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne tego doswiadczenia. Nastepnie opisz sym-
bolicznie przestrzen zdarzeri elementarnych.

4.28. Ze zhioru A = {1, 2, 3, 4, 5} losujemy kolejno dwie cyfry i zapisujemy je w ko-
lejnosci losowania, tworzac liczbe dwucyfrowa. Wypisz wszystkie mozliwe wyniki
tego doswiadczenia w przypadku, gdy:

a) losowanie odbywa sie bez zwracania wylosowanej liczby do zbioru A,

b) losowanie odbywa sie ze zwracaniem wylosowanej liczby.

4.29. Ze zbioru cyfr {1, 2,3,4,5,6,7,8, 9} losujemy kolejno dwie cyfry i zapisuje-
my liczbe dwucyfrowa. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiadczenia
losowego i okresl liczbe tych zdarzenr, jesli losowanie odbywa sig:

a) ze zwracaniem b) bez zwracania.

4.30. Okreélamy wspétrzedne punktu P na ptaszczyinie w uktadzie wspétrzednych
w nastepujacy sposob. Ze zbioru wszystkich cyfr losujemy kolejno dwie cyfry. Pierw-
sza wylosowana cyfra oznacza pierwsza wspotrzedna punktu P, za$ druga cyfra -
druga wspétrzedna punktu P. Zapisz symbolicznie przestrzen zdarzen elementarnych
tego doswiadczenia i okres| liczbe zdarzen elementarnych, jedli losowanie odbywa sie:

a) ze zwracaniem b) bez zwracania.

4.31. Ze zbioru A = {x, y, z t} losujemy kolejno trzy rézne litery i zapisujemy
je w kolejnosci losowania, tworzgc kod trzyliterowy. Wypisz wszystkie zdarzenia
elementarne tego doswiadczenia losowego, korzystajac z drzewa stochastycznego.
Podaj liczbe tych zdarzen.
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4.32. Ze zbioru A = {x, y, z} losujemy ze zwracaniem kolejno trzy znaki i zapisu-
jemy je w kolejnosci losowania, tworzac kod trzyliterowy. Opisz przestrzen zdarzen
elementarnych i podaj liczbe tych zdarzen.

4.33. Na poszczegélnych sciankach czworoéciennej kostki znajdujg sig rézne liczby
pierwsze, mniejsze od 10. Rzucamy trzy razy ta kostka. Opisz przestrzen zdarzen
elementarnych dla tego do$wiadczenia losowego i podaj jej moc.

4.34. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych do$wiadczenia losowego, polega-
jacego na pieciokrotnym rzucie jedng moneta, i podaj jej moc.

4.35. Rzucamy trzy razy oémioécienna kostkg do gry z kolejnymi liczbami od 1 do 8
na poszczegdlnych éciankach. Opisz symbolicznie przestrzer zdarzer elementarnych
tego doswiadczenia losowego i podaj jej moc.

4.36. Ze zbioru cyfr {1, 2, 3, 4, 5} losujemy cztery razy jedna cyfre i tworzymy
liczbe czterocyfrowa, w ktdrej cyfra tysiecy, setek, dziesiatek i jednosci sg kolejno
wylosowane cyfry. Opisz przestrzen zdarzeri elementarnych tego doswiadczenia
losowego i okresl liczbe tych zdarzen, jesli losowanie odbywa sig:

a) ze zwracaniem b) bez zwracania.

4.37. Rzucamy pieé razy czworoscienng kostka, ktérej rézne $cianki majg rézne
kolory: czerwony, niebieski, szary i zielony. Opisz symbolicznie przestrzen zdarzen
elementarnych tego doswiadczenia losowego i podaj liczbe tych zdarzen.

4.38. Zaktadamy, ze wszystkie kule opisane w zadaniu sg rozréznialne. Opisz prze-
strzen zdarzen elementarnych dla nastepujacego doswiadczenia losowego:

a) losowanie jednej kuli z pudetka, w ktdrym sa 3 kule biate, 2 czerwone i 1 niebieska,

b) losowanie jednoczesnie dwdch kul z pojemnika, w ktérym sg 2 kule biate
i 3 czerwone.

4.39. Klasa IV f sktada sie z 12 dziewczat i 13 chtopcow. Opisz przestrzen zdarzeri

elementarnych doswiadczenia losowego, polegajacego na losowym wyborze z tej
klasy:

a) kolejno jednej dziewczyny i jednego chtopca,

b) kolejno dwoch osob (kolejnos’é losowania jest waina),

c) jednoczesnie dwach oséb (kolejnosé losowania nie jest wazna).
W kazdym przypadku oblicz liczbe zdarzen elementarnych.
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4.40. Na dworzec kolejowy przyszta grupa sktadajaca sie z 7 os6b. Opisz prze-
strzen zdarzen elementarnych nastepujacego doswiadczenia losowego:

a) losowy wybér jednej osoby, ktéra zakupi bilety w kasie dla catej grupy,
b) losowe ustawienie w kolejce wszystkich oséb do jednej kasy biletowej.

W obu przypadkach podaj liczbe zdarzen elementarnych.

4.41. Mamy 7 ponumerowanych szuflad i 4 czapki: biata, czarng, niebieska i szara.

Opisz przestrzen zdarzen elementarnych i podaj liczbe tych zdarzen dla nastepuja-
cych doswiadczen losowych:

a; losowe wtozenie czapek do szuflad,

b) losowe wiozenie czapek do szuflad tak, aby zadne dwie czapki nie byty w tej
samej szufladzie.

4.42. Piotrek z talii kart wybrat same figury, tzn. po cztery asy, krole, damy i wa-
lety. Nastgpnie przetasowat wybrane karty i wylosowat kolejno trzy spo$réd nich.
Pierwszg karte otrzymata jego siostra Tosia, druga — brat Janek, a trzecig karte za-
chowat dla siebie. Opisz przestrzeri zdarzeri elementarnych dla tego do$wiadczenia
losowego i podaj ich liczbe.

4.43. Bartek wykonuje rzut trzema monetami o réznych nominatach: 10 gr, 20 gr,
50 gr i zapisuje na kartce poszczegdlne nominaty lub wpisuje dla danej monety
wartosc 0 — jesli wypadnie orzet. Wypisz wszystkie mozliwe wyniki takiego do-
Swiadczenia losowego.

4.44. Basia ma w dwoch pudetkach kartki z zapisanymi cyframi, po jednej na kai-
dej kartce. W pierwszym pudetku s3 cztery kartki odpowiednio z cyframi 1, 2, 3, 4,
w drugim — dwie kartki odpowiednio z cyframi 5 i 6. Basia chce wybrac losowo
jedna kartke z cyfrg w nastepujacy sposéb. Wykona rzut monetq: jesli wypadnie
reszka, to Basia wylosuje kartke z pierwszego pudetka; jesli wypadnie orzet, to
dziewczynka wybierze losowo kartke z drugiego pudetka. Wypisz wszystkie zdarze-
nia elementarne danego doswiadczenia losowego.

4.45. 7 klasy IV e liczacej 25 oséb wybieramy losowo:

a) trzyosobowa delegacje na uroczystosc szkolng,
b) kolejno trzy osoby, do wykonania trzech réznych zadan.

Opisz symbolicznie przestrzenie zdarzer elementarnych obu do$wiadczer losowych
i w kazdym przypadku wyznacz liczbg wszystkich zdarzer elementarnych.

4.46. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych dla nastepujacego doéwiadczenia
losowego:

a) losowanie jednoczesnie czterech oséb z grupy ztozonej z oséb A, B,C, DEF
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—

b) losowanie grupy 5 oséb z druzyny, sktadajacej sig z 9 0sob.
W obu przypadkach podaj liczbe zdarzen elementarnych.

4.47. Na nauke walca przyszto 5 kobiet i 5 mezczyzn. Opisz przestrzen zdarzen
elementarnych nastepujgcego doswiadczenia losowego:

a) losowy wybér jednej pary kobieta — mezczyzna,

b) losowe ustawienie na parkiecie pieciu par kobieta — mgzczyzna.

Podaj liczbe zdarzen elementarnych w obu przypadkach.

Zdarzenia. Dziatania na zdarzeniach

4.48. Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu jednej karty z talii 52 kart.
Oznaczmy zdarzenia: A — wylosowana karta jest pikiem, B — wylosowana karta
jest koloru czerwonego, C — wylosowana karta jest asem. Opisz stowami zdarzenia:
ANnC,BNC,A—-C,B,B -A A NC.

4.49. Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu jednej liczby ze zbioru
{10, 11, 12, 13, 14, 15}. Oznaczmy zdarzenia: A — wylosowana liczba jest liczba
pierwsza, B — wylosowana liczba jest wieksza od 12, C — wylosowana liczba jest
podzielna przez 3. Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniom: A, B, C,
A-B AUC CNnB,AuUB.

4.50. Na poszczegdlnych $ciankach dziesigciosciennej kostki znajdujg sie pojedyn-
czo cyfry od 0 do 9. Wykonujemy jeden rzut tg kostka.

a) Okresl przestrzen zdarzen elementarnych.

b) Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne, sprzyjajace poszczegdélnym zdarzeniom:
A — wypadta liczba pierwsza,
B — wypadta liczba nieparzysta,
C — wypadta liczba podzielna przez 4 lub réwna 6.

c) Jaka zaleznos¢ zachodzi miedzy zdarzeniami A W B i C?

4.51. Rzucamy dwa razy moneta.

a) Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom:
A — co najmniej raz wypadt orzet, B — reszka wypadta tylko raz. Jaka zalezno$é
zachodzi miedzy zdarzeniami A i B?

b) Opisz stownie zdarzenia A’ oraz B'.

c) Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom A’ U B oraz B'm A. Podaj
zaleznos$¢ miedzy tymi zdarzeniami.
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4.52. Rzucamy jeden raz moneta i jeden raz sze$cienng kostka do gry, ktdra na po-
szczegolnych Sciankach ma liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6. Wypisz zdarzenia elementarne
sprzyjajace zdarzeniom:

A — wypadt orzet lub reszka i liczba 5,

B — wypadta reszka i liczba oczek bedaca liczbg pierwsza,
C — wypadta liczba, bedaca dzielnikiem liczby 12,

D — wypadt orzet lub wypadta liczba 1.

4.53. Rzucamy trzykrotnie monety. Oznaczmy zdarzenia: A — reszka wypadta co
najwyzej raz, B — orzet wypadt co najmniej raz, C — reszka wypadta dwa razy.
a) Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom: A, B, C, A’, B, C.
b) Podaj, jaka zaleznos¢ zachodzi miedzy nastepujacymi zdarzeniami:
AiB,CiB ACiB, B iA,
c) Opisz zdarzenia B U C' oraz B' A C.

4.54. Klasa IV a sktada sie z 33 osdb. 15 uczniéw tej klasy trenuje siatkdwke,
12 uczniow trenuje koszykdwke, a tylko 8 oséb nie trenuje zadnej z wymienionych
dyscyplin. Liczba osdb trenujgcych jednoczeénie siatkdwke i koszykdwke jest naj-
mniejsza z mozliwych. Wybieramy losowo jedng osobe z tej klasy. Niech S oznacza
zdarzenie: wybrana osoba trenuje siatkéwke, zas K — zdarzenie, ze wybrana osoba
trenuje koszykowke. Opisz ponizsze zdarzenia i podaj ich moc.

a) S Nk’ b) (kK -5) u (S -K) JK' NS

4.55. Ponizszy diagram przedstawia liczbe ucznidw klasy IV ¢, podzielong na liczby
0s6b uczacych sie poszczegélnych jezykéw obcych: jezyka angielskiego (A), jezyka
niemieckiego (N) i jezyka francuskiego (F). Wiadomo, ze kazda osoba z tej klasy
uczy sie co najmniej jednego z tych jezykéw. Z klasy IV ¢ wybrano losowo jedng
osobe. lle zdarzen elementarnych sprzyja zdarzeniu, ze wybrana osoba:

a) uczy sie jednoczesnie wszystkich wy- ( .

mienionych jezykc’;w, A
b) uczy sie jezyka niemieckiego lub fran-

cuskiego, v
c) nie uczy sie jezyka niemieckiego, ‘A

d) uczy sie co najmniej dwoch jezykow,
e) uczy sie jezyka angielskiego i nie uczy ] Ve
sie jezyka francuskiego, &
f) nie uczy sie jezyka niemieckiego lub nie
uczy sie jezyka francuskiego?
Zapisz te zdarzenia za pomocg zdarzen A, F, N.

=
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4.56. W klasie IV d jest 18 dziewczat i 14 chtopcéw. Wiadomo, ze 22 osoby uczesz-
czaja na koto chemiczne lub koto biologiczne jak na diagramie ponizej. Z tej klasy
wybrano losowo jedng osobe. Niech zdarzenia A, B, C, D oznaczajg odpowiednio
zdarzenia:

A — wybrana osoba chodzi na koto chemiczne,
B — wybrana osoba chodzi na koto biologiczne,
C — wybrana osoba jest chtopcem,

D — wybrana osoba jest dziewczyna.

Opisz stownie ponizsze zdarzenie. Podaj, ile zda-
rzen elementarnych sprzyja temu zdarzeniu.

a) AuC b) D~ (AU B)
) CnB d) A"U B’
e) A NB' N D f) A~ (CuUD).

4.57. W klasie IV e uczy sie 28 oséb. Wiadomo, ze 7 oséb z tej klasy uczeszcza
tylko na koétko teatralne, 8 oséb tylko na kétko przyrodnicze, a 4 osoby uczeszcza-
ja na oba te kétka. Pozostali uczniowie nie majg dodatkowych zaje¢. Wybieramy
losowo jedng osobe z danej klasy. Niech A oznhacza zdarzenie — wybrana osoba
uczeszcza na kotko teatralne, zas B zdarzenie — wybrana osoba uczeszcza na kétko
przyrodnicze. Zapisz za pomocg zdarzen A i B zdarzenia:

a) wybrana osoba nie chodzi na kétko teatralne,

b) wybrana osoba nie uczeszcza na zadne z két,

c) wybrana osoba uczeszcza na co najmniej jedno koto,
d) wybrana osoba uczeszcza tylko na jedno koto.
Podaj moc kazdego z tych zdarzen.

4.58. Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie dwiema szesciennymi
kostkami do gry: czarng i zielong. Oblicz, ile jest takich wynikéw doswiadczenia,
dla ktérych:

a) suma oczek na obu kostkach jest podzielna przez 3,
b) iloczyn oczek na obu kostkach jest liczbg wiekszg od 5.

4.59. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6} losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania. Ob-
licz, ile zdarzen elementarnych sprzyja zdarzeniu:

a) A —iloczyn wylosowanych liczb jest liczbg podzielng przez 4,
b) B — suma otrzymanych liczb jest liczbg pierwsza.

4.60. Ze zbioru {1, 2,'3,4,5,86, 7} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie.
Oblicz, ile zdarzen elementarnych sprzyja zdarzeniu A — suma wylosowanych liczb
jest liczbg parzystg, jesli:

a) losujemy ze zwracaniem b) losujemy bez zwracania.

7q
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4.61. Ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} losujemy kolejno bez zwracania dwa razy
po jednej liczbie. Oblicz, ile zdarzers elementarnych sprzyja zdarzeniu:

a) A —iloczyn wylosowanych liczb jest liczbg podzielna przez 2 i przez 3,
b) B —iloczyn wylosowanych liczb jest liczbg podzielng przez 2 lub przez 3.

4.62. Ze zbioru cyfr réinych od 0 losujemy kolejno trzy cyfry ze zwracaniem i two-
rzymy liczbe trzycyfrowa. Oblicz, ile zdarzen elementarnych sprzyja zdarzeniu:

a) A — co najmniej dwie cyfry otrzymanej liczby sg réwne 4,
b) B — tylko jedna cyfra otrzymanej liczby jest wieksza od 6,
C

c)

d) D — tylko dwie cyfry otrzymanej liczby sa nie mniejsze niz 7.

— co najwyzej jedna cyfra otrzymanej liczby jest liczbg pierwsza,

4.63. Doswiadczenie losowe polega na pieciokrotnym rzucie moneta. Niech zda-
rzenia A i B oznaczajg odpowiednio zdarzenia:
A — co najmniej raz wypadt orzet, B — reszka wypadta co najwyzej 3 razy.

a) Opisz stownie zdarzenia A’ i B”. Podaj liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych
tym zdarzeniom.

b) Czy prawdziwe s3 réwnosci: (A U B) = A" U B oraz (A m B) = A’ m B'? Odpo-
wied? uzasadnij.

4.64. Zgrupy dwdch kobiet i czterech mezczyzn losujemy trzyosobowa delegacje.

a) lle jest wszystkich zdarzen elementarnych tego doswiadczenia?

b) Wyznacz liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A —w wybranegj
delegacji znajduje sie co najmniej dwdch megiczyzn.

c) Wyznacz liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B — w wybrane;
delegacji znajduje sie co najmniej jedna kobieta.

4.65. Ztalii 52 kart losujemy 7 kart. Niech A oznacza zdarzenie — wylosowalismy
4 asy, B —wylosowali$my 2 damy, C —wylosowalismy co najwyzej 3 trefle. Wyznacz
liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu:

a) AnB b)AUB ¢} € dAnc
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Okreslenie prawdopodobieistwa

4.66. Wiadomo, ze A, B sg zdarzeniami zawartymi w przestrzeni 2 oraz P(A) = 0,4
i P(B) = 0,5. Oblicz P(A U B), jesli:
a)P(AnB)=0,3 b)AnB=0 c) A cB.

4.67. Wiadomo, ze A, B sa zdarzeniami zawartymi w przestrzeni Q oraz P(A) = 0,8
i P(B) = 0,6. Oblicz P(A N B), jesli:
a) P(AUB) =09 b)AUB=Q ) AUB=A.

4.68. Dane sj zdarzenia A, B < Q takie, ze P(A’) = 0,69 oraz P(B') = 0,3.
a) Oblicz P(A) i P(B).
b) Czy zdarzenia A i B sie wykluczaja? Odpowied? uzasadnij.
; 1
4.69. Dane s zdarzenia A, B — Q takie, e P(A U B)=0,5 | P(A)zP(AmB)zg.

Oblicz P(B’) oraz P(B - A).

4.70. Dane s zdarzenia A, B < Q. Wiadomo, ze P(A) = 0,83 i P(B’) = 0,88 oraz
P(A M B) = 0,04. Oblicz:
a) P(A U B) b) P((a v B) -4 c) P(A N B)).

4.71. Dane sg zdarzenia A, B < Q. Wiadomo, ze P(A') =091 P(A N B) =101
oraz P(A U B) = 0,21. Oblicz: P(8), P(B ~ (A  8)), P((4 U B) - (A ~ B)).

4.72. Kostka szescienna do gry z liczbami oczek od 1 do 6 zostata wykonana z ma-
teriatu, ktéry nie jest jednorodny. Scianka z jednym oczkiem wypada dwa razy
czgdciej niz kazda z pozostatych Scianek. Wykonujemy jeden rzut tg kostka. Oblicz
prawdopodobienistwo otrzymania nieparzystej liczby oczek.

4.73. Na osmiosciennej kostce do gry na dwéch sciankach znajduje sie liczba 2,
na trzech sciankach liczba 3, a na pozostatych $ciankach odpowiednio liczby 4, 5, 6.
Wykonujemy jeden rzut tg kostka. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia A — wy-

padta liczba oczek bedaca liczbg pierwsza.

4.74. W rzucie niesymetryczng szescienng kostka do gry $cianka z dwoma oczkami
i Scianka z szescioma oczkami wypada trzy razy czesciej niz kazda z pozostatych $cia-
nek. Rzucamy jeden raz tg kostka. Oblicz prawdopodobienstwo wypadniecia $cianki:

a) z jednym oczkiem b) z szescioma oczkami c) z parzysta liczbg oczek.
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4.75. W pudetku znajdujg sie kartki z réznymi numerami. Prawdopodobienstwo

. , : 4
wylosowania kartki z numerem nie wiekszym niz 5 jest rowne =% a prawdopodo-
bierstwo wylosowania kartki z numerem nie mniejszym niz 5 jest rowne ) Oblicz
prawdopodobieristwo wylosowania kartki z numerem 5.
4.76. Strzelec strzela 4 razy do celu. Prawdopodobieistwo, ze trafi co najmnie]
; ; 4
trzy razy, jest rowne = Prawdopodobienstwo, ze trafi co najwyzej trzy razy, wyno-

- . o
si 5" Jakie jest prawdopodobieristwo, ze strzelec w jednej serii trafi w cel trzy razy?

D 4.77. O zdarzeniach A, B ¢ Q wiadomo, ze P(A)g%, F’(B')z—g’rl oraz

P(ANB)>0,125. Wykaz, ze P(AUB) < %
2

D 4.78. O zdarzeniach A, B — Q wiadomo, ze P(A)=% oraz P(B):E. Wykaz, ze
5

4
P(A'MNB)>—.
(AnB)> g

D 4.79. 0O pewnym zdarzeniu A c £ wiadomo, ze P(A’) > 0,9. Wykaz, ze dla dowol-
nego zdarzenia B — Q zachodzi nieréwnos¢ P(A m B) < 0,11.

0o |

D 4.80. 0 zdarzeniach A, B < © wiadomo, ze P(A’);%, P(B):g oraz P(ANB)>

1
Wykaz, ze P(A-—B)<Z.

Obliczanie prawdopodobierstwa

4.81. Symetryczna szescienna kostka ma trzy Scianki niebieskie, jedng czerwong,
jedna zielong i jedna biata. Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie

tg kostka. Oblicz prawdopodobienstwo:
a) otrzymania $cianki zielonej lub niebieskiej,
b) nieotrzymania $cianki w kolorze czerwonym.
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4.82. Rzucamy jeden raz symetryczng oémioscienng kostkg do gry. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia:

a) A — wypadta parzysta liczba oczek lub liczba oczek mniejsza od 4,

b) B — wypadta nieparzysta liczba oczek i jednoczes$nie nie bedgca dzielnikiem
liczby 6.

4.83. Rzucamy symetryczna dziesiecioscienng kostka do gry, z liczbami od 0 do 9
na poszczegolnych sciankach. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania liczby, kto-
ra jest:

a) liczba pierwsza i nie jest liczba nieparzysta,
b) podzielna przez 3 lub jest wieksza od 7.

4.84. Szeician pomalowano, a nastepnie rozcieto na 64 jednakowych wymiaréow
szescianiki, ktére wrzucono do pudetka i wymieszano. Oblicz prawdopodobieristwo
wylosowania z tego pudetka jednego szeécianika, ktory bedzie miat:

a) trzy $ciany pomalowane,
b) jedna lub dwie $ciany pomalowane.

4.85. Z talii 52 kart losujemy jedna karte. Oblicz prawdopodobieristwo wyloso-
wania karty, ktéra jest:

a) treflem lub pikiem b) asem i nie jest treflem
c) krélem lub kierem d) kierem lub dwdjka i nie jest figura.

4.86. Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzenia:

a) wylosowana liczba jest podzielna przez 2 i przez 5,

b) wylosowana liczba jest podzielna przez 2 lub przez 5,

c) wylosowana liczba jest podzielna przez 10 lub przez 15,

d) wylosowana liczba jest podzielna przez 15 i nie jest podzielna przez 20.

4.87. Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodo-
biedstwo otrzymania:

a) liczby, ktorej reszta z dzielenia przez 8 jest réwna 2 lub 3,
b] liczby, ktérej reszta z dzielenia przez 6 jest parzysta.

4.88. Ze zbioru liczb trzycyfrowych losujemy jednj liczbe. Oblicz prawdopodo-
biedstwo otrzymania:

a) liczby podzielnej przez 2 lub przez 3,
b) liczby podzielnej przez 5 i jednoczesnie niepodzielnej przez 3.
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4.89. Ze zbioru liczb trzycyfrowych losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodo-
bieristwo otrzymania:

a) liczby, ktorej reszta z dzielenia przez 4 jest réwna 3,
b) liczby, ktorej reszta z dzielenia przez 7 jest réwna 2.

4.90. Liczby uczniéw z klas Il a, Il b i Il ¢ uczeszczajacych na SKS pozostaja odpo-
wiednio w stosunku 3 : 2 : 5. Z tej grupy uczniéw wybrano losowo jedng osobe,.
Oblicz prawdopodobieristwo wybrania osoby z klasy Il a.

4.91. W skrzyni znajduja sie pitki niebieskie | pitki czerwone, przy czym niebieskich
jest o 5 wigcej, niz czerwonych. Prawdopodobieristwo wylosowania jednej pitki

. , 2
czerwonej jest rowne 3 lle pitek niebieskich jest w tej skrzyni?

4.92. W klasie IV ajesto 4 chtopcow wiecej niz dziewczat. Prawdopodobienstwo

wylosowania z tej klasy chtopca jest réwne i Oblicz, ile oséb jest w klasie IV a.
16

4.93. Rzucamy jedng symetryczng moneta i jedng kostka do gry. Wypisz wszyst-
kie zdarzenia elementarne dla tego doswiadczenia. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia:

a) wypadt orzet i parzysta liczba oczek,
b) wypadt orzet lub parzysta liczba oczek.

4.94. Rzucamy kolejno trzy razy symetryczng moneta. Wypisz wszystkie zdarzenia
elementarne. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) orzet wypadnie co najwyzej raz,
b) reszka wypadnie co najmniej raz,
c) za drugim razem wypadnie orzet, a za trzecim reszka.

4.95. Rzucamy dwiema symetrycznymi szeciennymi kostkami do gry. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia — suma liczb wyrzuconych oczek jest:

a) mniejsza od 10 b) liczba pierwsza.

4.96. Rzucamy dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry. Oblicz
prawdopodobieristwo zdarzenia — wartos¢ bezwzgledna réznicy liczb wyrzuconych

oczek jest:
a) podzielna przez 3 b) dzielnikiem liczby 12.
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4.97. Rzucamy dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry. Oblicz praw-
dopodobiendstwo zdarzenia — iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest:

a) wiekszy od 4 i mniejszy od 13 b) podzielny przez 4 |lub przez 6.

4.98. Rzucamy dwa razy symetryczna szeécienna kostka do gry. Oblicz prawdopo-
dobienstwo zdarzenia — iloraz liczby oczek wyrzuconych w pierwszym rzucie przez
liczbg oczek wyrzuconych w drugim rzucie jest:

a) liczba nie wieksza od 0,75 b) liczba catkowita.

4.99. Ze zbioru cyfr {5, 6, 7, 8} losujemy kolejno ze zwracaniem dwie cyfry i two-
rzymy liczbe dwucyfrowa. Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne dla tego do-
Swiadczenia. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) utworzona liczba jest wieksza od 65,

b) utworzona liczba jest podzielna przez 4,

c) suma cyfr tej liczby jest liczbg pierwsza,

d) cyfra dziesiatek rézni sie od cyfry jednosci o 1.

4.100. Ze zbioru cyfr {6,7, 8,9} losujemy kolejno bez zwracania dwie cyfry i two-
rzymy liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) utworzona liczba jest nie wieksza od 86,

b) utworzona liczba jest podzielna przez 3,

c) suma cyfr tej liczby jest liczba nieparzystg,

d) cyfra dziesigtek jest mniejsza od cyfry jednosci.

4.101. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} losujemy ze zwracaniem kolejno dwie cyfry i two-
rzymy liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

) utworzona liczba jest podzielna przez 11,
b) utworzona liczba jest nieparzysta,
c) iloczyn cyfr tej liczby jest wiekszy od 10,
d) co najmniej jedna cyfra tej liczby jest parzysta.

4.102. Ze zbioru {1, 2,3,4,5,6,738, 9} losujemy kolejno dwie cyfry bez zwraca-
nia i tworzymy liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:
a) otrzymana liczba jest wieksza od 35,

b) otrzymana liczba jest podzielna przez 6.
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4.103. Ze zbioru cyfr {1, 2,3,4,5,6, 7,8, 9} losujemy ze zwracaniem kolejno
dwie cyfry i tworzymy liczbe dwucyfrowg. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) utworzona liczba jest podzielna przez 11,

b) utworzona liczba jest nieparzysta,

c) iloczyn cyfr tej liczby jest wiekszy od 50,

d) co najmniej jedna cyfra tej liczby jest parzysta.

4.104. Rzucamy dwiema dziesigcio$ciennymi symetrycznymi kostkami. Kazda
z nich ma na poszczegdlnych Sciankach liczby: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Oblicz praw-
dopodobienistwo zdarzenia:

a) suma otrzymanych liczb jest podzielna przez 7,
b) iloczyn otrzymanych liczb jest podzielny przez 3 lub przez 5.

4.105. Kasia w jednej szufladzie ma 3 torebki: biata, czarng i zielona, a w drugiej
szufladzie cztery apaszki: biatg, czarng i dwie zielone. Oblicz prawdopodobienistwo
zdarzenia, ze wybierajgc losowo jedng torebke i jedng apaszke, Kasia otrzyma je
w jednym kolorze.

4.106. Z talii 52 kart losujemy kolejno bez zwracania dwa razy po jednej karcie.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) pierwsza z wylosowanych kart jest pikiem, a druga jest asem,
b) co najmniej jedna z wylosowanych kart jest pikiem,

c) co najwyzej jedna z wylosowanych kart jest asem,

d) zadna z wylosowanych kart nie jest asem ani pikiem.

4.107. W klasie IV ¢ jest 21 dziewczat i 11 chtopcédw. Wybieramy losowo kolejno
dwie osoby z tej klasy. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosowalismy:

a) jedng dziewczyne i jednego chtopca,
b) co najmniej jedng dziewczyne.

4.108. Student umie odpowiedzie¢ na 30 sposréd 50 pytan zamieszczonych w ze-
stawie egzaminacyjnym. Losuje dwa pytania. Jeéli odpowie dobrze na przynajmnie;
jedno z nich, to zda egzamin. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze student

zda egzamin.

4.109. W pudetku znajduja sie 4 losy wygrywajace i 6 loséw pustych. Losujemy
dwa losy. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania:

a) dwoch loséw wygrywajacych,
b) co najmniej jednego losu wygrywajacego.
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4.110. Na loterii znajduje sie 6 loséw wygrywajgcych: jeden z wygrang 30 zt, dwa
zwygrang 20 zti trzy z wygrang 10 zt. Pozostate 4 losy sg puste. Losujemy dwa losy.
Oblicz prawdopodobienistwo wygrania 30 zt.

4.111. W pudetku znajdujg sie rozréznialne kule: 2 czerwone, 3 biate i 5 niebie-
skich. Losujemy kolejno bez zwracania dwa razy jedna kule. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzenia:

a) obie wylosowane kule maja taki sam kolor,

b) zadna z wylosowanych kul nie jest czerwona.

4.112. Ze zbioru wierzchotkéw pewnego wielokata wypuktego wybieramy losowo
dwa wierzchotki. Prawdopodobiefstwo wybrania wierzchotkéw wyznaczajgcych
przekatng tego wielokata jest réwne 0,8. lle wierzchotkdw ma wielokat?

4.113. W pudetku jest pewna liczba kul biatych i jedna kula czarna, wszystkie kule
sg rozroznialne. Losujemy jedng kule, zatrzymujemy ja, a nastepnie z pozostatych
kul losujemy jedng kule. lle powinno by¢ kul biatych w pudetku, aby prawdopodo-

bieristwo wylosowania dwadch kul biatych byto réwne %?

4.114. W kiasie IV b jest 9 dziewczat i pewna liczba chtopcéw. Wybieramy losowo
kolejno dwie osoby z tej klasy. Prawdopodobienstwo wybrania co najmniej jednej

6
dziewczynki jest rowne = llu chtopcow jest w tej klasie?

4.115. W skrzyni jest pewna liczba pitek do siatkowki i mniejsza liczba pitek do ko-
szykowki — razem 9 pitek. lle jest pitek do siatkdwki, jesli przy jednoczesnym loso-
waniu z tej skrzyni dwoch pitek prawdopodobieristwo wylosowania pitek do tej
samej dyscypliny sportowej jest takie samo, jak prawdopodobienstwo wylosowania
do dwdch réznych dyscyplin?

4.116. Przestawiajgc dowolnie cyfry 1, 2, 3, 4, 5 tworzymy losowo pigciocyfro-

wy kod. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych. Oblicz prawdopodobieristwo

zdarzenia: :

a) najpierw ustawione sg wszystkie cyfry, bedace liczbami parzystymi; nastepnie
cyfry, bedace liczbami nieparzystymi,

b) cyfry 1, 2, 3 stojg w podanej kolejnosci obok siebie.

4.117. Maty chtopczyk przestawia losowo 4 klocki z literami A, A, M, M. Oblicz
prawdopodobieristwo zdarzenia, ze chtopiec utozy stowo MAMA.
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4.118. Cztery ponumerowane kule umieszczono losowo w pigciu ponumerowa-
nych szufladach. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) A — kazda kula trafi do innej szuflady,
b) B — wszystkie kule trafig do jednej szuflady.

4.119. Na parterze bloku, majacego oprécz parteru 6 pigter, wsiadto do windy

5 0s6b. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) wszystkie osoby wysiada na jednym pietrze (kolejnos¢ wychodzenia z windy
na jednym pietrze nie jest istotna),

b) kazda osoba wysiagdzie na innym pietrze.

4.120. W szeregu ustawiamy losowo 4 kobiety i 4 mezczyzn. Oblicz prawdopo-
dobienstwo zdarzenia:

a) najpierw stojg kobiety, a potem mezczyzni,
b) zadne dwie osoby tej samej pfci nie stojg obok siebie.

4.121. Szeéciu przyjaciét, wéréd nich Jarek i Marek, wybrato sie do kina. Maja bi-

lety z kolejnymi miejscami w jednym rzedzie. Zaktadajac, ze usigda losowo na tych

miejscach, oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) Jarek i Marek usigda na miejscach najbardziej od siebie odlegtych,

b) Jarek i Marek usiada na dwéch pierwszych miejscach, w podane;j kolejnosci, liczac
od lewej strony,

c) miedzy Jarkiem i Markiem usigdzie jeszcze jedna osoba.

4.122. W klasie IV f jest 32 ucznidw, a wsrdd nich jest Darek i Franek. Cafa klasa
ma bilety do teatru na 20 miejsc od 1. do 20. w pigtym rzedzie i 12 miejsc od 21.
do 32. w siédmym rzedzie. Wszyscy uczniowie zajmujg losowo te miejsca. Oblicz
prawdopodobieAstwo zdarzenia, ze Darek i Franek nie usigdg obok siebie.

4.123. Ze zbioru liczb {1, 2,3, ..., n}, gdzie n € N,, n > 2, losujemy kolejno dwa
razy jedng liczbe ze zwracaniem. Prawdopodobieristwo otrzymania za pierwszym

. ; . 7 :
razem liczby mniejszej, niz za drugim razem, jest rowne Fre Oblicz n.

4.124. W pudetku znajduje sie 8 loséw pustych i pewna liczba loséw wygrywaja-
cych. Losujemy kolejno dwa razy po jednym losie. Prawdopodobieristwo wyloso-

: ; S .. 17 ;
wania co najmniej jednego losu wygrywajacego jest nie wigksze niz EE lle losow

wygrywajacych byto w pudetku?
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4.125. Rzucamy trzema czworoéciennymi symetrycznymi kostkami z liczbami 1,
2, 3, 4 na poszczegolnych sciankach. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia — suma
otrzymanych liczb jest podzielna przez 3.

4.126. Rzucamy trzema symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry. Oblicz
prawdopodobieristwo zdarzenia — suma otrzymanych oczek jest liczbg podzielng
przez 8 i jednoczesnie niepodzielng przez 16.

4.127. Rzucamy trzy razy symetryczng szeécienng kostka do gry. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia — suma kwadratéw liczb wyrzuconych oczek nie jest
podzielna przez 3.

4.128. W pudetku znajduje sie 10 rozréznialnych kul: 2 biate, 3 czerwone i 5 zielo-
nych. Losujemy jednoczesnie 3 kule. Oblicz prawdopodobierstwo zdarzenia:

a) tylko jedna z wylosowanych kul bedzie zielona,
b) co najmniej jedna wylosowana kula bedzie biata,
¢) kazda kula bedzie w innym kolorze,

d) co najmniej dwie kule beda czerwone. .

4.129. 7 talii 52 kart losujemy 13 kart. Oblicz prawdopodobiefstwo zdarzenia,
ze wsrod wylosowanych kart:

a) beda 3 piki, 4 kiery i 5 trefli, b) bedzie co najmniej 12 pikow,
c) beda 4 kiery i co najwyzej 1 trefl, d) beda co najmniej 3 kiery.

4.130. Z talii 24 kart (4 asy, 4 kroéle, 4 damy, 4 walety, 4 dziesiatki, 4 dziewiatki)
losujemy 5 kart. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) wylosujemy cztery asy,

b) wylosujemy trzy dziesigtki i jedng pare takich samych figur (dwa asy albo dwa
kréle, albo dwie damy, albo dwa walety)

c) wylosujemy co najmniej dwa asy,
d) wylosujemy dwa krole lub trzy damy.

4.131. W szufladzie znajduje sie 15 rozréznialnych kopert: 4 biate, 5 niebieskich
i 6 szarych. Wybieramy losowo 4 koperty. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) co najwyzej jedna z wylosowanych kopert bedzie niebieska,

b) wszystkie wylosowane koperty bedg w jednym kolorze,

C) wylosujemy po dwie koperty w tym samym kolorze, kazda para w innym kolorze,
d) wylosujemy koperty w dwoch kolorach: biatym i niebieskim.
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4.132. Mamy 12 biletéw do kina na ponumerowane miejsca od 1 do 12 w trzy-
nastym rzedzie. Bilety wktadamy losowo do 6 kopert biatych i 6 kopert niebieskich,
po jednym bilecie do kazdej koperty. Koperty tego samego koloru nie sg rozroznial-
ne. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) bilety na miejsca oznaczone numerami parzystymi znajda sig tylko w biatych
kopertach,

b) bilety na miejsca 1, 2, 3 i 4 znajdg sie w niebieskich kopertach.

Doswiadczenia losowe wieloetapowe

4.133. Symetryczna szeécienna kostka do gry ma cyfre 1 na jednej sciance, cyfre 2
na dwoch Sciankach i cyfre 3 na trzech $ciankach. Wykonujemy dwukrotny rzut t3
kostka i z cyfr, ktére otrzymalismy, tworzymy liczbe dwucyfrowa. Wykonaj drzewo
dla tego doswiadczenia i oblicz prawdopodobierstwo zdarzenia:

a) otrzymana liczba dwucyfrowa jest pierwsza,
b) cyfra dziesigtek otrzymanej liczby jest wieksza od cyfry jednosci.

4.134. Na szeéciennej symetrycznej kostce do gry cztery sciany sg pomalowane
na biato, a dwie — na czerwono. Wykonujemy trzy rzuty tg kostkg. Wykonaj drze-
wo dla tego doswiadczenia i oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, ze otrzymamy
$ciane czerwong:

a) tylko jeden raz b) co najmniej 2 razy.

4.135. Na czworosciennej symetrycznej kostce jedna Scianka ma cyfre 1, a po-
zostate $cianki — cyfre 2. Rzucamy 4 razy ta kostkg i z otrzymanych cyfr tworzymy
liczbe czterocyfrowa. Wykonaj drzewo dla tego doswiadczenia i oblicz prawdopo-
dobieristwo zdarzenia, ze otrzymana liczba:

a) jest wieksza od 1500 b) jest mniejsza od 2200
c) jest nie mniejsza niz 1222 d) ma cyfre setek mniejszg od cyfry jednosci.
4.136. W rzucie niesymetryczng monetg prawdopodobiefistwo otrzymania orta
;3 :
jest rowne —2-, a reszki wynosi E Wykonujemy czterokrotny rzut t3 monetg. Na-
5

rysuj drzewo dla tego do$wiadczenia i oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:
a) co najmniej raz wypadta reszka b) wypadty trzy orty i reszka.
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4.137. Michat trenuje koszykéwke. Z linii rzutéw wolnych trafia do kosza $rednio
8 razy na 10 rzutow. Sedzia podyktowat trzy rzuty wolne w wykonaniu Michata.
Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, ze Michat trafi do kosza:

a) trzy razy b) co najmniej jeden raz.

4.138. Biatlonistka w pojedynczym strzale trafia do celu z prawdopodobien-
stwem 0,9. Na zawodach jedna seria strzatéw sktada sie z 5 préb. Oblicz prawdo-
podobienistwo zdarzenia, ze biatlonistka w jednej serii trafi do celu:

a) pig¢ razy b) cztery razy.

4.139. Rzucamy kolejno pie¢ razy symetryczng moneta. Opisz przestrzen zda-
rzen elementarnych tego doswiadczenia losowego. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia:

a) A — co najmniej raz wypadta reszka,
b) B — co najwyzej raz wypadt orzet.

4.140. Rzucamy czterokrotnie o$mioscienng kostkg do gry, z liczbami odpowied-
niol, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 na poszczegblnych scianach. Opisz przestrzen zdarzen ele-
mentarnych dla tego doswiadczenia. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) co najmniej raz wypadta liczba podzielna przez 3,

b) co najwyzej raz wypadta liczba 8.

4.141. Rzucamy kolejno siedem razy symetryczng czworoscienng kostka, z cyframi
1, 2, 3, 4 na poszczegdlnych Scianach. Opisz przestrzen zdarzeri elementarnych tego
doswiadczenia losowego. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia

a) A — co najwyzej szes¢ razy wypadta Sciana z cyfra 3,
b) B — co najmniej szes¢ razy wypadta sciana z cyfra 1.

4.142. Strzelec trafia do tarczy z prawdopodobieristwem 0,7. Ma 4 naboje. Posta-
nowit strzela¢ do pierwszego trafienia lub do wyczerpania nabojéw. Oblicz prawdo-
podobienstwo zdarzenia, ze strzelec trafi w tarcze.

4.143. Na strzelnicy w wesotym miasteczku mozna wygra¢ wielkiego, pluszowe-
g0 misia w nastepujacy sposob. Kupujemy 1 prébe, polegajaca na rzucie strzatka
do krecacej sie tarczy, na ktorej znajduja sie takiej samej wielkosci 4 pola czerwone,
8 pol z6ttych i 12 pdl czarnych. Jesli strzatka trafi w pole czerwone, to wygrywamy
misia; jesli w pole czarne, to przegrywamy; a jedli w pole zétte, to powtarzamy
rzut. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze kupujac 1 prébe, wygramy misia
w co najwyzej dwdch rzutach.
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4.144. Pawet zaczat trenowac strzelanie z tuku. Srednio trafia do tarczy 6 razy
na 10 prob. Na koniec treningu chciat jeszcze raz trafi¢ do tarczy, wigc postanowit
strzelac tyle razy, az trafi. Oblicz, przy ilu co najmniej prébach prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze Pawet trafi do tarczy, jest wieksze od 0,96.

Prawdopodobieistwo warunkowe

4.145. Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie symetryczng szes-
cienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) wypadta liczba oczek podzielna przez 2 pod warunkiem, ze wypadta liczba oczek
podzielna przez 3,

b) wypadto 5 oczek pod warunkiem, ze wypadta nieparzysta liczba oczek.

4.146. Ze zbioruliczb {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14} losujemy jedng
liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) wypadta liczba pierwsza, jesli wiadomo, ze wypadta liczba wieksza od 2,
b) wypadta liczba mniejsza od 11, jesli wiadomo, ze wypadta liczba parzysta.

4.147. Klasa IV d liczy 30 ucznidw. 12 osdb z tej klasy chodzi na kétko fizyczne,
15 na kétko chemiczne, a 10 os6b nie chodzi na zadne z tych kétek. Oblicz prawdo-
podobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrana osoba z tej klasy:

a) chodzi na kotko fizyczne pod warunkiem, ze chodzi na kétko chemiczne,
b) chodzi na kétko chemiczne pod warunkiem, e nie chodzi na kétko fizyczne.

4.148. W pewnym klubie sg dwie
sekcje sportow zespofowych: koszy-
kéwka i siatkéwka, na ktdre uczeszcza koszykéwka 25 30
tacznie 90 osob. Tabela obok przedsta- siatkdwka 15 20
wia, ile kobiet i ilu mezczyzn uprawia
kazda z tych dyscyplin.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrana osoba z tej grupy:

Kobiety | Mezczyini

a) uczeszcza na siatkéwke pod warunkiem, ze jest kobietg,

b) jest kobieta pod warunkiem, ze uprawia siatkowke,

c) jest mezczyzna pod warunkiem, ze uprawia koszykéwke,

d) uczeszcza na koszykdwke pod warunkiem, ze jest mezczyzng.
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4.149. Do restauracji dostarczono z hurtowni pudto zawierajgce 30 paczek herba-

ty w trzech rodzajach, pochodzace z dwdch krajéw. Liczbe paczek herbaty kazdego
typu przedstawia tabela ponize;.

Rodzaj herbaty il Cejlon Chiny
czarna 12 g
owocowa 4 3
zielona 1 ’,

Z pudfa wyjgto losowo jedna paczke herbaty. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) wyjgto paczke herbaty owocowej, jesli wiadomo, ze paczka ta zostata wyprodu-
kowana na Cejlonie,

b) wyjeto paczke herbaty wyprodukowanej w Chinach, jesli wiadomo, ze wyjeto
paczke herbaty czarnej,

¢) wyjeto paczke herbaty zielonej.

4.150. Do sklepu zakupiono 400 tabliczek czekolady w trzech rodzajach: mleczna,
gorzka i biata — ktdre zostaty wyprodukowane przez cztery rozne firmy A, B, C, D.
Liczbe tabliczek kazdego typu przedstawia ponizsza tabela.

Rodzaj czekolady | Firma A | Firma B | Firma C | Firma D
biata 10 20 15 5
gorzka 40 30 20 10
mleczna 100 50 75 25

Wybieramy losowo jedna tabliczke czekolady. Oblicz prawdopodobieristwo zdarze-
nia, ze wylosowana czekolada:

a) jest mleczna, jezeli wiadomo, ze pochodszi z firmy C,

b) nie jest biata, jezeli wiadomo, ze pochodzi z firmy A,

c) jest z firmy B lub z firmy C, jezeli wiadomo, ze jest gorzka,
d) nie jest z firmy D, jezeli wiadomo, Ze jest biata lub mleczna.

4.151. Rzucamy raz dwiema symetrycznymi, sze$ciennymi kostkami do gry i doda-
Jemy liczby uzyskanych oczek. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania sumy oczek
bedacej liczbg parzysta, jesli wiadomo, ze na kostkach wypadta rézna liczba oczek.

4.152. Rzucamy raz dwiema symetrycznymi, szesciennymi kostkami do gry i doda-
jemy liczby uzyskanych oczek. Oblicz prawdopodobierstwo otrzymania sumy oczek
wigkszej od 8, jesli wiadomo, ze przynajmniej na jednej kostce wypadto pie¢ oczek.

9%
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4.153. Zezbioru {1,2,3, .., 9} losujemy kolejno, bez zwracania dwie liczby. Oblicz
prawdopodobieristwo zdarzenia, ze druga z wylosowanych liczb bedzie nieparzysta,
jesli wiadomo, ze pierwsza z wylosowanych liczb jest:

a) nieparzysta b) parzysta.

4.154. Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 9} losujemy kolejno, bez zwracania dwie liczby. Ob-
licz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze suma wylosowanych liczb bedzie podzielna
przez 3, jesli wiadomo, ze pierwsza z wylosowanych liczb jest:

a) liczba pierwsza b) liczba podzielna przez 3.

4.155. Rzucamy trzy razy czworo$cienng symetryczna kostkg do gry. Na Sciankach
tej kostki wypisane sg liczby od 1 do 4, po jednej na kazdej sciance. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia, ze suma trzech otrzymanych liczb jest rowna 7, jesli
wiadomo, ze tylko w jednym rzucie wypadta liczba 1.

4.156. Z talii 52 kart losujemy jednoczesnie dwie karty. Oblicz prawdopodobien-
stwo wylosowania dwéch aséw, jesli wiadomo, ze zadna z wyciggnigtych kart nie
jest dama.

4.157. Oblicz P(A|B), jesli wiadomo, ze:

a) P(AUB) =%, P(B)z%, P(A):%
b) P(B)z—i—, P(A’mB):%
c) P(B|A):§, P(A):l;-, P(A'mB):é—

2 3
d) P(AmB'):-jS'—, P(AmB):g, P(AUB)-_-E

D 4.158. Wykaz, ze jesli A, B <L, P(A) = 0,8 oraz P(B) = 0,6, to P(A|B)=

w |~

4.159. Rzucamy trzy razy szescienng symetryczng kostkg do gry. Oblicz prawdo-
podobieristwo zdarzenia, ze €O najmniej raz wypadtfo pie¢ oczek, jesli wiadomo,
7e za kazdym razem wypadta inna liczba oczek.

4.160. Z talii 52 kart losujemy jednoczesnie cztery karty. Oblicz prawdopodobien-
stwo wylosowania dwoch kroli, jesli wiadomo, ze wsréd wyciggnietych kart jest
co najmniej jeden as. :
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4.161. Strzelec A trafia w cel z prawdopodobieristwem 0,7, strzelec B — z praw-
dopodobieristwem 0,6, a strzelec C — z prawdopodobieristwem 0,5. Strzelcy A, B,
C oddali po jednym strzale do celu. Okazato sie, ze dwa pociski trafity w cel. Co jest
bardziej prawdopodobne: :

- strzelec C trafit w cel, czy tez

— strzelec C nie trafit w cel?

4.162. Na trasie samochodu znajduja sie trzy skrzyzowania z dziatajacg sygnaliza-
cja Swietlng. Na pierwszym skrzyzowaniu samochdd trafia na zielone swiatfo z praw-
dopodobieristwem 0,4. Jesli samochdd trafi na skrzyzowaniu na swiatto zielone,
to prawdopodobieristwo, ze na nastepnym skrzyzowaniu bedzie miat tez swiatto
zielone, wzrasta o 0,15 od analogicznego prawdopodobienstwa na poprzednim
skrzyzowaniu. Jesli samochdéd trafi na $wiatto czerwone, to prawdopodobieristwo,
7e na nastepnym skrzyzowaniu trafi na $wiatto zielone, jest réwne 0,4. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze samochdd:

a) przejedzie przez trzy skrzyzowania bez zatrzymywania,
b) zatrzyma sie po raz pierwszy na trzecim skrzyzowaniu,
c) zatrzyma sie tylko raz na drugim skrzyzowaniu?

Twierdzenie o prawdopodobieAstwie
catkowitym. Wzér Bayesa

4.163. W pierwszym pudetku s3 4 biate kule i 2 kule czarne, a w drugim — 2 kule
biate i 8 kul czarnych. Rzucamy szescienng symetryczng kostka do gry. Jeéli wypad-
nie jedno oczko, to losujemy jedng kule z pierwszego pudetka. W przeciwnym wy-
padku — jedng kule z drugiego pudetka. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania
kuli biatej.

4.164. W pierwszym koszu jest 6 pitek: 2 biate, 2 czerwone, 1 zielona i 1 nie-
bieska. W drugim koszu jest 8 pitek: 3 biate i 5 szarych. Wybieramy losowo jedna
pitke z pierwszego kosza i nie oglgdajac jej, wktadamy do drugiego kosza. Nastepnie
z drugiego kosza losujemy jedng pitkg. Oblicz prawdopodobieAstwo wylosowania
biatej pitki z drugiego kosza.

4.165. Z pierwszego pojemnika zawierajgcego 6 balonéw czerwonych i 4 balony
20tte losujemy jeden balon i nie ogladajac go, wktadamy do drugiego pojemnika,
W ktérym poczgtkowo byto 7 balonow zéttych i 4 czerwone. Nastepnie z drugiego
pojemnika losujemy jednoczesnie dwa balony. Oblicz prawdopodobieristwo wylo-
sowania dwéch balonéw réznego koloru.
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4.166. Do szuflady zawierajacej 4 piteczki pingpongowe dorzucono jedng poma-
raficzowg piteczke. Nastepnie z pieciu piteczek wylosowano jedna. Oblicz prawdo.
podobieristwo wylosowania piteczki pomarariczowej przy zatozeniu, ze wszystkie
przypuszczenia o liczbie piteczek w szufladzie w tym kolorze, przed doswiadczeniem
losowym, 53 jednakowo prawdopodobne.

4.167. Rzucamy jeden raz szeicienna kostka do gry. Jesli wypadna mniej niz trzy
oczka, to rzucamy dwa razy symetryczng monetg. W przeciwnym wypadku wyko-
nujemy trzy rzuty ta moneta. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, ze otrzymamy
tylko jednego orta.

4.168. Jedna $cianka symetrycznej szeéciennej kostki jest pomalowana na biato,
dwie na czerwono i trzy na zielono. Wykonujemy jeden rzut tg kostka. Jesli wypad-
nie scianka w kolorze biatym, to losujemy jedna liczbe ze zbioru liczb naturalnych
jednocyfrowych. Jesli wypadnie $cianka w kolorze czerwonym, to losujemy jedng
liczbe ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych. Jeéli wypadnie $cianka w kolorze
zielonym, to losujemy jedna liczbe ze zbioru liczb naturalnych trzycyfrowych. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 7.

4.169. Dwie fabryki dostarczyty do magazynu kartony, przy czym 70% kartonow
pochodzi z pierwszej fabryki, a pozostate kartony — z drugiej. Kartony wadliwe stano-
wia 1% dostawy z pierwsze] fabryki i 3% dostawy z drugiej fabryki. Z magazynu wzig-
to losowo jeden karton. Oblicz prawdopodobieristwo wybrania kartonu wadliwego.

4.170. Wérdd wyrobdw pierwszej i drugiej firmy wyroby wadliwe stanowia odpo-
wiednio 4% i 2%. Pierwsza z tych firm dostarcza do hurtowni trzy razy wigcej towaru
niz druga. W hurtowni zakupiono losowo jedng sztuke towaru. Oblicz prawdopodo-
biefAstwo zakupienia towaru, ktdry nie jest wadliwy.

4.171. W kazdym z trzech pojemnikéw znajduje sie po 10 opakowan pewnego

produktu, przy czym w pierwszym pojemniku jest jedno opakowanie uszkodzone,

w drugim sg dwa takie opakowania, a w trzecim — trzy. Mamy wylosowac¢ dwa opa-

kowania. Mozemy to zrobié na dwa sposoby:

1) wszystkie opakowania zsypujemy do jednego pudetka i z niego losujemy jedno-
czeénie dwa opakowania;

2) najpierw losujemy pudetko, a nastepnie losujemy dwa opakowania z tego pudetka.

Przy ktérym sposobie losowania prawdopodobienstwo wylosowania dwoch opako-
wan uszkodzonych jest wigksze?

4.172. Mamy dwie symetryczne kostki do gry: szescienng z liczbami od 1 do 6
na poszczegdlnych éciankach i oémioscienng z liczbami od 1 do 8 na poszczegéinych

-
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sciankach. Rzucamy symetryczng moneta. Jesli wypadnie reszka, to rzucamy szes-
cienng kostka. W przeciwnym wypadku rzucamy osmioscienng kostka.

a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze wypadnie liczba wigksza od 5.

b) Wiadomo, ze otrzymalismy liczbe wieksza od 5. Oblicz prawdopodobienistwo
zdarzenia, ze w rzucie monetg wypadt orzet.

4.173. W pierwszym pudetku mamy 3 kule biate i 5 czarnych, a w drugim pudetku
— 4 kule biate i 2 czarne. Rzucamy jeden raz symetryczna szescienng kostkg do gry.
Jesli wypadnie liczba podzielna przez 3, to losujemy kulg z pierwszego pudetka.
W przeciwnym wypadku — kule z drugiego pudetka.

a) Oblicz prawdopodobieristwo, ze wylosowana kula jest czarna.

b) Okazato sie, ze wylosowana kula jest czarna. Oblicz prawdopodobierstwo, ze zo-
stata wylosowana z pierwszego pudetka.

4.174. W Kklasie jest trzy razy wiecej chtopcéw niz dziewczat. Potowa dziewczat
i 60% chtopcéw z tej klasy uprawia sport. Losujemy jedna osobe z tej klasy.

a) Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze wylosowana osoba uprawia sport.

b) Wiadomo, ze wylosowana osoba uprawia sport. Oblicz prawdopodobieristwo
zdarzenia, ze wylosowano chtopca.

4.175. W pierwszym pojemniku mamy 2 kule biate i trzy czarne, a w drugim
pojemniku — 1 kule biatg i 2 kule czarne. Wyciggamy jedna kule z pierwszego po-
jemnika i nie oglagdajac jej przektadamy do drugiego pojemnika. Nastepnie z dru-
giego pojemnika losujemy dwie kule. Oblicz prawdopodobieristwo, ze do drugiego
pojemnika dofozyliSmy kule biatg, jesli wiadomo, ze kule wylosowane z drugiego
pojemnika byty w réznych kolorach.

4.176. Do sklepu jest dostarczana herbata z Chin oraz herbata z Indii, przy czym
w jednej dostawie jest dwa razy wigcej paczek z herbatg chifiska niz z herbatg in-
dyjskg. Wérod paczek z Chin 75% stanowig paczki z herbatg czarng, a 25% — paczki
z herbatg zielong. Natomiast z Indii paczek z zielong herbatg jest tyle samo, co
paczek z herbatg czarng. Po wylosowaniu jednej paczki herbaty z dostawy okazato
sig, ze jest to herbata czarna. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze ta paczka
herbaty pochodzi z Indii.

4.177. Zaktad dostarczajacy zaréwki do sklepu ma dwie linie produkcyjne. Pierw-
sza linia dostarcza cztery razy wigcej zarowek niz druga. Z pierwszej linii ¢érednio
4 zaréwki na 1000 sg wadliwe, a z drugiej linii 8 zaréwek na 1000 ma wady. Klient
kupit sklepie zarowke, wyprodukowang przez ten zakfad, i okazato sie, ze jest wadli-
wa. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze zostata wyprodukowana przez pierw-
sz3 linie produkcyjna.
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4.178. Fabryka wyprodukowata ten sam model samochodu w trzech kolorach:
biatym, czerwonym i niebieskim. Stosunek liczby wyprodukowanych samochodow
w tych kolorach byt odpowiednio réwny 4 : 5 : 3. Prawdopodobienstwo, ze samo-
chéd bedzie miat usterki powtoki lakieru jest réwne 0,01 dla koloru biatego, 0,04
dla koloru czerwonego oraz 0,02 dla koloru niebieskiego. Wybrano losowo jeden
samochod, ktory nie miat usterek powtoki lakieru. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze ten samochdd jest biaty.

4.179. Test wykrywajacy pewna chorobe jest efektywny w 99% dla 0sob chorych
(tzn. jesli badany jest chory, test w 99% potwierdza chorobe) i w 98% dla osdb
zdrowych (tzn. jesli badany jest zdrowy, test w 98% wyklucza chorobe). W pewnym
regionie Srednio 150 na 10 000 oséb cierpi na te chorobe.

a) Oblicz prawdopodobieristwo, ze test wykonany na losowo wybrane; osobie z tego
regionu wykaze u niej chorobe.

b) U losowo badanej osoby z tego regionu test wykazat chorobe. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze w rzeczywistosci ta osoba cierpi na te chorobe.

Niezaleznosé zdarzen

-
,P(B):E.

Alw

4.180. Wiadomo, ze zdarzenia A i B s3 niezalezne oraz P(AUB)=

Oblicz P(A).

- 2
4.181. Wiadomo, ze zdarzenia A i B s niezalezne oraz P(A"UB )2—3— P(B):E'

Oblicz P(A).

4.182. Zdarzenia A, B, C sa niezalezne. Oblicz P(C), wiedzac dodatkowo, ze

P(AmBmC):% i P(A) = 2P(B) = 4P(C).

4.183. Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Okreslamy zdarzenia: A -
na pierwszej kostce wypadfa parzysta liczba oczek, B — na drugiej kostce wypadty
trzy oczka. Czy zdarzenia A i B sa niezalezne?

4.184. Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Okreslamy zdarzenia:
— iloczyn liczby oczek na obu kostkach jest wigkszy od 20, B — na obu kostkach
wypadta parzysta liczba oczek. Czy zdarzenia A i B sg niezalezne?

e
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4.185. Ztalii 52 kart losujemy jedng karte. Okreslamy zdarzenia:

a) A — wylosowana karta jest figurg (tzn. asem, krélem, dama lub waletem),
B — wylosowana karta jest koloru czerwonego;

b) A — wylosowana kartg jest starsza od piatki,
B — wylosowana karta jest damg lub kartg mtodsza od siodemki.

Czy zdarzenia A i B sg niezalezne?

4.186. Sciany pewnego czworoécianu foremnego pomalowano w nastepujgcy
sposob: jedng na niebiesko, druga na zétto, trzecia na czerwono, a czwartg w pasy
w trzech wymienionych wczeéniej kolorach. Rzucamy czworoscianem i patrzymy
na scianke, na ktérg upadt. Oznaczamy zdarzenia:

A — na Sciance byt kolor niebieski,
B — na sciance byt kolor 26tty,
C— na Sciance byt kolor czerwony.

Zbadaj niezaleznos$¢ par zdarzen A i B, B i C oraz A i C. Czy zdarzenia A, B, C
s3 niezalezne?

4.187. Wykonano dwa rzuty czworoécianem foremnym opisanym w poprzednim
zadaniu. Oznaczmy zdarzenia:

A —w pierwszym rzucie czworoscian upadt na $cianke, na ktérej byt kolor niebieski,

B — w obu rzutach czworoscian upadt na scianki, na ktérych byt tylko kolor niebieski
lub z6tty.

Czy zdarzenia A i B s3 niezaleine?

4.188. Hurtownia otrzymuje dostawy towaru w pigtki niezaleznie z trzech zakia-
doéw Z,, Z,, Z; z prawdopodobieristwem odpowiednio réwnym 3, 2 [ —1— Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzen:
a) hurtownia otrzymata w pigtek dostawe tylko z jednego zaktadu,
b) hurtownia otrzymata w pigtek dostawe z co najmniej jednego zaktadu.

4.189. Obwdd elektryczny sktada sie z trzech elementéw pracujacych niezaleznie.
Prawdopodobieristwa awarii elementéw tego obwodu s3 odpowiednio réwne 0,1,
0,21 0,3. Oblicz prawdopodobienstwo, ze nastapi awaria obwodu, jeéli;

a) elementy potgczone sg szeregowo,
b) elementy potaczone s3 réwnolegle.
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4.190. Dane s3 trzy zdarzenia A, B, C parami niezalezne, dla ktérych
P(A n B N C) =0 oraz 2P(A) = 3P(B) = 3P(C). Oblicz:

a) najwigksza wartos¢, jakqg moze przyjmowac prawdopodobienstwo sumy zdarzen
A, BicC,

b) prawdopodobieristwo zdarzenia A, dla ktérego prawdopodobienstwo sumy zda-
rzen A, B i C przyjmuje najwiekszg wartosc.

D 4.191. Wykaz, ze jesli P(B|A) = P(B|A), gdzie P(A) > O i P(A’) > 0, to zdarzenia
A i B s3 niezalezne.

D 4.192. strzelec oddaje n niezaleznych strzatéw do celu, przy czym prawdopodo-

bienstwo nietrafienia w cel w k-tym strzale jest rowne gdziek =1,2, ..,n.

(k+1)*°
Wykaz, ze prawdopodobieristwo trafienia we wszystkich n strzatach jest rowne
n+2
2(n+1)

Schemat Bernoulliego

4.193. Rzucamy jedenascie razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobien-
stwo otrzymania orta:

a) cztery razy b) dziesigé razy
c) co najmniej jeden raz : d) co najwyzej jeden raz.

4.194. Rzucamy sze$é razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdo-
podobieristwo otrzymania liczby oczek bedgcej liczbg ztozona:

a) piec razy b) co najwyzej trzy razy.

4.195. Rzucamy pieciokrotnie czworoscienng symetryczng kostka z liczbami 1, 2,
3, 4 na poszczegolnych scianach. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) liczba 1 wypadta trzy razy,
b) liczba wigksza od 1 wypadta trzy lub cztery razy.

4.196. Na poligonie oddano z dziata osiem strzatéw do celu. Prawdopodobien-
stwo trafienia w cel w kazdym strzale jest réwne 0,6. Aby cel zostat uznany za znisz-
czony, powinien zostac trafiony co najmniej dwa razy. Oblicz prawdopodobieristwo
zniszczenia celu.
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4.197. Rzucamy cztery razy trzema symetrycznymi monetami. Oblicz prawdopo-
dobieristwo otrzymania dwdch ortéw:

a) dwa razy b) trzy lub cztery razy
¢) co najwyzej dwa razy d) co najmniej dwa razy.

4.198. Rzucamy piec razy dwiema sze$ciennymi symetrycznymi kostkami do gry
i za kazdym razem obliczamy sume liczby oczek na tych kostkach. Wyznacz praw-
dopodobienstwo otrzymania sumy podzielnej przez pieé:

a) tylko jeden raz b) co najwyzej jeden raz.

4.199. Rzucamy siedem razy dwiema szesciennymi symetrycznymi kostkami
do gry. Oblicz prawdopodobieistwo otrzymania nieparzystej liczby oczek jedno-
czesnie na obu kostkach:

a) szesc¢ razy b) co najmniej szesc razy.

4.200. W pudetku znajduja sie 4 kule biate i 2 czarne. Z pudetka losujemy szesé
razy po dwie kule, zwracajgc za kazdym razem wylosowang pare. Oblicz prawdo-
podobienstwo wylosowania pary kul w réznych kolorach:

a) trzy razy b) cztery lub piec razy.

4.201. W szufladzie znajdujg sie 4 skarpetki biate i 2 czarne. Z tej szuflady losu-
jemy sze$¢ razy po dwie skarpetki, zwracajac za kazdym razem wylosowang pare

do szuflady. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania pary skarpetek w takim
samym kolorze:

a) trzy razy b) cztery lub piec razy.

4.202. Ztalii 52 kart losujemy siedem razy po jednej karcie. Karte oglagdamy i od-
ktadamy z powrotem do talii. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania karty be-
dacej asem lub pikiem:

a) trzy razy b) CO najwyzej raz.

4.203. Janek trenuje w szkole koszykowke. Zaktadamy, ze prawdopodobieristwo
trafienia przez Janka do kosza w kazdym rzucie jest takie samo. Wiedzac, ze Janek
trafia co najmniej raz do kosza w szesciu rzutach z prawdopodobieristwem réw-

nym % , oblicz prawdopodobienstwo trafienia do kosza:

a) w pojedynczym rzucie b) cztery razy w szesciu rzutach.
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4.204. Zatéimy, ze rozgrywasz z druga osobga partie, ktora zawsze konczy sig
zwycigstwem jednego gracza. Prawdopodobieristwo wygrania przez Ciebie w poje-

dynczej partii jest zawsze takie samo i wynosi 1 . Co jest bardziej prawdopodobne:;
2

wygranie przez Ciebie co najmniej 3 partii z 6 rozegranych, czy wygranie co najmniej
4 partii z 8 rozegranych?

4.205. Rzucono pigtnasicie razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobien-

stwo otrzymania w pierwszym rzucie orta, jesli wiadomo, ze w tej serii rzutow byto
9 ortow.

4.206. Rzucono dwanascie razy sze$cienng symetryczng kostka do gry. Oblicz
prawdopodobieristwo otrzymania w trzecim rzucie $cianki z piecioma oczkami, jesli
w tej serii rzutéw scianka z piecioma oczkami wypadta cztery razy.

4.207. Trener pewnej druzyny pitkarskiej twierdzi, ze w czasie kazdego meczu jego
podopieczni 25% strzatéw na bramke korcza golem. lle strzatéw na bramkg musi
oddac ta druzyna w czasie meczu, aby prawdopodobieristwo strzelenia co najmnigj
jednej bramki byto rowne co najmniej 0,99?

4.208. Czujnik wykrywa awarie urzadzenia z prawdopodobieristwem 0,9. lle czuj-
nikdw — wykrywajacych awarie niezaleznie jeden od drugiego — nalezy zainstalowac,
aby prawdopodobierstwo wykrycia awarii urzadzenia byto nie mniejsze niz 0,9999?

4.209. lle razy nalezy rzuci¢ trzema symetrycznymi monetami, aby prawdopo-
dobieristwo otrzymania jednoczesnie trzech ortéw co najmniej raz byto wigksze

od 0,957

4.210. Mamy trzy pojemniki typu |, z ktérych kazdy zawiera po 2 kule biate i 4 kule
czarne oraz dwa pojemniki typu I, z ktorych kazdy zawiera po 3 kule biate i 3 kule
czarne. Z losowo wybranego pudetka losujemy jedng kule i wktadamy jg z powro-
tem do tego samego pudetka. Takie doSwiadczenie wykonujemy pigc razy. Oblicz
prawdopodobieristwo wylosowania trzy razy kuli czarnej.

4.211. Mamy trzy pudetka typu |, z ktérych kazde zawiera po 2 kule biate i 4 kule
czarne oraz dwie pudetka typu B, z ktorych kazde zawiera po 3 kule biate i 3 kule
czarne. Wybieramy losowo jedno pudetko. Z tego pudetka losujemy piec razy
po jednej kuli, zwracajac ja po kazdym losowaniu.

a) Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania trzy razy kuli czarne;j.

b) Okazato sig, ze po pieciu losowaniach trzy razy otrzymalismy kule czarna. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia — losowanie odbyto sie z pudetka typu I.
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4.212. Wykonano rzut pigcioma symetrycznymi monetami, a nastepnie rzut tymi
monetami, na ktérych w pierwszym rzucie wypadta reszka. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze w drugim rzucie wypadty:

a) tylko orty b) trzy orty.

Zmienna losowa.
Wartosé oczekiwana zmiennej losowej

4.213. W pudetku znajduje sie 50 kul. Na jednej kuli jest liczba 20, na czterech
kulach jest liczba 10, na dziesieciu kulach jest liczba 2, a na pozostatych kulach
jest liczba 0. Gracz wycigga losowo jedng kule z pudetka. Niech zmienna losowa X
przyjmuje wartos¢ réwnga liczbie na wyciagnietej kuli. Wyznacz rozktad zmiennej
losowej X i oblicz jej wartos$¢ oczekiwana.

4.214. W pudetku znajduje sie 40 loséw. Dwa losy dajg wygrana po 20 zt, dwa
losy daja wygrang po 10 zt, piec¢ loséw daje wygrang po 5 zi, trzydziesci loséw daje
wygrang po 2 zi, a jeden los to przegrana w wysokosci 100 zt. Gracz wyciaga jeden
los. Niech zmienna losowa X oznacza wygrang w tej grze. Wyznacz rozktad zmiennej
losowej X i oblicz jej wartos¢ oczekiwana.

4.215. W pudetku znajduja sie cztery kartki oznaczone odpowiednio numerami:
-1, 0, 1, 2. Gracz losuje z pudetka jednoczesnie dwie kartki i dodaje liczby, ktore
znajdujg sie na tych kartkach. Otrzymany wynik jest jego wygrana. Oblicz wartoéé
oczekiwang wygranej w tej grze.

4.216. W pudetku znajduja sig cztery kartki oznaczone odpowiednio numerami: —1,
0,1, 2. Gracz losuje z pudetka dwa razy po jednej kartce — zwracajac po pierwszym
losowaniu kartkeg do pudetka — i dodaje liczby, ktére znajduja sie na tych kartkach.
Otrzymany wynik jest jego wygrang. Oblicz wartos¢ oczekiwang wygranej w tej grze.

4.217. W pudetku znajduje sie piec¢ kul oznaczonych odpowiednio liczbami: 2, —1,
0, 1, 2. Gracz losuje z pudetka jednoczesnie dwie kule i mnozy liczby znajdujace sie
na tych kulach. Otrzymany wynik jest jego wygrang. Oblicz wartos¢ oczekiwana
wygranej w tej grze.

4.218. W pudetku znajduje sie pie¢ kul oznaczonych odpowiednio liczbami: -2,
-1, 0, 1, 2. Gracz losuje z pudetka dwa razy po jednej kuli — zwracajgc po pierw-
szym losowaniu kule do pudetka — i mnozy liczby, ktére znajdujg sie na tych kulach.
Otrzymany wynik jest jego wygrana. Oblicz wartosc¢ oczekiwang wygranej w tej grze.
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4.219. Gracz rzuca dwa razy szeécienng kostka do gry i dodaje liczby uzyskanych
oczek. Uzyskany wynik stanowi wygrang gracza w ztotych, z takim wyjatkiem, ze je-
sli wypadng dwie jedynki, to gracz przegrywa 250 zt.

a) Oblicz wartosc oczekiwang wygranej w tej grze.

b) Czy jest to gra sprawiedliwa?

4.220. Gracz rzuca dwiema szeséciennymi kostkami do gry. Jesli na kazdej kostce
wypadnie szesc oczek, to wygrywa 110 zt, jeéli wypadna jednakowe liczby oczek,
ale rozne od szesciu, to wygrywa x zt. W pozostatych przypadkach przegrywa 2x zt,
Wyznacz x tak, aby warto$¢ oczekiwana wygranej gracza w tej grze byta rowna 0.

4.221. Na poczatku gry kazdy gracz wptaca s zt. Nastepnie rzuca czterema syme-
trycznymi monetami. Jesli wypadng cztery orty, to wygrywa 400 zt. Jesli wypadng
trzy orty, to wygrywa 120 zt. W pozostatych przypadkach nic nie wygrywa. Wyznacz
rozktad zmiennej losowej, oznaczajacej zysk gracza w tej grze i oblicz s tak, aby gra
byta sprawiedliwa.

4.222. Rzucamy moneta oraz dwa razy czworoscienng kostka, ktérej scianki
sq oznaczone liczbami: 0, 1, 2, 3, po jednej liczbie na kazdej Sciance. Jesli wypadnie
orzet, to otrzymane dwie liczby dodajemy. Jesli wypadnie reszka, to otrzymane dwie
liczby mnozymy. Niech zmienna losowa X oznacza uzyskany wynik. Wyznacz rozktad
zmiennej losowej X i oblicz jej wartos¢ oczekiwana.

4.223. Ze zbioruliczb {1, 2, 3, ..., 9} wylosowano jednoczesnie trzy liczby. Wartos-
cig zmiennej losowej X jest najwieksza sposrod otrzymanych liczb. Wyznacz rozkfad
zmiennej losowej X i oblicz jej wartos¢ oczekiwana.

: : e S - 2 3
4.224. Trzech strzelcow trafia w cel odpowiednio z prawdopodobienstwami A

i i Kazdy z nich oddat po jednym strzale do tego celu. Wyznacz rozktad i wartosc

oczekiwang zmiennej losowej X, bedacej liczba strzatow, ktore trafity w cel.

4.225. Uczestnik zawodow strzeleckich trafia w cel w pojedynczym strzale z praw-
dopodobieristwem 0,8. Na zawodach ma do dyspozycji 5 naboi i strzela do pierw-
szego trafienia lub do wyczerpania naboi. Wyznacz rozktad i warto$¢ oczekiwang

liczby wystrzelonych przez niego naboi.

4.226. W kazdym z dwunastu pojemnikéw typu | znajduje sie 8 kul biatych i 2 kule
czarne, a w kazdym z osmiu pojemnikow typu Il sg 3 kule biate i 7 kul czarnych.
Doswiadczenie polega na losowym wyborze pudetka i wylosowaniu z tego pudetka
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jednej kuli, ktorg po obejrzeniu zwracamy do tego samego pudetka. Takie doswiad-
czenie wykonujemy cztery razy. Wyznacz rozktad i wartosc¢ oczekiwang liczby wy-
losowanych kul biatych.

4.227. Wykonujemy rzut trzema symetrycznymi monetami. Jesli wypadty same
reszki, to zmienna losowa X przyjmuje wartosé 0. Jesli wypadt przynajmniej jeden
orzet, to wykonujemy drugi rzut, ale tylko tymi monetami, na ktérych wypadt orzet
w pierwszym rzucie. Wtedy za wartos¢ zmiennej losowej przyjmujemy liczbe otrzy-
manych ortéw w drugim rzucie. Wyznacz rozkfad i wartos¢ oczekiwang zmiennej
losowej X.

4.228. Doswiadczenie losowe polega na jednym rzucie trzema szesciennymi kost-
kami do gry. Zmienna losowa X przyjmuje warto$¢ réwng najwiekszej liczbie oczek
otrzymanych na jednej z kostek. Znajdz rozkiad i warto$¢ oczekiwang zmiennej
losowej X.

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 4.

1. lle jest réznych liczb czterocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach?
A.10-9-8-7 B. 9% C.9-9-8-7 D.9-9-8-8

2. lle jest roznych liczb trzycyfrowych, w zapisie ktorych wystepuje jedna cyfra 0?
A. 243 B. 162 C.81 D. 144

3. Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie symetryczng monetg. Prze-
strzen zdarzen elementarnych Q skfada sie z:

A. 6 elementdw B. 7 elementdéw C. 8 elementdow D. 9 elementdow

4. Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie symetryczng szescienna
kostkg do gry. Niech A oznacza zdarzenie — wypadta liczba oczek mniejsza niz 4, zas
B oznacza zdarzenie — wypadta liczba oczek nie wieksza niz 4. Wéwczas:

A.A=B BAUB=Q CANB=Y DDANB=A

5. Ze zbioru {4, 5, 6, 7, 8} losujemy kolejno 2 cyfry bez zwracania i tworzymy licz-
be dwucyfrowg. Niech A oznacza zdarzenie — utworzona liczba jest liczbg parzysta
i jednoczesnie liczbg wieksza od 60. Liczba zdarzeri elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A jest rowna:

A. 4 B.5 C:6 D.7
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6. Ze zbioru {0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9} losujemy jedna liczbe. Niech A oznacz,
zdarzenie — wylosowana liczba jest pierwsza. Wéwczas:

AA={2,357) B.A'={0,2,4,6,8,9}
C.A"={0,1,4,6,8,9) D.A' = {0, 4,6, 8, 9}

7. Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostkg do gry. lle zdarzen elementar-

nych sprzyja zdarzeniu A — w pierwszym rzucie otrzymali$my liczbe oczek mniejsza
niz w drugim rzucie?

A. 12 B. 15 C.18 D. 21
8. Wsrdd 30 pracownikéw pewnej firmy przepro- J- angielski J: FoRyIRN]
wadzono ankiete, dotyczacy ich Znajomosci jezy-
kéw obcych. Diagram obok przedstawia wyniki tej A
ankiety. Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana
osoba z grupy badanych zna co najmniej dwa jezyki v
obce, jest rowne:
i
A — B. 1—4 C. E D. 1
15 25 25 2

j. niemiecki

9. W siedmiokacie wypuktym prowadzimy wszystkie proste, taczace dwa dowolne
jego wierzchotki. Nastepnie wybieramy losowo jedng z tych prostych. Prawdopodo-
biestwo, ze wylosowana prosta zawiera przekatng tego siedmiokata, jest rowne:
3 5

4
A.E B. — C. — D. —
3 4 7 6

10. Ze zbioru liczb {0, 1, 2, 3, 4, ..., 14, 15} losujemy jedna liczbe. Prawdopodo-
biefstwo wylosowania liczby podzielnej przez 3 lub przez 5 jest rowne:

3 5 1
e B c. > D
8

% i) 16 "3

Zadania powtérzem’owe do rozdziatu 4.

11. lle jest réznych liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie:
a) wystepuje jedna cyfra 0, jedna cyfra 1 i dwie cyfry 2,
b) nie wystepuje zadna z cyfr: 1, 2, 3, 4?

12. lle mozna utworzyc¢ dziewigciocyfrowych numeréw telefonéw komérkowych, kto-
rych pierwsza cyfra jest wigksza od 4, wszystkie cyfry sa rézne, a ostatnig cyfra jest 07
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13. Opisz przestrzen zdarzer elementarnych dla nastepujacych doswiadczen
losowych:

a) losowanie kolejno dwdch elementéw: pierwszego ze zbioru {a, b, r:}, drugiego
ze zbioru {1, 2, 3, 4},

b) losowanie kolejno czterech cyfr ze zwracaniem ze zbioru {1, 2, 3},
c) losowanie kolejno bez zwracania trzech liter ze zbioru {A,B,C,D,E,F}

14. W grupie 25 oséb wszyscy czytaja klasyke. Dodatkowo kazda z tych oséb czyta
poezjg lub prozeg, przy czym 14 oséb czyta poezje, a 20 os6b czyta proze. Oblicz
prawdopodobieristwo zdarzenia, ze losowo wybrana osoba z tej klasy czyta zaréw-
no poezje, jak i proze.

15. Rzucamy jeden raz symetryczng dwunastoscienng kostkg z zapisanymi poje-
dynczo liczbami 1, 2, 3, .., 11, 12 na poszczegdlnych $ciankach. Oblicz prawdopo-
dobienstwo zdarzenia, ze wypadta liczba:

a) bedaca wielokrotnoscia liczby 3 lub liczby 4,
b) wieksza od 3 i niepodzielna przez 6.

16. W pudetku znajduje sie 5 kul biatych i pewna liczba kul czerwonych. lle co
najwyzej kul czerwonych jest w pudetku, jezeli prawdopodobieAstwo wylosowania

i, - 4
jednej kuli czerwonej jest mniejsze od ;?

17. Ze zbioru liczb naturalnych trzycyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia, ze:

a) wylosowana liczba jest podzielna przez 11,

b) wylosowano liczbg o niepowtarzajacych sie cyfrach i jednoczeénie podzielng
przez 4.

18. Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopo-
dobienstwo zdarzenia, ze w pierwszym rzucie wypadta liczba oczek:

a) niepodzielna przez 4,
b) co najmniej o 2 mniejsza niz w drugim rzucie.

19. Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopo-
dobiefstwo zdarzenia, ze suma liczb wyrzuconych oczek jest:

a) nie wieksza niz 8 b) podzielna przez 2 lub przez 5.
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20. Ze zbioru {1, 2,3,4,5,6, 7, 8} losujemy kolejno dwie cyfry ze zwracaniem
i tworzymy liczbg dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze powstata
liczba dwucyfrowa jest:

a) podzielna przez 6 b) niepodzielna przez 5.

21. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, ..., 7} losujemy kolejno bez zwracania dwie liczby
i od pierwszej wylosowanej liczby odejmujemy druga. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania réznicy wiekszej od 2.

22. Tworzymy liczbe dwucyfrowa w nastepujacy spos6b: ze zbioru cyfr {1, 2, 3,4,
5,6, 7} losujemy cyfre dziesiatek, zaé ze zbioru {0,1, 2, 3} losujemy cyfre jednosci.
Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze utworzona liczba jest:

a) mniejsza od 53 b) podzielna przez 4 lub przez 3.

23. Ztalii 52 kart losujemy kolejno dwa razy po jednej karcie bez zwracania. Oblicz
prawdopodobieristwo wylosowania:

a) jednej damy i jednego kréla b) dwoch kart, ktore nie sg kierami
c) co najmniej jednego pika d) co najwyzej jednej damy.

24. W worku znajduje sie 10 piteczek pingpongowych: 6 pomararficzowych i 4 biate.
Antek wyjmuje losowo jedng piteczke i — nie zwracajac jej — losuje druga piteczke.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) dwie wylosowane piteczki sa w jednym kolorze,
b) druga wylosowana piteczka jest biata.

25. W klasach trzecich szkoty podstawowej zorganizowano koto taneczne, na ktdre
uczeszczajg dzieci wedtug tabeli zamieszczonej ponize;.

Klasa Il a b I c
Dziewczeta 5 6 9
Chtopcy 10 3 7

Wybieramy losowo kolejno dwie osoby z tej grupy. Oblicz prawdopodobierstwo
zdarzenia, ze wylosujemy:

a) dwdch chtopcow,

b) co najmniej jedng dziewczynke z klasy Il c,

c) chtopca i dziewczynke z tej samej klasy,

d) dwie dziewczynki z réznych klas.
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26. Mamy 5 ksigzek, wsrod ktdrych sg ksigzki A i B. Ustawiamy je losowo na pustej
potce w jednym szeregu. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) ksiazki A i B bedg staty obok siebie na koricu tego rzedu (po lewej lub prawej
stronie, w dowolnej kolejnoéci),

b) pomiedzy ksigzkami A i B bedzie stata jedna ksigzka.

27. Mamy symetryczng szescienng kostke, ktdrej jedna $cianka jest biata, dwie
$cianki s3 czerwone i trzy scianki sg zielone. Rzucamy trzy razy tg kostka. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze:

a) co najwyzej 2 razy wypadta scianka biata,

b) $cianka zielona wypadta tylko jeden raz.

28. Rzucamy siedem razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia:

a) co najmniej raz wypadta reszka,
b) reszka wypadta co najwyzej jeden raz.

29. Na loterii znajduja sie 4 losy z wygrana 50 zt i 8 loséw pustych. Wyciggamy
z pudetka dwa losy. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wygramy co naj-
mniej 50 zt.

30. W pudetku sg 3 losy dajace wygrang po 40 zt, 4 losy dajgce wygrana po 20 zt
i 93 losy puste. Gracz wptaca 10 zt i wyciagga 2 losy z pudetka. Wyznacz rozktad
zmiennej losowej, oznaczajacej zysk w tej grze i oblicz jej warto$¢ oczekiwana.

31. Na jednej Sciance symetrycznej szesciennej kostki znajduje sie cyfra 1, na dwéch
Sciankach znajduje sig cyfra 2, a na trzech pozostatych Sciankach — cyfra 3. Rzucamy
trzykrotnie tg kostka i z otrzymanych kolejno cyfr tworzymy liczbe trzycyfrowa.
Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, ze ta liczba:

a) ma wszystkie cyfry jednakowe b) jest wieksza od 222.

32. Przy okragtym stole posadzono losowo 4 osoby, wéréd nich sa osoby A i B.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze:

a) osoby A i B siedzg obok siebie,

b) osoby A i B siedza naprzeciwko siebie.

33. Ze zbioru {1, 2, 3, .., 2n}, gdzie n € N,, losujemy dwa razy jedn liczbe bez
zwracania. Oblicz n, jesli prawdopodobienstwo zdarzenia A — obie wylosowane

5
liczby sg parzyste, jest rowne —
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34. W pudetku znajdujg sie 3 kule czarne i n kul biatych, n > 2. Losujemy najpierw
jedna kule i nie zwracajac jej, losujemy kolejna kule. lle co najmniej kul biatych byto
w pudetku, jesli prawdopodobienstwo otrzymania dwoch kul tego samego koloru
jest wieksze od 0,5?

35. Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Okreslamy zdarzenia: A -
w obu rzutach wypadta parzysta liczba oczek, B — w drugim rzucie wypadty dwa
lub trzy oczka. Czy zdarzenia A i B sg niezaleine?

36. Z pudetka zawierajgcego trzy razy wiecej kul biatych niz czarnych losujemy
jedng kule, ogladamy ja, a nastepnie wktadamy z powrotem do pudetka. Takie
losowanie wykonujemy n razy. Wyznacz najmniejsza liczbe n, dla ktérej prawdo-
podobienistwo wylosowania co najmniej jednej kuli biatej jest wieksze od 0,999.

37. Sklep sprzedaje zaréwki dwéch producentdw A i B. Zarowki wadliwe stanowia
1% produkcji firmy A i 4% produkcji firmy B. Przy losowym zakupie jednej zaréwki
prawdopodobieristwo zakupu zaréwki wadliwej jest réwne 0,02. Wyznacz stosunek
liczby zaréwek z firmy A do liczby zaréwek z firmy B w tym sklepie.

38. W pojemniku znajdujg sie 2 kule biate, 3 zielone i 4 czerwone. Rzucamy jeden
raz czworoscienng kostkga, ktérej dwie $cianki s3 w kolorze biatym, jedna $cianka
w kolorze czerwonym i jedna w kolorze zielonym. Nastepnie do pojemnika dokta-
damy jedng kule w takim kolorze, w jakim otrzymaliémy $cianke kostki. Losujemy
dwie kule z tego pojemnika.

a) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze obie wylosowane kule s3 czerwone.

b) Wiadomo, ze wylosowano dwie kule w kolorze czerwonym. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzenia, ze na kostce wypadta Scianka w kolorze zielonym.

39. Rzucamy czterokrotnie osmioscienng kostkg do gry z liczbami odpowiednio 1,
2,3,4,5,6, 7,8 na poszczegolnych scianach. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia:

a) dwa razy wypadta liczba pierwsza,
b) co najmniej trzy razy wypadta liczba wieksza od 5.

40. Wybieramy losowo liczbe naturalng osmiocyfrowa. Oblicz prawdopodobien-
stwo zdarzenia, ze suma cyfr tej liczby jest rowna 5, jesli wiadomo, ze w zapisie tej
liczby nie wystepujg cyfry wigksze od 3.
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Ptaszczyzny i proste w przestrzeni. Rowno-
legtosé prostych i ptaszczyzn. Proste skosne

5.1. Naszkicuj szescian i wybierz dwie krawedzie k i m prostopadte do siebie. Na-
stepnie wskaz krawedz J, ktéra jest prostopadta do krawedzi m oraz:

a) przecina sie z krawedzia k,
b) jest rownolegta do krawedzi k,
¢) jest skosna do krawedzi k.

5.2. Dane s proste k, I, m. Ustal, jak moga by¢ potozone wzgledem siebie pro-

ste k i m, jesli:

ag proste k i/ sg skosne oraz /| m,

b) proste k, I, m nie leza w jednej ptaszczyZnie, ale prosta / ma jeden punkt wspdlny
z prostg k i jeden punkt wspdlny z prosta m.

D 5.3. Proste m il wyznaczaja ptaszczyzne z. Prosta k jest réwnolegta do prostej /
ima jeden punkt wsp6lny z prosta m. Wykaz, ze prosta k zawiera sie w ptaszczyznie 7.

5.4. Niech rr oznacza ptaszczyzng, natomiast k, / niech beda prostymi w przestrzeni.
Czy prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

a) jeslilcmwik|m tok|/ b)jeélilc;frik‘
Odpowiedz uzasadnij.

L to k | n?

5.5. Na rysunku ponizej prosta / jest krawedzig przeciecia ptaszczyzn 7, oraz 5.
Wskaz punkt, w ktérym prosta k zawarta w ptaszczyznie 7y i nierownolegta do kra-
wedzi / przebija ptaszczyzneg m,. Odpowied? uzasadnij.

a) b)

o L1
L

[




112 Matematyka. Zbiér zadan. Klasa 4. Zakres rozszerzony

D 5.6. Dane s3 punkty A, B nalezace do ptaszczyzny r oraz punkt C poza tg ptasz-
czyznga. Punkt P nalezy do odcinka AC, a punkt Q — do odcinka BC. Wykaz, ze:

a) jesli |AP| = |PC oraz |BQ| = |QC|, to prosta PQ jest réwnolegta do ptaszczyzny .
b) jesli |AP| -|CQ| = |PC| - |BQ|, to prosta PQ jest rownolegta do ptaszczyzny 7.

D 5.7. Punkty A, B, C, D nie lezg w jednej ptaszczyznie. Wiadomo, ze AB = BC.
Punkty P, Q, R s3 odpowiednio $érodkami odcinkéw AD, BD, CD. Wykaz ze:
a) tréjkat PQR jest réwnoramienny,

b) ptaszczyzna (PQR) jest réwnolegta do ptaszczyzny (ABC).

D 5.8. Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,. Punkty P, Q, D, F &
R, T lezg na krawedziach tego szedcianu, jak na ry- el
sunku obok. Srodkami odcinkéw TP, TQ, RP i RQ s3 t W i
odpowiednio punkty 51 5,5, 55, 5, Wykaz, ze: \:'S
a) prosta S5, jest réwnolegta do ptaszczyzny (ABB,A,), 2 o T ‘5 ¥ ;
b) proste S,S, i 5,5, sa do siebie réwnolegfe, B ,‘i e

c) proste BC i RQ sg skosne.

Prostopadtosé prostych i ptaszczyzn
w przestrzeni

D 5.9. W tréjkacie prostokatnym ABC bok AC jest przeciwprostokatng. Odcinek BS
jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC). Punkt D nalezy do odcinka CS. Wykaz,

7e trdjkat ABD jest prostokatny.

5.10. Dany jest szescian, w ktorym punkt D jest srodkiem odcinka AB. Na pod-
stawie danych na rysunku ponizej ocen, czy odcinek AB jest prostopadty do odcin-
ka CD. Odpowiedz uzasadnij.

a) c b) A D B ¢ A

/

/ i
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d) 8 e) A f) B

o TITR

5.11. Przekatne réwnolegtoboku ABCD przecinaja sie w punkcie O. Punkt S nie
nalezy do ptaszczyzny (ABCD). Wiadomo, ze |AS| = [SC]| oraz |SD| = |SB|. Czy odci-
nek SO jest prostopadty do ptaszczyzny (ABCD)? Odpowiedz uzasadnij.

N

D 5.12. Romb ABCD zawiera sie w ptaszczyznie 7. &
Punkt E znajduje sie poza ptaszczyzna 7 oraz od-
cinek ED jest prostopadty do ptaszczyzny 7 (zo-
bacz rysunek obok). Wykaz, ze proste AC i BF sa

prostopadte.
C B
D M
5.13. Na ptaszczyznie 7 lezy czworokat E
ABCD. Poza ptaszczyzna 7 znajduje sie \F
punkt E i odcinek ED jest prostopadty
do ptaszczyzny & (zobacz rysunek obok). &
Ponadto wiadomo, ze F € EB, G € DB
i|EF| :|FB| = |DG| : |GB|. Czy proste FG i AC B
s3 prostopadte? Odpowiedz uzasadnij. s A -
5.14. Punkty A, B, C, D nie lezg w jednej ptaszczyznie. D
Wiadomo, ze |AC| = |AB|, |CD| = |BD|. Punkt E jest $rod-
kiem boku BC oraz F € AE, G € AD, jak na rysunku G
obok. Czy proste GF i BC s3 prostopadte? Odpowiedz
uzasadnij. A ¢
E

113
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5.15. Dany jest prostopadto$cian ABCDA,B,C,D, b, G
o podstawie kwadratowej ABCD. Punkty E, F, F, dzie- Fy
la odpowiednio krawedzie AB, AD i A,D, tak, ze As &
|Be| _|aF _|aA] 1

|AE, — IDF| = |D 2 , =1 Czy prosta DE jest prostopadta
1%1

-

do ptaszczyzny (FCC,F,)? Odpowied? uzasadnij. X 2

A E 8
5.16. Dany jest szeician ABCDAB,C,D,. Czy ptasz- B G
czyzny (ACClAi) [ (BBIDID) sg prostopadte? Odpo- )
wied?Z uzasadnij. A —~%

D c

A B

Rzut réwnolegty na ptaszczyzne.
Rysowanie figur ptaskich w rzucie réwnolegtym
na ptaszczyzne

5.17. W pewnym rzucie réwnolegtym na ptaszczyzne obrazem odcinka jest punkt.
Jak jest potozony ten odcinek wzgledem prostej, wyznaczajgcej kierunek rzutowania?

5.18. W pewnym rzucie réwnolegtym na ptaszczyzng obrazem pigciokata jest od-
cinek. Jak jest pofozona prosta, wyznaczajgca kierunek tego rzutowania, wzgledem
ptaszczyzny, w ktorej zawarty jest pieciokat?

5.19. W rzucie réwnolegtym na ptaszczyzne m obrazem danego kota jest koto
do niego przystajace. Jak sg potozone wzglgdem siebie rzutnia i ptaszczyzna zawie-
rajaca dane kotfo?

5.20. Na rysunku obok dany jest od- D
cinek AB oraz A,B,, bedacy rzutem

réwnolegtym odcinka AB na ptaszczy- 8
zne m w kierunku prostej AA;. Punk-
ty C, D nalezg do odcinka AB oraz / /
lcD| = 2|Ac| i |AD| = |DB|. Wyznacz A -~
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rzuty rownolegte punktéw C, D na ptaszczyzng 7. W jakim stosunku punkty C,, D,
dzielg odcinek A;B,?

5.21. Wysokosé¢ CD tréjkata ABC dzieli podstawg AB na dwa odcinki, ktérych dtu-
gosci pozostajg w stosunku 1 : 3. Odcinek CE jest érodkowa tego trojkata. Narysuj
rzut réwnolegty tego trojkata w przypadku, gdy bok AB jest réwnolegty do rzutni,
a ptaszczyzna (ABC) nie jest réwnolegta do rzutni i nie jest réwnolegta do prostej,
wyznaczajacej kierunek rzutowania. Zaznacz rzut wysokosci CD oraz rzut srodko-
wej CE. W jakim stosunku punkty D, i E, dzielg bok A,B, trojkata A,B,C,?

5.22. Naszkicuj rzut rownolegty szesciokata foremnego w przypadku, gdy dwa
boki szeéciokata sg réwnolegte do rzutni, ale szesciokat zawiera si¢ W ptaszczyznie
nieréwnolegtej do rzutni i nieréwnolegtej do kierunku rzutowania. Nastepnie po-
prowadz przekatne w danym szesciokacie i przekatne w rzucie tego szesciokata.
Co zauwazytes?

5.23. Dany jest szeécian ABCDA,B,C,D,. Niech ptaszczyzna (ABCD) bedzie rzut-

nig, a prosta AD, — kierunkiem rzutu réwnolegtego na ptaszczyzne (ABCD). Naszki-

cuj obraz w tym rzucie:

a) kwadratu A,B,C,D, b) tréjkata DBC, ¢) tréjkata DCP, gdzie
punkt P jest srodkiem
odcinka D,C,

k k k
D, c; D, C, D, P G
% / B, A, / 5 A, £
D C D c D iz
A A
B B A B

D 5.24. W trdjkacie prostokatnym ABC punkt O jest srodkiem przeciwprostokat-
nej AB. Punkt S nie nalezy do ptaszczyzny (ABC). Wiadomo, ze |AS| = [$B| = |SC|.
Wykaz, ze odcinek SO jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC).

5.25. Odcinek AB zawarty w ptaszczyznie z ma dtugos¢ 120 cm. Odlegto$é punk-
tu C lezgcego poza ptaszczyzng m od punktu A jest taka sama jak od punktu B
i wynosi 61 cm. Rzut prostokatny punktu C na ptaszczyzne # nalezy do odcinka AB.
Oblicz odlegto$¢ punktu C od ptaszczyzny .
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5.26. Dane s3 punkty A, B nalezace do ptaszczyzny m oraz punkt C, ktory leiy
w odlegtosci 9 cm od ptaszczyzny 7, w odlegtoéci m cm od punktu A i w odle-
gtosci 15 cm od punktu B. Punkt C' jest rzutem prostokatnym punktu C na ptasz-
czyzne m oraz |<<AC'B| = 90°. Oblicz dtugoé¢ odcinka AB.

5.27. Rzutem prostokatnym punktu A na ptaszczyzne 7 jest punkt A’. Do pro-
stej k zawartej w ptaszczyinie « i przechodzacej przez punkt A’ nalezg punkty B, C,
a punkt B lezy migdzy punktami A'i C. Wiedzac, ze |AB| = 10 cm, |BC| = 9 cm oraz
AC| = 17 cm, oblicz odlegtos¢ punktu A od ptaszczyzny .

Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

5.28. Punkty A, B C, D nie lezg w jednej ptaszczyznie. Odcinek CD jest prosto-
padty do odcinka AC i do odcinka BC. Punkt E jest $rodkiem odcinka AB. Wykaz,
ze jesli ED L AB, to trdjkat ABC jest réwnoramienny.

5.29. W tréjkacie réznobocznym ABC punkt E jest érodkiem odcinka BC. Odci-
nek AD jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC). Czy prosta DE jest prostopadta
do prostej BC? Odpowiedz uzasadnij.

5.30. Dany jest kwadrat ABCD. Odcinek DE jest prostopadty do ptaszczyzny
(ABCD). Wykaz, ze tréjkaty ABE oraz BCE s prostokatne.

5.31. W réwnolegtoboku ABCD przekatna DB jest jednoczesnie wysokoscig po-
prowadzong na boki AD i BC. Proste DB i AC przecinajg sie¢ w punkcie O. Odci-
nek EO jest prostopadty do ptaszczyzny (ABCD). Wykaz, ze tréjkaty BCE i ADE s3
prostokatne.

5.32. W tréjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne maja dtugosc: AC| = 15 cm,
IBC| = 20 cm. Odcinek DC jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC) i ma dtugos¢
22,5 cm. Oblicz wysokos¢ trojkata ABD, poprowadzong na bok AB.

5.33. W tréjkacie prostokatnym ABC wysokos¢ CD poprowadzona na przeciw-
prostokatna AB dzieli ja na odcinki dfugosci: |AD| = 9 cm i |DB| = 4 cm. Odcinek EC
jest prostopadty do pfaszczyzny (ABC). Wiedzac, ze pole tréjkata ABC jest o 26 cm’
mniejsze od pola tréjkata ABE, oblicz odlegtos¢ punktu E od ptaszczyzny (ABC).

5.34. Boki trojkata ABC maja dtugos¢: |AB| = 60 cm, |AC| = [BC| = 50 cm. Odci-
nek AD jest prostopadty do ptaszczyzny (ABC). Odlegtosé punktu D od prostej BC
jest réwna 52 cm. Oblicz odlegtos¢ punktu D od ptaszczyzny (ABC).
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5.35. Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,. Punkt O b, G
jest punktem przeciecia przekatnych kwadratu L—
ADD,A,, punkt E jest $rodkiem krawedzi AB (zo- A =
bacz rysunek obok). Czy proste OB, i EC s3 prosto-
padte? Odpowied? uzasadnij. = Oo o
—~AC
A /E/B
5.36. Dany jest szeician ABCDA,B,C,D,. Punkt O o c
jest punktem przeciecia przekatnych kwadratu ABCD B,
(zobacz rysunek obok). Czy proste A,8 i OC, sa pro- A,
stopadte? Odpowiedz uzasadnij. /
AN )
0
A F B

Kat miedzy prostg a ptaszczyzna.
Kat dwuscienny

5.37. Prosta k przebija ptaszczyzne m w punkcie A. Punkt B nalezy do prostej /,
ktdra jest rzutem prostokgtnym prostej k na ptaszczyzne 7 oraz \AB\ =8 cm. Oblicz
odlegtos¢ punktu B od prostej k, jesli kat nachylenia prostej k do ptaszczyzny 7
ma miare:

a) 30° b) 45° c) 60°.

5.38. Dany jest szescian ABCDA,B,C,D,, ktérego bok ma dtugosé a. Oblicz tan-
gens kata nachylenia przekatnej AC, do ptaszczyzny (BCClsl).

5.39. Ptaszczyzny 7, i 7, sq prostopadte, a krawedzig ich przeciecia jest prosta m.
Punkt A nalezy do ptaszczyzny 7, i lezy w odlegtosci 8 cm od prostej m. Punkt B
nalezy do ptaszczyzny 7, i lezy w odlegtosci 6 cm od prostej m. Wiedzac, ze rzutem
prostokatnym punktu A na ptaszczyzne =, jest ten sam punkt co rzut prostokatny
punktu B na ptaszczyzne m,, oblicz:

a) tangens kata nachylenia prostej AB do ptaszczyzny x5,
b) cosinus kata nachylenia prostej AB do ptaszczyzny x;.

& oy 4



118

Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakres rozszerzony

5.40. Na ptaszczyznie 7 dany jest odcinek AB. Odcinek BC jest prostopadty
do ptaszczyzny 7. Punkt D jest $rodkiem odcinka BC. Wiedzac, ze tangens nachyle-

2 : .
nia prostej AD do ptaszczyzny = wynosi 3 oblicz sinus kata nachylenia prostej AC

do ptaszczyzny 7.

5.41. Punkty A, B, C lezace na ptaszczyznie © wyznaczajg tréjkat rownoramienny,
w ktorym }AC\ = |BC| = 5 oraz |AB| = 6. Odcinek DC jest prostopadty do ptaszczy-
zny 7, a jego dtugosc jest rowna 8. Oblicz:

a) tangens kata nachylenia prostej BD do ptaszczyzny =,
b) tangens kata nachylenia ptaszczyzny (ABD) do ptaszczyzny .

5.42. Trojkat prostokatny ABC, w ktérym |< ABC| = 90°, |AC| = 20, oraz AB| = 12,
zawiera sie w ptaszczyznie 7. Odcinek DC jest prostopadty do ptaszczyzny 7 i ma
dtugos¢ 12. Oblicz:

a) sinus kata nachylenia prostej AD do pfaszczyzny 7,

b) sinus kata nachylenia ptaszczyzny (ABD] do ptaszczyzny 7.

5.43. Trojkat prostokatny ABC, w ktérym [ ACB| = 90°, |AB| = 10 oraz |BC| = 6,
zawiera sie w ptaszczyznie 7. Odcinek CD jest prostopadty do ptaszczyzny 7 i ma
dtugos¢ 8. Oblicz:

a) miare kata nachylenia prostej AD do ptaszczyzny ,

b) cosinus kata nachylenia prostej BD do ptaszczyzny ,

c) tangens kata nachylenia ptaszczyzny (ABD) do ptaszczyzny 7.

5.44. Dane sa dwa przystajace réwnolegtoboki ABCD i DCEF o wspdlnym
boku DC. Miary katéw ostrych obu réwnolegtobokéw sg takie same i wynosza:
\<I CDA\ = \q FDC| = 30°. Ptaszczyzny zawierajace te rownolegtoboki tworzg kat
dwuscienny o mierze 60°. Wiedzac, ze |[AD| = |DF| = 2 dm, oblicz odlegto$¢ miedzy
prostymi AB i EF.

5.45. Dane s3 dwa przystajace romby ABCD i DCEF, ktorych wspélny bok DC
ma dtugosé 4 cm. Miary katéw ostrych tych rombéw s3 takie same i wynosza:
\QADC\ = \<I DCE\ = 45°. Paszczyzny zawierajgce te romby tworzg kat dwuscienny,
réwny 120°. Oblicz odlegtos¢ migdzy prostymi AB i EF.

e TS g
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Graniastostupy

D 5.46. Wykaz, ze dtugos¢ przekatnej szescianu o krawedzi dfugosci a jest row-
na av3.
a) Wyznacz cosinus kata nachylenia przekatnej szescianu do ptaszczyzny podstawy.
b) Oblicz a w przypadku, gdy przekatna szescianu ma dfugos¢ 3 cm.

D 5.47. Wykaz, ze dtugosé¢ przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach dtugosci a,

b, ¢ jest réwna yJa’+b*+c* . Oblicz dtugo$¢ przekatnej prostopadtoscianu i miare
kata nachylenia tej przekatnej do ptaszczyzny podstawy w przypadku, gdy krawe-
dzie podstawy maja dtugoéé: a = 3 cm, b = 4 cm, za$é krawedz boczna ma dtugosc
c=5cm.

5.48. Stosunek dtugoéci krawedzi prostopadtoécianu wynosi 3 : 4 : 12, a dtugosc
przekatnej prostopadtoscianu jest réwna 26 cm. Oblicz dtugosci przekatnych trzech
nieprzystajgcych scian.

5.49. W graniastostupie prawidtowym czworokatnym krawedZ boczna jest dwa
razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz:

a) tangens kata nachylenia przekatnej $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy,

b) sinus kata miedzy przekatng sciany bocznej a przekatng podstawy, wychodzgcymi
z tego samego wierzchotka,

c) cosinus kata nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy.

5.50. Krawedz boczna graniastostupa prawidtowego tréjkatnego ma dtugoséé¢ J8,
a krawedz podstawy ma (:!iugoéé 2. Oblicz:

a) cosinus kata nachylenia przekatnej Sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy,

b) sinus kata migdzy przekatna jednej Sciany bocznej a krawedzig podstawy zawarta
w sgsiedniej scianie bocznej, wychodzgcymi z tego samego wierzchotka,

c) miare kata nachylenia przekatnej sciany bocznej do sgsiedniej $ciany bocznej.

5.51. Podstawaq graniastostupa prostego jest romb, ktérego bok ma dtugosé
5\/5 cm. Wiedzac, ze wysokosSc graniastostupa jest rowna 8 c¢cm, a dfuzsza prze-
katna graniastostupa ma 17 cm dtugosci, oblicz:

a) miare kata ostrego rombu,

b) dtugosé krétszej przekatnej tego graniastostupa.
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5.52. Podstawg graniastostupa prostego jest romb. Wysokos¢ tego graniastostupa
jest rowna 12 cm. Diuisza przekatna graniastostupa jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy pod katem a = 45°, a krétsza pod katem S = 60°. Oblicz dtugosc kra-
wedzi podstawy.

5.53. Oblicz dtugosci przekatnych graniastostupa prawidtowego szesciokatnego,
ktorego dtugosc krawedzi podstawy jest réwna 3 cm, a krawedzi bocznej — 8 cm,

5.54. Lliczba naturalna parzysta n oznacza liczbe wierzchotkéw pewnego granias-
tostupa.

a) Zapisz liczbe s $cian i liczbg k krawedzi tego graniastostupa w zaleznosci od n.
b) Oblicz liczbe $cian i liczbe krawedzi graniastostupa w przypadku, gdy n = 10.

5.55. W pewnym graniastostupie liczba $cian jest o 5 mniejsza od liczby wierzchot-
kow. Oblicz liczbe wierzchotkéw, liczbe $cian i liczbe krawedzi tego graniastostupa.

5.56. W pewnym graniastostupie liczba krawedzi jest dwa i pot razy wieksza
od liczby Scian. Jakie wielokaty sg podstawami tego graniastostupa?

5.57. Stosunek dtugosci przekatnej sciany bocznej graniastostupa prawidtowego

tréjkatnego do dtugosci krawedzi podstawy jest rowny J3 : 1. Oblicz miare kata
nachylenia przekatnej sciany bocznej do sasiedniej sciany bocznej.

D 5.58. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny, ktérego pod-

D

stawy maja dtugo$¢ a i b, a ramig ma dtugos¢ c. Wysokos¢ tego graniastostupa
jest réowna H. Wykaz, ze dtugos¢ przekatnej d tego graniastostupa opisuje wzor:
d*=H?+ab + .

5.59. W graniastostupie prostym tréjkatnym kazdy wierzchotek jednej podstawy
potaczono odcinkiem z punktem przecigcia przekatnych Sciany bocznej przeciwle-
gtej temu wierzchotkowi. Wykaz, ze te trzy odcinki przecinajg sie w jednym punkcie,
ktory dzieli je w stosunku 1 : 2.
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Ostrostupy

5.60. Oblicz, ile $cian oraz ile krawedzi ma ostrostup, ktérego liczba wierzchotkéw
jest rowna:
a) 6 b) n, gdzien e N.in > 3.

5.61. Oblicz, ile wierzchotkéw ma ostrostup, ktérego liczba scian jest o 6 mniejsza
od liczby krawedzi.

5.62. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym dtugos¢ krawedzi podstawy
jest réwna 20 cm, a kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy ma

miare 60°. Oblicz:

a) dtugosc¢ krawedzi bocznej,
b) wysokos$¢ ostrostupa,

c) wysoko$¢ $ciany bocznej.

5.63. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym dtugos¢ krawedzi podstawy jest
réwna 4+/2 cm, a krawedzi bocznej — 5 cm. Oblicz:

a) wysoko$¢ tego ostrostupa,

b) wysokos¢ Sciany bocznej poprowadzong na krawed? podstawy,

c) odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od krawedzi boczne;.

5.64. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtu-
goé¢ 9 cm, a wysokos¢ $ciany bocznej jest réwna 3+/3 cm. Oblicz:

a) miare kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy,
b) odlegtos¢ spodka wysokosci tego ostrostupa od Sciany bocznej.

5.65. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat miedzy przeciwlegtymi kra-
wedziami bocznymi ma miare 90°. Przekatna podstawy ostrostupa ma dtugosé 5 dm.
Oblicz:

a) sume dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa,

b) miare kata zawartego miedzy dwiema sasiednimi krawedziami bocznymi
ostrostupa.

5.66. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym przeciwlegle krawedzie bocz-
ne s3 do siebie prostopadte. Wyznacz tangens kata o nachylenia sciany bocznej
do ptaszczyzny podstawy i podaj przyblizong miare tego kata (z doktadnoscia do 1°).
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5.67. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dtugos¢
12 dm, a krawedz boczna 8 dm. Oblicz:

a) wysokos$¢ tego ostrostupa,
b) miarg kata nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy.

D 5.68. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy jest szes¢ razy
dtuzsza od wysokosci tego ostrostupa. Wykaz, ze $ciana boczna w tym ostrostupie
jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°.

5.69. Dany jest czworoscian foremny o wysokoéci H i krawedzi dtugosci a.
D a) Wykaz, 7e 3H? = 242,
b) Wiedzac dodatkowo, ze wysoko$¢ jest o 1 krétsza od krawedzi, oblicz a. Wynik

przedstaw w postaci a+b+/c , gdziea, b, c € N.

5.70. Dany jest czworoscian foremny. Oblicz:

-a) tangens kata nachylenia krawedzi bocznej tego ostrostupa do ptaszczyzny
podstawy,

b) cosinus kata dwusciennego miedzy sgsiednimi scianami.

5.71. Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowna 30 cm, a kat
dwuscienny przy jego podstawie jest réwny 60°. Oblicz:

a) wysokos¢ sciany bocznej poprowadzonej z wierzchotka ostrostupa,
b) dtugosé¢ krawedzi podstawy.

5.72. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym sciana boczna tworzy z ptaszczyzna
podstawy kat 45°. Oblicz:
a) sinus kata nachylenia krawedzi bocznej tego ostrostupa do ptaszczyzny podstawy,

b) cosinus kata migdzy krawedzig boczng ostrostupa a krawedzig podstawy.

5.73. Oblicz miare kata nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa prawidtowego
tréjkatnego do ptaszczyzny podstawy, jesli:

a) wysoko$¢ ostrostupa jest trzy razy krétsza od krawedzi podstawy,

b) wysokosé ostrostupa jest rowna krawedzi podstawy.

5.74. Oblicz miare kata dwusciennego przy podstawie ostrostupa prawidtowego
trojkatnego, jesli:

a) wysokoé¢ ostrostupa jest trzy razy krétsza od wysokosci podstawy,

b) wysokos¢ ostrostupa jest dwa razy krétsza od krawedzi podstawy.
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5.75. KrawedzZ podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokagtnego ma dtugos¢
2 dm, a krawedz boczna — 2+/2 dm. Oblicz:

a) miare kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy,

b) wysokos¢ $ciany bocznej poprowadzonej z wierzchotka ostrostupa.

5.76. Wysokos¢ prawidtowego ostrostupa szesciokgtnego wynosi 53 cm, a kat
miedzy przeciwlegtymi krawedziami bocznymi jest réwny 60°. Oblicz:

a) sume dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa,

b) sinus kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.

5.77. Podstawg ostrostupa jest prostokat, ktérego boki maja dtugo$¢ 6 cm i 8 cm.
Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majg po 13 cm dtugosci. Oblicz:

a) wysokos¢ ostrostupa,
b) wysokosci hy i h, dwdch réznych scian bocznych poprowadzone z wierzchotka
tego ostrostupa.

5.78. Podstawg ostrostupa jest tréjkat réwnoramienny, ktérego dwa boki maja
dtugos¢ 17 cm, a dtugosc trzeciego boku jest rowna 16 cm. Wszystkie krawedzie
boczne tego ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°.

Oblicz:
a) wysoko$¢ ostrostupa b) dtugo$¢ krawedzi bocznych ostrostupa.

5.79. Podstawa ostrostupa prostego jest tréjkat, ktérego boki maja dtugoéé 21 cm,

17 cm i 10 cm. Wysokosc¢ ostrostupa jest rowna 5% cm. Oblicz:

a) dtugos¢ krawedzi bocznych tego ostrostupa,
b) cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.

5.80. Podstawg ostrostupa prostego jest trojkat réwnoramienny, ktorego kat mie-
dzy ramionami jest réowny 120°. Promieri okregu opisanego na tym trdjkacie jest
rowny 4\/5. Wiedzac, ze wysokos¢ ostrostupa jest réwna J33 , oblicz:

a) dtugo$¢ krawedzi bocznych,

b) cosinusy katow miedzy krawedziami bocznymi tego ostrostupa.

5.81. Podstawa ostrostupa prostego jest tréjkat rownoramienny, ktérego jeden
zkatow jest rowny 150°, a dwa jego boki majg dtugosé N Y Krawedz boczna
ostrostupa ma dtugos¢ 15. Wyznacz:

3) wysokosc¢ tego ostrostupa,
b] cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.
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5.82. Podstawg ostrostupa ABCS jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC,
Spodek wysokosci jest srodkiem przeciwprostokatnej AB. Wiedzac, ze ostrostup ma
wysokos¢ 7 cm, a krawedz AC ma dtugosé 8 cm, oblicz:

a) sume dtugosci krawedzi bocznych tego ostrostupa,
b) sinus kata nachylenia krawedzi AS do ptaszczyzny podstawy.

5.83. Podstawg ostrostupa prostego ABCS jest trdjkat prostokatny ABC o przy-
prostokatnych AC i BC, gdzie |AC| = 6 i |BC| = 8. Wysokos¢ tego ostrostupa jest
rowna 12. Oblicz:

a) tangensy katow nachylenia écian ACS i BCS do ptaszczyzny podstawy,

b) odlegtosc¢ spodka wysokosci ostrostupa od krawedzi bocznych.

5.84. Podstawg ostrostupa ABCS jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym przy-
prostokatne majg dtugosé: \AC| =9, BC\ = 16. Spodkiem wysokosci ostrostupa jest
wierzchotek C. Wiedzac, ze wysoko$¢ ostrostupa jest réwna 12, oblicz:

a) dtugo$¢ bokéw tréjkata ABS,

b) odlegtos¢ punktu C od krawedzi bocznej BS,

c) tangens kata nachylenia ptaszczyzny (ABS) do ptaszczyzny podstawy tego
ostrostupa.

5.85. Podstawg ostrostupa jest kwadrat, a spodek wysokosci znajduje sie w jed-
nym z wierzchotkéw tego kwadratu. Wiedzac, ze wysoko$¢ tego ostrosfupa jest

rowna krawedzi podstawy, wyznacz:

a) tangens kata nachylenia najdfuzszej krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny
podstawy,

b) cosinus kata miedzy najdtuzsza krawedzig boczng ostrostupa a krawedzig pod-
stawy o wspolnym wierzchotku,

c) miare kata nachylenia scian bocznych, ktére nie zawierajg wysokosci ostrostupa,
do ptaszczyzny podstawy,

d) miare kata dwusciennego miedzy dwiema $cianami bocznymi o najwigkszej

powierzchni.

5.86. Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny, ktorego przyprostokatne maja
dtugoéé¢ 6 i 8. Wszystkie éciany boczne ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny

s 3 8 ;
podstawy pod katem ostrym a takim, ze cosa T Oblicz:

a) wysokos¢ tego ostrostupa,
b) dtugosci krawedzi bocznych tego ostrostupa.
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5.87. Podstawg ostrostupa jest romb, ktérego bok ma dtugosé 20 cm, a kat ostry
jest réowny 60°. Punkt przecigcia sig przekatnych rombu jest spodkiem wysokosci

ostrostupa. Wiedzac, ze wysokosé ostrostupa jest réwna 5\/5 cm, oblicz:
a) wysoko$¢ ciany bocznej poprowadzonej na krawedz podstawy,
b) sinus kata nachylenia éciany bocznej tego ostrostupa do ptaszczyzny podstawy

5.88. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtu-
gos¢ /6 . Kat dwuscienny miedzy sasiednimi $cianami bocznymi jest réwny 120°.
Oblicz:

a) odlegtos¢ spodka wysokosci tego ostrostupa od krawedzi bocznej,
b) wysokos¢ ostrostupa.

5.89. Podstawg ostrostupa jest trapez réwnoramienny. Krétsza podstawa i ramig
tego trapezu s3 tej samej dfugosci. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa maja
dtugos¢ 61 cm, a wysokos$¢ ostrostupa to 60 cm. Wiedzac, ze srodek okregu opisa-
nego na trapezie jest srodkiem dtuzszej podstawy trapezu, oblicz pole tego trapezu.

5.90. Podstawg ostrostupa jest trapez prostokatny, ktérego podstawy majg dtu-
gos¢ 6 cm i 3 cm, a ramiona 4 cm i 5 cm. Wszystkie $ciany boczne s3 nachylone

do ptaszczyzny podstawy pod tym samym katem ostrym miary a. Wyznacz sinus
kata a, jesli wysokos¢ ostrostupa jest rowna 6 cm.

Siatka wieloScianu.
Pole powierzchni wieloscianu

5.91. Narysu;:
a) cztery rézne siatki szescianu,

b) dwie rozne siatki prostopadtoscianu, ktérego zadna $ciana nie jest kwadratem.

5.92. Narysuj siatke graniastostupa:

a) prawidtowego czworokatnego,

b) prawidtowego tréjkatnego,

c) prawidtowego szes$ciokatnego,

d) prostego, ktérego podstawa jest réwnolegtobok.
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5.93. Narysuj siatke ostrostupa:

a) prawidtowego czworokatnego,

b) prawidtowego tréjkatnego,

c) prawidtowego szesciokatnego,

d) prostego, ktérego podstawa jest prostokat.

5.94. Przekatna prostopadtoicianu ma dtugos¢ 17 cm, a cosinus kata nachylenia
tej przekatnej do ptaszczyzny podstawy jest rowny % . Stosunek dtugosci krawedzi

podstawy wynosi 3 : 4. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego prostopadtoscianu.

5.95. Narysuj siatke ostrostupa, ktérego podstawa jest tréjkat prostokatny:

a) o przyprostokatnych pozostajacych w stosunku 2 : 3, a spodek wysokosci jest
wierzchotkiem tego tréjkata przy kacie prostym,

b) rownoramienny, a spodek wysokosci jest srodkiem przeciwprostokatnej tego
trojkata. ‘

5.96. Na podstawie informacji umieszczonych ponizej, na siatce ostrostupa wy-
znacz wysokos¢ tego ostrostupa, jesli wiadomo, ze jego podstawag jest:

a) kwadrat b) tréjkat prostokatny

5.97. Oblicz pole powierzchni catkowitej szescianu, jesli:
a) przekatna $ciany bocznej ma dtugosc 2 dm,
b) przekatna szescianu ma dfugosc 8 cm.

S
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5.98. Przekatna podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtu-
gos¢ 6+/2 cm. Oblicz pole powierzchni bocznej tego graniastostupa, jesli:

a) wysokos¢ graniastostupa jest réwna 5 cm,
b) krawedZ podstawy stanowi 75% krawedzi bocznej.

5.99. W graniastostupie prawidtowym czworokgtnym stosunek pola powierzchni
catkowitej do pola powierzchni bocznej wynosi 8 : 5. Wiedzac, ze pole powierzchni
catkowitej jest réwne 192 cm?, oblicz dtugosci krawedzi tego graniastostupa.

5.100. Podstawa prostopadtoscianu jest kwadrat. Oblicz pole powierzchni catko-
witej tego prostopadtoscianu, jeéli przekatna $ciany bocznej ma dtugosc 30 cm oraz
kat miedzy t3 przekatng i przekatng sasiedniej éciany bocznej, wychodzacymi z tego
samego wierzchotka, ma 60°.

5.101. Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu wynosi 50(3+2\/§) cm’.

Przekatna jednej ze $cian bocznych jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod
katem 45°, a przekatna sasiedniej sciany bocznej jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy pod katem 60°. Oblicz dtugosci krawedzi tego prostopadtoscianu.

5.102. Przekatna $ciany bocznej i krawedz boczna graniastostupa prawidtowego
trojkatnego, wychodzace z tego samego wierzchotka, tworzg kat 30°. Pole po-
wierzchni catkowitej tego graniastostupa jest réwne 35043 cm? Oblicz dtugosc¢
przekatnej Sciany bocznej.

5.103. Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest
réwne sumie pol obu podstaw. Wyznacz tangens kata nachylenia przekatnej éciany
bocznej tego graniastostupa do ptaszczyzny podstawy.

5.104. W graniastostupie prostym podstawa jest rombem, ktérego przekatne
majg dtugos¢ 30 cm i 16 cm. Dtuzsza przekatna graniastostupa jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
graniastostupa. :

5.105. Podstawg graniastostupa prostego jest rownolegtobok o bokach dtugos-
¢i2dm i 4 dm, ktérego kat ostry jest réwny 60°. Krétsza przekatna graniasto-
stupa tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej
graniastosfupa.

5.106. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wysokos¢ jest réwna 2+/3 cm,

akat miedzy wysokoscig ostrostupa a wysokoscig $ciany bocznej ma 30°. Oblicz pole
powierzchni catkowitej tego ostrostupa.
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5.107. Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy prawidtowego ostrosfupa czworokatne-
go, wiedzac, ze krawedz boczna ma dtugosé 5, a pole powierzchni catkowitej jest
rowne 16.

5.108. Oblicz pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego, ktorego kra-
wedz ma dtugosc 10 cm.

5.109. Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego trojkatnego wyno-

si 136v/3 cm? a pole podstawy jest rowne 64+/3 cm?. Oblicz wysokos¢ tego
ostrostupa.

5.110. Podstawa ostrostupa prostego jest trojkat prostokgtny réwnoramienny,
ktérego ramie ma dtugoéé 6.2 cm. Wiedzac, ze wysokoéé ostrostupa jest réwna
8 cm, oblicz:

a) dtugos¢ krawedzi bocznych,

b) pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

5.111. Podstawg ostrostupa prostego jest prostokat, ktorego boki pozostajg
w stosunku 39 : 25. Wysokosci réznych $cian bocznych poprowadzone na krawg-
dzie podstawy ostrostupa sg réwne: 60 cm i 52 cm. Oblicz dtugosc krawedzi bocznej :
tego ostrostupa. 1

5.112. Podstawa ostrostupa jest kwadrat o boku dtugosci 1 dm, a spodkiem wy-
sokoéci ostrostupa jest jeden z wierzchotkdéw tego kwadratu. Dwie sciany boczne
sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz:

a) dtugoé¢ krawedzi bocznych ostrostupa,
b) pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

5.113. Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny, ktérego przyprostokatne
majg dtugos¢ 30 cm i 40 cm. Spodek wysokosci ostrostupa jest wierzchotkiem kata
prostego tréjkata w podstawie. Sciana boczna o najwiekszym polu jest nachylona

b 1 ,
do ptaszczyzny podstawy pod katem ostrym o takim, ze tgazlg. Oblicz pole

powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

D 5.114. Wykaz, ze jesli wysokos¢ czworoscianu foremnego jest réwna H, to pole

3.3

powierzchni catkowitej tego czworoscianu wynosi ——H? .
2
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D 5.115. Wysokos¢ sciany bocznej prawidtowego ostrostupa szesciokatnego jest
réwna h, a promien okregu wpisanego w podstawe jest rowny r. Wykaz, ze pole

powierzchni catkowitej ostrostupa wynosi 2«@-(r+h)'r A

5.116. Podstawg ostrostupa jest romb, ktérego przekatne majg dtugos¢ 6 dm
i 8 dm. Wysokos¢ ostrostupa jest rowna 10 dm, a spodek wysokosci ostrostupa
jest érodkiem okregu wpisanego w ten romb. Oblicz pole powierzchni bocznej tego

ostrostupa.

5.117. Podstawga ostrostupa jest tréjkat réwnoboczny o boku dtugosci a. Jedna
ze écian bocznych, bedaca réwniez tréjkatem réwnobocznym, jest prostopadta
do ptaszczyzny podstawy. Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Objetosé figury przestrzennej.
Objetosé wieloScianow

5.118. Akwarium do hodowli rybek ma nastepujace wymiary: dtugos¢ 0,8 m,
szeroko$é 0,4 m i wysoko$é 0,5 m. Oblicz, ile co najwyzej litrow wody nalezy wlaé
do tego akwarium, aby poziom lustra wody znajdowat sie w odlegtosci nie mniejszej

niz 10 cm od goérnej krawedzi akwarium.

5.119. Jezeli kazdg krawedz danego szescianu przedtuzymy o 2 cm, to jego obje-

tosé powiekszy sie 0 98 cm?. Oblicz dtugoéé krawedzi danego szeécianu.

5.120. W prostopadtoscianie ABCDA,B,C,D, podstawa ABCD jest kwadratem.
Wysokos$¢ C,E tréjkata BC,D, dzieli przekatng D,B na odcinki dtugosci: |DIE‘ =2dm,

[EB| = 8 dm. Oblicz objetos¢ tego prostopadtoscianu.

5.121. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ graniastostupa prawidtowego

czworokatnego, ktérego przekatna ma dtugosc 14 cm, jesli:
a) kat nachylenia tej przekatnej do ptaszczyzny podstawy jest rowny 60°,

b) kat miedzy tg przekatng a przekatng sciany bocznej, wychodzacymi z tego same-

go wierzchotka, jest rowny 30°.

5.122. Objeto$é graniastostupa prawidfowego tréjkatnego jest réwna 6 dm?,

a przekatna $ciany bocznej tworzy z krawedzig podstawy kat 60°. Oblicz pole po-

wierzchni catkowitej tego graniastostupa.
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5.123. Przekatna $ciany bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego ma
dtugos¢ 6 cm i jest nachylona do sasiedniej $ciany bocznej pod katem 30°. Oblic;
objetosc¢ tego graniastostupa.

5.124. W graniastostupie prawidtowym szesciokatnym dtuzsza przekatna ma dtu-
gosc J5 dm, a krotsza przekatna jest nachylona do pfaszczyzny podstawy pod
katem 30°. Oblicz pole powierzchni bocznej i objetos¢ tego graniastostupa.,

5.125. Podstawa graniastostupa prostego jest romb, ktorego kat ostry ma mia-
re 30°. Wszystkie krawedzie graniastostupa majg jednakowa dtugosc. Wiedzac,
ze pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne 180 cm?, oblicz objetoé¢
tego graniastostupa.

5.126. Blaszana forma do pieczenia ciasta /

ma ksztatt graniastostupa prostego. Uwzgled- /
30cm

niajgc wymiary podane na rysunku obok,
oblicz:

a) ile cm? blachy potrzeba na wykonanie
tej formy; wynik podaj z doktadnoscig do
1cm?,

b) pojemnos¢ formy. Wynik podaj z doktad- _
noscig do 0,1 litra. 12 cm

5.127. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez, ktérego podstawy maja
dtugoé¢ 3 cm i 24 cm, a ramiona — 10 cm i 17 cm. Sciana boczna o najmniejszym
polu powierzchni jest kwadratem. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢

tego graniastostupa.

5.128. Podstawa ostrostupa jest prostokat, ktérego boki majg dtugos¢ 10 cm
i 18 cm. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa maja jednakowgq dtugoéc,

réwna 5+/10 cm. Oblicz objetosc tego ostrostupa.

5.129. Wysokos¢ ostrostupa prawidfowego czworokatnego jest réwna 15 cm.
Sciany boczne ostrostupa sa nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.

Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

5.130. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat miedzy przeciwlegtymi
krawedziami bocznymi jest réwny 90°. Wiedzac, ze krawedzie boczne majg diu-
gos¢ 12 cm, oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

e mm
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5.131. Podstawg ostrostupa jest romb, a spodkiem wysokosci tego ostrostupa jest
punkt przecigcia sig przekatnych rombu. Dwie krawedzie boczne ostrostupa majg
dtugosc¢ 15 cm, a pozostate dwie — 13 cm. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa, wiedzac,
e jego wysokos¢ jest réwna 12 cm.

5.132. Pole powierzchni catkowitej czworoécianu foremnego wynosi 16+/3 cm?.
Oblicz objetos$¢ tego czworoscianu.

5.133. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wszystkie sciany boczne sg
nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem, ktérego tangens jest réwny 1%.

Wiedzac, ze objetos¢ ostrostupa wynosi 6 dm?, oblicz:
a) wysoko$¢ ostrostupa,
b) pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

5.134. Objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwna 36+/2 cm?.
Wszystkie krawedzie tego ostrostupa maja jednakowa dtugo$é. Oblicz:

a) dtugo$¢ tych krawedzi,
b) pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

5.135. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym wszystkie krawedzie boczne sg

nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem, ktérego cosinus jest réwny %
3

1642
3

Wiedzac, ze objetosé tego ostrostupa jest réowna cm?, oblicz wysokos$¢ os-

trostupa i dtugosc¢ jego krawedzi.

5.136. Objetosc ostrostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 4_\@ dm?®. Kat
3

nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy jest réwny 45°. Wyznacz

odlegtos¢ spodka wysokosci:

a) od krawedzi bocznej b) od Sciany bocznej ostrostupa.

5.137. Krawed? podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokgtnego ma dtugoscé
4 dm, a kat miedzy $ciang boczng i ptaszczyzng podstawy jest rowny 45°. Oblicz
objetos¢ tego ostrostupa.

5.138. Podstawg ostrostupa prawidtowego jest osmiokat. Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa, wiedzac, ze jego krawedz boczna ma dtugosc 10 cm, a kat migedzy kra-
wedzig boczng i ptaszczyzng podstawy jest rowny 30°.
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5.139. Podstawg ostrostupa jest trojkat, ktérego dwa boki majg dtugosc¢ 6 cm,
a dtugosc trzeciego boku wynosi 8 cm. Wszystkie krawedzie boczne maja jednakowa
dtugosc, réwng 9 cm. Oblicz objetoé¢ tego ostrostupa.

5.140. Podstawg ostrostupa jest tréjkat, ktérego dwa boki maja dtugos¢ 39 cm,
a dtugosc trzeciego boku wynosi 30 cm. Kazda $ciana boczna tworzy z ptaszczyzng
podstawy kat 45°. Oblicz objetoéé¢ tego ostrostupa.

5.141. Podstawa ostrostupa jest kwadrat, a spodek wysokosci ostrostupa jest jed-
nym z wierzchotkéw tego kwadratu. Suma pél powierzchni dwdch scian bocznych
0 wigkszym polu powierzchni jest dwa razy wigksza od sumy powierzchni pozosta-

tych scian bocznych. Wiedzac, ze objeto$¢ tego ostrostupa jest réwna 81\/3 cm?,
oblicz:

a) dtugos¢ krawedzi podstawy,

b) dtugos¢ najdtuzszej krawedzi tego ostrostupa.

5.142. Podstawa ostrostupa jest prostokat, ktérego pole jest réwne 1 m®. Dwie
$ciany boczne tego ostrostupa sg prostopadte do ptaszczyzny podstawy, a dwie
pozostate tworzg z nig katy odpowiednio réwne 30° i 60°. Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa.

5.143. Podstawa ostrostupa jest tréjkat réwnoboczny ABC. Krawedz boczna CS
jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy ostrostupa. Kat nachylenia $ciany ABS

do ptaszczyzny podstawy ma 60°. Wiedzac, ze objetoéé ostrostupa jest réwna /3,
oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

5.144. Podstawa prostopadtoscianu ABCDAB,C,D, jest prostokat. ktérego boki
AB i BC sa réznej dtugosci. Objetos¢ ostrostupa ACDD, jest réwna 12 cm’.

a) Oblicz objetos¢ prostopadtoscianu ABCDA,B,C,D,.

b) Wiedzac dodatkowo, ze |AB| : |BC| :|DD,| = 3 : 4 : 6, oblicz cosinus kata miedzy
krawedziami AD, i CD, ostrostupa ACDD,.

5.145. PunktyK, L, M sa $rodkami krawedzi AB, BC i BB, szescianu ABCDA,B,C,D,.
a) Jakg cze$¢ objetosci szescianu stanowi objetos¢ ostrostupa KLMB?
b) Wiedzac dodatkowo, ze odlegtosc wierzchotka B od ptaszczyzny (KLM) jest row-

na /3, oblicz dtugo$¢ krawedzi szescianu.

5.146. Podstawa graniastostupa prostego jest tréjkat ABC, w ktérym \<1 BAC\ =307,
\<I ACB] — 105°. Przekatna Sciany bocznej o najmniejszym polu powierzchni tworzy

o e
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z ptaszczyzna podstawy kat 45°. Wiedzac, ze wysokos$¢ graniastostupa jest réow-
na 2 dm, oblicz jego objetosc.

5.147. Podstawg ostrostupa jest romb, ktérego bok ma dtugos¢ 15 cm. Kazda
éciana boczna tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 60°. Wiedzac, ze pole powierzchni
bocznej ostrostupa jest réwne 360 cm?, oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

5.148. Podstawg ostrostupa jest romb ABCD. Wysokos¢ rombu DE poprowadzona
z wierzchotka kata rozwartego, dzieli bok AB na odcinki dtugosci: |AE| = 6, |EB| = 4.
Wszystkie $ciany boczne ostrostupa sa nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym
samym katem. Wiedzgc, ze pole powierzchni bocznej ostrostupa jest réwne 170,
oblicz:

a) wysokos¢ ostrostupa b) objetos¢ tego ostrostupa.

5.149. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dfu-
gos¢ a. Kat miedzy krawedzig boczng i krawedzig podstawy wychodzacymi z tego
samego wierzchotka ma miare «, gdzie a € (45", 90”). Oblicz objetos¢ i pole po-
wierzchni catkowitej tego ostrostupa.

5.150. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego tréj-
katnego, ktérego krawedz podstawy ma dtugos¢ a, natomiast kat nachylenia krawe-
dzi bocznej do ptaszczyzny podstawy ma miare @, gdzie o € (0", 90").

5.151. Oblicz objetosé prawidtowego ostrostupa tréjkatnego, majac dang dtugosé r
promienia okregu wpisanego w podstawe ostrostupa i miare a kata ptaskiego $ciany
bocznej przy podstawie. Dla jakich wartosci a zadanie ma rozwigzanie?

5.152. W graniastostupie prawidtowym szesciokatnym najdtuzsza przekgtna pod-
stawy ma dtugo$éé d i tworzy z przekatng sciany bocznej, wychodzacy z tego same-
go wierzchotka, kat a. Oblicz objetos¢ graniastostupa. Wyznacz te wartosci «, dla
ktérych zadanie ma rozwigzanie.

5.153. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat miedzy dwiema przeciw-
legtymi krawedziami bocznymi ma miare 2q, gdzie o € (O°, 90°). Odlegtos¢ wierz-
chotka podstawy ostrostupa od przeciwlegtej krawedzi bocznej jest réwna d. Oblicz
objetos$¢ tego ostrostupa.

5.154. \V ostrostupie prawidtowym trdjkatnym kat miedzy dwiema sasiednimi
krawedziami bocznymi ma miare 2¢, gdzie a € (O°, 60°). Odlegtos¢ wierzchotka
podstawy, nalezgcego do jednej krawedzi bocznej, od sasiedniej krawgdzi bocznej
jest réwna d. Oblicz objetos$¢ tego ostrostupa.
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Przekroje wieloscianéw — konstrukcje

5.155. Na rysunku ponizej odcinek AB i punkt C naleza do ptaszczyzny 7. Wyznacz
przekroj szescianu ptaszczyzng .
a) b)

c

AN

5.156. Na rysunku ponizej punkty P, Q, R naleza do ptaszczyzny 7. Wyznacz prze-
kroj ostrostupa ptaszczyzng z.
b)

a)

5.157. Na rysunku ponizej punkty P, Q, R nalezg do ptaszczyzny . Wyznacz prze-
kréj szescianu ptaszczyzna 7.

a) 4 b) A
Q
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d)

™
—
b o

Q

5.158. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Naszkicuj przekroj tego os-

trostupa ptaszczyzna: -

a) zawierajaca dwie przeciwlegte krawedzie boczne ostrostupa,

b] zawierajaca dwie przeciwlegte wysokosci scian bocznych,

c) wyznaczong przez przekatna podstawy ostrostupa i srodek krawedzi bocznej,
niemajacej punktéw wspolnych z tg przekatna,

d) wyznaczong przez érodki dwéch sasiednich krawedzi podstawy i wierzchotek

ostrostupa.
W kazdym przypadku zaznacz na rysunku kat o, ktory tworzy przekrdj dang pfasz-

czyzng z ptaszczyzng podstawy tego ostrostupa.

5.159. Wykonaj rysunek ostrostupa prawidtowego czworokatnego. Nastepnie po-
prowadz przekrdéj tego ostrostupa ptaszczyzna, wyznaczong przez krawedz podstawy
i érodek wysokosci tego ostrostupa. Jakim czworokatem jest otrzymany przekroj?

5.160. Wykonaj rysunek ostrostupa prawidtowego tréjkatnego. Nastepnie popro-
wadz przekrdj tego ostrostupa ptaszczyzng wyznaczong przez krawedz podstawy
i érodek przeciwlegtej krawedzi bocznej tego ostrostupa. Wyznacz konstrukcyjnie
punkt, w ktérym wysokos¢ ostrostupa przebija otrzymany przekro;.

Przekroje wieloscianéow — zadania

5.161. Przekroj szeécianu ptaszczyzng, zawierajacq przekatne trzech réznych $cian,
jest trojkatem, ktorego pole wynosi 50/3 cm?. Oblicz objetos¢ tego szescianu.

5.162. Pole powierzchni catkowitej szescianu ABCDA,B,C, D, jest réwne 600 cm?.
Oblicz pole przekroju tego szescianu pfaszczyzng, zawierajgca krawedzie AD i B,C;.

5.163. Krawedz boczna prostopadtoscianu ABCDA,B,C,D, ma dtugos¢ 56 cm.
Boki podstawy majg dtugosc: ‘AB‘ = 33 cm, AD] = 40 cm. Oblicz pole przekroju
ptaszczyzng wyznaczong przez krawedzie AD i B,C;.
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5.164. Dtugosci bokéw prostopadtoécianu pozostajag w stosunku 3 : 4 : 5. Przez
najdtuzsza krawedz? i przekatng najmniejszej $ciany poprowadzono przekroj, ktorego
pole jest rowne 100 cm?. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego prostopadtoscianu.

5.165. W graniastostupie prawidtowym czworokatnym ABCDA,B,C,D, krawedz
podstawy ABCD jest o 2 cm dtuzsza od krawedzi bocznej AA,. Pole powierzchni
catkowitej tego graniastostupa jest réwne 320 cm?. Oblicz pole przekroju tej bryty
wyznaczonego przez przekatng podstawy DB i wierzchotek C;.

5.166. Krawedzie podstawy graniastostupa prostego trojkatnego majg dtugosc:
10 cm, 17 e€m, 21 cm. Wysokos¢ graniastostupa jest rowna 20 cm. Graniastostup
przecieto ptaszczyzng, zawierajaca najkrotsza wysokosé podstawy i krawed? bocz-
ng, ktéra ma punkt wspélny z ta wysokoscia. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

5.167. Podstawg graniastostupa prostego jest tréjkat rownoramienny prostokatny.
Suma dfugosci wszystkich krawedzi graniastostupa jest réwna (28 + 8\5) cm. Dwie

przystajace sciany boczne sg kwadratami. Oblicz pole przekroju, wyznaczonego
przez przekatne tych kwadratéw wychodzace z jednego wierzchoftka.

5.168. Rysunek obok przed- 8 m
stawia przekréj nasypu kole- '
jowego. Oblicz, ile m*® ziemi
wykorzystano do utworzenia
nasypu o dtugosci 1 km.

A

-

©
=

A

5.169. Podstawg graniastostupa prostego jest trapez rGwnoramienny, ktorego
wysokosé jest rowna 5 cm, a odcinek taczgcy srodki ramion ma dtugos¢ 12 cm. Prze-
kréj graniastostupa ptaszczyzng, zawierajaca krawedz boczng i przekatng podstawy,
ma pole rowne 130 cm?. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

5.170. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym krawedz podstawy ma dtu-
go$¢ 6 cm, a krawedz boczna — 5 cm. Oblicz dtugos¢ bokéw przekroju ostrostupa

wyznaczonego przez:
a) wysokosci przeciwlegtych $cian bocznych, poprowadzone ze wspolnego wierzchotka,

b) przeciwlegte krawgdzie boczne.

5.171. Dtugosé krawedzi podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego wy-
nosi 10 cm. Przekrdj tego ostrostupa ptaszczyzng, przechodzacy przez wysokosci
przeciwlegtych $cian bocznych, jest trdjkatem réwnobocznym. Oblicz dtugosc¢ kra-
wedzi bocznej tego ostrostupa.
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5.172. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym przekréj wyznaczony przez
przekatng podstawy i wierzchotek ostrostupa jest tréjkatem prostokgtnym. Suma
dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa wynosi 128 cm. Oblicz:

a) dtugos¢ kazdej krawedzi ostrostupa,

b) pole danego przekroju.

5.173. Krawedz podstawy czworoscianu foremnego ma dtugos$¢ 4 dm. Oblicz pole
przekroju ptaszczyzng, wyznaczong przez krawedz boczng i wysoko$c podstawy
tego czworoscianu.

5.174. Szescian ABCDA,B,C,D, o krawedzi dtugosci a przecigto ptaszczyzng
przechodzacy przez punkty A,, B, C,. Oblicz odlegtos¢ punktu B; od otrzymanego
przekroju.

5.175. Krawed? boczna prawidtowego ostrostupa szesciokatnego ma diugosc
8 cm, a dtugosé krawedzi podstawy jest rowna 4 cm. Przez srodki dwéch sasiednich
bokéw szesciokata poprowadzono ptaszczyzne réwnolegta do wysokosci ostrostu-
pa. Oblicz pole otrzymanego przekroju tego ostrostupa.

5.176. Pole podstawy graniastostupa prostego tréjkatnego jest rowne P. Przez kra-
wed?Z podstawy tej bryty poprowadzono ptaszczyzne, ktéra przecina przeciwlegta
krawedz boczng i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Oblicz
pole przekroju graniastostupa tg ptaszczyzna.

5.177. Krawedz sze$cianu ma dtugosc a. Przez przekatng podstawy tego szeécianu
poprowadzono ptaszczyzne, nachylong do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.
Oblicz pole przekroju szescianu tg ptaszczyzna.

5.178. Wszystkie krawedzie pewnego ostrostupa prawidtowego czworokatnego
maja jednakowg dtugosé. Pole przekroju tego ostrostupa ptaszczyzng, zawierajaca
dwie przeciwlegte krawedzie boczne, jest rowne P. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

5.179. Podstawa ostrostupa jest romb, ktérego bok ma dtugosé 8—;-, a jedna
ik S . i .
z przekgtnych ma dtugosc 135. Spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem syme-

trii podstawy. Przekroj ostrostupa ptaszczyzng, zawierajacg dwie wysokosci prze-
ciwlegtych écian bocznych, poprowadzone z wierzchotka ostrostupa, jest tréjkgtem

rownobocznym. Wyznacz pole tego przekroju.
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5.180. Krawed? podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtu-
gosc¢ a, natomiast krawedz boczna ma dtugosé b. Ostrostup przecigto ptaszczyzna,
zawierajacy przekgtna podstawy i jednoczesnie réownolegta do jednej z krawedz
bocznych. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

5.181. Wysokos¢ prawidtowego ostrostupa szesciokatnego jest rowna H, a kra-
wedZ podstawy ma dtugosc¢ a. Oblicz pole przekroju wyznaczonego przez krotsza
przekatng podstawy i wierzchotek ostrostupa.

5.182. Ostrostup prawidtowy czworokatny przecieto ptaszczyzng przechodzaca
przez wierzchotek ostrostupa i $rodki dwdch sgsiednich krawedzi podstawy. Oblicz
pole otrzymanego przekroju, jezeli krawed? podstawy ma diugosc 20 cm, a $ciana
boczna tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 60°.

5.183. Wszystkie krawedzie prawidtowego ostrostupa czworokatnego maja dtu-
gosc¢ a. Oblicz pole przekroju tego ostrostupa ptaszczyzng poprowadzong przez
srodki dwdch sasiednich krawedzi podstawy i srodek wysokosci ostrostupa.

5.184. Przez krawed? AB podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ABCD
poprowadzono ptaszczyzne, do ktdérej nalezy srodek S krawedzi CD. Wiedzac,
ze otrzymany przekréj tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 45°, oblicz cosinus
kata ASB.

5.185. Podstawa ostrostupa prostego ABCD jest trojkat prostokatny ABC, ktore-
go przyprostokatne maja dtugosé: |AB| = 6 cm, |BC| = 8 cm. Wysokos$¢ ostrostupa
jest réwna 12 cm. Srodki krawedzi AB, BC, CD i AD wyznaczajg ptaszczyzng prze-
kroju tego ostrostupa. Oblicz:

a) tangens kata nachylenia tej ptaszczyzny do ptaszczyzny podstawy,

b) pole przekroju ostrostupa ta ptaszczyzna.
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Test sprawdzajgcy do rozdziatu .

1. Krawedz? pierwszego szeécianu jest dwa razy dtuzsza od krawegdzi drugiego szes-
cianu. lle razy objetos¢ pierwszego szescianu jest wieksza od objetosci drugiego
szescianu?

A. 2 razy B. 4 razy C. 6 razy D. 8 razy

2. W graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna ma dfugos¢ 10 cm,

a krawedz podstawy — 3\/5 cm. Wysokoéé tego graniastostupa jest rowna:

A.4cm B. 6 cm Ci 6\/5 cm D.8cm

3. Podstawg prostopadtoscianu jest prostokat o wymiarach 6 cm na 8 cm. Jesli wy-
sokosc¢ prostopadtoscianu jest réwna 24 cm, to tangens kata nachylenia przekatnej
prostopadtoscianu do ptaszczyzny podstawy wynosi:

2 12
A. —1— B. i G i D. —

5 12 13 13

4. Wysoko$é graniastostupa prawidtowego tréjkatnego i wysokosc¢ jego podstawy

sg rowne i wynoszg J3 cm. Pole powierzchni catkowitej tej bryty jest rowne:

A. 53 cm? B. 6+/3 cm? C. 743 cm? D. 8/3 cm?

5. Przekatne graniastostupa prawidtowego szesciokatnego maja dtugosé 15 cm
i 17 cm. Wysoko$¢ tego graniastostupa jest rowna:

A. 8 cm B. 4/33 cm C.15cm D. V43 cm

6. Podstawga ostrostupa prostego jest trojkat prostokgtny. Wowczas spodkiem
wysokosci tego ostrostupa jest:

A. punkt przeciecia sie srodkowych trojkata w podstawie
B. wierzchotek kata prostego tréjkata w podstawie

C. srodek przeciwprostokatnej tréjkata w podstawie

D. srodek okregu wpisanego w podstawe tego ostrostupa

7. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Niech a oznacza kat nachylenia $ciany
bocznej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy. Wowczas:

A.a € (30°,45°)  B.a=45° C.a e (45°,60° D. a=60°

1.59
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8. Kat nachylenia $ciany bocznej ostrostupa prawidtowego trojkatnego do ptaszczy-
zny podstawy jest rowny 60°. Przekréj ostrostupa ptaszczyzna prostopadta do ptasz-
czyzny podstawy i zawierajacg jedna z krawedzi bocznych jest trojkatem, ktorego

pole wynosi 24+/3 cm?” Wysokos¢ tréjkata w podstawie ostrostupa jest rowna:

A. 1243 cm B. 12 cm C. 83 cm D. 8 cm

9. Pewien ostrostup ma 6 krawedzi. Trzy sposrdd tych krawedzi wychodzg z jedne-
go wierzchotka, s3 do siebie parami prostopadte i majg odpowiednio dtugosc 3 cm,
4 cm, 5 cm. Objetos¢ tego ostrostupa wynosi:
25+/3

V3 cm? 253 cm?

B.
4 3

A. C. 60 cm? D. 10 cm’

10. Podstawa ostrostupa jest tréjkat rownoboczny, ktérego bok ma dtugosé 12 cm,
Spodek wysokosci ostrostupa znajduje sie w jednym z wierzchotkéw podstawy.
Sciana boczna ostrostupa, o najwiekszym polu powierzchni, jest nachylona do ptasz-
czyzny podstawy pod katem 60°. Wysokos$¢ tego ostrostupa jest rowna:

A.6cm B. 8 cm C.18 cm D. 16 cm

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 5.

11. Odcinek AB jest réwnoleglty do ptaszczyzny 7 i ma dtugos¢ 21 cm. Prosta k
przecina odcinek AB, jest prostopadta do ptaszczyzny = i przebija te ptaszczyzng
w punkcie M. Odlegtosci punktu M od punktow A, B wynoszg odpowiednio 10 cm
i 17 cm. Oblicz odlegtoé¢ odcinka AB od ptaszczyzny .

D 12. W szeécianie ABCDA,B,C;D, punkt P jest srodkiem krawedzi B,C,
a punkt Q — érodkiem krawedzi BB,. Wykaz, ze czworokat AQPD, jest trapezem
rownoramiennym.

13. Jezeli kazda krawed? szescianu przedfuzymy o 1 dm, to jego objetoé¢ powiek-
szy sie 125 razy. Oblicz dfugosc¢ krawgdzi mniejszego szescianu.

14. Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosé /136 cm,

a cosinus kata nachylenia tej przekatnej do sciany bocznej jest rowny 75_— Oblicz
34

objetos¢ tego graniastostupa.
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15. Objgto$¢ prostopadtoécianu ABCDA,B,C,D, jest rowna 144 cm®. Pole pro-
stokata ABCD jest rowne 12 cm’, a pole przekroju ptaszczyzna (ABCIDJ wynosi
12410 cm?. Oblicz dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu.

D 16. Graniastostup prawidtowy tréjkatny przecieto ptaszczyzng, zawierajaca kra-
wedz boczng oraz wysokosé podstawy, majaca z tg krawedzia punkt wspalny.
Wykaz, ze jesli pole otrzymanego przekroju jest réwne polu jednej z podstaw, to
krawedZ podstawy tego graniastostupa jest dwa razy diuzsza od krawedzi bocznej.

17. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym sinus kata nachylenia przekatne;
Sciany bocznej do s3siedniej Sciany bocznej jest réwny 2—5\/—_- Oblicz stosunek wy-

sokosci graniastostupa do dtugosci krawedzi podstawy.

18. Podstawg graniastostupa prostego ABCDA,B,C,D, jest trapez prostokat-
ny ABCD. Wysoko$¢ AD tego trapezu jest réwna 4 cm, a diugosci jego podstaw
wynosza: |AB| = 6 cm, |DC| = 3 cm. Wiedzac, ze wysokos¢ graniastostupa jest
rowna 12 cm, oblicz:

a) dtugosci dwdch réznych przekatnych graniastos’fupa,'

b) cosinus kata dwusciennego miedzy ptaszczyznami (ABCIDI) i (ABCD).

19. Objetoéé ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 192 cm®. Pole
przekroju tego ostrostupa ptaszczyzng, zawierajaca dwie przeciwlegte krawedzie
boczne, wynosi 48 cm?. Oblicz:

a) dtugo$¢ krawedzi tego ostrostupa,
b) cosinus kata miedzy dwiema przeciwlegtymi krawedziami bocznymi.

20. Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego wynosi 5 dm. Pole przekroju
ostrostupa ptaszczyzna, zawierajaca krawedzZ boczng i wysokosc¢ ostrostupa, jest
réwne 45 dm?. Oblicz:

a) sinus kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy,
b) tangens kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy,
C) pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

21. Podstawg ostrostupa prostego jest prostokat, ktérego przekatne maja dtugosc
16 cm i przecinaja sie pod katem 30°. Objgtosc ostrostupa wynosi 320 cm’. Oblicz:

3) wysokoéé ostrostupa,
b) sinus kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy,
C) odlegtoé¢ spodka wysokosci ostrostupa od krawedzi boczne;j.
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22. Podstawa ostrostupa jest trojkat, ktérego boki majg dtugos¢ 13 cm, 14 cm,
i i 1
15 cm. Wszystkie krawedzie boczne maja takg sama dtugosc, rowng 215 cm. Ob-

licz objetos¢ tego ostrostupa.

23. Podstawa ostrostupa jest trojkat, ktérego boki maja dtugos¢: 15 cm, 20 cm,
25 cm. Wszystkie sciany boczne ostrostupa sa nachylone do ptaszczyzny podstawy
pod katem 60°. Oblicz objetosé i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

24. Podstawg ostrostupa prostego jest tréjkat prostokatny réwnoramienny, ktére-
go dwa boki majg dtugos¢ 10. Cosinus kata nachylenia dwdch $cian bocznych tego

5
ostrostupa do ptaszczyzny podstawy jest réwny ot Oblicz:

a) pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa,
b) tangens kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.

25. Podstawg ostrostupa ABCS jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym przypro-
stokatne maja dtugoséé: |AC| = 10 cm, |BC| = 24 cm. Spodkiem wysokosci ostrostupa
jest wierzchotek C. Wiedzac, ze wysoko$c¢ tego ostrostupa jest réwna 24 cm, oblicz:
a) dtugos¢ bokéw tréjkata ABS,

b) tangens kata dwusciennego miedzy ptaszczyzng (ABS) i ptaszczyzng podstawy.

26. Przekatne trzech réznych scian prostopadioscianu majg odpowiednio dtugosé:
5, 3+/17, 4+/10. Oblicz dtugos¢ przekatnej tego prostopadtoscianu.

27. Krawedz szescianu ma dtugos¢ 20. Szescian przecigto ptaszczyzng przechodza-
ca przez $rodki trzech réznych krawedzi, wychodzacych z tego samego wierzchotka.

Oblicz:

a) pole otrzymanego przekroju,
b) odlegioéé¢ ptaszczyzny przekroju od punktu wspdlnego tych krawedzi.

28. Objetoé¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego wynosi 7204/3 cm?, a wy-
soko$¢ graniastostupa jest rowna 20 cm. Graniastostup przecieto ptaszczyzna, za-
wierajacg krawed? podstawy i nachylong do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.
Oblicz pole otrzymanego przekroju graniastostupa tg ptaszczyzna.

29. Podstawga ostrostupa jest rownolegtobok, ktorego boki majg dtugosc 6 cm
i 16 cm, a jedna z przekatnych ma dtugos¢ 14 cm. Spodkiem wysokosci ostrostupa
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jest punkt przecigcia przekatnych podstawy. Wiedzac, ze wysokosc ostrostupa jest
rowna 24 cm, oblicz:

a) objeto$¢ ostrostupa, b) diugosci krawedzi bocznych.

30. Podstawa ostrostupa jest rombem o przekatnych dtugosci 8 cm i 6 cm. Wszyst-
kie éciany boczne ostrostupa sa nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym sa-
mym katem. Wiedzac, ze wysoko$¢ ostrostupa jest rowna 9 cm, oblicz:

a) dtugosci bokéw $ciany bocznej ostrostupa,
b) pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

31. Podstawa ostrostupa jest wielokatem, ktérego obwéd jest rowny 100 cm,
a pole wynosi 600 cm?. Wszystkie $ciany boczne ostrostupa sa nachylone do ptasz-
czyzny podstawy pod tym samym katem. Wyznacz miare tego kata, wiedzac, ze ob-
jetos¢ ostrostupa wynosi 2400 cm®. |

32. W czworoscianie foremnym poprowadzono przekroj ptaszczyzng, zawierajaca
wysoko$¢ podstawy i przechodzaca przez érodek krawedzi bocznej, ktora nie ma
punktu wspélnego z tg wysokoscia.

a) Wyznacz cosinus najmniejszego kata tego przekroju.

1 . -
b) Wiedzac dodatkowo, ze pole tego przekroju jest réwne , oblicz dtugosc

krawedzi czworoscianu.

D 33. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat miedzy krawedzig boczng
i ptaszczyzng podstawy jest réwny a. Odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa
od krawedzi bocznej wynosi d. Wykaz, ze pole powierzchni bocznej tego ostrostu-

2d? sinfa+1

sin’ @ -cosa

pa jest réowne

D 34. Kat dwuﬁcienny miedzy Scianami bocznymi ostrostupa prawidtowego troj-
katnego ma miare a, a kat ptaski miedzy krawedziami bocznymi tego ostrostupa

ﬂ—l.

a
ma miare B. Wykaz, ze Zsin?-cos;—
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Walec

6.1. Siatka walca skta-
da sie z prostokata. Na
podstawie siatki walca
przedstawionej obok,

podaj: 41t cm

a) wysokos¢ walca i pro-

mien podstawy walca, 3 ¢t

b) pole powierzchni cat-
kowitej walca.

6.2. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem, ktérego bok ma dtugosé 4 cm.
a) Podaj promien i wysokosc walca.
b) Narysuj siatke tego walca w rzeczywistej wielkosci.

6.3. Przekrdj osiowy walca jest prostokatem o wymiarach 3 cm na 5 cm. Narysuj
siatke tego walca. Rozwaz dwa przypadki.

6.4. Boki prostokata majg dfugos¢ 4 cmi 6 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej
walca, otrzymanego w wyniku obrotu tego prostokata wokot:

a) dtuzszego boku b) krétszego boku.

6.5. Podstawa walca ma Srednice 1 dm. Wysokos¢ jest rowna obwodowi podsta-
wy. Oblicz pole powierzchni bocznej walca.

6.6. Pole powierzchni bocznej walca jest piec razy wieksze od sumy pdl obu pod-
staw. Oblicz stosunek wysokosci walca do promienia podstawy.

|
.;i
L
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6.7. Prostokat o obwodzie 14 dm obracamy wokét jednego z jego bokow. Pole
powierzchni catkowitej otrzymanego walca wynosi 287 dm?. Oblicz wysoko$¢ i pro-
mien podstawy tego walca.

6.8. Dtugosci bokéw prostokata pozostajg w stosunku 1 : 2. W wyniku obrotu
tego prostokata wokot dwéch réznych jego osi symetrii powstaja dwa walce. Oblicz
stosunek pol powierzchni catkowitych tych walcow.

6.9. Stosunek pola przekroju osiowego do pola podstawy walca wynosi 4 : .
Oblicz miare kata miedzy przekgtnymi przekroju osiowego walca.

6.10. Powierzchnia boczna walca jest prostokatem, ktérego jeden bok przystajacy
do wysokosci walca ma diugosé 20. Przekatna tego prostokata tworzy z drugim
bokiem kat réwny 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego walca.

6.11. Wysokoé¢ walca jest réwna 8 cm. Oblicz objeto$¢ tego walca, jesli:
a) srednica podstawy jest rowna 24 cm,
b) przekatna przekroju osiowego ma dtugos¢ 17 cm,

c) kat nachylenia przekatnej przekroju osiowego do ptaszczyzny podstawy jest
rowny 60°.

6.12. Oblicz objetoéé walca, ktérego pole powierzchni catkowitej jest rowne
7027t cm?, a obwéd przekroju osiowego wynosi 80 cm.

6.13. Przekatna prostokata ma dtugos¢ 30 cm. Pole tego prostokata jest rowne
432 cm?. Oblicz objeto$¢ walca otrzymanego przez obrot tego prostokata dookota
diuzszego boku.

6.14. Pole prostokata jest réwne 3 dm?, a jego przekatne przecinajg sie pod ka-
tem 60°. Oblicz objetos¢ walca, powstatego w wyniku obrotu tego prostokata wokét
krétszego boku.

6.15. Prostokatny kawatek blachy o wymiarach 1,6 m dtugosci i 0,8 m szero-
kosci mozna zwinaé w rurke na dwa sposoby. W pierwszym przypadku dtugos¢
rurki bedzie wynosi¢ 1,6 m, zas w drugim — 0,8 m. Oblicz stosunek objetosci
tych rurek.

6.16. Obwdd podstawy blaszanej beczki w ksztatcie walca wynosi 157 cm. Wy-
sokos¢ beczki jest rowna 1,1 m. W beczce zebrano 157 litréw deszczowki. Oblicz
odlegtosé lustra wody od brzegu beczki. Wynik podaj z doktadnoscig do 1 cm.

145
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6.17. Piwnica ma ksztatt potowy
walca o dtugosci 6 m i $rednicy 5 m
(zobacz rysunek obok). Oblicz kuba-
ture piwnicy oraz jej pole powierzchni
catkowitej (sklepienie wraz z podtoga
i pionowga $ciang na koncu piwnicy).
Wyniki zaokraglij do catosci.

6.18. lezeli zwigkszymy wysokos¢ pewnego walca o 4 cm, to jego objetos¢ wzros-
nie 0 196 cm®. Oblicz promien podstawy walca.

6.19. Pole powierzchni bocznej walca wynosi 36431 cm?’. Przekatna przekroju
osiowego walca jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz:
a) promier podstawy i wysoko$¢ walca, |

b) objetosc tego walca.

6.20. Podstawa walca ma obwéd réwny 6w cm. Powierzchnia boczna walca jest
prostokgtem, ktérego przekatna tworzy z bokiem przystajgcym do wysokosci walca
kat rowny:

a) 30° b) 45° ¢) 60°.

Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosé walca.

6.21. Objetos$c¢ walca wynosi >4 cm?. Oblicz pole powierzchni bocznej tego walca,
TE "

wiedzac, ze po rozwinieciu na pfaszczyzng jest ona kwadratem.

6.22. Wysokos¢ walca jest o 7 cm dfuzsza od promienia. Wiedzac, ze pole po-
wierzchni bocznej walca wynosi 120m cm?, oblicz objeto$¢ tego walca.

D 6.23. Pole podstawy walca jest rowne P, a pole jego przekroju osiowego wy-

nosi S. Wykaz, ze pole powierzchni catkowitej tego walca jest rowne 2P + S,

D 6.24. Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugos¢ d i jest nachylona

do ptaszczyzny podstawy pod katem a. Wykaz, ze objetos¢ tego walca jest rowna

0,25n-d>sina-cos’ ..

D 6.25. Pole powierzchni bocznej walca jest rowne P, a objetos¢ wynosi V. Wykaz,

7e tangens kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego walca do ptaszczyzny
P3
16m-V*

podstawy jest rowny
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6.26. Jesli wysokos¢ walca zwiekszymy o k, to jego objetos¢ wzrosnie o v. Oblicz
promier'l podstawy tego walca.

6.27. Objetosc walca jest réwna 72m, zas pole powierzchni catkowitej wynosi 667.
Wyznacz wysokos$¢ walca, wiedzac, ze wyraza sig ona liczbg naturalna.

6.28. Wysokosé walca jest o 1 cm krétsza od promienia podstawy. Wyznacz tg
wysokos$¢, wiedzgc, ze objetosé walca wynosi 4487 cm’.

6.29. Przez dowolny punkt A okregu gornej podstawy walca poprowadzono prze-
kréj ptaszczyzna, zawierajaca o$ walca. W dolnej podstawie walca poprowadzono
érednice BC, prostopadta do przekroju osiowego. Wiedzac, ze promieri podstawy
walca jest réwny r oraz |< BAC| = a, gdzie a € (0°, 90°), oblicz wysokos¢ walca.

6.30. Wysokos¢ walca jest réwna 6 cm, a promien podstawy wynosi 5 cm. Poprowa-
dzono odcinek AB o dtugosci 10 cm taki, ze punkt A nalezy do okregu gornej podstawy,
punkt B nalezy do okregu dolnej podstawy walca. Wyznacz dtugo$¢ najkrétszego odcin-
ka, ktérego jeden z koricéw nalezy do osi obrotu walca, a drugi nalezy do odcinka AB.

Stozek

6.31. Dany jest promien podstawy r i dtugo$¢ tworzacej / stozka. Wyznacz kat
srodkowy wycinka kota, bedgcego powierzchnig boczng stozka.

a)r=1dm,/=4dm b) r =3cm,/=15cm

6.32. Narysuj siatke stozka o promieniu r i tworzacej dtugosci /, jesli:
a)r=3cm,/=4,5cm b)r=2cm,/=4cm.

6.33. Wysokos¢ stozka jest réwna h, a promieri podstawy stozka wynosi r. Wy-
znacz kat Srodkowy wycinka kota, tworzacego powierzchnie boczng stoika, jesli:

a)h=4cm, r=3cm b)h=4\[5_ cm, r =1cm.

6.34. Narysuj przyktadows siatke stozka o promieniu r i wysokosci h, jesli:
a)r =3cm, h=+/55 cm b) h=r3
6.35. Promien wycinka kotowego o kacie 120° jest réwny 3 m. Wycinek zwinigto

i otrzymano powierzchnie boczng pewnego stozka. Oblicz wysokos¢ i promien
podstawy tego stozka.
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6.36. Rysunek ponizej przedstawia siatke pewnego stozka. Na podstawie danych
na rysunku wyznacz promien i wysokos$¢ tego stozka.

L =]

6J§ cm

6.37. Tworzaca stozka ma dtugosé 20 cm. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka,
jesli:

a) tworzaca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°,

b) wysokos¢ stozka jest réwna 16 cm.

6.38. Pole powierzchni bocznej stozka wynosi 501 cm?. Tworzaca stozka tworzy
z ptaszczyzng podstawy kat 60°. Oblicz wysoko$é tego stozka.

6.39. Tangens kata nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy jest
rowny 0,75. Wiedzac, ze pole powierzchni bocznej stozka jest rowne 807 cm?, oblicz
dtugos¢ tworzgcej stozka.

6.40. Przyprostokatne trojkata prostokgtnego maja dtugos¢ 6 dm i 8 dm. Oblicz
pole powierzchni catkowitej bryty, otrzymanej w wyniku obrotu tego trojkata wokot:

a) krotszej przyprostokatnej b) dtuzszej przyprostokatne;.

6.41. Stosunek dtugosci przyprostokatnych trdjkata prostokatnego wynosi 4 : 3,
a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 25 cm. Oblicz objgtos¢ bryty, ktérg otrzymamy,
obracajac ten trojkat wokot:

a) krotszej przyprostokatnej b) dtuzszej przyprostokatne;.

6.42. Oblicz pole powierzchni catkowitej P i objetos¢ V stozka, ktérego tworzaca
ma dtugoéc /, promien podstawy r i wysokoS¢ h, jesli:

a)r=5orazh=1-1 b)h=r+7orazI:h+2.

6.43. Srednica okregu jest réwna 29 cm. Przez jeden z jej koricow poprowadzono
cieciwe dtugosci 20 cm. Cigciwa ta obraca sig¢ wokdét danej srednicy. Oblicz pole
powierzchni catkowitej otrzymanej bryty.
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6.44. Kat rozwarcia stozka jest rowny 120°. Wiedz3ac, ze pole przekroju osiowego

Wynosi 9\/5 cm?, oblicz objetoé¢ V i pole powierzchni catkowitej P tego stozka.

6.45. Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem prostokatnym, ktérego pole wynosi
18 cm?. Oblicz objetos¢ V i pole powierzchni catkowitej P tego stozka.

6.46. Tworzaca stozka tworzy z ptaszczyzng podstawy kat, ktorego sinus jest row-
ny 0,96. Objetosé stozka wynosi 3927t cm?. Oblicz:

a) promien podstawy i wysokos¢ stozka,
b) pole powierzchni bocznej stozka.

6.47. Pole powierzchni catkowitej stozka jest réwne 967 cm?, a tworzaca ma dtu-
gosc¢ 10 cm. Oblicz objetos¢ tego stoika.

6.48. Oblicz objetos¢ stozka, ktérego pole powierzchni bocznej wynosi 657 cm?,
a wysokos¢ jest rowna 12 cm.

D 6.49. Przekrdj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym. Wykaz, ze pole po-
wierzchni bocznej tego stozka jest dwa razy wieksze od pola podstawy.

D 6.50. W tréjkacie prostokgtnym wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata pro-
stego dzieli przeciwprostokatng na odcinki, ktérych dtugosci pozostajg w stosunku
1: 3. Wykaz, ze stosunek objetosci bryt powstatych w wyniku obrotu tego trojkata

wokot dtuzszej i krétszej przyprostokatnej jest rowny 1:43.

6.51. Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktérych tworzagca ma dtugos¢ 6. Wyznacz
objetos¢ tego stozka, ktorego przekroj osiowy ma najwigksze pole.

6.52. Dtugosé tworzacej stozka jest réwna J10 . Oblicz wysokoé¢ tego stozka,
wiedzac, ze jego objetos¢ wynosi 37.

D 6.53. Dany jest stozek o promieniu podstawy r i wysokosci h. Wykaz, ze sinus kata
2rh
rr+h*

rozwarcia tego stozka jest rowny

6.54. Przekréj osiowy stozka jest tréjkgtem réwnobocznym. Promiert podstawy
stozka jest réwny R. Oblicz pole przekroju tego stozka ptaszczyzna, poprowadzong
przez dwie tworzgce, jesli kat miedzy tymi tworzacymi jest rowny 30°.
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6.55. Wysokos¢ stozka i promien podstawy maja taka sama dtugosc, rowng R,
Przez wierzchotek stozka poprowadzono ptaszczyzne, ktéra wyznacza na podstawie
stozka cigciwg, odpowiadajacy katowi érodkowemu 90°. Oblicz pole otrzymanego
przekroju.

Kula i sfera

6.56. Oblicz pole powierzchni i objetoé¢ kuli o promieniu r, jesli:
a)r =6cm b) r = 15 cm.

6.57. Korzystajac z kalkulatora wyznacz w przyblizeniu promieri kuli, ktére]

a) pole powierzchni jest réwne 1 m? b) objetos¢ wynosi 1 litr.

6.58. Potkole ma pole réwne P. Oblicz pole powi.erzchni catkowitej bryty, powsta-
tej w wyniku obrotu tego pdtkola wokét:

a) jego $rednicy b) jego osi symetrii.

6.59. Pigc kulek otowianych o promieniu 3 cm i n kulek otowianych o promieniu
2 cm przetopiono i uformowano jedng kule. Wiedzac, ze pole powierzchni uzyskanej
kuli jest réwne 196w cm?, oblicz n.

6.60. Stosunek pdl powierzchni dwéch kul jest réwny 9, a réznica promieni tych
kul wynosi 10 cm. Oblicz te promienie.

6.61. Pola powierzchni dwéch kul réznig sie 0 644 cm?, a promien jednej z tych
kul jest dtuzszy od promienia drugiej kuli o 7 cm. Oblicz pola powierzchni obu kul.

6.62. Objetos¢ kuli K, jest 27 razy wieksza od objetosci kuli K,. Oblicz:
a) stosunek promieni obu kul b) stosunek pdl powierzchni tych kul.

6.63. Objetosci dwdch kul réinig sie o 876w cm®, a promienie tych kul réznia sie
o 3 cm. Wyznacz:
a) promienie tych kul, b) roéznice pol powierzchni obu kul.

6.64. Promien kuli ziemskiej jest w przyblizeniu réwny 6300 km. Oblicz dtugos¢
réwnoleznika, odpowiadajacego szerokosci geograficznej:

a) 30° b) 45°,
Wynik podaj z doktadnoscig do 100 km.
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6.65. Pewne miasto lezy na réwnolezniku 60° szerokosci geograficznej po6t-
nocnej. Jakg droge zakresla to miasto w ciggu jednej godziny, na skutek obrotu
Ziemi dookota wtasnej osi? Zaktadamy, ze Ziemia wykonuje petny obrot w ciggu
24 godazin.

6.66. Punkty A i B naleza do sfery kuli o $srodku S. Kgt zawarty miedzy odcinkami
AB i BS jest rowny 45°, a odcinek AB ma dtugos¢ 6+/2 cm. Oblicz objetos¢ i pole
powierzchni tej kuli.

6.67. Kule o promieniu 41 cm przecieto ptaszczyzng w odlegtosci 9 cm od $rodka
kuli. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

6.68. Przekréj kuli ptaszczyzna, rownolegta do ptaszczyzny kota wielkiego kuli,
jest kotem, ktérego pole jest o0 12,251 dm? mniejsze od pola kota wielkiego. Oblicz
odlegtos¢ miedzy ptaszczyznami obu két.

6.69. Dwie rownolegte ptaszczyzny przecinajg kule i wyznaczaja przekroje o polach
497 i 4. Odlegtos$é miedzy tymi ptaszczyznami jest réwna 9. Oblicz pole powierzch-
ni kuli.

6.70. Na powierzchni kuli o promieniu 7 cm znajdujg sie dwa przystajace okregi,
ktére przecinajg sie w dwdch punktach, a ich ptaszczyzny s do siebie prostopadte.
Odlegtos¢ miedzy wspdlnymi punktami jest rowna 2 cm. Wyznacz promien tych
okregow.

Bryty obrotowe — zadania rézne

6.71. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego majg dtugosé 6 dm i 8 dm. Oblicz
pole powierzchni catkowitej bryty, otrzymanej w wyniku obrotu tego tréjkgta wokét
przeciwprostokgtnej.

6.72. Stosunek dtugosci przyprostokatnych tréjkata prostokgtnego wynosi 4 : 3,
a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 25 cm. Oblicz objetos¢ bryty, utworzonej w wy-
niku obrotu tego tréjkata wokot przeciwprostokatne;.

6.73. Boki réwnolegtoboku majg dtugo$é 6 cm i 4 cm, a kat ostry tego réwnole-
globoku jest réwny 60°. Oblicz objetos¢ V i pole powierzchni catkowitej P. bryty,
otrzymanej w wyniku obrotu tego réwnolegtoboku wokdt dtuzszego boku.

A1SL



152 Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakres rozszerzony

6.74. Kat ostry trapezu prostokatnego jest rowny 45°. Podstawy trapezu maja
dtugos¢ 15 i 9. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej bryty, utworzone;
w wyniku obrotu tego trapezu wokét:

a) krotszej podstawy b) najkrétszego boku.

D 6.75. Kwadrat obracamy raz wokét osi symetrii, przechodzacej przez srodki dwéch
przeciwlegtych bokow i drugi raz wokot osi symetrii, zawierajacej przekatng kwadra-
tu. Wykaz, ze stosunek objetosci pierwszej z otrzymanych bryt do objetosci drugiej
jest rowny 3:2V2.

D 6.76. Katostry rombu jest réwny 30°. Wykaz, ze objetos¢ bryty, powstatej z obro-
tu tego rombu wokoét jego boku, jest cztery razy mniejsza od objetosci bryty, ktora
otrzymamy, obracajac kwadrat o takim samym boku wokét boku.

6.77. W stozek, ktorego kat rozwarcia jest réwny 90°, wpisano kule. Wyznacz
objetosc kuli, wiedzac, ze tworzaca stozka ma dtugosé Z4of

6.78. W kule wpisano stozek w taki sposéb, ze pod-
stawa stozka jest jednoczesnie kotem wielkim kuli, jak
na rysunku obok. Wyznacz stosunek objetosci stozka -
do objetosci kuli. 1

6.79. W kule wpisano szescian w taki sposdb, ze wszystkie wierzchotki szescianu
nalezg do sfery tej kuli. Oblicz stosunek objetosci kuli do objetosci szescianu.

6.80. Kat rozwarcia stozka jest rowny 60°. Stozek wpisano w kule o objgtosci
rownej 2881 cm’. Oblicz objetos¢ stozka.

D 6.81. Na kuli opisano stozek, ktérego wysokosc jest dwa razy dtuzsza od srednicy
kuli. Wykaz, ze pole powierzchni catkowitej stozka jest dwa razy wigksze od pola

powierzchni kuli.

6.82. Dtugosc tworzacej stozka wynosi d, a promieri podstawy jest réwny R. Ob- i
licz objetoé¢ kuli opisanej na tym stozku. !

6.83. Stozek o wysokosci H wpisano w kule. Oblicz objetos¢ kuli, wiedzac, ze jest
ona cztery razy wieksza od objetosci stozka.
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6.84. W czworokatnym ostrostupie prawidtowym wysoko$¢ jest réwna 8 cm,
a krawedz podstawy ma dtugosé¢ 12 cm. Wyznacz promien r kuli wpisanej w ostro-
stup oraz promien R kuli opisanej na tym ostrostupie.

6.85. Podstawg graniastostupa prostego jest tréjkat, ktérego boki maja dtugosé:
6 cm, 8 cm i 10 cm. Wysokosc¢ graniastostupa jest rowna 24 cm. Wyznacz promien
kuli, opisanej na tym graniastostupie.

6.86. Dwie mate kulki o promieniach 2 cm i 3 cm s3 zawarte w jednej duzej kuli.
Odlegtos¢ miedzy srodkami matych kulek wynosi 6 cm. Oblicz promien duzej kuli,
majacej mozliwie najmniejszg objetos¢.

Podobieistwo figur w przestrzeni

6.87. Pole powierzchni catkowitej pierwszego szescianu jest réwne 37,5 cm?. Ob-
jetos¢ drugiego sze$cianu wynosi 216 cm?. Oblicz skale podobieristwa pierwszego
szescianu do drugiego szescianu.

6.88. Pole powierzchni pierwszej kuli jest 16 razy wieksze od pola powierzchni
drugiej kuli.

a) Podaj skale podobienstwa pierwszej kuli do drugiej kuli.

b) lle razy objetosd¢ pierwszej kuli jest wieksza od objetosci drugiej kuli?

6.89. Ostrostup podzielono na dwie bryty ptaszczyzng, réwnolegta do podstawy
i przechodzacg przez srodek wysokosci ostrostupa. Oblicz:

a) stosunek pola przekroju do pola podstawy danego ostrostupa,
b) stosunek objetosci otrzymanych bryt.

6.90. Pole podstawy ostrostupa jest rowne 150 cm?. Pole przekroju tego ostro-
stupa ptaszczyzng réwnolegta do podstawy wynosi 54 cm?. Oblicz objeto$é¢ tego
ostrostupa, wiedzac, ze odlegtos¢ migdzy ptaszczyzng przekroju i podstawa ostro-
stupa jest rowna 14 cm.

6.91. Wysokos¢ ostrostupa jest réwna 21 cm, a pole podstawy wynosi 1350 cm?.

a) W jakiej odlegtosci od podstawy znajduje sie ptaszczyzna przekroju, réwnolegta
do ptaszczyzny podstawy, jesli pole tego przekroju jest réwne 150 cm??

b) Oblicz objetosé ostrostupa odcigtego tg ptaszczyzna przekroju.

1535
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6.92. Wysokosc¢ stozka podzielono na cztery réwne czesci. Przez te punkty podzia-
tu poprowadzono trzy ptaszczyzny, réwnolegte do podstawy, ktore podzielity stozek
na cztery rozne bryty. Wiedzac, ze najmniejsza z tych bryt ma objetos¢ rowna 1 litr,
oblicz objgtosci pozostatych trzech bryt.

6.93. Pole przekroju ptaszczyzna, réwnolegta do ptaszczyzny podstawy stoika,
jest 0 36% mniejsze od pola powierzchni podstawy. W jakim stosunku ten przekrg
dzieli objetosc¢ stozka?

6.94. Roznica promieni dwéch kul jest réwna 6 cm, a réznica objetosci tych kul

wynosi 12487t ¢cm®. Wyznacz promienie tych kul. Jaka jest skala podobienstwa
wigkszej kuli do mniejszej?

6.95. W stozek wpisano walec w taki sposdb,
ze jedna podstawa walca zawiera sie w pod-
stawie stozka, a okrag drugiej podstawy walca
zawiera sig¢ w powierzchni bocznej stozka — jak
na rysunku obok. Jaka cze$¢ objetosci stozka
stanowi objgto$¢ walca, jesli promieri podsta-

wy stozka jest dwukrotnoscia promienia pod-
stawy walca? :

6.96. Z kawatka drewna w ksztatcie stozka wytoczo-
no na tokarce bryte, sktadajgca sie z walca i matego
stozka o takiej samej podstawie. Kat rozwarcia matego
stozka jest taki sam, jak kat rozwarcia poczatkowego
stozka, zobacz rysunek obok. Wysokos¢ otrzymanej
bryty jest réwna wysokosci poczatkowego stozka,
a stosunek promienia podstawy tego stozka do pro-
mienia podstawy walca wynosi 3 : 2. Oblicz, jakg

czesé objetosci poczatkowego stozka stanowig Scinki
drewna.

6.97. Dany jest stozek o wysokosci h i promieniu podstawy r. Oblicz dtugosc kra-
wedzi szescianu wpisanego w stozek w taki sposob, ze dolna podstawa szescianu
zawiera sie w podstawie stozka, a wierzchotki gornej podstawy szescianu naleza
do powierzchni bocznej stozka.
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6.98. W stozek wpisano dwie kule, styczne ze-
wnetrznie do siebie — jak na rysunku obok. Wykaz,
ze jesli objetos¢ wiekszej kuli jest 27 razy wieksza
od objetosci drugiej kuli, to kat rozwarcia stozka jest
rowny 60°.

Zastosowanie analizy matematycznej
w rozwigzywaniu zadan
z geometrii przestrzennej

6.99. Rozpatrujemy wszystkie graniastostupy prawidtowe czworokatne, ktorych
suma dtugosci wszystkich krawedzi jest réwna 48 cm. Wyznacz wymiary tego gra-
niastostupa, ktéry ma najwiekszg objetosé. Oblicz te najwigksza objetosc.

6.100. Rozpatrujemy wszystkie prostopadtosciany, ktérych stosunek dtugosci kra-
wedzi w podstawie jest réwny 2 i ktorych objetos¢ jest rowna 72 litry.

a) Wyznacz funkcje, opisujgcg pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu w za-
leznosci od krétszej krawedzi podstawy. '
b) Podaj wymiary tego prostopadtoscianu, ktérego pole powierzchni catkowitej jest

najmniejsze z mozliwych.

6.101. Z drutu dtugosci 120 cm konstruujemy prostokatng ramke i obracamy ja

wokoét jej osi symetrii.

a) Wyznacz wymiary ramki, dla ktdrej objetoéé powstatej bryty jest najwieksza
z mozliwych. Oblicz te objgtosc oraz pole powierzchni bocznej bryty.

b) Podaj wymiary ramki, dla ktérej pole powierzchni bocznej otrzymanej bryty jest
najwigksze z mozliwych. Oblicz to najwigksze pole powierzchni bocznej oraz
objetos¢ bryty.

c) Czy mozna skonstruowac prostokatng ramke tak, aby pole powierzchni catkowitej
otrzymanej bryty byto najwigksze z mozliwych? Odpowiedz uzasadnij.
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6.102. Rozpatrujemy wszystkie walce, ktérych pole powierzchni bocznej jest réw-
ne 12m cm’.

a) Wyznacz promien podstawy i wysokoé¢ tego walca, ktorego przekatna przekroju
osiowego ma najmniejszg dtugosé.
b) Czy walec z punktu a) ma najmniejsza objetos¢? Odpowiedz uzasadnij.

6.103. Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktorych tworzaca ma dtugosc 4 cm.

a) Napisz wzor funkcji opisujgcej objetos¢ stozka w zaleznosci od wysokosci h.
Na podstawie otrzymanego wzoru funkcji wyznacz wysokos¢ h i promier pod-
stawy stozka, ktérego objetoéé jest najwieksza z mozliwych. Podaj te najwigkszg
objetosc.

b) Napisz wzor funkcji opisujacej objetoé¢ stozka w zaleznosci od promienia jego
podstawy. Na podstawie otrzymanego wzoru funkcji wyznacz promien podstawy,
dla ktérego objetos¢ stozka jest najwieksza z mozliwych.

6.104. Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktérych pole powierzchni bocznej jest row-

ne 4:1\/5 dm®. Oblicz promien podstawy, dtugos¢ tworzacej i wysokosc tego stozka,
ktorego objetosc¢ jest najwieksza z mozliwych.

6.105. Suma dtugosci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidtowego czworokat-
nego jest réwna 20.

a) Wyznacz wzor funkcji opisujgcej objetos¢ ostrostupa w zaleznosci od dfugosci
krawedzi podstawy.

b) Wyznacz wymiary ostrostupa, wiedzac, ze jego objetosc¢ jest najwieksza
z mozliwych.

6.106. Rozpatrujemy ostrostupy prawidiowe trojkatne, ktorych suma dtugosci
wszystkich krawedzi jest réwna 24 cm. Wyznacz dtugos¢ krawedzi podstawy tego
ostrostupa, ktérego przekroj ptaszczyzng prostopadta do podstawy i zawierajaca
jedna z krawedzi bocznych ostrostupa ma najwieksze pole powierzchni.

6.107. Przekroj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym, kt6rego pole wynosi

9\/5 cm?. W ten stozek wpisujemy walce w taki sposéb, ze jedna podstawa walca

zawiera sie w podstawie stozka, a okrag drugiej podstawy walca jest zawarty w po-

wierzchni bocznej stozka.

a) Wyznacz wzér funkcji opisujacej objetos¢ V walca w zaleznosci od promienia 1
jego podstawy.

b) Oblicz najwieksza mozliwa objgtos¢ takiego walca.
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6.108. Dany jest stozek o promieniu podstawy 6 i wysokoéci 8. W ten stozek wpi-
sujemy prostopadtosciany. Jedna podstawa prostopadto$cianu zawiera sie w pod-
stawie stozka, a wierzchotki drugiej podstawy nalezg do powierzchni bocznej stoi-
ka. Stosunek dtugosci krawedzi podstawy prostopadtoscianu jest réwny 3. Oblicz
wymiary tego prostopadtoscianu, ktérego objetos¢ jest najwieksza.

6.109. W kule o promieniu R wpisujemy stozki. Wyznaczymy promier r podstawy
i wysokos¢ h tego ze stozkéw, ktéry ma najwiekszg objetosc.

6.110. W kuli o promieniu 3 umieszczamy ostrostupy prawidtowe czworokgtne
w taki sposob, ze wierzchotek ostrostupa jest srodkiem kuli, zas wierzchotki pod-
stawy nalezg do powierzchni kuli.

a) Napisz wzor funkcji opisujgcej objetos¢ V ostrostupa w zaleznosci od dtugosci x
krawedzi jego podstawy.
b) Wyznacz najwieksza mozliwg objetos¢ ostrostupa.

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 6.

1. Pole powierzchni bocznej walca o promieniu podstawy 5 cm i wysokosci 8 cm,
jest rowne:

A. 40 cm? B. 1301 cm? C. 40m cm? D. 80 cm?

2. Pole podstawy walca jest réwne 9n dm?, a pole przekroju osiowego wynosi
24 dm?. Zatem objetoé¢ walca wynosi:

A. 367 dm?> B. 32% dm?® C. 30 dm? D. 241 dm?

3. Wysokosci dwdch walcéw sg réwne. Wiadomo, ze drugi walec ma 4 razy wiek-
sz3 objetosc od pierwszego walca. Wowczas promien podstawy drugiego walca jest
wiekszy od promienia podstawy pierwszego walca:

A. dwukrotnie B. czterokrotnie C. oSmiokrotnie D. szesnastokrotnie

4. Kat rozwarcia stozka jest réwny 30°, a pole przekroju osiowego wynosi 4 dm?.
Tworzaca stozka ma dtugoscé:

A. 2 dm B. 4 dm C. 243dm D. 24/3dm

5. Stozek o objetosci 800w ma wysokoé¢ réwna 24. Tworzaca stozka ma dtugosé:
A. 10 B. 25 C. 26 D. 30
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= . 1
6. Tangens kata nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy jest rowny 1-3-.

Niech P, oznacza pole powierzchni bocznej, zas P, — pole powierzchni catkowitej
tego stozka. Wowczas:

A.P, = 2P, B.P, = 1,5P, ¢ p=2p D. P, = 1,6P,

° 3
7. Wysokosc stozka jest réwna /44 , a promien podstawy — 10. Zatem kat srodko-
wy wycinka kota, tworzacego powierzchnie boczng stozka, ma miare:

A. 180° B. 210° C. 240° D. 300°

8 Dwa. stozki sg podobne. Pierwszy stozek ma objetoéé 27 razy wiekszg od objeto-
sci drugiego stozka. lle razy pole przekroju osiowego pierwszego stozka jest wieksze
od pola przekroju osiowego drugiego stozka?

A. 3 razy B. 9 razy C. 27 razy D. 54 razy

9,_ Gdyby promien danej sfery byt 0 1 m dtuzszy, to powierzchnia sfery bytaby
wigksza 0 20m m?. Zatem promier danej sfery jest rowny:

A.1lm B.2m C.3m D.4m

10. Miasto A lezy na réwnolezniku 20° szerokoéci

geograficznej pdtnocnej Jezeli przyjmiemy, ze Ziemia

jest kulg o promieniu R, gdzie R = 6300 km oraz t ~ 3, 4
to odlegtos¢ d miasta A od réwnika (zobacz rysunek A‘
obok) jest w przyblizeniu rowna:

A. 1050 km B. 2100 km

C. 3150 km D. 4200 km

Zadania powtdérzeniowe do rozdziatu 6.

11. Naczynie w ksztafcie walca o srednicy podstawy 6 cm napetniono czesciowo
woda. Nastepnie do tej wody wrzucono metalowa kulke, ktéra zanurzyta sie catko-
wicie, podnoszac poziom wody w walcu o 0,5 cm. Wyznacz promient metalowe;j kulki.

12. Objetos¢ walca jest réwna 57 dm?, a pole jego powierzchni catkowitej wynosi
137 dm?. Wyznacz promien podstawy tego walca.

13. Pole powierzchni bocznej walca jest réwne 10w dm?. Promier podstawy walca
jest o 4 dm dtuzszy od jego wysokosci. Oblicz objetosc tego walca.
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14. Wysokos¢ walca jest réwna 6 dm. Kat miedzy przekatnymi przekroju osiowego
jest rowny 60°. Oblicz objto$¢ tego walca. Rozwaz dwa przypadki.

15. Wysokos$¢ walca jest réwna 16 cm, a promier podstawy 25 cm. Oblicz pole
przekroju walca ptaszczyzng réwnolegta do osi obrotu walca, poprowadzong w od-
legtosci 24 cm od tej osi.

16. Tworzaca stozka jest cztery razy dtuzsza od promienia jego podstawy. Oblicz:
a) miare kata wycinka kota, tworzacego powierzchnie boczng stozka,
b) tangens kata nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy,

c) sinus kata rozwarcia stozka, wykorzystujac wzor: sin2a =2sinacosa.

17. Powierzchnia boczna stozka jest wycinkiem kota o promieniu 12 cm, a kat ér'od—
kowy tego wycinka wynosi 270°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego stozka.

18. Stozek przecieto ptaszczyzna réwnolegta do podstawy i dzielaca WV?OkO,S"é_
stozka w stosunku 1 : 2 — liczac od podstawy stozka. Oblicz stosunek objetosci
otrzymanych bryt. '

19. Sinus jednego z katow ostrych trojkata prostokatnego jest rowny 0,96. Tréjkat
obracamy wokot krétszej przyprostokatnej. Wiedzac, ze objetoé¢ otrzymanej bryty
wynosi 13441 cm?, oblicz pole powierzchni catkowitej tej bryty.

20. Roznica dtugosci bokow réwnolegtoboku jest réwna 7 cm, a kat ostry row-
nolegtoboku ma miare 30°. Réwnolegtobok obracamy wokét diuzszego boku. Ob-
licz objetos¢ otrzymanej bryty, wiedzac, ze jej pole powierzchni catkowitej wynosi
18471 cm?.

D 21. Kat rozwarcia stozka ma miare 150°, a pole przekroju osiowego stozka wyno-

si 9 dm?. Wykaz, ze objetosc tego stozka jest réwna 9my2+ 3 dm?.

22. Krawedzie prostopadtoscianu maja dtugosé 4 cm, 6 cm, 12 cm. Oblicz objetoé¢
kuli opisanej na tym prostopadtoscianie.

23. Dwa walce sa podobne. Promienie tych walcow roinig sie o 6 cm, a wysokosci
walcow — o 8 cm. Oblicz réznice pdl powierzchni catkowitych obu walcéw, wiedzac,
ze objetos¢ jednego walca jest o 936m cm® wieksza od objetosci drugiego walca.
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R
24. Kule o promieniu R przecieto ptaszczyzna, oddalong od srodka kuli o 3 Pole

otrzymanego przekroju wynosi 271 cm?. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni kuli.

D 25. Przez $rodek wysokosci stozka poprowadzono prosta, rownolegta do jednej
z tworzacych stozka. Wykaz, ze jeéli tworzaca tego stozka ma dtugosc d, to dtugos¢
odcinka, bedacego czescig wspdlng poprowadzonej prostej i danego stozka jest

. 3d
rowna — .
4

D 26. Tworzaca stozka tworzy z ptaszczyzng podstawy kat a. Stozek przecigto ptasz-
czyzng, przechodzaca przez jego wierzchotek i nachylong do ptaszczyzny podstawy
pod katem ostrym f. Przekrdj ta ptaszczyzng jest tréjkatem réownoramiennym,

w ktorym kat miedzy ramionami jest réwny y. Wykaz, ze sina = sinﬁ-cos% .

D 27. Na kuli opisano stozek, ktdrego wysoko$¢ jest dwa razy diuzsza od érednicy
kuli. Wykaz, ze objetos¢ stozka jest dwa razy wieksza od objetosci kuli.

28. Wsrdd walcéw wpisanych w kule o promieniu 5 cm znajduje sie taki, ktorego
pole powierzchni bocznej jest najwieksze. Oblicz objetoéé tego walca.

D 29. W kule o promieniu 6 cm wpisano ostrostup prawidtowy tréjkatny o najwiek-
szej objetosci. Wykaz, ze ten ostrostup jest czworoscianem foremnym, ktérego

krawedzie maja dtugosc 46 cm.

30. W kule o promieniu R wpisano stozek, ktérego tworzgca jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy pod katem a. Oblicz pole powierzchni catkowitej i obje-

tos¢ tego stozka.
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1. Funkcja wyktadnicza

Potega o wykiadniku rzeczywistym — powtérzenie
3 7 2 2 2
11. a) -3 b)-1 2 2 X 14242
)35 b)-te 1 dag o P f1eg
4 8 1 1
1.2. 1,1 b)— — is 1= f) 232
)11 b3 = d)il o1l )2k

13. a)-;— b) c)27 d)16 e)5 f)3

N | =

17 13 17 19 12

1 —_—
14. a)2° b)5% ¢)6°5 d)3°6 e)2¢ f)10°
15. a)2 b)4 o) 10% d) 125

16. a)2 b)2 c)5 d)7-443

1.9. a)464,15888 b)0,00046 c)46,41589 d)2,15443

1.10. a)a=1110, b =800,038,75% b)x =15y =4,062,5%
111. a)x>y b)x<y c)x<y d)x=y e)x<y f)jx>y
112. a)3 b)2

1.13. a)-16 b)-1 ¢)1 d)1

114, a)x e {-2,2} b)x=1 c)xe{l%,Z%} d) x=-4=

1.15. a) xe(—w,i—ﬁ) b) XE[—OO,—%->U<1:—21-,+OO} c) x € (-4,-1)
d) xeR—-{23]
5 F
2

1.16. a) ; wskazéwka: Doprowadz wyrazenie do postaci

ab

a+b

b) lf—i ; wskazowka: Doprowadz wyrazenie do postaci s
2 a

3
121. a) L"z, x € R—{-1,0,1} b)9x, xeR, —{1, 11}
(x" -—1) 2
1 2

c) i,x €R, yeR, d)53+x3,x eR,-{1}
xy

lol
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1
1.24. x=2,r=1—-
2
1.25. x € {0, 3}

Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci

1.27:
1.28.
149,

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.
1.34.

1.38.

1.39.

Przeksztatcenia wykresow funkcji wyktadniczych

1.41.

1.42.

a)f<V<X<z b)y<z<t<x c)y<x<t<z d)z<y<x<t
aym>n b)m>n c¢)m<n dym>n
a) dodatnia b) ujemna c) ujemna d) dodatnia e) uiemna f) ujemna

a) f(x) =4 b) f(x)=[%Jx c) f(x)=(2ﬁ]x
a) f(X):[lT 0) 247 -3 d)x e (-o0,-1)

a) g(x) = 16* b)% c)% d) x € (0,1)

a) w=1 b) x = -1 c)x=0

a)x e(—o,2) b)xe (~o0,0) U (1, +0) ) x e (-1,0)

a) zwz<—%,7%> b) zw=<2§,s> c) Zw =(1, 81)

d) ZW=<%,%> e) ZW = (256,512) f) ZW=<§§,£—>

a) zw=(~2,—1i] b) ZW=(—00, 1§]u(2,+oo) c) ZW = (3, +x)
:ﬁ
2

d) Zw = (0, +®) e)ZW =(-2,0) f) ZW=[—00,

>u(0,+co)

a) g (x) = 3*7%; przesunigcie rownolegte o 2 jednostki w prawo, czyli translacja o wek-
tor u =[2,0]

b) g(x) = 1 -3 symetria srodkowa wykresu funkcji f wzgledem punktu 0(0, 0),
nastepnie przesuniecie rownolegte otrzymanego wykresu o 1 jednostke do gory, czyli

translacja o wektor v =[0,1]
c) g(x) = — (3***+ 3); np. przesunigcie réwnolegte wykresu funkji f o 1 jednostke

w lewo i 3 jednostki do gory, czyli translacja o wektor U= [-1, 3], nastgpnie symetria
osiowa otrzymanego wykresu wzgledem osi OX

d) g(x) = 3*~* + 5; np. przesuniecie rownolegte wykresu funkcji f o wektor

U= [—4, 5] , nastepnie symetria osiowa otrzymanego wykresu wzgledem osi OY

a)h(x)=-3*-1 b)s(x)=3+2 ¢)t(x)=3"2-1 d)p(x)=3*+2
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1.44,

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

1.49.
1.50.
1.51.
1.52.
1.83.

1.54.

1.55.

: N
TR
| it : |
T
g 43 i :

..... =, I, MBI ESS I

S A TP I | e 1| __‘_____:

T 3 : —

5 6X 3p-11"123 48X

e T I 20
| /' 171G
' |
[ =T AV ]
d 1 —J-—Lig—- 1
b I 1 ]
y=[2-4+"

R

i appalfi 234

§: , a —— S 1) [ ; |
[ o t 111 R o

| / M -
T s |
321913 3 4 35X :‘l B

a)g(x)=27-2-1 b) [0,—%) o3 il

4 g(x)=1_[§]m Bl de (3l

a) g(x)=2—[%)3_x, czylig(x)=—4""2+2 ¢)x e(—0,3)

a)h(x)=—5"7-3 b)h(x)=75*+4

xX+1
a) wskazéwka: g(x):(%) -4 b) 25 c) X € (—00, —2)

a) wskazowka: g(x) = 2~2 b)x e (1,+%0) ) tak

a) x =3 b) réwnanie sprzeczne ¢)x=-1 d)xeR e)x=-1 f)x=4

a)x=1 b)xe{1,3} c)xe{-3-1}

a)x e(—0,1) b)x e(-1,+0) c)xe(=0,1) d)x=0 e)x e (-3, +x)

f)x eR

a) x € (—o,3) b)x e (-0,-1) U (0, +0) ¢)x & (~w, 1) U(2, +)

a)a=3,b=% b) x € (-, 3)

x-2
a)a=8,c=4 b)h(x)=22""+1, cayli h(x)=(%) +1 e)x=1

le3
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1.56. a)i-------. L

1.57.

%, jesli x & (—w,~1)
x+1
4 z,jeélixe(_l,m)

y:_zu‘” 1] +x

I
BN ‘D"‘IH-JFL.E!‘I 4 =<
H | T T
{

x+2
b)y= (%) -3, jeslix e (—oo, —1)

2" _3.! Jegll X E (—1’ +m)

ORI VI SV, IS
i

&N
\

P—

L

i
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1.58.
1.59.

1.60.

a)xe{-2,-1} b)xe{-1,1} c)x=1
a)x €(-1,1) b)x e(-1,+®o) c)x e (-0, -3)U(1,+x)

a) k=-1 b) g(x)=2—31_!"|,x eR
SR N SO A 1 O
- | 3
| -3
/
| 543021V 1

Réwnania wyktadnicze

1.61.

1.62.

1.63.

1.64.

1.65.

1.66.

1.67.

1.68.

1.69.

a)x=3 b)x=2 c)réwnaniesprzeczne d)x=-1 e)x=-3 f)x=0

' 2 1 1 2
a)x=-3 b)x=2 c)x . d) x 9 e)XE{, 2} ) x 3

a)x € {-2,4} b)xe({-8, 4} c) réwnanie sprzeczne

d) x =3e) xe{-%,—%} f) x € {3,5}

a)x=1 b)xe{-22} c)xe{—%,o} d)x e {-1,4} e)x=2

f) réwnanie sprzeczne

a) xe{—lé, 1} b) x e{-—\/g, ‘1,\/3} c) réwnanie sprzeczne
2

d) s e)x e {-1,2} f) xe{—Z%,—l,l}

)x=1 b)xe(2s) Jrel1a) dxel11) oxe{222}}

E{—a—\h_? BT 2}
.4 ' r

f) x

4

a)x=2 b)x =% c) x= —1% d) réwnanie sprzeczne

a) x € {-3,3} b)réwnaniesprzeczne c)x=-2 d) x=—%

a)x =1 b)réwnaniesprzeczne c)x =0 d) xe{o,%, 1} e) X =:_f-

’

wskazowka: Zastosuj wzor na roznice szescianow.
f) x = 1; wskazowka: Zastosuj wzor na sume szesciandw.
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1.70 a) X € {—1 1}' wskazowka: Zauwaz, 2e 2-43= 2 , nastepnie podstaw
o FHEEE | ’ 2443
t=(2+v3). b)xe{-22)
1 2
1.71. a)lel b)x=-2 c¢)x=-6 d)x=-2 e) x=4- f) x=-=
2 2 3
1.73. a)n=10 b)n=
1.74. a)x=4 b)a,=8n-4,neN, c)S,=400
1.75. aJx=1 b)g 1% c) bn=8-[—) ,neN,
1.76. a)x=3 b)x=-1
1.77. a) x=1§ b)x e {-7,8} ¢)x=-3 d)xe{-22}
1.78. a)x=2 b) x:—% c) x € (-, -2)
1.79. ajx=2 b)x={0,2}
1.80.

x=2 x=1
a) b) ; wskazéwka: Dane réwnania najpierw pomnoz stronami, a na-
y=3 y=2

stepnie podziel stronami.

x=0 X=3
C) v ; wskazowka: Podstaw 3* = a, 3" = b.
=3 y=0

Nieréwnosci wyktadnicze

1.81.

1.82.

1.83.

1.84.

1.85.

1

a)x € (~o,-4) b)xe(-1,+0) c)xeR d)xe[hw,__>

3

e) X€ [—00, —1%] f) nierownos$¢ sprzeczna

)x e (o3 Ul ea) b re(-525) dx=2 dee(-sd2f)

7

a)xe[~2,%) b)x eR c)xe[—l%,S} d)ng_{_;_} e)xe(-z,—;-]

f) x € (~0,-1) U (3, +)
}

w | =

a).x E(_QO ) b) x e (-7, +0) c) nierdownos¢ sprzeczna d) xeR—{l

)
e) x e(—o, 1)u(2 +w) f)x eR
a) x € (~0,-1) b)xe(24®) c)xe(3,+x) d)xe(=0s5)
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1.86. a)x € (-2,0) b) XE(—lg,lé] c)x e (-1, +o0) d) x € (0, -2) U (4, +x)

1.87. a)x € (—0,5) b)x € (—o0,~1) U (3, +®) c) nieréwnoé¢ sprzeczna

dl % i [0, ) e)xe(—m,—%>u<—%,+w} ) x=1

1.88. a xe< ) b) x € (-3, +®) ¢) x € (~», 0) d)xe[—oo, -%)

)

e)x R f)x e (-0 4)
)
)

1.89. a)n e{1,2,3} b)ne (1,234,567}

1.92. a) x € (—o0,-1) (6, +) b) xe(-w,—2)u[1%,+oo) c) x € (-0, 2)
d) xe[—w,ﬂzé)

193. a)x=2 b)xe(-3,5) c)xe(2 +x) d)xe(—w,g]U(&M’)

194. a)x € (-»,0) b)x e (—0,2)U(3,+x) c)xe(-21) d xe[o 1%]

1.95. a)x e (_3, 0) u (3, +00) b) xe(-oo, 0)u<§,+oo) c)x € (1, +oo)

d) x € (0, +o) U {2} e)x e (0,1)uU(2,+x) f) xe(—m,—l)u(—%, 0]

1.96. a)x € (-2,0) b)x e (-x,1)

1.97. (-0, 2)

1.98. (2, +x)

1.99. wskazéwka: Wykaz, ze zbiorem rozwigzan nierownosci 16* + 64 > 65 - 4* jest suma
przedziatéw: (-, 0) U (2, +00),

Zastosowanie wiasnosci funkcji wyktadniczej w zadaniach

1.101. a) réwnanie nie ma rozwiazan, gdy m € (-, 5), ma jedno rozwiazanie, gdy m = 5,
ma dwa rozwigzania, gdy m € (5, +00

b) rownanie nie ma rozwigzan, gdy m e(—oa, —\/g)U(\/g, +oo), ma jedno rozwigza-
nie,gdy me {—\/g, Jg} u(—z, 2) , madwa rozwigzania,gdy me (—Jg —Z)U(Z, \@)
c) réwnanie nie ma rozwiazan, gdy me(-1, 1), ma jedno rozwigzanie, gdy

me{-1,1} , ma dwa rozwiazania, gdy m & (o0, —1)U(1, + )

1.102. a) ke(—a-%,lz] b) ke(l—;«,+oo) c) k € (—,0)
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1.103. a) m € (=0, -1) U (0, +) b) m € (0, +=)
2
1.104. a) k € (-©,-2) b) k € (~o,-5) U {4} <) ke(m,~1)u[1§. +oo)
1.105. a) a € (—»0,0) U {2} b)a e (-»,0)
1.106. wskazéwka: Doprowad? réwnanie do postaci (2 —2) - (x* —4) = 0.
1.107. wskazéwka: 4x* = 12x + 9 = (2x — 3)% rozpatrz trzy przypadki: I. (2x — 3)2 > 1,
.0 < (2x -3)* < 1orazlll. (2x -3)*=0
1.108. wskazowka: Dokonaj odpowiedniego podstawienia i rozwigz najpierw nieréwnos¢
wielomianowa.
2m -
1.109. a) X € {—n,—ﬂ,—g,o,g,?ﬁ, n} ; wskazowka: cos 2x =1 — 2sin’x
-4n -2m -7 7 2% 4n : 1 sin® x + cos® x ;
b) X€{—,—,—,—,—,— ¢, wskazéwka: e 2 =tg"x+1
3 3 3 3 3 3 cos” x cos” x
n T T 5t 3n
1.110.3) xeR—sa:a=—+kn,keZ b) Xe|l—,— |Vl —,— |;
2 4 2 4 2
e
5'“[3"‘) sin~ cosx —cos~sinx 2
z 4 4 cosx—sinx 1
wskazowka: = = = —(1 —tg x)
\Ecosx \Ecosx 2cosx 2
Test sprawdzajacy do rozdziatu 1.
Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Odpowiedz C D A D B B A C B c

Zadania powtodrzeniowe do rozdziatu 1.

11.

12,

16.

19.

20.

a)0,64 b) -5v3 )33 d)2s

3-43 14. 2
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27,
28.
29.

32.

34,

35,

36.

37,

1 7 7 1y .7
a) x —0,-1)b)a==, b=2— —d) h(x)=|— &=, R
) x e ( )b) a : b 28 c)?8 d) h(x) [4]+ g X €

a)a=2,b=-7 b)xe(=o5)
a) X=6= b) xe[-—oo,i} c) xe(—-w,-l-]u(l,HO)
2 13 <
a) M(t) =0,8'-50,t >0 b) po trzech latach
a) xe{—l%,l} b) xe{—l’_?l} C] X € {—2, —1;2} d)x ==2

1
e)x e {-3.1} ) x=1§

a)x € (—0,4) b)xeR c)xe(-o-2) d XE[—C’D,—%>U<1:+°°)

e) x e (—o0,-1) U (3, +o0)  f) x € (0, +o)
a)x=0 b)xe{0,2)

a) x € (—4,-1) b) x € (~o,0) U (1, +)
x € (2, +x)

a) D =R - {2}, ZW=[—00,-1ZLJU(2,+00) b) D =R, ZW =(2, 4)
a)x=2 c) x=_7“+2k7t,kez

a) x € (—=,0) b) xe[—§+2kn, 2kn}u[2k1c,§+ 2kn],kez
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2. Funkcja logarytmiczna

Logarytm — powtdrzenie wiadomosci

21. a)7 b)-1 ¢)0 d)-3 e)2 f)3 g)% h) —%
1 1 1 7 7 3
22. a}j75 bl -1- & 2= d e Pt fo W) 5=
) )-1g 927 d)6s e) 47 )50 g1 h) 5o
B+1 t 4B B8
23. a B b)p=logAE+k c)t=|og"2A+kB d)A:(,/p)

e =102+%—-g8 f)A=O,1r

) k
)t

24. a)4 b)-2 c)-4 d)1 e)2 f)-15
)

25. a)log;10 b)log0,03 «) loglg d) log,25¥2 e) log, 6 f)logs 13,5
5 a

2.6. a)2500 b) 62% c) 2% d)18 e)o,8 f)37,5
27. a)2 b)3 )1 d)9 e)2 f)1
28. a) x=— b)x:—T- )x=-5 d)x=-1

29. a)3 b)0 ¢)1 d)20 e)9 d)o
2.10. a)-6 b)21 c)-6 d)4

2.11. a)1 b)1 c)logs6 d) Iogzg e) log:18 f) log] 5+3log, 5+9

2 2
1
2.12. ——
2
2.13. 9
2.14. 1
3

. n 2
2.26. a) wskazowka: Wykaz, ze b,,:T b) 5
2.27. 4

Funkcja logarytmiczna — powtdrzenie i uzupetnienie wiadomosci
2.29. a)x €(0,2) b)tak, nalezy

2.30. a)0,5 b) g
1 1 1
== — b) 1-
231. a P a) 55 ) 5
232, n=d a) X e(2, +c=0) b) X € (4, 8>
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2.33:
2.34.

2.35.
2.36.

2.37.
2.38.
2.39.

2.40.

2.41.

242,

2.43.

2.44,

2.45.

2.48.

2.49.

AJy L X LILt blzey<xdt

a)k=1 b)k=-2 c)k=0 d)k=-2 e)k=1 flk=-1 g)k=
h) k =-3 :

a)ujemna b)zero c)ujemna d)dodatnia

a) x € (-6, +) b)xe(m,Z) c) xe(-log;2, +) d) x € (2, +)
a)x>y b)x<y c)x>y d)x>y

a) b =-2

r+m=5

a)k=-1,p=2 b)%

a)a=2 b)f(x)>g(x)=>xe(0,4)

Dy= (-5, +@) b) Dy=(-0,3)U(3,4) ¢)0=(0,1) v (13)

1,4) f) D = (-, 0)uU (1, +x)

) D;= (

2)p=(0,1) b) o:n-{_1_} &) D = (-0,-3) U (3, +0) d) D = (0, +)
) D =
) D =(

2} ¢) D=(-12v2)u(2V2,3)

d) o=(4§,+m] &) D = (3,4) U (4, +) =[g,1ju(1,z)

a) nie s3 réwne, bo D;= (2, +), D, = (~, -2) U (2, +o) b) saréwne c) nie s

A
kg
f)

g

i) an{

-2 -1
[ 0, og2 J najwieksza liczba catkowita to -2, bo [;J <4 <[3]
5

rowne, bo D, =R — ;: . b= £,+oo d) sg rowne
d 3 3

b) X €|—o0, Iogswr 4) najwieksza liczba catkowitato 0

c) J«'E[Iog36 e +co] najmniejsza liczba catkowita to 0 d) xe[logl 8, +ooJ, naj-
6
mniejsza liczba catkowita to —1
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Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakres rozszerzony
2.50. wskazowka: Wyznacz najwiekszg wartosc funkcji y = x* + 4x + 4, gdzie x (—1, 2);
nastepnie skorzystaj z monotonicznosci funkgji f.
ex’ 12
2.51. wskazowka: Wyznacz najwieksza wartos¢ funkcji f(x) = x — 3 gdzie xe <5, _> :
nastepnie skorzystaj z monotonicznosci funkcjiy = Int, t > 0.
2.52.

a)m e (0,1) b) me[—oo,—4§]u<2,+co)

Przeksztatcenia wykresow funkcji logarytmicznych

2.53,

2.54.
2.55.
2.58.

2.57.

2.58.

2.59,
2.60.

wskazéwka: a) f(x) = log3x +2, D= (0, +o) b) f(x) = —log, x + 3, Dy = (0, +w)

c) f(x) = log ms[(—x)-z], skad f(x) = log s () — 1, D;= (0, 0)  d) D;= (-2, +w)
e) Ds= (—oo 1) f)f(x) = Iogz(x—3) +2,D= (3, +)

a) D;=(5+0) b)9 c)-3

a)( -2) b)f(6)=-3 c) x e (-3, 6)

a) tak, jest b) x e (-1,0) ¢)xe (3, +0)

x=9 b)xe(29)

D, =(-,0) a)xe(-3,0 b)taknalezy | | T T | [ [Ty

a)g(x)=|ogz(x—1)—3, D,=(1,+») b)x=5
a) g(x)=2-log, x, x € (0,+x) b)x e (2, 8)

2



Odpowiedzi do zadai

2.61.

2.62.

2.63.

2.64.
2.65.

2.66.

a) D, =(0,2), h(x)=log, x b) ZW = (-1, + ) 111 T
L - .-
»
TR
a) f(x) =log;(2-x),0;=(-2,2) b)x e(-2,-1) AREEANENN
—3-|2"| (_]_11 } L...‘L‘&?
a)x=3 b)x=-1 . Rz
C) X € {_4’ _1} d) — i o ) S 1.
a)x € (4, +o) b)xe(2,+o) c)x e(-2,2)uU (2 +o) d)xe(-9,-1)
wskazowka: a) f(x) = 2log, |x|, xeR- {0}
b) f(x) = 2log,|x + 1|, x € R - {-1}
c) f(x):%llogz(x+4) , x € (-4, +o) d) f(x)=—|og£|x|—-2,x € R-{0}
2
e) f(x)=|log,|x—2|, x € R- {2} f) f(x)=|og2(3+|x|)+1, xeR-{-3,3}
3 £ —
RN TP o O T
i 4 i = ‘,:--""’*E
] L o = S
—~L | LIADI L= | L[] ]] 1]
- > 1
35211 234567X | s5a392a 45X
_ il [ | T Ll
a) D= R- {2}, D,=(2, +) ERERE.IN A\:’_ 1y ]
. y3£(x) L0 iy=-gla) |
b)f(x)‘ < g(x.)<:>'x E.(Z, 3) N ~ 1 s \ ==
wskazowka: Dziedzina nieréwnosci i S \ 5 =
! 1 i | i
jest réwna Dy D, CON \/1 | e
4321 P9N2/A 42567 8X

E.—.‘--". 2
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Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakres vozszerzony

2.67. a)D,=R-{3},D,=(-w,3) b)wskazéwka: f(x)=2-log,|x-3| c)zw,={1)
2.68. a)xe {13} b)xe{-1,1} c)x=4 d)xe{-11}
2.69. a)xe(0,9) b)xe(3,7)u(7,+x) c)xe (-0 -4)u(-1,0)

d) x € (-5,0) U (0, 5)
2.70. a) f(x)=|x|, D=R- {0} ZW = (0, + )

b) f(x)=|x-1,0=R-{1},ZW = (0, + =)

c)f(x)=2,0=(0,1) U (1, +0), ZW = {2}

d)f(x) =-2,0=(0,1) U(1, + »), ZW = {-2}

Rownania logarytmiczne

271,

272,

2.73.

2.74.

2.78.

2.76.

a) D = (1, +°0),X =33 b) D=[—2%,+oo

N
>
I
]
2
(W)
I
w
‘:—/
x
I
|
w
w

d) o:[—oo,%], x:-lﬁé e)D=R-{7},x e {5,9)

f)D=R-{-2},xe{-3-1)

a) D =(0,+ ), x=

| =

> b)D=(=0,2), x=1§ ) D = (-1, +), x==

d) Dz[—m,%},)«':—d% ©) D =R, xe{-V2,42} ) D =R, réwnanie sprzeczne
a) D=R,x e {-2,0} b)D=(=,-1)uU(L+xn),x e {-3,3)

c) D= [ 7 ; ,xe{-1,1} d)D=R-{-2},x e {-4,0)

) D = (-0, 1)U (3,+x), x € {0,4} f)D=(-1,5),x e {1,3)

) D =R,x e{0,4) b)D=R-{0}, xe{—ﬁ%,ﬁ%}

c) D = (-0, -5) U (-1, +o), x € {-32,26} d) D =(1,9), réwnanie sprzeczne
)

a)D=R,-{1},x=3 b)D =R+—{1},x=9 c) D=R+—{%}, XZ%

d) D =R, — {5}, réwnanie sprzeczne e) D =R —{-1,0,1}, x < {-6, 6

fy)o=R-{0,1,2}, xe{l_Jg,HJg}
a) D=[1-;—,2]U(2,+00);X =4 b) D :(—00, 2)(_)(2' 3),)( =0

11
c) D:[_%, ] (0 +oo) x=1 d) D= [4 2)u[%,+oo], réwnanie sprzeczne

¥ o P LI Y P L )




Odpowiedzi do zadak

2.77,

2.78.

2.79.

2.80.

Z.81.

2.82.
2.83.

2.84.

2.85.

1
e) D:(E, +oo}, ¥ =3 f) D = (~o, 1)u (1, 2), réwnanie sprzeczne

a)D =R, x=3 b)D =R,, réwnanie sprzeczne  c) D = (
nie sprzeczne d) D =R - {0}, xe{—ﬁ,ﬁ} e) D = (-7,

)
f) D=(—°°»—\E)U(~\E,—1)u(1, V2)U(V2,+0), x € {-2,2)
a)x=3 b)x=16 c)x=-0,9 d)x=—~3% e)x =64 f) x=—
b) x =33 ¢) xe{gll }d)xe{—ﬁl%,—z} éjx=2 flx=2

=4
1 -
( = ],x=1 b) D = (3, +), x = 4 c)D=(—1,1),X=?

d) D =(0, +),x =6 e) D = (0, 1), réwnanie sprzeczne

f) o=(— +oo), xe{l%,lo}

a)x € {7,15} b) x =8 c)x=6 d)x=4 e)x=1 f)x=10
a) D = (-1, 0) U (0, +o), ; wskazéwka: Zapisz réwnanie w postaci

2log, |x|-2=2log,(x+1) b)x e {-4,2} ¢ xe{%,z} d) x € {-5, 3}

a)x=25 b)x=1 c)xe {21} d xe{%,tl} e)xe{%,g}
f)xe{iqu}

1
a) x =9 b) xe{—zé,—sz} c) D = (o, +0), xe{%,lﬂ}; wskazéwka: Dane
3 3
. ; . - . 2log” x — —logx .
rownanie mozna zlogarytmowac stronami: logx 2" =|og+/10 . Nastepnie ot-

' . : 3. 3 1
rzymujemy rownanie | 2log x—;logx logx ==

d) x = 100 e)xe{g,s} f)xe{-lsi,ZS}
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Matematyka. Zbiér zadani. Klasa 4. Zakres rozszevrzony

2.86. a)x=0 b)x=0 c)x=-2 d)x=2% e) x e {-1,1} f)xe{i,s}

25
2.87. a)(2,18),(18,2) b)(100,10) ¢)(2,2) d)(2 2), [8,%) &) (2,6) )(s,s)
2.90. a]x=13 b)xe{_fgro"/f}

2.91. a) x=-§+2kn % x=§n+2kn, keZ b) x=§+2kn, kied
—T T
c) x=—+2kn,ke€Z d) x=—+2kn ,keZ
4 4
Nierownosci logarytmiczne
292. a)x €(3,4) b)xe(-53)u(311) o XE(_OO,_%}U[E,W]
1
d) xe[—;,l) e) xe<\/—2§-,\/§} f) x € (-23,2)

2.93. a)x€(-2,000(0,1) b)x € (~0,-4) U(3,+0) c)xe (-2,-1) U (-1,0)
d)xe(3,5) e)xe(-1,1)uU(3,5 fxe (1,2)

2.94. a) xe(o,lgj b) xe<§,1] ¢) x € (3,+) d)x € (2, +o)
2.95. a) xe&,z) b)x €(2,4) ¢)x e(2,4)U(16,+x) d) xe[o'ilgju(l’”’)

e)x € (0,1) U (9, +o) f)x e (0,1)uU (e +x)

2.96. a) xe(o,%]u(9,+oo) b) xe<%,5> c) xe(-3,-V6)u(V6,3)

d) xe [4, 7%)

27, 0= (5-ula-9u3) 8 o-(2E)u[224)

c) D:{—oo,s_z‘/g]u[5+‘/§,+oo] d) D=<1_‘/§,o]u<1+‘/§,+m}

2 2 2
) D=<5-;-,8J 0D =(-e0)

2.98. a)x e (3,+x) b) xe(O,l)u(\E,B) c)x e (-1,0) U (3,4)
d) x € (U, 2) U (8, +oo)



Odpowiedzi do zadan

299. a) xE[%.\@> b) xe(l%,sj ) xe<\f1_0,100)

2.100.3) x € (0,1) U (4, +) b)x €(1,3) c)x € (-»,-5)

SIREO RSNV
2.101. 3) x € (1,4) b)xe[_w,_g] &) x € (-2,-1) U (3, +)

(
d) x € (1,2) U (64, +)
(

d) XE<£,5_TC>U<}.:9’E’_13£>
12 12 12 12

Zastosowanie funkcji wyktadniczej i funkcji logarytmicznej do rozwigzywania
zadan umieszczonych w kontekscie praktycznym
2.105. a) 578 b) po 20 dniach c) po 5 dniach i 6 godzinach d) 141¢g
2.106. a) 50°C  b) 12,5°C ¢) po20min d) po23mini13s
2.107. a) 230,18 zt  b) po 13 kwartatach
2.108. a) Korzystniejsza jest pierwsza oferta o 180,69 zt b) o 3 kwartaty
2.109. 0,04 cm

2.110. ok. 4,3

2.111. 24 862 048 cyfr; wskazowka: Zauwaz, ze liczba pierwsza ma tyle samo cyfr co liczba
282589933

2.112. a) 1,30159 - 107  b) 8,78837 - 10°* ¢) 3,86637 - 102 d) 4,60544 - 10'®2
2.113.b) 12,1 g c) po 596 dniach i 10 godzinach

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 2.

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Odpowiedz B A A B c D C D A o

Zadania powtodrzeniowe do rozdziatu 2.
11. a)4 b)o,5
1. c<a<d<b

177
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Matematyka. Zbibr zadai. Klasa 4. Zakves rozszerzony
13. a)a=%,b=—1 c)x=4 d)xe(0,1)
14. a)a=4,b=-1,D,=(-4,+x),D,=R
b) f(-3)=0,g(1) =0
d) x € (-3,1)
15. a)90°C b)60°C c)t=-5- |0g3(;) 10 minut
16. a) X = ) x=-1 2
17 a)xe (7 +®)  b) x e (-2,-1)
18. a)xe{-1,4} b)x=12 c)x=2 d)x=-7 e)xe{3,9) f)xe{zi%O—,loz}
26. a)x=5 b)a,=5n-8,neN, c)423
27 a) x =2lub x——l-;l b) b,= (—1)” tl.neN, c) Big—=512
33.  wskazowkeo: Skorzystaj z zaleznosci pomigdzy $rednia arytmetyczng i $rednia geome-
tryczng dwoch liczb dodatnich.
35. a)o=-1b=3, b) \3 |og2 (\x|+1)l D, =R,ZW, = (0,3)
36.
37.
38.
39.

40.




Odpowiedzi do zadai

3. Elementy statystyki

Sposoby prezentowania danych zebranych w wyniku obserwacji statystycznej

3.4.

3.3.

diagram kolumnowy

200

liczebnosé

100

B VOO NN T NN N OO Y O ) O A (A o o |

[
o

144

e

.81.__

przyczyny wypadkow

diagram czestosci wzglednych

135

[:] przejazd przez skrzyzowanie na czerwonym swietle
I:] jazda z nadmierng predkoscia
. wymuszenie pierwszenstwa

. jazda pod wptywem alkoholu

E 0’5_._..,‘ sop o i ( T [
i"; 2,5 T ——= _‘ . — [:| przejazd przez skrzyzowanie na czerwonym $wietle
,4  E [y e e (N R SISO
:g 034 ,';3;"2 i o] 3!_ “ jazda z nadmierng predkoscig
% 0,24 -0.18 S 1 .wymuszenie pierwszenstwa
0,1 '
! - jazda pod wptywem alkoholu
przyczyny wypadkow
a) 25 os6b
b) diagram stupkowy diagram kotowy procentowy
s ' T O I 7 liczba spoinien
i ' S - 8
c4 O O O
23 L -
LY | | ]
s TTTT]
0 }
T T T T T T L T T L 1
1 2 3 45 6 7 8 9101112
liczebnosé
a) tabela | Liczba godzin | Liczebnos¢ diagram kolumnowy
BT SRS
0,5 3 -3 |f ]
= O
1 5 A l 4
= |
1,5 2 34 o fe
2 2 i - |
2,5 2 B
3 4 05115 2253 4
liczba godzin
4 2

b) 60%

374
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Matematyka. Zbiér zadan. Klasa 4. Zakres rozszerzony

3.5. a) diagram stupkowy N | b) 116 uczniéw
4 lub wiecej 76
I B \
] 3 [ 40| '
2 2 ' 50,
1
0 n | ]
I ; II |l I| T lli 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90
liczba uczniow
3.6. a)56% b)samochodem stuzbowym 4 osoby, na motocyklu lub na rowerze 9 oséb
3.7. a)30 b)70 <) 2%
Srednia z préby
38. x=5
3.9. 48lat
3.10. a) diagram kolumnowy
% 7.,_!___.—-,.{-\_. - .!, - .|._ - !. - _:_ — ———— T : - i — I_. -
el | 11 N A EaES -
] i . [ 4 4 1 {
85 : 2 | ! — e
21 i EEEEEEEEENERRE
3 11 T S N VI SO
2 I _ 1 ’.__ ___Jr_ o _:_ﬂ_.__%___ ,
1 " S oy - - e — - ! —
E NN N
o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 6
czas ogladania telewizji (h)
b) 2,3 godziny c)43,3% d) 2 osoby
3.11. a)159,6 cm
b) diagram czestosci wzglednych: c)
£ oal 1 - Wzrost (cm) | 152 | 160 | 162[ 168] 170
E T Liczebno$¢ | 21 | 15| 30| 6 | 3
B 03— =1+ —
) | S I -
" 021 ' _| st
o014 |
o i bl
152 160 162 168 170
wzrost (cm)
d) 54 dziewczynki

3.12. a)2,5 b)ok.49%



Odpowiedzi do zadar 181

3.13.

3.14.
3.15,

3.16.
317,
3.18.
3.19.

3.20.

a)0,81 b)46o0séb c)o 22%%

a)56 b)31% c) érednia w miescie A to 1,2 $rednia w mieécie B to 1,12 d) 1,16

a) 20 pracownikéw, 40% b) $rednia | zmiany to 1,5 sztuki wadliwej, zas srednia
Il zmiany to 1,7 sztuki wadliwej c) 1,58

5:14

23 osoby

Eliza

Srednia cena akgji firmy B byta mniejsza o 7,25 zt od sredniej ceny akcji firmy A.
X6 =58 Xxs=8,1 x2=6,65 xu>70

Kawa bedzie w statej ofercie tej kawiarni.

Mediana z préby i moda z préby. Skala centylowa

3.21.

3.22,
323,

3.24.
3.25.

3.26.

327,

a)M,=2,M,=4,5 b) sa dwie mody: 4i8,M,=4 ¢)M,=3,M,=3 d) sa cztery
mody: 0,1,2,3,M,=1,5

a)M,=3,M,=5 b)M,=8, M, =65

a) sa dwie mody 7 9, M,=8 b)M,=4,M,=4 c)M,=7,M,=4
dM,=1,M,=1

S3 dwie mody: 34 min oraz 42 min, M, = 37 min, X~ 37,4 min

3) M,=3,M,=3 b) x~2,8 c) 87,5% d) diagram kofowy procentowy

37,50%

a) diagram czestosci wzglednych b) S3 dwie mody: 5i 10, M, = 6.
- PAESREE e c] ok. 6 min 41 sek.
| | d) 50%

liczebnoéé

2 3 4 5 7 810
czas oczekiwania (min)

a)330soby b) x=2,02 c)34% d)M,=2
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Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakres rozszerzony

3.28.
3.29.
3.30.

3.31.
3.32.

a=3,b=2

(x:O,y=4) Iub(x:l,y =4)

k=8, x=9,7

a)85 b)15%

a) 28 pkt, 76% b) 288 ) 32 d) 44 osoby, 11% zdajacych e) M, =1, M, = 16
f) x=17,83

Wariancja i odchylenie standardowe

3.33.
3.34.
S
3.37,

3.8
3.42.

3.43.
3.44.
3.45.

3.46.

3.47.

a) 0,984375 b)0,1384 ) 941,36 d) 114,09

a) 10,42 b)0,83

161

ke {-3,3}

x=7,6

a) M,=36402zt, M,=44202t b)4811,422t c)62% d) ok. 2568 zf

a) X = 1199¢g b} c=215¢g c) nie

| druzyna: x=1,4,6~1,16 Ildruzyna: x=1,c~1,18

a) dla I fucznika M, = 26, dla Il tucznika M, = 28 b) dla | fucznika x, = 25,4 ;
dla Il tucznika x1=27 ¢)o=34; o©,~2,1 d) Il zawodnik

a) M,=40 b) x=42, marzec, maj, czerwiec, listopad, grudzien c¢)o~18
d) w styczniu i w lutym

a) x=2535mm b)c~0,3mm

Test sprawdzajacy do rozdziatu 3.

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8
Odpowiedz c A A B D D

Zadania powtoérzeniowe do rozdziatu 3.

9.
10.
11

12,
13,

14.
15;

12 lekarzy

a) 2,984 b)125

a) (x=3,y=5)lub(x=5,y=3)

b) (x=0,y=10)lub(x=1,y =9) lub (x =2, y = 8)

a)M,=5M,=35 b) x=3,54 c)c’=2,5686,0~1,6

pozostate oceny Tomka: 5, 2

a)M,=2,M,=2 b) x=2 c)Jo=x1

a) 7pkt b) 70 0séb c) 16 0s6b d) M, = 11 pkt e) M,=10 pkt f) x =9,63 pkt
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4. Rachunek prawdopodobienstwa

Kombinatoryka — powtérzenie

41. a)52 b)e60

42. a)12 b)14 c¢)21 d)15

43. a)l2 b)42

44. a)220 b)320

45. a)9999 b)700 ¢)7 d)35

46. 2a)9-9! b)18 c)9-47 d)24.55

47. a)60 b)60

48. a)625 b)120 c)81 d)369

49. a)720 b)72

4.10. a)5040 b)120 c) 3600

411. a)243 b)840 c)120 d)35

412. a)600 b)300 c)156 d)234

413. a)210 b)221 c)225 d)414

414. a)n=14 b)n =15

4.15. a)28 b)56

4.16. a) 1785 b)2240 c)4505 d) 4505

417. a)6 b)60 c)30240 d)7560
a)

o +(2)(2) 9ue
o a1 B o1
(L

420. a)120 b)720 c)720 d)90 e)1S
4.21. 680
422. 4180

423. 715
4.24, 2223

4.18.

Doswiadczenie losowe
4.25. b) Q = {c1, ¢z, €3, Ca, Cs, f, M1, N2, N3, N, 21, 22}
426. Q={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5), (0,6), (0,7), (0,8), (0, 9),

(R, 0), (R, 1), (R, 2), (R, 3), (R, 4), (R,5), (R, 6), (R, 7), (R, 8), (R, 9)}
przyktadowy opis: Q = {(x, y):x € {O,R} Ay €{0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}}
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Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakres rozszerzony

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.
4.32.

4.33.

4.34.
4.35.
4.36.

4.37.
4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

4.43.
4.44,

4.45.
4.46.

4.47.

przyktadowy opis: Q:{(a,b):aeAAbeB}

wskozéwka:a) Q=20 b) Q=25
Q={(xy):xye{1234556,7,s8, 9} }, Q=81

b)np.Qz{(x,y):x y €{1,2,3,4,5,6,7,8,9} z\xv&y} Q=72

np. £ — zbior trzyelementowych wariacji z powtérzeniami o wartosciach ze zbiory

trzyelementowego, Q=27

np. Q={(x,y,2): X,¥,2€{2,3,5,7}}, G-

ol el
Il 1]
v W
=N
3]

< ||
[

625 b) Q=120

a8}
o || —
Il
[y
o
(]
Y

o

o
S e’

£) = {bl, bZJ b3: (1, Gy, n}

3 =2
© T

Q

Il
——

{blrc1}r{bl*cz}r{bvca}f{bzfQ}:{b:»cz}»{bzrca}’{blrbz}'{51’Cz}r{cl!ca}f{czfcs}}
a) Q=156 b) np. Q = {(x, y): x, y — uczniowie klasy IV fi x # y},

5=25-24=600 c) np. L= {{X; V}:x, y —uczniowie klasy IV f}, 3:(225J=300

a) Q=7 b) np. Q —zbiér siedmiowyrazowych ciagéw réznowartosciowych o war-
tosciach ze zbioru siedmioelementowego, = 5040

a) np. Q — zbidér czteroelem_entowych wariacji z powtorzeniami o wartoéciach ze zbio-
ru siedmioelementowego, (2 =2401

b) np. Q — zbidr czteroelementowych wariacji bez powtdrzen o wartoéciach ze zbioru
siedmioelementowego, 3 =840

np. Q — zbidr trzyelementowych wariacji bez powtdrzenn o wartosciach ze-zbioru
16-elementowego, 3:3360

(0,0,0),(0,0,50), (0, 20,0), (0, 20,50), (10,0, 0), (10,0, 50), (10, 20, 0), (10, 20, 50)

(R 1), (R,2), (R,3), (R, 4), (0,5), (0, 6)

a) Q=2300 b) Q=13800
a) Q=15 b) Q=126
a) Q=25 b) np. Q2 —zbidr piecioelementowych permutacji bez powtérzen, 3 =120
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e

Zdarzenia. Dziatania na zdarzeniach

4.48. A’ C —zdarzenie, ze wylosowana karta jest asem kier lub asem karo, lub asem trefl
4.49. A'UB ={10, 11,12, 14, 15}

450. (AUB) N C =D —zdarzenia A U B i C sie wykluczaja oraz (A U B) U C = Q, wiec
zdarzenie C jest przeciwne do zdarzenia A U B.

451. a) A c B, czyli zdarzenie A pociaga za sobg zdarzenie B b) A’ — zdarzenie, ze
orzet nie wypadt ani razu albo zdarzenie, ie reszka wypadta dwa razy; B’ — zda-
rzenie, ze w obu rzutach otrzymali§my taki sam wynik albo zdarzenie, ze wypadty
dwa orty lub dwie reszki c) A’ U B = {(R,R), (R, 0), (0, R)}, BNA-= {(O, 0)},
(AUB)=B"NA

452. €={(0,1), (R, 1),(0,2), (R, 2),(0,3),(R 3),(0,4), (R 4),(0,6), (R 6)}

4.53. b) A c B, czyli zdarzenie A pociaga za sobg zdarzenie B; C < B; A U C = B, czyli zda-
rzenia A U C oraz B sg identyczne; B’ N A = &, czyli zdarzenia B' i A si¢ wykluczajg

c) B U C' —zdarzenie pewne; B’ N C - zdarzenie niemozliwe
454. a)13 b)23 )8

455. a)3 b)26 c)12 d)23,(AnFU(ANN)U(FAN) e)12 f)22,N'UF’
456. a)21 b)10 c)6 d)23 e)8 f)18

457. a) A'=17 b) A'NB'=9 ) AUB=19 d) (AnB)U(A'NB)=15
458. a)12 b)26

459. a)12 b)14

460. a)25 b)18

461. a)26 b)40

4.62. a)z b) 324 c)425 d)162

463. a) A'=1, B'=6 b) nie

Niech w = (O, R, R, R, R). Woéwczas w € B', wigc w € A" U B'. Jednoczesnie w € A,
wiecw € (A U B), czyli w ¢ (A L B)'. Analogicznie w € (AN B)iwegA NB.

s R
A OEEOE
CLEIECICHEE 20

Okreslenie prawdopodobienstwa
4.66. a)0,6 b)09 c) 0,5

~NoOA

R

467. a)0,5 b)0,4 c)0,6
468. a)P(A)=0,31 P(B)=0,7 b)zdarzeniaA B niewykluczajasie,boP(A)+P(B)>1
4.69. P(B')=0,5 P(B—A)=%
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4.70. P(AUB)=0,25 P( (AU B) -A) -0,08 P(ANB)=0,13
a71. P(B)=013 P(B-(ANB))=0,12 P((auB)-(An 8)) =0,2
4
4.72. —
7
4.73. 0,75
4.74. a)0,1 b)0,3 )07
2
4.75. —
15
76 2
5

Obliczanie prawdopodobienstwa

4.81.

4.82.

4.83.
4.84.

4.85.

4.86.

4.87.

4.88.

4.89.

4.90.
4.91.
4.92.
4.93.

4.94.

4.95.

4.96.

a)

)
2
y
2

a)0,1 b)os c)f% d) —

a)-f— b)l

y
2

0,
0

5

2
3
1
4

0,3

7

1
;125 b

0

b) —

32 osoby

a)0,25 b)0,7

52

2

£
15
43
300

) 0,75

) = ¢

5

&
13

d) 2. : wskazowka: figury to walet, dama, krdl i as
13

1
18
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5 23
. 3) — b)—
497. 3) = ) =
13 7
98. a) — b)) —
45k 3 36 ) 1
11 1 3 3
99. a)— b)— ¢)= d)=
. % 16 ) 4 ) 8 ) 8
7 1 2
100.a) — b) = «¢)= d)o,s5
4 12 ) 3 ) 3 )
1 3 8 16
4101.a) = b) = ¢) — d) =
5 5 25 25
13 11
4.102.a) — —
18 72
1 5 10 5
4103.a) = b) = — d) 2
9 9 81 81
7 3
4104.a) — b) =
50 4
1
4.105. =
3
1 15 2
4106.8) = b} — )220 d)l_o_s_
52 34 221 221
4.107. a) s b) s
496 496
2
s.108. 27
245
2
4.109. a) L b) =
15 3
4110, 2
9
s111.2) 2 b) -
45 45
4.112. 11 wierzchotkow
4.113. 5 kul biatych
4.114. 6 chtopcow
4.115. 6 pitek do siatkdwki
4.116.a) 0,1 b) 0,05
LT =
6
4.118. a) =] b) e

125 125

187
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1 5
419 a b) —
i ) 1296 ) 54
1 1
120.a) — b) —
e ) 70 ) 35
1 1
4121.a) — b) — «¢) —
15 30 19
4-.122.-ggi
248
4.123.n=8
4.124. jeden los lub dwa losy
4.125.-1£
32
4126.—2-
72
4.127.-g
3
5 8 1
s8] 2 b= d5 d=
12 15 4 60
(13}[13}[13](13} {13}(39) [13}
+
3 o B 1 1201 13
4.129. a) b)

S
CLECRE |, BeEeE
o) )

c

. 5 4 635 947
.130. b d
4130 a) 10626 ) 1771 C) 3542 ) 5313
8
AL b= 2 d=
91 65 91 91

4.132. a) 9%; wskazdwka: Wybieramy 6 biletéw sposréd 12, ktore trafig do biatych kopert;
pozostate bilety trafig do niebieskich kopert na 1 sposdb. Q — zbidr kombinacji 6-ele-

mentowych o wartosciach ze zbioru 12-elementowego, =( & J= 924 b) Fel
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Doswiadczenia losowe wieloetapowe

13 11
133.3a) — b) —
a1 - )

4.134. a)

7 219 3
= 91 g2
16 256 16
b) 96

4.135. a)

O bh|lw O|H
O

4.136.

Vs Vs
4137.3) 0,512 b) 0,992
4.138, )059049 b) 0,32805
3
) b) T
EE b) 3733
256 4096

16383 b) 11
16384 8192

4.142. 0,9919

4.143. 2

9

4.144. przy co najmniej czterech prébach

4.139.

4.140. a

4.141. a)

Prawdopodobieristwo warunkowe

4.145. 3) -;- b) %
4.146. a) 153 b) %
4
4.147. a) —1-% b) =
4.148. a) % b) % ¢ % d) %
a149.2) 2 p)2 oL
17 5 10
4.150. a) 15 b) 14 ) 1 d) 9
22 15 2 10
4151, 2

5

189
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2152 =
11
4.153. a) = b) =
2 8
4.154.2) == b) =
2 4

4.156.

1 5 4 8
157.a) = b)= ¢)= d)—
4.157. a) S ) 5 c) = d)

4.158. wskazéwka: P(A nB) =P(A) + P(B)-P(AUB) > 0,8 +0,6 -1, skad P(A " B) > 0,4
1

L) e
i

4.161. Strzelec C trafit w cel pod warunkiem, ze dwa pociski trafity w cel, z prawdopodobien-

4.159.

4.160.

. 23
stwem —.
44
4.162.a) 0,154 b)0,066 c) 0,072

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym. Wzér Bayesa

4.163. =
18
10
27
169
330
4.166. 0,6
5
12
103
675

4.164.

4.165.

4.167.

4.168.
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1168. 0,016
2170. 0,965
4 171. przy pierwszym sposobie losowania

13 9
1. A — B)—
172 8)48 )13

3 15
4173.3) — b) —
—— a) 72 ) 31

4174.2) 0,575 b) =
23

8
4305 —
17

4.176. 0,25

4177. 2
3

22

4178. —
65

£179.3) 0,03455 b) %g% (=0,43)

Niezaleznosc¢ zdarzen
2180, 1

2
4181.0,5

£.182. £

6

4.183. Zdarzenia s3 niezalezne.
4.184. Zdarzenia nie sg niezalezne.

4.185. a) Zdarzenia s3 niezalezne. b) Zdarzenia nie sq niezalezne.
4.186. Zdarzenia sg parami niezalezne. Zdarzenia A, B, C nie s3 niezalezne.

4.187. Zdarzenia A, B sg niezalezne.
4.188.3) 0,514 b) 0,748
4.189.2) 0,496 b) 0,006

191

wskazowka: Przy potaczeniu szeregowym awaria obwodu nastgpi, jesli uszkodzeniu
ulegnie co najmniej jeden element tego obwodu. Przy potaczeniu réwnoleglym awa-

ria obwodu nastgpi, jesli uszkodzeniu ulegna wszystkie elementy tego obwodu.

4190, ) 2 b) 2=
64 32
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Schemat Bernoulliego

165
gaeta) —— W — I 5 3
1024 2048 2048 512
4.194. 3) — g} 2
243 729
41958 = §) 22,
512 1024
4196, 387297
390625
4.197. a) 1350 b) 621 4 3475 ) 1971
4096 4096 4096 4096
.29* .7q4
aq98.8) 22 py B2
36 36°
4.199. a) e b) -
16384 8192
20-56° 1071-8"
5,200, 8) — ) B
15 15
20-56° 1296-7*
4.201.a) —— b) ——
15 15
2240-9° 37-9°
4.202.a) ———— b
) 13’ ) 13’
1 60
4.203.a) — b) —
) 3 ) 729
4.204. wygranie co najmniej 3 partii z 6 rozegranych
3
4.205. =
5
1
4.206. -
3

4.207. 17 strzatow
4.208. cztery czujniki
4.209. 23 razy

a.210. 28
625
209 128
4211.3) — b) —
648 209
211 45
4.212.a) —— b) —
1024 512
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—_

Zmienna losowa. Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowe;j

1 2 1
: 20,— |,] 10, 2, 0,— |;,EX=1,6
4.213 {( soj ( 25] ( ] ( 10]}
1 1 1 3 1 1
214. 20 lol__- ’ 51_ ’ 2:_' ' —"1001__ ' EX=1—
42l {[ 20] ( 20) [ 8) [ 4} [ 40]} 8
1
1

4.215.

4.216.

4.217.-0,5

4.218.0

4.219.a) 0 b) Gra jest sprawiedliwa.
4220.x =2

1
4.221. (400~s,——],[120—s,—1— , —S,E ,s§=55
16 4 16
4'222‘ {[Dli]f[lri)l(zf_s-]t 3’,2 1] 4;i 7 -I'-.’.lli ’ G)i ’ 9;_1_] 1 EX=2'§‘
32 32 32 32 32 32 32 32 8
1
4.223. [3,—],(4,i),(5,l . s,i | ‘.?,i X 8,l X 9,1 ,E)(=71
84 28 14 42 28 4 3 2
wskazéwka: Jesli najwiekszg liczbg jest 3, to pozostatymi liczbami muszg byC 1

i 2, zatem mamy tylko jeden taki przypadek. Jezeli najwieksza liczbg jest np. 7, to
pozostatymi mogg by¢ dowolne dwie liczby ze zbioru {1, 2,3,4,5, 6}, zatem takich

6
przypadkdow jest [ ] , czyli 15.

e}t RCa) =%
{\ M ][ M 625][5’625]’}’ Bl
s o) L i PR o)) ot
{
{

4.224.

4.225.

4.227.

( 1 3

032 Il 1:2_7 ’ zwi :[31—] ’ EX=—

. 64 64 64 64 4

{

I N 3,9-},[4, 7 Ms ol ][s 91} , Ex=22
\ 216 216 216 216 216 216 24

wskazowka: Zdarzeniami elementarnymi s3 ciaggi tréjwyrazowe, ktérych wyrazy na-
lezg do zbioru {1, 2.3,4,5, 6}, przy czym wyrazy mogg sie powtarzac. Zauwaz, ze
P(X=1)=P((1, 1,1)). Obliczymy dla przyktadu P(X = 5). Zmienna losowa przyj-

muje wartoé¢ 5 tylko wtedy, gdy na co najmniej jednej kostce wypadnie 5 oczek.
Wszystkich ciagéw, ktérych wyrazy nalezg do zbioru {1, 2, 3, 4, 5} i moga sig

4.228.
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powtarzaé, jest 53. Nalezy jednak odrzuci¢ sposréd nich te ciggi, ktorych wszystkie

wyrazy s rézne od 5, czyli naleza do zbioru {1, 2, 3, 4}; jest 4° takich ciggéw. Tak
53 _43

wigc P(X=5)= .

3

Test sprawdzajacy do rozdziatu 4.

Nrzadania | 1 | 2 |3 |4 | 5| 61| 7|8 9110
Odpowiedz | C | B | C (D |D|C|B|D|A|D

Zadania powtdérzeniowe do rozdziatu 4.
11. a)9 b)1080
12. 201 600
13. a)np.Q = {(x, y):xe{a,b,c},ye{1,23, 4}}
b) np. Q = {(a, b,c,d):a,b,c,d e f1,2, 3}}
c)np. Q = {(x,y,z):x, v,2€ {A,B,C,D,E,F} AX£EY AX#ZAY #2

W
25
1 ?
1% — b) —
a) 2 ) 12

16.  co najwyzej 6 kul czerwonych

17. a)0,09 |::)i
45

18. a)E b) -

6 18
5 = B
18 18
20. a)E t:a)Z
64 8
i, ot
21
19 13
22.  a) =5 b)E
23. a) ® b)E c) I d)@

663 34 34 221

7 2
24. DY
a) 15 ) 5

25. a)E b)El c) - d) i

78 52 780 260
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26.

27

28.

29,

30.

31.

32.

33,
34.
35,
36.
37.

38.

39.

40.

a)0,2 b)0,3

)45 )3
216 8
127 1
st ) [N
)123 )16

19

33

1 2
[70, _],(50,_—— ’ 30.!3 ’ 1012 ' -10
1650 825 330 825

1 13
2 P ==
a)s )18
2 1
= P
a)3 )3
n=11

co najmniej 7 kul biatych
Zdarzenia s3 niezalezne.
n=5
2:%
d L. w2

45 14
a) 3 b) 621

8 4096
35-10°°

5. Geometria przestrzenna. Wielosciany

Plaszczyzny i proste w przestrzeni. Rownolegtosc prostych i ptaszczyzn. Proste skosne

5.2,

5.4,
5.6.
5.7
5.8.

713
" 825

a) proste k i m sa skosne lub proste k i m sig przecinaja

b) proste k i m sq skosne
a) nie  b) tak
wskazéwka: Wykaz, ze PQ || AB.

wskazowka: Wykorzystaj twierdzenie o odcinku taczacym $rodki bokéw w tréjkacie.

s

c) wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia 6., podrecznik str. 226

Prostopadtosé prostych i ptaszczyzn w przestrzeni

59.

wskazowka: Wykaz, ze prosta AB jest prostopadta do ptaszczyzny (BS C )

5.10. a) tak b) nie c)nie d)tak e)nie f)tak
5.11. tak

195
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5.12.
5.13.
5.14.
515
5.16.

wskazowka: Wykaz najpierw, ze prosta AC jest prostopadta do ptaszczyzny (DBE)_
tak; wskazowko: Uzasadnij najpierw, ze prosta FG jest prostopadta do ptaszczyzny r.
tak; wskazowka: Uzasadnij najpierw, ze prosta BC jest prostopadta do ptaszczyzny (AED).

tak; wskazowka: Uzasadnij najpierw, ze ED | FC.
tak

Rzut rownolegly na ptaszczyzne. Rysowanie figur ptaskich
w rzucie rownolegtym na ptaszczyzne

5.20.
5.21.
5.24.
5,25,
5.26.
521

|ALC,y|:|C1Dy|:|D4By|=1:2:3

|A1Dy| : |D4Ey| : |E1By|=1:1:2

wskazowka: Wykaz, ze SO 1 AB oraz ze trojkaty AOS, BOS i COS s3 przystajgce.
11cm

13cm

8cm

Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

5.29;
5.32.
5.33.
5.34.
5.35.

5.36.

nie
25,5cm
8 cm
20cm

tak; wskozowka: Wyznacz prosta, bedacg rzutem prostokatnym prostej OB, na ptasz-
czyzng (ABCD). Nastepnie wykaz, ze wyznaczona prosta jest prostopadta do prostej EC.

nie; wskazowka: Wyznacz prosta, bgedaca rzutem prostokatnym prostej OC, na pta-
szczyzne (ABBiAl]. Nastepnie wykaz, ze wyznaczona prosta nie jest prostopadta

do prostej A,B.

Kat miedzy prosta a ptaszczyzna. Kat dwuscienny

5.37.

5.38.

5.39.

5.40.
5.41.

5.42.

5.43.

5.44.
5.45.

a)4cm b) 442 cm c)4\[§cm

0,8

a)1,6 b)2

a) 3J3—4 b) 0,6
34
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Graniastostupy

V6

5.46. a) ? b) \/§ cm

5.47.
5.48.

5.49.

5.50.

3.91.
2.52,
5.53;

5.54.

555,
5.56.
5.597.

d=5J2 cm; 45°

di=10cm, d, =8\/ﬁ cm, d3=6\/§ cm
3WVio B

)2 B === o+

V3

a) l?- b) = c) 30°

a) 60° b)+139 cm
443 cm

di=10cm, d2=J§I cm

2} 5=253, femeD b)s=7, k=15
2 2

w=14,5=9, k =21
dziesieciokaty
30°

Ostrostupy

5.60.
5.61.

5.62.
5.63.

5.64.

5.65.

5.66.
5.67.

5.69.

5.70.

5.71;

5.72.

5.73.
5.74.

5.75.

a) 6 $cian, 10 krawedzi  b) n $cian, 2(n— 1) krawedzi
8 wierzchotkow

a) 2072 cm b) 106 cm c) 10v7 cm
a)3cm b)1 V17 em c)2,4cm
)

w

30° b) 2 3= ey
4

a)40dm b) 60°

tga=ﬁ,a255°

a)4dm b)30°

b)a=3+J€

a) \2 b)%

a) 2043 cm b) 60 cm

a) \f b) Jf
a)30° b)60°
a) 45° b) 60°

a) 45° b) V7 dm

197
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5.76.

5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

551,

5.82.

5.83.

5.84.

5.85.

5.86.

5.87.

5.88.

5.89.

5.90.

a)90cm b) %
a)12cm b) h, =410 cm, h, =317 cm
a) 9E cm b) 289V2 cm

30 30

1
a) 12; cm; wskazowka: Wyznacz najpierw promien okregu opisanego na podsta-
) 22
17

wie ostrostupa. b

a) 9 b) cosa=cosﬁ=%, cosy:%; wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia sinu-

séw do obliczenia dtugosci najdtuzszego boku trojkata w podstawie ostrostupa.

a) 12; wskozowka: Zastosuj twierdzenie cosinuséw do obliczenia dtugosci najdtuzsze-
go boku trojkata w podstawie ostrostupa. Nastepnie skorzystaj z twierdzenia sinuséw
do wyznaczenia promienia okrgegu opisanego na podstawie ostrostupa. b) 0,6

7
a) 27 cm; wskazéwka: Uzasadnij, ze ostrostup jest prosty. b) =

a) tgf=3, tgy=4 b) P

13
a) |AB|=+/337 ,|AS|=15,|BS|=20 b)9,6 c) “37
a) % b)? c)45° d)120°

3 V353 /545 /865
a) 32 i b) 4 ’ 4 I 4

a) 15 cm b)?

a)1 b)0,5V6
36343

4

310

10

sz

Siatka wieloscianu. Pole powierzchni wieloscianu

5.94.
5.96.
5.87.

5.98.
5.99,

552 cm?

a)4 b)12

a) 12dm? b) 128 cm?
a)120cm’ b) 192 cm’
6cm,6cm,5cm



Odpowiedzi do zadan

5.100.

5.101.
5.102.

5.103.

5.104.
5.105.

5.106.
5.107.

5.108.
5.109.

5.110.

5.111.
5.112.

5.113.
2.116.

5.117.

Objetosc¢ figury przestrzennej. Objetoéé wieloscianéw
5.118.

2.119.
5.120.

5.121.

5.122.
5.123.
5.124.
3.125.
5.126.

5.127.
5.128.

5.129,
5.130.
5.131.

2700 cm?

5¢cm, 5\5 cm, S\E cm
20cm

V3

6
2520 cm?

8(3+3) dm?

48 cm?®

V2

1003 cm?

53 cm

a)10cm b) 12(4+Jﬁ) cm?

65 cm

a) V3dm,2dm,2dm, V5dm b) (3++3) dm’

2720 cm?
26 dm?

(\/E+\/§) a’

4

128 litrow
3cm

4015 dm?

433 B ;
a) P. :49(1+2J§) cm?, V:3 3 cm® b) P =98(1+2\5.) em?, V =343y2 cm

2
14+/3 dm?
18V2 cm?®

P,=6dm? V=1,5J3 dm?
108 cm?

3.
a) (780+844/5) cm?~ 968 cm” b) 126075 cm’~ 2817 cm’~ 2,8

P.=378 cm?, V =324 cm®
720 cm?

1500 cm?
288v2 cm?
360 cm?

199
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6+/2
5.132. % cm’

5.133.a)2dm b) P, =15dm’

5.134.a)6cm b) A =36(1+\/§) cm?

446 o '
5.135. wysokos¢ ostrostupa: 5 cm, dtugos¢ wszystkich krawedzi: 4 cm

G

5.136.a)1dm  b) —; dm

5.137. 48 dm’

5.138. 25042 cm?

5.139. 48 cm®

5.140. 1800 cm?

5.141.a)9cm b) 3v21 cm
1 3

5.142. —m
3

5.143. 6+3v3
5.144.a) 72cm® b)

5
J6s
1
5.145.23) — b)3
a) i )
5.146. 2(1+J§) dm?

5.147. 3603 cm®
5.148. a) 7,5; wskazowka: Przez punkt przeciecia sie przekatnych rombu poprowadz wyso-
kos¢ rombu, réwnolegty do wysokosci DE i zauwaz, ze dzieli ona bok rombu na odcin-

ki dtugosci 8 i 2. Zatem potowa wysokosci rombu jest réwna +/8-2, czyli 4. b) 200
3

5.149. v=% tg?a—1,P.=a’(1+tgar )

2

3
5.150. v=2_"18% %=%—\/12tg2a+3

12

5.151. V=r’\9tg’a -3, a e (30° 90°)

e ——r
BqEg 3.3 4 1 i [: 3.3 7 Jsm(ﬁo +a)sin(a - 60°) ac (60, 50°)
16 4cos’ a 16 cosa
3
5.153. V= g

6cosa -sin2a



Odpowiedzi do zadan 201

d*Vacos’a -1

12cos’ a -sin2a

5.154. V=

przekroje wieloscianéw — konstrukcje
5.156. c)

5.157. b)

X

5.158.a) @ =90° b) o =90°

c)

5.159. Przekroj jest trapezem réwnoramiennym.

5.160. wskazowka: Przekroj jest tréjkatem, ktérego podstawa jest krawedz podstawy ostro-
stupa. Poprowadz jego srodkowa na te podstawe.

Przekroje wielo$cianéw — zadania
5.161. 1 dm?

5.162. 100v/2 cm?
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5.163. 2600 cm’
5.164. 376 cm’

5.165. 834 cm’
5.166. 160 cm’

5.167. 83 cm?
5.168. 35 200 m’
5.169. 600 cm’

5.170. a) 6 cm, 4 cm, 4 cm b) 6+2 cm, 5¢m, 5 cm
5.171. 5V/5 cm

5.172.a) 16cm  b) 128 cm’

5.173. 432 dm?

a3 3 i i ¥
5.174. ~3 ; wskazéwka: Odlegto$é punktu B, od ptaszczyzny (A,BC,) jest réwna wysokosci

ostrostupa o podstawie A,BC, i wierzchotku B,. Oblicz objetos¢ ostrostupa A;BC;B,
na dwa sposoby.

5.175. 3 cm’

5.176. PV2

5.177. %az (\/5 _1); wskazowka: Przekrojem jest trapez rownoramienny.

5.178. %\/P-s

5.179. 1643

abﬁ

4
av12H? +3d*
4
5.182. 5047 cm?
5a%+\2
16

5
11

5.180.

5.181.

5.183.

5.184.

5.185.a) 2,5 b) 6529 cm?; wskazéwka: Spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem kra-
wedzi AC. Przekréj ostrostupa dang ptaszczyzng jest rownolegtobokiem. Wyznacz wy-
sokosc¢ tego rownolegtoboku poprowadzong na krotszy bok.
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Test sprawdzajacy do rozdziatu 5.

Nrzadania | 1 |2 (3|4 |5|6|7|8]|9|10
Odpowied | D | D | A|D|B|C|C|B|D|C

Zadania powtorzeniowe do rozdziatu 5.

11. 8cm

12.  wskazowka: Udowodnij, ze PQ || BC, oraz BC, || AD,. Nastepnie wykaz, ze |D,P|= iAQ|.
13. 2,5cm

14. 288 cm?

15. 13 cm

17. 3:4

18. a)d;=13cm,d,=14cm b) %

19.  a) krawed? podstawy: 6v2 cm, krawedz boczna: 10 cm  b) %
20. a) L] b) = c) 18y/183 dm?

13 6
21. a)15cm b) = c) ya
17 1

22. 546 cm®; wskozdéwka: Zauwaz, ze spodek wysokoéci ostrostupa jest érodkiem okregu
opisanego na podstawie.

23. V=250\/§ cm?, P. = 450 cm? wskazéwka: Zauwaz, ze podstawa ostrostupa jest
tréjkatem prostokatnym, a spodek wysokosci ostrostupa jest sSrodkiem okregu wpisa-
nego w podstawe.

24. a) 60(3+\E ) b) 1,2\/;_—' ; wskazowka: Spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem
przeciwprostokgtnej tréjkata prostokatnego w podstawie.

25. a)|AB|=|AS| =26cm, |BS|=24v2 cm b)26

26. 13

27. a) 50\/5 b) # ; wskazowka: Oblicz objetos¢ odcietego ostrostupa na dwa spo-

soby.

28. 7243 cm?: wskazowka: Wykaz, ze ptaszczyzna przekroju przecina jedna z krawedzi
bocznych graniastostupa.

29. a) V =384+3 cm?; wskazdwka: Wykaz, ze kat ostry réwnolegtoboku jest réwny 60°.
b) krétsze krawedzie boczne: 25 cm, diuisze krawedzie boczne: V673 cm

30 a)5cm, 3J10 cm, ¥97 cm b) (61241 +24) cm’

31. 45°

32. a) % b) 6
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6. Geometria przestrzenna. Bryty obrotowe

Walec
6.1. a)r=2cm,h=3cm b)20ncm’
B2, a)r-2cmh 4 cm
6.4. a)80mcm’ b)120m cm?
6.5. n*dm’
6.6. Ez 5
r
6.7. r=2dm,H=5dm
6.8. 5:8
6.9. 90°
610 po 800+400my3

m

6.11. a)1152n cm® b)450m cm® ) 1—?1: cm’

6.12. 2366n cm®

6.13. 7776m cm®

6.14. 3%27n dm®

6.15. V,:V,=1:2

6.16. 30cm

6.17. 59m> 87 m’

6.18. 7cm

6.19. a)r=3cm, h=6+3 cm b) V=5473 cm?

6.20. a) 18(1+2+3n) cm’, 54v3n° cm®  b) 18n(1 + 2n) cm?, 547” cm’
c) 67(3+2V3x) cm?, 1837’ cm’

6.21. 36cm?
6.22. 300m cm®

626, .|—
-k
6.27. 8
6.28. 7cm
6.29. r,|ctg’ ——1— ol
sm—

6.30. 3 cm; wskazowka: Poprowadz dwie réwnoleglte do siebie ptaszczyzny, zawierajace

odpowiednio odcinek AB i 0§ walca, nastepnie oblicz odlegto$¢ miedzy tymi ptasz-
czyznami.
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Stozek
6.31. a)90° b)72°

6.32. wskazowka: Uzasadnij, ze kat wycinka kota tworzacego powierzchnie boczng jest
réwny: a) 240°  b) 180°

6.33. a)216° b)40°

6.34. wskazowka: Oblicz dtugos$c¢ tworzacej oraz kat o wycinka kota, tworzacego powierzch-
nig boczng stozka. a) / = 8 cm, ¢ = 135° b) [ =2r, o = 180°

635. h=2¥2m,r=1m
6.36. a)r=2cm, h=4v2 cm b)r=2cm, h=23 em
6.37. a) 200v2n cm?  b) 2401 cm?

6.38. 5V3 cm
6.39. 10cm
6.40. a) 1441 dm’ b) 96m dm>
6.41. a)2000m cm®  b) 1500% cm?
6.42. a) P =90m, V =100n b) P = 200x, V = 320
8400n
29

6.44. V=271 cm?, P=9n(3+2J§) cm?

6.43. cm?

6.45. V= 1812 cm’, P=187t(1 +JE) cm?

6.46. a)r=7cm, H =24cm  b) 1751 cm?
6.47. 96m cm’

6.48. 1007 cm?

; 1 . . -
6.51. ISE\E ; wskazowka: Pole przekroju osiowego jest rowne 5-62 ‘sina i jest najwiek-

sze wtedy, gdy sina = 1.

6.52. h=1Ilub h=‘/§_1
2
6.54. R2
2
6.55. 54@
2
Kula i sfera

6.56. a) P =144r cm? V = 288n cm® b) P =900 cm?, V = 4500r cm?
6.57. a)ok.28,2cm  b) ok. 6,2 cm

6.58. a)8P b)6P

6.59. n=26

6.60. 15cm, 5 cm
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6.61. 9001 cm?, 2567 cm’
6.62. a)3 b)9
6.63. a)10cm,7cm b)204n cm’
6.64. a)34300km b) 28 000 km
6.65. ok.825km
6.66. V =288m cm’, P = 144n cm’
6.67. 16007 cm’
6.68. 3,5dm
6.69. 212n
6.70. 5cm

Bryly obrotowe — zadania rézne

6.71.
b.72.

6.73.

6.74.

6.77.

6.78.

6:-75.
6.80.

6.82.

6.83.

6.84.
6.85.
6.86.

67,21 dm?
12001 cm’

V=721 cm® P =403r cm’

a) v = 468, P. =36m(6+12)

4
3
154
R\/E 22
81m cm’
n-d°
6(d” —R* |Vd* —R?
4

Zn-H? lub 5n-(\/E— 2)-H3
3 3

r=3cm, R =8,5cm
13 cm
55cm

Podobienstwo figur w przestrzeni

6.87.

6.88.
6.89.
6.90.
6.91.
6.92.
6.93.

5
12
a)k =4 b)64razy
a)l:4 b)1:7
1750 cm®
a)14cm b) 350 cm’
7 litréw, 19 litréw, 37 litrow
64 :61

b) v = 882, P, =187(17+842)
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6.94. R =10cm, r =4 cm, skala podobienstwa: 2,5

3
6.95. =

8

,
696 ——

27
667 2hr

T rem2

Zastosowanie analizy matematycznej
w rozwigzywaniu zadan z geometrii przestrzennej

6.99. 4cm, 4 cm, 4 cm, V = 64 cm®; wskazéwka: V(x) = -2x> + 12x, gdzie x € (0, 5),
x — dtugos$¢ krawedzi podstawy.

6.100. a) P.(x)=4x p= 2 , gdzie x € (0, +0) b) wymiary podstawy: 60 cm na 30 cm,
X

krawedZ boczna ma dtugosé 40 cm

6.101. a) 40 cm na 20 cm, bryta to walec, w ktdrym r=h=20cm; V = 8000t cm’,
P, = 80071 cm? b) 30 cm na 30 c¢m; bryta to walec, w ktérym r = 15cm, h = 30 cm;
P, =900% cm?, V = 6750m cm® ) nie

6.102. a) r=v3 cm, h=243 cm b) nie

6.103. a) V(h)=§(~h3 +16h), gdzie h € (0, 4); h=—4f cm "‘Lf G

'u'=——__128'21;\/5 cm®;  b) V(r)=§\/1'5r47—r6:8d219f < (0,4)

6.104. r =2 dm, /=23 dm, h =22 dm ; wskazowka: ;:ﬂ, wiec h? =(4J§
r r

2

6.105 1 Xﬁ 5 4 : ‘s .
.105. a) V(x)zg ?—mx +25x" , gdzie xe(o, 10—5\/5) b) dtugosc¢ krawedzi pod-

stad V(r):ErZ- g—rz =§\/48r2 = re(o,ziﬁ)

3 r

stawy

; E-_BL@ , dtugos¢ krawedzi boczne;:

5J13-10
3

4

6.106. 9—+/33 cm; wskazéwka: P(x)= J%—Bxa +12x* , gdzie x e (0, 12—4\/5) , x — dtu-

gos¢ krawedzi podstawy ostrostupa
6.107. a) v(r)= nﬁ(—re’ +3r? ) ,gdzie r € (0,3), b) 4431 cm?

207



208

= »

Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 4. Zakres rozszerzony

6.108.

4J10 12410 2
s , 2—; wskazowka. V(x)=24x2—2\/ﬁx3, gdzie xe[{),ﬁ@]
5 r

5 3

x — dtugosc krétszej krawedzi podstawy prostopadtoscianu, V(x) — objetos¢ prosto-
padfoscianu w zaleznosci od x

242 -R 4R

6.109. r = , h= ET wskazéwka: V(h)= g(—h3 +2Rh? ) , gdzie h € (0, 2R)

6.110. v(x):{%dlsx“ ~x°, gdzie x(0, 3v2); V,,, (243) =443

Test sprawdzajacy do rozdziatu 6.

Nrzadania | 1 | 2 | 3 | 4|5 |6 7] 8] 91|10
Odpowiedz | D | A|A|B | C|D|D|B|B|B

Zadania powtorzeniowe do rozdziatu 6.

11. 1,5cm
12.  2dmlub ‘/1_‘;_2 dm
13.  25x dm?
14. 187t dm° lub 1621 dm?
15. 224 cm?
J1s

16. a)90° b) 15 c)T

17. 1897 cm’

18. 19:8

19. 1176m cm’

20. V=240m cm’

21.  wskazowka: Wyznacz dtugos¢ d tworzacej stozka, korzystajgc ze wzoru na pole tréj-

kata p=—1-d2 sina . Nastepnie skorzystaj z twierdzenia cosinusow i oblicz dtugos¢
2

érednicy podstawy stozka.

1372n 3
3cm

23. 33671 cm?; wskazdwka: Wykaz, ze skala podobieristwa wiekszego walca do mniejsze-
go walca jest rowna 3.

24. 2881 cm’, 1441 cm?
125712

22,

28. cm?; wskazéwka: P(h)=my-H* +100H* , gdzie H € (0, 10), H — wyso-

kos¢ walca, P(H) — pole powierzchni bocznej walca w zaleznoéci od jego wysokosci H
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29.

30.

wskazowka: V(H):?(—Ha +12H2), gdzie He (O, 12), H — wysokos¢ ostrostupa,

V(H) — objgtosc ostrostupa w zaleznoéci od jego wysokoéci H. Oblicz dtugosci wszyst-
kich krawedzi ostrostupa.

Pc=4nR?sina - cosa - (1 + cosa) = 2nR?- sin’a - sinat - (1 + cosar)

8 :
V= ?JTRZ‘ ssin‘a - cos’a = —23£R3 sina -sin’ 20

209



Wartoéci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych

sina tga ctga cosa
0,017 0,017 57,290 1,000 89°
0,035 0,035 28,636 0,999 88°
0,052 0,052 19,081 0,999 87°
0,070 0,070 14,301 0,998 86°
0,087 0,087 11,430 0,996 85°
0,105 0,105 9,514 0,995 84°
0,122 0,123 8,144 0,993 83°
0,139 0,141 7,115 0,990 82°
0,156 0,158 6,314 0,988 81°
0,174 0,176 5,671 0,985 80°
aifi &2 0,191 0,194 5,145 0,982 79°
12° 0,208 0,213 4,705 0,978 78°
13° 0,225 0,231 4,331 0,974 T
14° 0,242 0,249 4,011 0,970 76°
15° 0,259 0,268 3,732 0,966 75°
16° 0,276 0,287 3,487 0,961 74°
17° 0,292 0,306 3,271 0,956 73°
18° 0,309 0,325 3,078 0,951 72°
19° 0,326 0,344 2,904 0,946 71
20° 0,342 0,364 2,747 0,940 70°
21° 0,358 0,384 2,605 0,934 69° -
22° 0,375 0,404 2,475 0,927 68°
23° 0,391 0,424 2,356 0,921 67°
24° 0,407 0,445 2,246 0,914 66°
25° 0,423 0,466 2,145 0,906 65°
26° 0,438 0,488 2,050 0,899 64°
27° 0,454 0,510 1,963 0,891 63°
28° 0,465 0,532 1,881 0,883 62°
29° 0,485 0,554 1,804 0,875 61°
30° 0,500 0,577 1,732 0,866 60°
31° 0,515 0,601 1,664 0,857 59°
32° 0,530 0,625 1,600 0,848 58°
33° 0,545 0,649 1,540 0,839 57°
34° 0,559 0,675 1,483 0,829 56°
35° 0,574 0,700 1,428 0,819 55°
36° 0,588 0,727 1,376 0,809 54°
37° 0,602 0,754 1,327 0,799 53°
38° 0,616 0,781 1,280 0,788 52°
39° 0,629 0,810 1,235 0,777 51°
40° j 0,643 0,839 1,192 0,766 50°
41° 0,656 0,869 1,150 0,755 49°
42° 0,669 0,900 1,111 0,743 48°
43° 0,682 0,933 1,072 0,731
a4° 0,695 0,966 1,036 0,719
45° 0,707 1,000 1,000 0,707
cosa ctga tga sina




