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LPodrecznik 3 — zakres podstawowy” z serii Matematyka i przyklady
jej zastosowan jest adresowany do uczniow klasy trzeciej liceum ogolno-
ksztalcacego 1 technikum, ktorzy ukonczyli osmioletnig szkote podstawo-
wa.

Jest w mim wystarczajaca liczba zadan 1 ¢cwiczen, by naby¢ umiejetnosci
wymienione w podstawie programowe] z dnia 30 styczma 2018 roku
(Dz.U. z2018 ., poz. 467).

W koncowe) czesci kazdego realizowanego tematu lekcji zamiesz-
czono zadania pozwalajgce na utrwalenie wiadomosci (zadania utrwalajg-
ce). Odpowiedzi do zadan utrwalajacych znajdujg sie na ostatnich stronach
ksigzki. Odpowiedzi do ¢wiczen sa umieszczone w fioletowe] ramce przed
kazdym zestawem zadan utrwalajgcych.

Prosimy, aby w podreczniku nie umieszczaé¢ szkicoOw rozwiazan oraz

odpowiedzi i nie zamieszczac ich w zadaniach zamknietych.

Kazdy rozdzial konczy sie zestawem powtorkowym, w ktorym sa

zadania otwarte 1 zamkniete.

Przy rozwigzywaniu probleméw mozna korzysta¢ z dostgpnych narzedzi,

czyli encyklopedii, tablic matematycznych, kalkulatorow 1 komputerow.

Autorki






1. Funkcja wykladnicza

Potega o wyktadniku rzeczywistym

W klasie pierwszej poznaliscie definicje poteg o wykltadnikach wymiermnych:
e potega o wykladnikn naturalnym a”*=a-a-...-a, przy czym =1, gdy a=0,

7 czynnikow

#

e potega o wykladniku calkowitym ujemnym a = = lﬂ gdzie a0 1 re N,
£

e potega o wykladniku wymiernym a” =&a™, gdzie ac R", ne N"in>1 meC.

J

W klasie drugiej poznaliscie dzialania na wyrazeniach wymiernych, znajomosc ktorych
pozwoli nam udowodnic¢ twierdzenie dotyczace dzialan na potegach o wykladnikach
wymiernych.

Twierdzenie
Dla dowolnych dodatmich liczb rzeczywistych a1 & oraz dowolnych wymiernych

wykladnikow x 1 y prawdziwe sg rownosci:

x x
s a a’=a""’ ® (ax)y B L L) <l
b b
sa a’=a’ o (a-b) =a*-p*
Dowéd.
Wprowadzamy oznaczemia x=— 1 y=£, gdzie meZ, peZ, neZ’, ge Z".
n q
2 ¥ &8 W "
o g5-g¥=aq".q? = = Utamii 2 1 £ sprowadzamy
?
i do wapoinego mianownika
[ n‘?} [ ]
R et
[ ,,q} mq+rzp) B mgeZ, npe Z, wige 27 ¥ = M
i PAE
= oo™ 8= g opli gt =g, ckd.
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=Yy ¢

H B
£ g

qi ; ; ¥ :
=Va™ =a™ =" 1 = g%, czyli (ax) S ckd.

e (a-b) :(a-b}%:(a-b}f”’* {(ab)ﬁr =(4ap) =

(Va5 =(Va)" (W) = an b7 = a* b, eyl
(a-b)x:ax-bx. ckd.

Analogicznie mozna przeprowadzi¢ dowod pozostalych dwoch wzordw.

Cwiczenie 1. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b oraz
dowolnych wymiernych wykladnikéw x 1 y zachodza rownoscei:

x 93
Ay e =a- 7, b) [Ej =
b p*

ifdf~
Przyktad 1. Przedstaw w postaci potegi liczby é wyrazenie T’;?

Rozwiazanie

3_% (rlﬁ {(3‘2 );] I Przedstawiamy 37 w postaci

potegt liczhy é= 7

Cwiczenie 2, Przedstaw w postaci potegi liczby 8 wyrazenie 2.2,

Cwiczenie 3. Oblicz wartog¢ wyrazenia:

LG [ S el
53.53




Potega o wykmdniku rzeczywistym

Cwiczenie 4, Zastosuj wzory skréconego mnozenia i oblicz warto$¢ wyrazenia:

1 1 1 1
a)[z252]-[z2+52} b) {(3+2J§);(32J§)2 .

1 2

Dotychczas obliczaliscie potegi o wykladnikach wymiernych.

Obecnie nauczymy sie obliczac potegi o wykladnikach niewymiemych.

rPrzykIad 2. Wskaz kilka kolejnych przyblizen dziesietnych liczby +/5 i odpowiadajacy

im cigg przybilizen liczby 3¥°.
Rozwiazanie
z dokladnoscig do 1: NEE skad

z doktadnoscig do 0,1:  +5~22,  skad
z dokladnoscia do 0,01:  +5~2.24 skad
z doktadnoscig do 0,001: /5 =~ 2,236, skad
z dokladnoscig do 0,0001: \E ~ 2,236], skad

35 .32
3V 322
3£ 3224
3J§ o 32,235,
3J§ ~ 322361

35 Y

3% 511,91,
3 LT
V5 L1166
33 L1167,

Z kalkulatora odczytujemy, ze 3"’5 ~11,664753321... .

Uwaga

Wartosc potegi liczby rzeczywiste] dodatnie] o wykladniku niewymiernym x szacuje-

my, wykorzystujac potegi o wykladnikach wymiemych, bedacych kolejnymi przybli-

zemami liczby x.

f Przyktad 3. Za pomoca kalkulatora wiel ofunkcyjnego lub komputera oszacuj liczbe 57,

gdy przyblizenie liczby 7 jest podane z dokladnoscig do 0,0001.

Rozwiazanie

Z kalkulatora lub tablic odczytujemy, ze 7 =3,141592653.., wiec

3.1415< 7 <3,1416,
zatem 415 g7 531416
skad 156,96 < 57 <156,99.

Odp.: 156,96 < 57 < 156,99,
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Cwiczenie 5. Za pomoca kalkulatora wielofunkeyjnego lub komputera oszacuj
liczbe Z‘ﬁ, gdy przyblizenie liczby J7 jest podane z dokladnoscig do 0,0001.

Potegi o dodatnich podstawach 1 niewymiermnych wykladnikach majq te same wlasnosci, co
potegi o wykltadnikach wymiernych (w tym naturalnych i catkowitych).

Prawdziwe jest twierdzenie o dzialaniach na potegach o dodatmch podstawach 1 rzeczy-
wistych wyktadnikach.

Twierdzenie

Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b oraz dowolnych rzeczywistych
wyldadnikow x 1 y zachodza rownoscei:

ea -a’l=a"’ (ax]y —ag*Y ° [Ej =
b B
sa‘:a’=a"" e (ab) =a"b"
rPrzykI'ad 4. Wykonaj dzialania:
Ne 93«5
NE] oY I RS Y )
(57, p s g P
Rozwiazanie
NE
a) (5"?) —5PV 5 125, () —a

b) SJS_‘—L _Sl—ﬁ _ Sﬁ-m—ﬁ _50 1
C) 93-\5 B 93\5 B 931’5
g2 ( 92]\6—1 92( 2-1)

_ 93J§—2[J§—1) _ 9J§+g

Cwiczenie 6. Wykonaj dzialania:

2 f 32 2
a) [(\E—l)ﬁJ , b (31“5]1+ ; c) [z?}

T e R R - e )

Hrl, owiedzl do éwiczen

E
|
t . da)-2, B, o l, a1 4.3)-3, b4 5. 6,2580 < 2¥7 <6,2584,
l
e
I

J
.a) 6— 25, b)g 0 81. ‘
; . ; : J



Pofega o wykiadniku rzeczywistym

11

Zadania utrwalajgce

1.1. Oblicz:

2
a) [1253 162 +3433 J

R

16707 1, 1'}53 [ o

3
2 7
3 -1
g | 20T 0B
0,52

1.2. Wykonaj dzialanie:

1 1 J, 1

a)

5

Lo

(3J§)i+(3+d§);ﬁ

1 L ® 12
a’ —53}[& +(ab)3 —|—b3],

1.3. W miejsce - wstaw jeden ze znakow: ,,.<”, .,

1 1
b) [16_4 _ 3_2}‘ [16_0'25 + (Ji]_l}

2

d) VO -[1,5‘1 + 9‘1=5]—27_5,

=)
) 30,375 -0+ [3—1 _dé__i] _

b)

o S 2 2
m2 —n? |-| m? +n? |

1 172
(3+2J5]2(32«E)2} ;

f) [33 +a;] : {3—(361)% +a}.

2 o PO
JR1

T

a) 811 [ 10247,

b) [2?_1@]_5 ] {gﬁ]_m,

)[J_J-sﬂilT ] Bl o2 o (4‘”52°=5)-[4“’25+(zm§]- [zj

1.4. Wiedzac,ze a=>0, b>0 1 xe R oraz stosujgc prawa dziatan na potegach, przedstaw
W prostszej postaci wyrazenie:

l i X g
a) a2 - a?, by V2. 2, c) 3* [% : d) Gl
3 7
1.5. Uzasadnij, ze: 4
D[ 0T
a) 5625 =35, b) {[5) } _ql 4594 g0
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1.6. Przedstaw w postaci potegi liczby 2 wyrazenie:

V2
a) 2V2 .2, by 2¥2.2¥2 g 222 g G-z"ﬁ ) ,
v V2 o
2 & 8 16
1.7. Oblicz: 5
- JZ W g |
V2 N2 |
2 b 5 —
a) _(J_) } ; )[(J_J | C) [[2] ] ;
P = Iz
o V2 -
o (7] eem o[
1.8. Oblicz:
2 NI J74
a) [(\E—ﬁ]”ﬂ , b) (2"’5‘*’5] "~ ¢) (3‘5‘1] -
1.9. Wykaz, ze:
ol i 5 i
a) (s—zﬁ] (8+27)2 =67, b) (12-419) 5 (124419} 3 =5%,
N R} . 254
C) |:(J§)2\35—2:| _ |:(J§JJ§+2:| 1
1.10. Przedstaw w postaci jednej potegi wyrazemnie:
V2 540242
2 2 ool
| Bl | 5 %J |
- S1,54242 i 1,25-25
(V2) (3] (Vo) (410}
9) 5 : d) -
36 0,01

1.11. Oblicz za pomoca kalkulatora wielofunkeyjnego lub komputera i zapisz wynik z do-
ktadnoscig do 0,1.

ay ", by 3V, ¢ 22, d) (JE)'E, &) 5V

1.12. Wykaz, zejesli m=4Y3"2 i n=2**5 to n=38Jm.

D[
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Funkcja wyktadnicza i je] wiasnosci

Jezeli ajest liczba dodatnia ( a > 0), to kazdej liczbie rzeczywistej x ( x € R) mozemy przy-
porzadkowaé potege . Okreslamy w ten sposob funkcje, ktérg nazywamy wyktadnicza.
Definicja
Funkcja wykladnicza nazywamy funkcje f okreslong wzorem f(x)}=a" gdzie x
jest liczbg rzeczywistg oraz « jest liczbg rzeczywistg dodatnia rozng od 1.

f(x):ax, gdzie xe R, a>0ia=l
Wykresem funkcji wyktadnicze) jest krzywa wyktadnicza o réwnaniu y = a.

Przyklady wzordéw funkcji wykladmczych:
x 1Y % x x 3
FE=2 10=(5]. ST S=10 S S

rPrzykiad 5. Naszkicuj wykres funkcji okreglonej wzorem:
1 X
a)f(x}=2x,b)g(x)=[;]-

Rozwiazanie
Sporzadzamy tabele wartosci funkeji f1 g dla wybranych argumentow.
|

a) X = =2 = |3 1] 2:] 3 | b) X —31-2Z|=L|Y|1]| 2|5
L1\ | x
et || il el el 2 - 1 1{1]1
fx}=2 2713 1 4|8 : 8(1)—[5] 8l4]2]|1 sl g
Szkicujemy wykresy funkeji.

yzzx

|
|
|
|
|
» |
P

0 1

Do naszkicowania wykresu funkcji wykladniczej wystarcza punkty:
|
[—L%)(OJ}(LQ} | (_Lz}(mll[L%}
|
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X
Cwiczenie 7. Odczytaj z wykresu funkeji 1 f(x)=2%, 2 g(x)= [%j :
a) dziedzine funkcji, b) zbior wartosci funkeji, 2
¢) przedzial, w kiorym funkcja rosme (maleje),
d) wspohzedne punktu przeciecia wykresu funkcji z osig y,
e) miejsca zerowe funkcji, oile istmeja.

Uwaga
Aby naszkicowad wykres funkeji wykladniczej fokreslonej wzorem f(x}=a”,

bedziemy zaznacza¢ punkty o wspéhzednych [—I, l) (0,1), (L, a).
@

Cwiczenie 8. Naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem: a) f (x)=4%, b) g(x)= [ij :

Cwiczenie 9. Do wykresu funkcji wykladniczej okreslonej wzorem f(x)=a" nalezy
punkt 4. Podaj wartosc a1 napisz wzor te] funkcii, gdy:

a) A=(L4) b) A=(-15) ¢ A=(1,10)} d) A:[—l, éj
Cwiczenie 10, Narysunku przedstawione s3 fragmen- Ik

ty wykresow funkcji wykladniczych f g1 A gdzie:

x Ix
f(x){%j.-g(x):zx, h(x)=3". EEEn s

a) Podaj dlakazdej z funkeji dziedzine, zbidrwartosei || /S A
oraz wspohzedne punktu przecigcia sie wykresu funkeji | 5

Z 0819 ¥.

b) Czy funkcje £ g1 h sa rosnace w przedziale
(—o0; +oo)?

=
ol 4

¢) Uzasadny, ze funkcje f, g1 A me maja miejsc zerowych.

Cwiczenie 11, Narysunku przedstawione sa fragmen- 1Y
ty wykresow funkcji wykladmcezychf g1 b, gdzie: V™ [ﬂ .\

1 x 1 A 3 T 7}(,. .

13 ) ==, Blx)=|~]. (1}
709-(3)> #t0-(3). 93] 3l
a) Podaj dlakazdej z funkcji dziedzine, zbior warto- —Ts

sci oraz wspohrzedne punktu przecigciasie wykresu ¥ = [%) /,
funkeiji z osia y e =l

YA

b) Czy furkcje s malejace w przedziale (—oo; +00)?
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Uwaga
e Zbiorem wartosci funkcji wykladnicze] f okreslonej wzorem f (JL) =a” jest
zbidr ¥, =R".

e Funkcja wykladnicza jest:

— rosnaca, gdy a>1,
YA

— malejaca, gdy 0<a< 1

|
|
VA
| ————— uﬂxl
a"@»—— | :
I
I
1 ' ! 1
y:ﬂx i | : . y:a'x
g | | R i
|
| | | |
: L & ! »
I | n
Vignma © % = | x O X, asymptota *

Jezell x < x5, tO

B .5 ot
a’l < g% : a’l = a2

o Wykres kazdej funkeji wykladniczej o réwnaniu y = ¢~ lezy nad osig x i przechodzi
przez punkt (0,1). Funkcja wykladnicza nie ma miejsc zerowych.
e Prosta o rownanin y =0 (of x) jest asymptota™ poziomag wykresu funkciji
wylkladniczej f(x}=a".
AL - i " . . 1y 1 , x
Cwiczenie 12. Sposrod wzordw funkeji: f(x) = 5 F(x)= e Flal= (2\5) ;
e
F(x)=(0,1y7 f(x)= @] ., f(x}=(log, 3} wybierz te, ktére ckreslajg
funkcje malejace.

r Przyktad 6. Skorzystaj z whasnodci funkcji wykladniczej i uporzadkuj rosngco liczby:
22

22 N 1,7 1,(73)
ot o
5 5 5

Rozwiazanie
22

a) Podstawa poteg 232 27, 27 jest liczba 2.
Funkcja okreslona wzorem f(x}= 2" jest rosngca, wiec najmniejszg sposréd

liczb jest ta, ktdrej] wykladnik jest najmmniejszy.

%:3,1428.., m=3,1415... wiec 9’:(%{3?2.
2
Odp:; 2% <27 <232, i

*) Asymptota — prosta, do ktérej wykres funkcji sie ,,zbliza™ i zblizajac sie — nie przecina jej.
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| V3 17 ) 1
b) Podstawa pot (— ,(— (—j jest liczba —.
) apoteg 5} \SJ 5 ] 5

- L

Funkcja okreslona wzorem f(x}= [%T jest malejaca, wiec najmniejsza sposrod
poteg liczby % jest ta, ktorej wykladnik jest najwigkszy.

V3=1,73205.., 1,(73)=17373.., wiec L(73}>3>17.

o (5" 2 |

Cwiczenie 13. Skorzystaj z wlasnosci funkcji wykladniczej i uporzadkuj malejaco liczby:

10
a) 3%, 3%2, 3M49) 1) (0,57, (0,5)7, (0,5)°F.

Uwaga
Jezeli f(x}=a"ix R, x, € R oraz:
o O<a<l (finkcja wykiadnicza jest malejaca, to a™ >a™2, gdy x; < x,,

o a>1 (funkciawykiadnicza jest rosngea), to a™l < a2, gdy X1 < Xy

Przypomnijmy

Jezeli a>0 1 a#l, b>0, xc R, to a* =5, gdy log b= x.

rPrzykiad 7. Oblicz, jesli to mozliwe, dla jakiego argumentu x funkcja wykladnicza f
okreslona wzorem f(x}=3" przyjmuje wartosé réwng: a) 27, b)2, )3,
Rozwiazanie
Obliczenie argumentu x, dla ktérego funkcja f (r) =3* przyjmuje okreslong wartos¢,
sprowadza sie do rozwigzania rownama:

a) f(x}=27, czyli 3 =27, wiec 3* =3, skad x=3.
b) f (x) =2 czyli 3" =2 wiec x=log,2. Korzystamy z definicyi logarytmu.
¢) f(x}=-3 czyli 3*=-3,
Dlakazdej liczby rzeczywiste] x kazda funkcja wykladnicza przyjmuje tylko wartosci
dodatnie (&* = 0), wiec réwnanie 3* = -3 nie ma rozwigzania.

Odp.ca) x=3, b) x=log;2 c) nie istnieje takie x. J
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Uwaga

Jezeli y=a” gdzie a>01 azl xR, to:

s a >0 e x=log_y.

Cwiczenie 14. Oblicz, jesli to mozliwe, dla jakiego argumentu x funkcja okreslona
wzorem f(x)=2" pryjmuje warto$¢ réwna;

1
2 d) 1, e) 5, 0.
1024 ) ) D

a)32, b i, ©)

O dpowiedz do cwiczen

7. 1 g De=R, b) Ty —R", ¢ funkeja froénie w przedzale (—oo;+e0), d) (0,1),

¢) funkeja fnie mamiejse zerowyeh, 2 a) D,=R. b) T, - R,

¢ funkcja g maleje w przedziale (—oo;+), d) (8,1), e) funkeja g nic ma miejse zerowych.

YA X 1 1t
8- T T I I I I g'a)a=49 f(I)_4, b)ﬂzg, f(x)_ g ]
' I ' ¢ =10, f(x)-10%, &) a=6, f(x)—6"
BIEEA / | W0.a) Dy =D, =D, =R, ¥ T, ~F —(6;+), (0,1}, b)tak
'}J_L‘;J L w| y=8"1
11. Dla wszystkich funkeji a) D=R, ¥ —R", (0,1), b) tak.
- L

=]

T 4 .

1 x 12, f(x) [5] wi k) -
10

13.0) 34553048 532 1y (0,55 L (0,577 > (0,5)3.

14.a)35, b)-2, ¢y-10, d)0, e) log,5, f)nicistnieje takie x.

Zadania utrwalajace

1.13. Do wykresu funkcji wykladniczej f naleza punkiy o podanych wspohzednych x:
(—1..}, (0,...} (L...}. Oblicz wspdhzedna y, zaznacz te punkty na plaszczyZnie kar-
tezjanskiej 1 naszkicuj wykres funkcji £ gdy:

X

a) flx)=4% b) f(x)= Gj ¢) f(x)= @] . W) f(x)=(04)"

1.14. Do wykresu funkeji wykladniczej fokreslonej wzorem f(x)=a" nalezy punkt P
Podaj wartos¢ a i okresl, czy funkcja fjest rosnaca czy malejaca, gdy:

3 3 2 2
a) P—[l, gj.. b) P—[—l, g], C) P—[L 15]. d) P—[—l, lgj
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1.15. Naszkicuj wjednym ukladzie wspohrzednych wykresy funkeji 1 g, a nastepnie z wy-
kresow odczytaj rozwiazanie nierdwnosci:
9 2232 7002 1 e(0)=[5].
b) 3F =25 pdy Fx)}=3" 1 g(x)=2%

€) 4 >2% gdy f(x)=4"1 g(x}=2"

1.16. Uporzadkuj rosngco liczby:
11 1 & 5 z 3
_ g I (1Y 3 (1 1Yy 3 (132
seienes e LG)NG) 66N

% V3 ) 3)3) '3 3 * g

1 "
d) (0.2)2, (0,2) 2, (0,27, (0,2)*

(e8]

gsl &P of g

1.17. Narysunku przedstawione sa fragmenty wykreséw | _y“ , |
X
funkeji f (x)= [Ej ig(x)=2" | A
2
a) Podaj dla kazdej z funkcji dziedzine, zbior war- T ; ;,/
tosci oraz wspolrzedne punktu przecigcia sig _ _ /! P :[ T
wykresu funkciji z osig y. 1 8

b) Okresl, dlajakich wartosci x spelnione sgnierdow- ——] —=

= o
;! x 3 X 0 1 X
nosci: 1 [—] =2 2 [—] 3"
2 2

1.18. Narysunku przedstawione g fragmenty wykresow [ k4 A |

X X

A f(x}:[lj i g(x):[l].

3 2 Al

a) Podaj dla kazdej z funkcji dziedzine, zbiér war- RN

tosci oraz wspohzedne punktu przecigcia sie y:(
wykresu z osia y.

b) Okresl, dla jakich wartosci x spelnione s3 mie- ' | ' =

(¥, % {%E R o 1 x
rownosci: 1 [—] 2[—], 2 (—] >[—].
2 3 3 2
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1.19. Oblicz f(x), f(x ), Fx) gdy:
a) f(.?ﬁ'): 2):, X :—2, Xa :D, Xy :10g2 5,

b) f(x)z?)x, X =—%, X5 =\E, xy =2log. 4

-

0 f(x}=(0,2)", xy=—2 x, =logs3, x; =log; %

d) f(.?[.): 4—):’ X = —%, Xy = ].U'g2 3, Xy = ].U'g4 .

1.20. Oblicz, dla jakiego argumentu x funkcja wykladnicza fprzyjmuje wartosc¢ rowna b,

gdy:
a) f(x)=2 i b=16, by f(x)=3" i b= 811,
3V 64 x
¢) f(x){ﬂ i b= d) f(x)=("5) ib=125
e) f(x)=2"ib=24 D f(x)=3"1b=405
1.21. Rozwigz rownanie:
a) 2% = 243, b) GT = 64, o) (v2) =32,
d) 10% = 0,0001, e) 10™ = ,J0,001, fy (0,1 =200,

1.22. Okresl, dla jakich wartosci parametru m ma rozwigzanie rownanie:
a) 3 =m, b) 4 =m—1, €) 55=2-m

d) 2*+3=m, €) [%} —5=m, 1j] [%] :‘m|.

Przeksztatcanie wykresu funkcji wyktadniczej

Przypomnijmy

Wykres funkcji g otrzvmujemy z przeksztalcenia wykresu funkcji f:

e W symetrii 'e W symetrii 'e W przesunieciu 'e W przesunieciu
wzgledem osi x, ! wzgledem osi v, | rownolegle doosix | réwnolegle do
gdy | gdy | © p jednostek | 081 ¥ 0 ¢ jednostek

| | (p>0)2dy | (g>0) gdy
|

g(x)=—f(x}) v glx)=f(—x) 1 glx}=f(xtp) 1 g(x)=f(x}tq
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(Przykiad 8. Na rysunku przedstawiony jest wykres

x

funkeji fokreslonej wzorem f(x})= %) ,
Naszkicuj wykres funkcji g, gdy:

a) g(%)b[ﬂx, b) g(%){%]_x ,

©) g(x)= GJH, d) g(x)= ij -2

Rozwiazanie

b)Zapis g(x)= [%) oznacza,

7€ g(x) = f(—x)
Wykres finkcji g jest symetrveziy do
wykresu funkcji fwzgledem osi y.

a) Zapis g(x)z—[%j oznacza,

7e g(x} =—f (x)
Wokres fimkcii g jest symetryczny do
wykresu funkcji f wzgledem osi x.

=2
) Zapis g(x)= [E] OZNACZA, 7€
g(x}=r(x-2).

Wokres fumkcii g otrzymujemy,
przesuwajge wykres funkcii f rownole-

X
d) Zapis g(x):[%] —2 oznacza,

ze g(x)=f(x}-2.

Wkres funkcji g otrzymiijemy, przesuwa-
Jac wykres fimkcji frownolegie do osiy
gle do osi x 0 2 jednostki w prawo. 0 2 jednostki w dot

yA

\
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%‘_ Cwiczenie 15. Na rysunku przedstawiony jest wykres L b
funkgji f okredlonej wzorem f (x}=2". Naszkicuj

w zeszycie wykres funkcji g, gdy:

a) g(x)=27" b) g(x)=-2"

C) g(x):2x+3, d) g(x}:Eerl. —/—"L‘

o 1

>
X

r Przyktad 9. Oblicz wspdhzedne punktu przeciecia sie wykresoéw funkcii fi g okreslonych

el
wzorami f (x}= [%) i g(x)=27". y;lrn
Rozwiazanie N 7
Aby obliczy¢ wspohzedne punktu przecigcia sige wykresow
funkcji f1i g, nalezy rozwiazaé¢ réwnamnie f(x}=g(x),
ktorego rozwigzaniem jest odcieta x punktu przeciecia sie
wykresow.

1 x—1 -
Fx)=g() gty (3] =27 skad (1%
L 4
2_(3‘5—1) = 2x+3 E_ 2
—(x—l):x—i—S a"=a” gdy x=y gdzie a0 i a=x1
x=-1

Rzedng y punktu przeciecia obliczamy, podstawiaj ac do wzoru funkceji flub g w miejsce
xliczbe —1. Zatem y=g(-1)=2""* =2 =4
Odp.: Wykresy funkcji /i g przecinajg sie w punkcie o wspolrzednych (-1, 4). J

Cwiczenie 16. Oblicz wspShzedne punktu przeciecia si¢ wykreséw funkeji /i g, gdy:

0 70=(2" 1s00=31 w r@=(2)] " 1s0-(2)

Odpowiedz do ¢wiczen

15. a)

16. a) (L9), h) [1,2%].
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Zadania utrwalajace

1.23. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji wyklad- | | VA S T
niczej fokreslonej wzorem f(x}=a". I B e
a) Podaj wartos¢ a \1\, | ‘_ 2 dil Ll
b) Narysuj wykres funkeji g, gdy g(x)= f(~x). [ 11 ] \‘\
¢) Narysuj wykres funkciji &, gdy h(x}= f(x—2). EIRCERESE ;

1.24. Narysuj wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x}=(1,5)", anastepnie narysuj wykres
funkcji g 1 podaj jej zbior wartosci, gdy:
a) g(x}=—F(x} D) glx)=Ff(x)-L

1.25. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x} =4%, Narysuj wykres funkcji g i ustal, czy
funkcja g jest rosngca czy malejgca, gdy:

wel-—4%  Bg()=4" g4 & g(n-42

1.26. Funkcja fokreglona jest wzorem f (x}=2"—4.
a) Narysuj wykres funkcji £
b) Czy funkcja fjest malejaca?
¢) Podaj miejsce zerowe funkeji f
d) Podaj argument x, dla ktérego f(x)=-2.

1.27. Narysuj wykres funkcji fi podaj wartogé f(0}, gdy:

T 11 |
a) fx)=73", by f(x =3 0 flx)=72
d) f(x)=8-2ix> e) f(x)=16-27, ) f(ﬂ%-(lﬁ)x-

1.28. Wykres funkeji g otrzymano, przeksztatcajac wykres funkcji £ Opisz to przeksztal-
cenie, gdy:

D FW=075 i g@=(1] . @=L is=5

©) f(x)=(2,5) i g(x)=(0,4)", d) f(x)=49-7"i g(x)=7",
&) f(x)=9"" i g(x)=9"", D £ (x)=(0.1)" -2 i g(x)=(0.1" 6.
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1.29. Podaj wspolrzedne punktu przeciecia sie wykreséw funkeji f1 g, gdy:
B f(x)=2" 1 g(x)=4", by £(x)= @ i g(x)=(0,1,
¢) f(x)=1024" i g(x)=(0,01)", ) f(x}=(V2) i g(x)=("3Y .

1.30. Oblicz wspohrzedne punktu przecigcia si¢ wykresow funkcji /1 g, gdy:

e ], o ey 1
8 f(x)= 2 i g(x){ﬂ | B £(1)=37 i g(x)=3 ..
0 f(x)=5"i g(x}=125-5ix, d) f{x)}=0,1-10°" i g(x}=0,01-1;_r.

1.31. Narysuj wjednym ukladzie wspohzednych wykresy funkeji /1 g, a nastepnie odczytaj
argument x, dla ktorego obie funkcje majg te sama wartosc, gdy:

.. 1 x+3 il 1 x+1
2 f(x)=4 1g(x}=[5j _. by f(x)=9 11g(x}:[§j ,
1 i . —x x+2 . x+
9 f(x):[ﬂ { pla)=®, 8 F(x)=8" i g(x)=4".
1.32. Oblicz argument x, dla ktorego funkcje /1 g przyjmuja te sama wartosc, gdy:
x+4
3 Fla)i® i g (=, b) f(x}:S'xig(x}:[%] |
1 x—2 ‘ 1 =3
c) f(@:[ﬂ i g(x)=4", d) fx)=16" ig(x}{ﬂ .

1.33. Dokazdego wzoru oznaczonego cyfraod 1 do 4 dobierz wykres funkcji oznaczony
litera A, B, ClubD, kiory otrzymano, przeksztatcajac wykres funkcji o réwnaniu y = 2*.

1 y:2_x, 2 J;:2):+1, 3 _}»’:2);—2, 4 y:_zx.

A vh B yA C vA D vl
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Funkcja wyktadnicza w zastosowaniach

Obserwujac okreslone zjawisko zachodzgce w przyrodzie lub spoleczenstwie, bada sie
jego proces zmian w jednostkach czasu (np. co sekunde, co miesigc, corokitp.) 1 szuka sie
jakiejs prawidlowosci, ktorg mozna okreslic wzorem matematycznym.
Badacze zauwazyli, iz wiele procesow zmienia sie wykladniczo. Z wlasnosci funkeji wy-
ktadniczej wynika, Ze jesli:
; x+l
F(x) =" to F{x+1) _a

flxy o
Zatem funkcja wykladnicza ma te szczegolng wlasnos¢, ze na rownych odcinkach rosnie
(maleje) tyle samo razy.

=g wiec f(x+1)=a- f(x).

Uwaga
Zmiany sg wykladnicze, gdy w kazde) jednostce czasu wartosc zmiany rosmie (maleje)
tyle samo razy.

Wykladniczy proces zmiany opisuje funkcja okreslona wzorem:
5 t — czas, jaki uplyngi od momentu rozpoczecia
y=f(t)=yoa obserwacji, czyili czasu t; =0
a — stala wielokrotnosé zmicany, wiec a'® =1

g — wartoS¢ poczagtkowa obserwowanego zjawiska
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Tezeli y= f(z).to f(r)=f (i) -0’ gdzie f(z;) jest wartoscig poczatkowy obserwo-
wanego zZjawiska, a #, jest momentem rozpoczecia obserwacji. Obserwujac proces zmiany

zjawiska w czasie, staramy sig ustali¢ warto$¢ a we wzorze f(t)= f(t;}-a’.

Uwaga
Jezeli w ciggu okreslonej jednostki czasu f nastapito:
e podwojenie warto$ci poczatkowej f (¢}, to a=2,

Fl1)=rln) -2

1]
¢ zmniejszenie o polowe wartosci poczatkowej f(rn ) to a = >

Y
0= 1(){3).
e zmniejszenie o jedna trzecia wartosci poczatkowej f(_ru), to a::l—l =

2

1
flz)= f(fu]'[g) ;
zwiekszenie 0 6% warto$ci poczatkowej 7(¢, ) to a=1+ % =1,06,

f(1)= f(1)-(1,06).
10

zmniejszenie o 10% wartosci poczatkowej 7(z ). to e=1-—=0,9,

100
£()= 1 (1) (0.9

Cwiczenie 17. Ustal warto$¢ ai napisz wzér okreslajacy zmiane wpostaci f(¢)= £ (2} @',
jezeli w ciggu okreslone) jednostki czasu ¢ nastgpilo:

a) potrojenie wartosci poczatkowej f(z, ).

b) trzykrotne zmniejszenie wartosci poczatkowej f (¢, ),

¢) zwiekszenie o 75% wartosci poczatkowej f(#,},

d) zmniejszenie o 3% wartosci poczatkowej f (¢, ).

Cwiczenie 18. Podaj warto$¢ poczatkows obserwowanego zjawiska i okresl, jaka na-
stepuje zmiana w jednostce czasu, jezeli zmiang te opisuje wzor:

a) f(1)=20-(0,2), b) f(r}=3000-(1,04,
) f(t)=1000-(0,92Y, d) f(£)=1200-4"
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rPrzykiad 10. Pracownicy dziekanatu zauwazyli, ze liczba studentéw pewnej uczelni
w ciggu ostatnich dziesieciu lat powiekszala sie co roku o 5%. Zakladajac, ze proces ten
w nastepnych latach nie ulegnie zmianie oraz ze obecnie na uczelni studiuje 3000 osdb:
a) napisz wzOr wyrazajacy zaleznosc liczby studentéw uczelni od liczonego w latach
CZasu f,

b) oblicz, ilu studentow moze byc na uczelni za 10 lat.

Rozwiazanie

a) Zauwazmy, ze liczba studentow uczelni po uplywie:
e rokuto 3000+ 0,05-3000=3000(1+0,05)=

=3000-1,05,
o dwochlat to 3000-1,05+0,05-3000-1,05=3000-1,05(1+0,05)=
~3000-(1,05Y"
Wzor okreslajacy liczbe studentéw uczelni ma postaé f (¢) =3000(1,05)"
by  f(10)=3000-(105)"
(1,05)" ~1,628895, wiec f (10}~ 4887.
Odp.: a) f(z)=3000(1,05), b)4887. J

Cwiczenie 19, Zaobserwowano, ze liczba ryb w stawie w ciagu 5 lat powiekszata sie
co roku o 2%. Zakladajac, ze proces ten w nastepnych latach nie ulegnie zmianie oraz
ze obecnie w stawie jest 1200 ryb:

a) napisz Wz Or wyrazajacy zaleznosc liczby ryb w stawie od liczonego w latach czasu £,
b) oblicz, ile ryb moze by¢ w tym stawie za 5 lat.

rPrzykIad 11. Populacja pewnego matego miasteczka wzrasta wyktadniczo. Planisci
potrzebujg modelu pozwalajacego przewidziec liczbe mieszkancow tego miasteczka
w dowolnym momencie w przyszlosci. Wiadomo, ze w 2016 roku miasteczko liczylo
10 000 mieszkancow, a dwa lata poZniej 10 201.
a) Zbuduj model matematyczny opisujacy wzrost liczby mieszkaricow miasteczka.
b) Sprawd? poprawnos¢ zbudowanego modelu, korzystajgc z faktu, ze w 2020 roku

miasteczko liczylo 10 406 mieszkancow.

¢) Oblicz, ilu mieszkancow moze by¢ w 2026 roku w tym miasteczku.
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Rozwiazanie
Przyjmujemy, ze f(i}=y, .’ jest wzorem funkeji opisujacej zmiane mierzona w la-
tach ¢ liczby mieszkancow miasteczka od roku 2016.
Zatem f(t}=100004", gdzie a > 0.
a) Obliczamy wartos¢ a z warunku

f(2)=10201, wiec 10 000a° =10 201

& =1,0201. a=41,0201
a=101.

b) Sprawdzamy, czy spelniona jest réwnosé f(4)=10406.

(1,01)" = 1,04060401, wiec

F(4)=10000-1,04060401=10406,0401, czyli f(4}~10406,
&) f(10}=10000-(1,01)'", czyli f(10}~10000-110462212539, wiec
F(10}=11046.

Odp.: a) f(¢)=10000-(1,01), b)model jest poprawny, c) 11 046. J

Cwiczenie 20. Populacja pewnego miasteczka wzrasta wykladniczo. Wiadomo, ze w 2013
roku miasteczko liczylo 12 500 mieszkarncow, a dwa lata poézniej 13 520.

a) Zbuduj model matematyczny opisujacy wzrost liczby mieszkancow miasteczka.

b) Oblicz, ilu mieszkancow moze by¢ w 2023 roku w tym miasteczku.

Uwaga
Zmiane wykladniczg zjawiska, o wartosci poczatkowej y,, ktora nastepuje ze stala wie-
lokrotnoscig @ razy w kazdym z okresOw r czasu f, mozna opisac wzorem

? i

yzyo-a; Iub f(l‘)zf(to]-a;.

Przyklady wzorow stosowanych w réznych dziedzinach wiedzy.
4

E m(f}z Py -[%}T, gdzie:

»« m(t)—masa pierwiastka promieniotworczego po uplywie czasu £,

» T — okres polowicznego rozpadu pierwiastka mierzony w tych samych jednostkach
CO CZas 1,

= m, —masa poczatkowa pierwiastka promieniotworczego.
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o N(i)=Ny-&"" ,gdze:
s N —liczba osobnikow populacji po uplywie ¢ lat,
s N, —poczatkowa liczba osobnikéw populacii,
» K —stala, charakteryzujaca dang populacje,
» ¢=2718281828... .

r Przyktad 12, Kazdy pierwiastek radioaktywny rozpada sie z wlasciwa sobie predkoscia.
Czas, w ktorym rozpadnie si¢ polowa atomow, nazywamy okresem polowicznego roz-
padu tego pierwiastka. Chemicy ustalili, Ze pewna odmiana bizmutu 21 Bi ma okres
polowicznego rozpadu rowny 20 minutom. Probka radioaktywnego bizmutu, ktéra
obserwujesz, wazy 1024 gramy.

a) Zbuduy model matematyczny opisujacy zmiane ilosci radicaktywnego bizmutu
W czZasie.

b) Poilu godzinach obserwacji pozostanie tylko 1 gram radioaktywnego bizmutu?
Rozwiazanie

a) Przyjmujemy za jednostke czasu ¢ godzine. 20 minut to % godziny, wiec w ciggu

jednej godziny nastapigq 3 rozpady polowiczne atomdéw bizmutu. Zatem mase m

bizmutu po uplywie ¢ godzin mozna okreslic wzorem

t
m(f}:](}}ﬂ--[é] ’, czyli my = 1024, a:%

m(f}:1024-[%jy.

3
b) m(t)=1, czyli 1024-[%] =1 /:1024
13:_i )
2) 1024 s
2 2
3t =10
I:E::),l
3 3

%
Odp.: a) m(¢)=1024. [%j . b) po 3 godzinach i 20 mimutach.
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Cwiczenie 21, Okres polowicznego rozpadujodu T jest rowny 8 dniom. Wiedzac,
Ze pewna probka zawiera 120 g tego jodu, oblicz:

a) mase 1] po uplywie 24 dni,

b) liczbe dni, po ktorych masa '*'J bedzie rowna 3,75 g.

W rozwazaniach teoretycznychi praktycznych zastosowaniach matemat yki wyzszej bardzo
duza 1ole odgrywaja logarytmy, kidrych podstawg jest liczba e, czylilogarytmy naturalne.
Symbolem takiego logarytmu jest In, tzn. Inx=log, x.

r Przyktad 13. Na pustynna wyspe wpuszczono kroliki, ktérych liczebnogé N populacii
wzrasta w czasie f miesiecy zgodnie z zaleznoscig N (r) =20- &Y. Oblicz (podaj ):

a) liczbe krolikow wypuszczonych na wyspe,

b) liczbe krolikow po uplywie 20 miesiecy,

¢) liczbe miesiecy potrzebng na podwojenie sig populacji krolikow.

W obliczeniach przyjmij e~ 2,72, ¢*=7,4 Im2=0,7.

Rozwiazanie

a) Z zaleznosci N (f} =20.¢%" odczytujemy, ze na wyspe wypuszczono 20 krolikow.

b) N(20)=20-""""=20-¢ skad

N(20}=148
¢) N(#)=2-20, wiec 20-¢% =40 /:20 e = b, wigc a=log,b
JOSEI log,2=1n2
0,li=log,2 /-10
t=10-In2
t=10.0,7, skad #=7.
Odp.: a) 20 krdlikéw, b) 148 krolikow, c¢) 7 miesiecy. J

Cwiczenie 22, Wzrost populacji P (w milionach osob) pewnego kraju od 2010 roku
okresla zaleznosé P(r)=18-"" Oblicz (podaj):

a) liczbe ludnosci (w milionach) tego kraju w 2010 roku,

b) prognozowana liczbe ludnosci (w milionach) tego kraju w 2030 roku.

W obliczeniach przyjmij e = 2,7.

*) ¢ — stata Nepera, ¢ = 2,718281828... .
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1. Funkecia wyktadnicza

* n—— PRSP O

Odpowiedsd do cwiczen

t

17. Zauwaz, Zze t; =0. 2) F(t)—F(f)-3 h) f(f]_f(fo]‘[%} , ©) F()—f) (1,75),
d) £()=f(t)-(60,97).

18, a) 201 pieciokrotne zmniejszenie, b) 3000 i1 zwiekszenie o 4%,

i —

s — " " -

¢) 1000 1 zmniejszenie o 8%, d) 1200 1 czterokrotne zwigkszenie.
19.2) £(1)—1200-(1,02), b) okolo 1325 ryb.

20.2) £(x)—12500-(1,04Y, h) okolo 18 503.
I 21.a)15¢g, b)40dni. 22.a) 18 miliondéw, b) 48,6 miliondw.

RT— T —— T — — R—

Zadania utrwalajace

1.34. Przerysuj do zeszytu ponizsza tabele i w miejsce [l wpisz odpowiednie wielkosci.

1=

Nazwa towaru

Obecna cena

Wskaznik rocznego
wzrostu ceny

Cena po ¢ latach

przescieradlo
samochod

zyrandol

29 71
32 000 zi

2%
10%

270-(1,07)

1.35. Pizerysuj do zeszytu ponizsza tabele i w miejsce [l wpisz odpowiednie wielkosci.

7 Obegna me!!(ﬂgé A pﬂdWD:i-EIliﬂ ‘Wartos¢ populacji po flatach
populacji populacji
1000 10 lat I
1 000 000 25 lat —
| 250 000-2%""

1.36. Przerysuj do zeszytu ponizszg tabele i w miejsce [l wpisz odpowiednie wielkosci.

= Plenvastal Czas Obecna ilos¢ Wielkos¢ materialu
romieniotworcz polowicznego materialu radioaktywnego
P y rozpadu radioaktywnego po czasie £
i
oléw: 21'Pb

polon: ?1°Po

tal; <071

10-(0,5)22 lat
4
100-(0,5)140 dni
500-(0,5)*¥ mimut
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Zestaw powlorkowy 3

1.37. Na poczgtku obserwaciji koloma bakterii liczyla 100 osobnikdéw. Bakterie te roz-
mnazajg sig przez podzial komorki i liczebnosc¢ ich populacji wzrasta wykladniczo
w pierwszych 24 godzinach obserwacji. Wiedzac, ze kolonia bakterii podwaja swoja
liczebnos¢ w ciagu 30 minut, oblicz, ile bakterii bedzie liczyla po uplywie:
a) godziny, b) 5 godzin, c¢) doby.

1.38. Liczba bakterii w pewnej kolonii powieksza sie co godzing o 25%. Koloniata o go-
dzinie 15% liczyta 1 000 000 komorek.
a) Napisz wzor opisujacy liczbe bakterii kolonii w zaleznosci od czasu 1.
b) Oblicz, ile bakterii bedzie liczyla kolonia o godzinie 18°C.

1.39. Liczebnosc populacji zukow wzrasta w ciggu miesigca o 5%. Wiedzac, Zze na poczatku
bylo 10 000 zukow, oblicz:
a) liczebnosé populacji zukéw po 3 miesigcach,
b) liczbe miesiecy, po uplywie ktorych bedzie 11 025 zukow.

1.40. Wartos¢ samochodu maleje w taki sposob, ze kiedy ma on f1at, jego wartosc W okre-

Slona jest wzorem W (¢}=30000- (O,9)r.

a) Podaj wartos¢ poczatkowa samochodu.

b) O ile procent rocznie maleje cena tego samochodu?
¢) Podaj cene tego samochodu po uplywie dwach 1at.
d) Poilu latach samochéd ten bedzie wart 19 683 z1?

1.41. Podgrzewany garnek z zupa gospodarz zdejmuje z palnika 1 odstawia. Tempera-

tura T garnka, wyrazona w stopniach Celsjusza, jest w procesie stygniecia opisana
¢

wzorem 7' (¢}=100- [%}10, gdzie czas 1 mierzony jest w minutach.

a) Podaj temperature garnka zaraz po zdjeciu z palnika.
b) Oblicz temperature garnka po uptywie 10 minut.
¢) Czy po 30 minutach mozna podnies¢ garnek golymi rekoma, nie dotykajac uchwytow?

Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciw g odpowredz sposrod podanych.

4].—‘\!5

N2 1 - :
) jest rowna:

Wartos¢ wyrazenia (

1

A 4, B. —,
4

C.4, D. 16.
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1. Funkecia wykiadnicza

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
kg
g . AT
Wartoscig wyrazenia (QE ] jest liczba:
A. 2 B. 4, C. 6,

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz spo-

§rod podanych.

Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji wykladni-
czej fokreslonej wzorem f(x}=a".

Wynika z tego, ze:

A a=n2. B ag=2 azé, D. a=+/3.

Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz spo-
srod podanych.
Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji okreslone;j

wzorem f(x}= [é} — 2. Prawda jest, ze:

A. funkcja f nie ma miejsca zerowego,

B. ¥, ={-2; +0),

C. do wykresu funkeji fnie nalezy punkt (-1, 0),
D. funkcja fjest funkcjg malejaca.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Do wykresu funkcji wykladniczej f okreslonej wzorem f(x}=a" nalezy punkt

A= [—1, %) . Punkt B nalezy do tego wykresu, gdy:

A.B:[E,E], B.Bz[é,ij, . B=[—2,ﬂ], D-B=[0,§j-
2 272 9 2

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Funkcje f(x}=2"1i g(x}=a majajeden punkt wspdlny, gdy:
A, a=0, B. >0, C. a<l), D a=0.



Zestaw powlorkowy

7. Funkcja wykladnicza fokreslona jest wzorem f(x)}=a".
Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe,

lub F— jesli jest falszywe.

Jezeli =510 f(x)=4, gdy x=log;4. P

Jezeli a=3,to f(x):z—l?, ody x=-3

a5>a4,gd}f a1l P|F
@ =d, gy axl, P|F

8. Ocen prawdeiwosé podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe,
lub F— jesli jest falszywe.

Jezeli g(x):Sl"C“L3 i f{x)=2" towykres finkcji g mozna otrzymac, -
przesuwajac wykres funkcji fwzdhiz osi x 0 3 jednostki w prawo.
a0
Jezeli f(x)z(%] i g(x)=2" towykresy tunkcji fig sa
P|F
symetry czne wzgledem osi y.
AT 2"

Jezeli F(x)=|—=| 1 g(x)=|—=| .towykresy funkcji figs

f()(z] g()[__J wykresy funkcjifi g sa ol e
symetry czne wzgledem osi x.

X
: . : 643 : .
9. Funkcja g okreslona jest wzorem g(x)= —, gdzie x € R . Czy funkcja g jest
funkcja wykladnicza?
Wybierz odpowiedz T albo N i jej wzasadnienie sposvod A i B.
4]
S |64l TR
T | T A. 3
g g(x)zéd. - e Yo , zatem funkcja g nie jest
47 4% 4
pomiSras funlcja wylktadnicza.
[ l}
e = 643 %
N | Nie, B. 3 S
* g(1)=64 = = o4 , zatem funkcja 2 jest
47 < 4
funkcja wykladnicza.




2. Funkcja logarytmiczna
Logarytm i jego wtasnosci

Przypomnijmy

liczba logarytmowana
b>0 " I b c_p
= C =10 — I =
loga b C* logarytm Ba
podstawalogarytmu/ cER
a>01a=l

o Logarytm przy podstawie 10 nazywany logarytmem dziesietnym,
zamiast leg ,b piszemy logh lub lgb.
» Logarytm przy podstawie e (gdzie e =2, 718281828..))

nazywamy logarytmem naturalnym, zamiast log, b piszemy Inb.

Bezposrednio z definicji logarytmu 1 wlasnosci poteg, przeprowadzajac dowdd nie wprost,
mozna udowodnié, ze log, 5 jest liczba niewymierna nalezaca do przedziatu (2;3),
Dowdd nie wprost

Zakladamy, 7e log, 5 jest liczbg wymierna, czyli ze

log, 5= ﬂ, gdzie me N*, ne N"\{1} i NWD(m,n)=1L 2 damek nieskracalny.
) #

log2 5 ﬂ’ wigc 5= 2; Eorzystamy z definicji logaryimu.

7 i
ar= {2”} Obustronnie podnosimy rownosc do potegi n.
=g
2 3
2°<5<2 . o "
log, 2% < log, 5 < log, 2’ : * —— ——
& &2 &2 01 2 3 4 5 6 7 8 9x

2<log,5<3

Rownosc 5”7 =27 jest falszywa, bo kazda dodatnia naturalna potega liczby 5 jest liczbg
nieparzysta, a potega liczby 2 — liczbg parzysta.
Liczba log, 5 nalezy do przedzialu (2; 3) i nde jest liczbg wymierng.  ck.d.
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Cwiczenie 1. Skorzystaj z definicji logarytmm i oblicz:

a) log, é b) logl00, C) logl 9, d) leg 54, e) Ine.
3

Cwiczenie 2. Skorzystaj z definicji logarytmu i oblicz x, gdy:
a) log, 8=12, b) logx%:—l, ¢) log, l6=2,

d) leg, 5=-1 e) log 1000=3 f) log 16=-2

Cwiczenie 3. Skorzystaj z definicji logarytmu i oblicz x, gdy:
a) log, x=-2 b) log;x=3 ¢) logsx=-2,
d) log, x=0, e) Inx=1 N nx=2

Liczba logarytmowang moze by rowniez wyrazenie zawierajace logarytm.
Sposob obliczania wartosci takiego wyrazenia pokazemy na przykladach.

rPrzykiad 1. Oblicz: a) log, [log, (logl0000)]  b)x, gdy 2-log, (1+log;x ) =4.

2

Rozwiazanie
a) log, [log,(logl0000)]=log, [log,4]=log, 2=-L
2 : e 2
obliczamy w pierwsze] obliczamy

kolenosci wartosd
b) 2-log,(l+log,x}=4 /:2
log, (1+log, x}=2

liczha
logaryimowaned

1+log, x=2°
log, x=3
%=27.
Odp.. a)—1, b) x=27. J

Eorzystamy z definicyi logarytma.

Cwiczenie 4. Oblicz:

a) logg[5+log; (log, 243) | b)x, gdy 2log, [1+log, x]=2.
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Przypomnijmy
W klasie pierwszej poznaliscie wlasnosci logarytmu wymnikajace bezposrednio
Z definicji.
Jezeli ajest liczba rzeczywista dodatnig i r6Zna od 1 oraz b liczbg rzeczywista
dodatrig, to: e log, 1=0 elog a=1 e log a* =k, gdzie k<R

o a’=p ologpakzﬁ,gdzie keR, pecR1p=0
i P

Cwiczenie 5. Oblicz:
a) log, 51, b) log,s27", ¢ log,343, d) 675,

[ Przyktad 2. Obicz:
a) 16°2° by log, 16.

B

Rozwiazanie

a) 1610g23 - (24]10323 _ (210g23]4 _ 34 _31 alogab o
v 4 vk

b) log£16:log2_32 =g loga},a _E

8

Odp.: a) 81, b) —g.

Cwiczenie 6. Oblicz: a) 27"%  b) logz+/8, ©) log,s 0,2.

Przypomnijmy
Pojecie logarytmu jest zwigzane z pojeciem potegi, wiec z praw dziatan na potegach
wynikajg prawa dzialan na logarytmach.
Jesli @, bic saliczbami dodatnimii a# 1, to:
* log_ (b - c) =log_b+log_c, logarytm iloczynu

b
e log,—=log b-log_c, logarytm ilorazu
c

e log, " =m - log b, gdy meR. logaryim potegi
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Cwiczenie 7. Oblicz:
a)log;18+log.2, b)log,108—log,4.

[ Przyktad 3. Oblicz: a) log, 10+ log, 80— log, 200,  b) %.
CEs
Rozuazanle 10-80 log b+log, c=log (b:c),
a) log, 10+ log, 80 —log, 200 =log, TR g o esibs b
—log,4=2. ’
log581:10g534:4-19g§‘3':i log, b° =c:log, b
log;27 log,3 3-leg:d 3
4
Odp.: a) 2, b) —
3 J
Cwiczenie 8, Oblicz:
a) log, 20+ log, 60—log, 2400, b) %.
0g4
rPrzykIad 4, Wykaz, ze 2! P83 — ¢
Rozwigzanie
21+10g23 _ 6
—lewa strona I — prawa strona a*F=a"al;
gdzie m=11i n=1og, 3.
L=2'.2"02%_2.3-6 Zatem L=P. : J
Cwiczenie 9. Wykaz, ze:
a) 31+1og35 ~15 b) 42+10g41.0 —160.
F.l;Tlirnn:1|v:;1|'iuL1\"1-r-|=|;- i e i
;l a) -3, b)Z c—2, dy4, eyl 2a)x=2q"§, b) x=2, ¢ x=4, d) x:%, e) x=10, f) x:i.
I"- 4 by x=27, c)x—zl—s, dyx=1 e x=¢ ) x= & 4a)l, by x=4.
|
6 ; _l ol 3 _l 3 |
! 20 b1, 93, &3 8 M3 9 - 7.8)2, b)3. S -2, b3, |

L e ——
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Zadania utrwalajace

2.1. Oblicz:
a)log, 0,125, b) log 243 ¢) log, ;5 (9+3)
3
logl8+log?8
d) o 125, e) loge 2+ logg 16, B
Yoges ) logg g3 loe e T &
2.2. Oblicz: . .
a) 310g3 5. 510@;5 3, b) 101+10g 3’ (:) 2?log3 2= E’ d) 25 = glogz 27'.
2.3. Skorzystaj z definicji logarytmu i oblicz x, gdy:
a)logzgzx, b)logdl(SQE]:x, c)loglx:—l,
=16 - 2
3 3
|
d) logzﬁx: -3, e) log, 2 :g, f) log, 64=-3
2.4. Skorzystaj z definicji logarytmu i oblicz x, gdy:
a) log (logs x)=0, b) log; (7 +logs x}=2,
4
c) logs[3+log, (log, x+10)] =1, d) log,| log, (logz x}|=0.
2.5. Przedstaw w postaci jednego logarytmu wyrazenie:
a) 3+ log, 5, b) loggs5—1, ¢) 1+log,3+log, 5.
2.6. Wiedzac, ze a=log?2, wyraZ za pomocy a liczbe:
q
a) log 20, b) logs, ¢) log 80, d) log i
2.7. Wyznacz liczby catkowite mintakie, ze n—m =1, bedace koficami przedzialu (m; n),
do ktérego nalezy liczba:
a) log, 2, b) log; 15, ¢) log, 120, d) log, % €) log 5 NG
2.8. Wykaz, ze:

Bl_a) log,2=log,128—3log, 4
b) leg,10=1+log, 5.
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Funkcja logarytmiczna i jej wlasnosci
Definicja
Funkcjg logarytmiczna nazywamy funkeje fokreslona wzorem f(x)= log, x, gdzie
x >0 oraz a jest ustalong liczba rzeczywista dodatnig rézna od 1.
o f(x)=log,x gdzie xeR" i ac R"\ {1}
e Wykresem funkcji logarytmicznej jest krzywa logarytmiczna.

Cwiczenie 10, Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=log, x. Sprawd?, czy punkt P
nalezy do wykresu funkeji £, gdy:

a) a=21P=[l,—lj, b) a=31P=[i,2j,
2 9

Q) a=~2 1 P=(4,4), dy a=— i P=(27,-3)

s | —

Cwiczenie 11. Do wykresu finkji fokreslonej wzorem f (x)=log, x nalezy punkt P.

Oblicz @, gdy: a) P=(4,2}, b) P:[E,%} c) P=(3,1).

( Przyktad 5. Naszkicuj wykresy funkcji /1 g ckreslonych wzorami 1 f(x)=log, x
i 2 g(x)=log, x. Podaj ich dziedziny i zbiory wartogci.
3
Rozwiazanie

Sporzadzamy tabele wartosci funkcji f1 g dla wybranych argumentow.

1 |1]1
11171 X | = = 1| 2| 4|8
x 2l2|= (12|48
8|42 81412
f(x)=logyx|-3|-2|-1|0]|1[2]3 g(x):l”g%x 3p2( L0123
Szkicujemy wykresy funkcji.
¢ 2
r4 YA y=log, x
! ! . . _'_,_.-—'-"""'_'_‘— + : | | . | 2L D _R+
1 ' /ﬁ — Df_R : * [ | 2] | g~ s
./,/_ I | Y;=R 1 5\/7 _ Io=R
» b >
0 r/ S | * 0 1\ | | =
1 s e
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Cwiczenie 12. Odczytaj z wykresu funkeji 1 f(x)=log,x 2 g(x)=log, x:
a) przedzial, w ktorym funkcja rosnie (maleje), b) miejsce zerowe funkcji, -

¢) wspohzedne punktu przeciecia wykresu funkcji z osig y (o ile istniejq).

Uwaga Aby naszkicowac wykres funkcji logarytmicznej okreslonej wzorem y = log, x,
zwykle bedziemy zaznaczaé punkty o wspohzednych: [l, —~ 1) (L, 0}, (a,1)
a

Cwiczenie 13, Na rysunku przedstawione sa frag- y=log;x

menty wykresow funkciji logarytmicznych: YA - Y y=logy x
=] =]} Alx)=1

f(x)=logs x, g(x)=log, x h(x)=log,x i

2
a) Podaj dla kazdej funkceji £ gi A jej dziedzine
1 zbidr wart osci.

b) Czy funkcje £, gi i sg rosnace czy malejace?
¢) Okresl, dla jakich wartosci x spelnione g3
nierownosci: log, x =log, x, log, x<log, x, log, x=log, x.
2 2

Uwaga

e Driedzing funkcji logarytmicznej fokreslonej wzorem f(x)=log, x jest zbior
liczby rzeczywistych dodatnich, czyli D, = R

e Prosta o rownaniu x =0 (o8 y)jest asymptota™ pionows wykresu funkcji
logarytmiczneyj.

e Funkcja logarytmiczna jest:

— rosnaca, gdy a>1, — malejaca, gdy 0<a<1

|
|
y e |

$= loga P e ! y= loga x | T loga X1
v » |

o 4 x

I %3 |

y = logg x] |_ | y - loga xZ
|

Jeshi x < x,, to:
leg, x, < log, x,. : log, x, > log, x,

e ‘Wykres kazdej funkcji logarytmicznej o réwnaniu y =log, x przechodzi przez
purkt (1, 0).

¥ Asymptota — prosta, do ktérej wykres funkcji sie zbliza i zblizajac sie —nie przecina jej.
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Cwiczenie 14, Narysunku przedstawione sa frag-
menty wykresow funkcji logarytmicznych:

£(x) zlogl x, g(x)= logl x, h(x)= logg x

4 2 3
a) Podaj dla kazdej funkciji £ gi A jej dziedzine
1 zbi0r wartosci.

b) Czy funkcje £ gi A sg rosngce czy malejace?
¢) Okresl, dlajakich wartosci x spelnione sg nie-
rownosci: log, x zlog; x, log; x<log, x, log; x zlog x.

3 4 2 3 2 4

Cwiczenie 15. Sposrod warnnkéw ponumerowanych od 1 do 6 wskaz te, ktore sa

prawdziwe.
1 log, x>0, gdy x>1 2 log;x<0, gdy x>1
4
3 log, x>0, gdy x>1 4 log,x<0 gdy O<x<l,
2 5 I
5 log,x>3, gdy x>3% 6 log x>4 gdy O<x<[§j.

3

Cwiczenie 16, Sposrod wzoréw funkeji: 1 f(x)=logsx 2 f(x)=log,;zx,

3 fix)= log _,x, 4 Flx)= log(ﬁ_l) % & flx)= lt:),g_go’m_2 X
wybierz te, ktére okreslajg funkcje malejace.

( Przyktad 6. Uporzadkuj rosnaco liczby log, 5, log, 5, logs 5.

Rozwiazanie
log,5= 1 log, 5= log, 5= !
* logs 4’ ~ logs 2’ = logs 3
logs 2 < logs 3 < logs 4 yA
; : : log- 4 y=logsx
(bo funkcja y = logs x jest rosnaca), wiec 3 _ _ | | :
1
1 1 1 e S e ey et e
s = : loge3 =t — b1
logs2 logs3 logs4 M

=Y

logizf6 1 | 2| 3| 4| B

Zatem log, 5 < log; 5 < log, 5.

———

Odp.: log, 5, log, 5, log, 5.
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Cwiczenie 17. Uporzadkyj rognaco liczby:

a) log,4, log, % log, % log, 2 b) log, 3, logs3, logs3, log, 3.

rPrzykl'ad 7. Wyznacz dziedzine funkeji £ gdy: a) f(x)=log,(4—2x), b) f(x}=log, 2.
Rozwiazanie
Dziedzing jest zbior tych argumentow x, ktére spelniajg warunki:

a) 4-2x30, skad (liczha logarvimowana je st
. dodatnia) e
<2, czvl
% CZY log, b=c
xe(—ng} a>0iaxl A
b) x>01x=1 czyli (podstawe logarytn jest
liczbg dodatniq i vozng od 1)

xe(0;1) oraz xe(l;+oo).

Odp.: a) (—o0;2), b) (0;1), (1;+o0).

Cwiczenie 18, Wyznacz dziedzine funkciji £ gdy:
a) f(x)=log,(4—x} b) flx}= logs(, 5 5.

E Odpowieda| do éwiczen

f10.2) Tak, b)nie, o)tak, d)tak. Il aya=2, bya=4, ga=3

F 12. 1 a)Funkcja rosnie w przedziale (0;+oo), b) x;=1, cybrak, 2 a)funkcjamaleje w przedziale [D;+oo),
IE b) xp=1 ¢ brak 13.0) Dy — D, — D) —R+, Y=Y, =1 =R, b)funkcjef g, /s rosngee,

| 9kolejno: x € (i +); xe(G1); xe(0;1)  14.2) Df-D,~D,—R*, ¥;=7,=%,=R

b) furkcjef, g, #sgmalejgee, o) kolgno x=(; 1); x (1), xE(O;l)_ 15.1.2. 3 §i6.

:
t
E
f
F 6. 3 i 4. 17. a) loggi{loggé{k}gﬂ <logz 4, b) log;3<log:3 <log, 3 <log, 3
3

:
i

18 a) x e(—o4), b) JZE{ZQE%] lub xE[Z%;+m].

Zadania utrwalajace

2.9. Funkcja fokreslona jest wzorem f (x}=1log, x. SprawdZ, czy punkt P nalezy do
wykresu funkey £, gdy:

a) a=4 i P=(0,0625,-2) b) a=0,001 i P:[ltﬁ,—g}.

¢) a=242 i P= [32, 3%}
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2.10. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkejp f, ktora jest albo funkcja wyklad-
niczg okreslong wzorem f(x}=a", albo funkejg logarytmiczng okreslona wzorem
f{x}=log, x. Odczytaj z rysunku odpowiednie dane i napisz wzdr funkcji f.

a) N yA_ b)
y=fx) >
A

_f/t]; R
d _
) A 9

2.11. Do wykresu funkcji fokreslonej wzorem f (x}=log, x nalezy punkt P. Oblicz a, gdy:

a) P=(4.1), b) P:[l %j c) P=(16,2},
d)P:[l,—lj, e) P=(+/2,-1} f)P:[S,l}
2 3
2.12. Uporzadkuj rosngco liczby:
a) log, 3, log4%, log, 5, log, 0.1 b) log, 5, log, % log, 3, log, %
4 4 4 4
| | | |
¢) logs 4, log; 4, logs 4, logy 4. d) logs 7 log; — logs 7 log4 1
3 5 3

2.13. Podaj wspohrzedne trzech punktow, kidre sg liczbami wymiernymi i punkty te naleza
do wykresu funkcji £ gdy:

a) f(x)zlogzx, b) f(x}:logﬁx, €) f(x)zloggﬁx, d) f(x}zlog%x_
4

2.14. Okresl dziedzine D, funkcji £, gdy:
a) f(x)=log,(—x), b) f(x}=logs(x+2), ¢) f(x}=log(x—35)
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Przeksztatcanie wykresu funkcji logarytmicznej

rPrzykiad 8. Naszkicuj w jednym uktadzie wspdlrzednych wykresy funkcji:

a) f(x}=logyx i g(x):loglx, b) f(x}=logsx i g(x):log3é.
Uzasadnij, ze gdy x>0, to lc};l x=—log; x.
Rozwiazanie ’
a) Do wykresu funkcji:

» f(x}=log;x nalezg punkty:

[%,_1], (L0} (3.1)

b) Zauwazamy, ze
g(x})=log; . logx ™' = —log; x,
X
czyli g(x)=—f(x}
Do wykresu funkeji

* g(x}=log; x naleza punkty:
3 (x} =—log, x nalezg punkty:

|
|
|
I
|
(3.-1) (L0O). Gl] ali [ ]
|
|
|
|
|
|
|

A
i TR ”i y=log x
\ky—lugllj, \‘ [ 7 |
i | R
0 N EEEE; 0 /1N 5 [ | ¥
L IS
[ TR [ TTRL
RIEIE A wr=leeis |
Jezeli x >0 oraz:
1 o
a=log, x, to x=[—j =k 18
3 3 = [gj :3b,wit—;c I gk skad —a=>5.

b=log,x, to x= 3‘5,

log, x= log, x
Zatem log; x=—log;x. C.1LHL. P

3 ;

Cwiczenie 19, Naszkicuj wykres funkcji g, ktéry jest obrazem wykresu funkcji £ w sy-
metrii wzgledem osi x, gdy:

a) f(x}=log,x, b) f(x}=log, % Podaj wzor funkcji g.
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Cwiczenie 20, Na rysunku przedstawione sg wy- a) ||| ]
kresy furkeji logarytmicznych fi g. Okresl, jakie \ H T
przeksztalcenie nalezy wykonac, aby z wykresu N '

fumkcji fotrzymac wykres funkcji g. Napisz wzory

tych funkcji. y= gl

b)

)
St
:
L LN
1 [
=
I e
p—_
e
>

| y=gx)#

Cwiczenie 21. Podaj wspolrzedne punktéw przeciecia wykresu furikeii £z osiami uktadu
wspolrzednych, gdy:

a) f(x)=log;(x+1), b) f(x}:loglxnt?:, Q) f(x)=logg(x+4)-2.
-,

Cwiczenie 22. Wykresy funkcji g, &, k sa

figurami przystajacymi do wykresu funkcji f

okreslonej wzorem f (x}=log, x. Napisz
2

wzor kazdej z tych funkeji.

Odpowiedzi do cwiczen

19.a) g{x)=—logzx lub g(x):logzl, b) g(x):—logzl lub g{x)=log;x.
& &

20.0) flx)=logyx 1 glx)=logy(~x), glx)=/(~=),

b) flx)=logsx 1 glx)=logs{x+2) g(x)=F(x+2}, O flx)=log)x 1 glx)=log) x-1, g(x)=F{x)-1,
2 2

 fle)=tomax i gle)=loga(25) b gle)=+logsx, gle)=7(20) b gl)=+7(x)

2L.a)(0,0), b) (80), o (66,0) i [0,—%} 22. glx)=log (x+2), Alx)=—log| x=logyx, k{x)=log; x+2.
2 2 2
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Zadania utrwalajace

2.15. Narysunku przedstawiony jest wykres funkceji fokreslo-
= nej wzorem f(x)=log; x. Naszkicuj w zeszycie wykres
'_:‘_‘T;_:_' E
funkceji g1 okresl jej dziedzine, gdy:

el =/(-x) gl f(x1)
9 e()=1(:)-1. & g()=1(35} © e()=7(2)

2.16. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcej £ okre-

=

Slonej wzorem f(x}=log, x. Naszkicuj w zeszycie
wykres funkcji g podaj jej dziedzine 1 miejsca zerowe
(o ile istniejq), gdy:

a)g(x)=—1F(x), byg(x}=F(x}+2,

o) g(x)=f(x-3), d)g(x)=f(-x).

2.17. Naszkicuj wykres funkciji okreslone] wzorem g(x) =log, x, a nastepnie, wykonujac
odpowiednie przeksztalcenie, naszkicuy) wykres funkcji £ gdy:

a) f(x)=log,(x+4).  b) f(x)=log,(2x), 0 f(x)=log, %
d) fx}=log,(x-1), e) f{x}=log, (x+2), D f(x)=log,x-2.

2.18. Naszkicuj wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x)=log, (x—1) ikorzystajac z jej

wykresu, okresl: 2

a) dziedzing D, funkcji £ b) zbior wartosci Y, funkeji £
¢) wartosc argumentu x, dla ktorego wartosc funkeji fjest rOwna —2,
d) wartosci argumentow x, dla ktorych wartoscl funkeji fsg wieksze od —1

2.19. Napisz wzér funkeji fw postaci f(x}= log, x +b, wiedzac, ze do jej wykresu nalezy
punkt P, gdy:

a) P=(12), b) P=(3,5) ¢) Pz[%,—lj, d) P=(+3, -2}

2.20. Napisz wzor funkeji fw postaci f(x}=a-log, x + b, wiedzac, ze do jej wykresu
naleza punkty 41 B, gdy:

a) A=(2,4)1 B=(8,10), b) A=(v2,-2} i B=(4/2,10).
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Funkcja logarytmiczna w zastosowaniach

Wyniki mektorych badan 1 obserwacji mozna opisywac wzorami funkcji, w ktorych wy-
korzystuje sie logarytmy. Pokazemy to na przykladzie.

r_Przykiad 9. Studenci matematyki pewnej uczelni, zaich zgoda, zostali poddani ekspery-
mentowi badajacemu pamietanie, ktérego efektem mial by¢ wzor przedstawiajacy model
ludzkiej pamieci. Studenci napisali egzamin testowy z geometrii analitycznej, anastepmnie
co miesiac przez najblizszy rok rozwigzywali ten sam test. Po eksperymencie ich sred-
nie procentowe wyniki okreslono wzorem f(¢)=80-17-log(z+1), gdzie 1{0;12),
1 sporzadzono wykres.

Y A [Stedni wynik w %]

I I
I I
! . . . ! . . . . . . o
o1 2 3 4 5 8 7 & & 10 11 12 ¢
[miesiac]
1 Odczytaj z wykresu, jakim srednim procentem wiedzy z geometrii analityczne)
wykazali sie studenci:
a) na egzaminie, b)na zakoficzenie eksperymentu.
2 SprawdZ, czy po uplywie 50 lat od eksperymentu dawm studenci beda posia-
dali co najmmniej 40% wiedzy z geometrii analitycznej. W obliczeniach przyjmij
log613=2.412.

Rozwiazanie
1 Odeczytujemy z wykresu funkcji f (¢}=80-17 log(#+1}wartosé¢ funkeji £ gdy:
a) +=0, wiec f(0)=80, b) +=12, wiec f(12}=61,08.

2 Obliczamy wartosé¢ funkcji £, gdy 1= (50-12+12) miesiecy, czyli =612
£(612)=80-17-log(612 +1)=80—17 -log 613
£(612)~80-17-2,412
£(612)=38,996
£(612)~39.

Odp.: 1 a)80%, b)61,08%. 2 Nie, poniewaz studenci bedg pamietali co najwyzej
39% wiedzy z geometrii analitycznej.

J
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Cwiczenie 23. Przyjmij dane z przykladu 9. i oblicz:

a) jakim procentem wiedzy z geometrii analityczne] wykazali sig studenci po uplywie
9 miesiecy od egzaminu,

b) po ilu miesigcach studenci beda pamietali 46% wiedzy z geometrii analitycznej.

Zjawiska obserwowane w przyrodzie w wickszosci zmieniajg sig imowo albo wykladniczo.
Przykladem takich zmian jest krzywa wzrostu organizmu.

Krzywa wzrostu organizmu to lima w ksztalcie hitery S (ksztalt sigmoidalny) ilustrujaca
przebieg wzrostu mierzone| wielkosci (masy, powierzchm, objetosci itp.) w czasie od mo-
mentuurodzenia lub poczecia. Krzywe wzrostu osobnikow 1 populacji majg podobny ksztalt.

Faza zwlod

Faza Ilnbowa Faza rwalnlanka
| werost Faza wykladnicza srmest prawie e Faza sjaclnnaua
nigznaczny lup (ogarytmkz na) 5 | £ ustame wirostu
e TOWOOMHATIY faeh g 4 WOIDJ.&J
prawie Zaden

™ Y

j
}_
)
-
1

* : : : ' '.
- .
IMIBrzona | | | .-"I'..
ialkosc I i I ™
wiglkoic | | -
(waros, | [ g
masa, | 1 }
objetosé : : 0'
itp.) | | ‘0
| | & avva stimly o gealpes
| | r
I | »
: I'l
| o
L e®
o ‘--I-.‘ -
1} Czas

Wielu naukowcow wyniki swoich doswiadczen i obserwacji opisato wzorami, w ktorych
wykorzystano logarytmy. Oto kilka przykladow.

Prawo Webera-Fechnera Wzor Ciotkowskiego Skala Richtera
(psychologia) (kosmonautyka) {(sejsmologia)
w:.I’c-ln£ p:m.lnﬂ Rzlog%

Wzor apisuje zaleZnosd
pomiedzy jizvezng miarg
bodzea B a reakejg zmysiawy
fnp. wzrokn, stichi, wechi)

na jeso side.

Wzor opistje zaleZnosc micdzy
predioscig v rakiety a jej masg
my z paliwem i masg m bez
paliwa oraz prediodcig e gazow
wylotowych.

Wezor okredla wielkodd trzestenia
ziemi na podstawie amplitudy A
drean wstrzgsow sejsticznych,

| |
I |
I |
I |

B, | m I
I I
I |
I I
| | odzie A, —107 [om].
| |
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Poziom glosnosd diwieku L mierzony w decybelach [dB] okreslono wzorem

L=LE[l= Il}-loin, gdzie:

0

I — natezenie dzwieku [Ez}
m

2 | W , ; oy ; ;
I,=10" [—2} —natezenie dZzwieku odpowiadajace progowi styszalnosci
przez czlowieka.

rPrzyldad 10. Oblicz poziom glosnogci miota pneumatycznego pracujgcego w odleglosci

metra od ciebie. Mlot ten emituje dZzwiek o natezeniu réwnym 107> [Ez}
m
Rozwiazanie
Stosujemy wzor L(1}= IO-loglOL_lz, gdy 7 =107
5 10672
L(107}=10-log o
=10-1og10" =10-10=100,
Odp.: Poziom glosnosci mlota pneumatycznego jest réwny 100 decybeli. J
Cwiczenie 24. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
T Cicha . Orld estra Startujacy
DZWI Qk, ; SR rozmowa Krosk symfoniczna | odrzutowiec
(odlegtos¢ od Zrodta) (1 m) (1 m) (1 m) (5'm) (20 m)

Natezenie
W 107" 107 1
déwieku [—2}
m

Cwiczenie 25. Oblicz:

Poziom glofnogci
déwieku I [dB]

W

a) poziom glosnosci startujacego samolotu, dla ktdrego F = 107 [—2}
m

b) ile razy wieksze natezenie ma grzmot pioruna, dla ktérego L =120 dB (decybeli),
od najcichszego dzwieku, dla ktorego L =0 dB,

¢) ile razy mniejszq site ma trzesienie ziemi o skali Richtera 3 od trzesienia ziemi o skali
Richtera 5.
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ll Cickawostka

Maksymalna granica slyszalnosci dZzwigkow dla ucha Indzkiego jest réwna

110-120 decybeli. Przekroczenie o 30 decybeli maksymalnej granicy uszkadza

sluch bezpowrotnie. Za prog szkodliwosci dla czlowieka przyjmuje sie poziom
glosnosci rowny 65 decybeli. Dzwiekow o natezeniu 85 decybeli mozna shuchac

1 8 godzin, a o natgzeniu 100 decybeli tylko 15 minut. |

Logarytmy przez dlugie lata przed erg kalkulatorow 1 komputerow shuzyly do wykonywania
niezbednych obliczen przy tworzeniu projektow lub opracowywaniu wynikow badan na-
ukowych. W tym celu stworzono tablice logarytmow dziesietnych oraz tablice logarytmoéw
naturalnych. Zastosowanie logarytméw dziesietnych pokazemy na przykladzie.

rPrzykiad 11. W tabeli przedstawione sg przyblizone wartosci logarytmow dziesietnych
kilku liczb naturalnych.

Liczba 2 3 4 5 ) 7 8 9

Wartos¢ logarytmu | 0,3010 | 0,4171 | 0,6021 | 0,6990 | 0,7782 | 0,8451 | 0,9034 | 0,9542

Skorzystaj z tabeli 1 przedstaw przyblizong wartosc liczby x w postaci potegi liczby 10,
gdy x=37%

Rozwiazanie
= 328
10g xr= 10g 3128 Logarytmujemy obie strony rownaosei.
logx=128-log3 Korzystamy z wzoru log 8™ = m-log b
logx=128-0,4171 Korzystamy z tabeli: log3#= 0,4171.
log x= 53,389 Korzystamy z definicji logarytmid.

x=10°%, J

Cwiczenie 26. Skorzystaj z tabeli przyktadu 14. i przedstaw wartosc liczby x w postaci
potegi liczby 10, gdy: a) x=9"", b) x=4"", ¢) x=36"".

1 '.”J‘I!II".\EI:I!."i do cwiczen
| 23.2)63%. b) 99 miesiecy. Wekazdwkea.a) f(9)=80—17-log(9+1), b) 46=80-17 log{t+1). i
1

| 24 Kolejno: natezenie diwicku 108, 104, poziem glodnodei déwieku: 20, 70, 120,

|

| -10 x l
. ; - o F ; 10 412

| Wskaziwlr. Szept: L(IO 1D)=]D~log =10-logl0”, cicharozmowa: 40=10-log =10-logl0 : |

I

1
| skad 40=10-{x+12). |
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Odpowiedzi do ¢wiczen — cigg dalszy
—3

25.2)20dE, ) i razy (billonrazyy, <) 100 razy. Wekazdwine, Zauwaz, Ze: a) L(10_3)=10~10g : vl
10

b) 120= £(1) i D:L(]D_u),wi@c 11022102 o 3=R(1D‘1) i 5=R(10), wiec 10:107 =10%

26.a) x=~10°°, b) x=10% ©) x~1018

Zadania utrwalajace

2.21. Chemicy do okreslenia kwasowosci roztworu wodnego postugiijq sie okresleniem
czynnika pH: pH=—log [HJF ] 5

gdzie [HJF ] okresia stezenie w roztworze jonow wodorowych.

H,O
pH 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 14
[H30+] - [C}H‘] [H30+ ] < [OH*]
kwasowy Zasadowy
pOH 14 13 12 11 10 9 8 7 & 5 4 3 2 1 0
L™ 1077 10°

Oblicz pH soku z pomarariczy, jeshi stezenie [H+ ] jest roOwne 1,26-107°
W obliczeniach przyjmij logl,26 ~0,1.

2.22. Oblicz:
a) pH octu, wiedzac, ze stgZeme jonow wodorowych w occie jest rowne 1,26 1073
(w obliczemach przyjmij legl, 26 = (0,1),
b) stezeme jonow wodorowych w mleku, wiedzac, ze pH mleka jest rtowne 6,6.

W obliczeniach zastosuj wzor pH=—lo g[H3O+ ]

2.23. Cichy szept to 30 dB (decybeli), glosna rozmowa 60 dB, a intensywny ruch uliczny
to 90 dB. Ocert, ile razy od szeptu wieksze natezenie glosnosci ma:

a) glosna rozmowa, b) ruchliwa ulica?
W obliczeniach zastosuj wzor L(7)=10- logm%, gdzie L to poziom glosnosci dzwie-

ku, a 7to jego natezenie.
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2.24. Oblicz amplitude A4 trzesienia ziemi o sile w skali Richtera:
a) 2, b) 4, c) 4,7 (trzesienie ziemi w Polsce — 1993 1),
d) 9.5 (najsilniejsze trzgsienie ziemm na swiecie — Chile, 1960 1.)
e) 9 (trzesienie ziemi w Japonii — 2011 r.)
A

W obliczeniach zastosuj wzor R(A)= logm—_4.

2.25. Oile wzrognie glosnos¢ dZwieku, gdy jego natezenie wzrosnie trzykrotnie?

2.26. Na rysunku przedstawiony jest wykres poziomu glosnosci dZwieku I w zaleznosci od
odleglosci x mierzonej w metrach od jego Zrodla. Zaleznos¢ ta okreslona jest wzorem
L(x}=130-20-logx, gdzie x =10,

poziom glosnosci
zrodia dewielku [dB] |

120+
100+

80 17

B

20 -

I
|
|
40 {1
I
|
|

10 - 100 1.200 300 400 500
odlegloit od frédla diwicku [m]

a) Koncert muzyki rockowej emituje halas rzedu 100-110 decybeli. Odczyta) z wykresu
1 ocen, czy w odleglosci 100 metréw od sceny mozna shichac tego koncertu bez
szkody dla organizmu.

b) Ocen, czy twoj kizvk o glosnosci 65 dB zaghuszy startujacy kilometr dalej odrzuto-
wiec.

=  Zestaw powtorkowy

1. Uzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonyeh literami C i D,
Wartos¢ wyrazenia log3+ log4 jest:

A mniejszaod 2, B.wieksza od 2.

Prawdziwa jest nierOwnosc:

C. 2" 382 D, |og, 64< log, 16.
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2. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

. log,8 .
Wartos¢ wyrazenia 2 est réwna:
ogg\@ ]
&, 2 B 2 C. 8 D.2
-3 ‘g . /8, o,

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Jezeli punkt P =(2, 2} nalezy do wykresu funkcji f(x)=1log, x, to ajest réwne:

1 1
By o2 B i D. 2.
2 3

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Dziedzing D funkcji f okreslonej wzorem f (x}=log, (x—2} jest:

A. D=R", B. D=(2;+o), C. D=(2;+®)  D. D=(-2;+).

5. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanych.

Na rysunku przedstawione sa wykresy funkeji fi g, A J=LF ()

gdzie f(x)=log,x. Wykres funkcji g okreslony jest L1 T e

WZOTem: | : i

A g(x)=F(x+1), B. g(x)=rF(x-1), - : >

C.g()=f(20) D glx)=r(2) e
7

6. Ocen prawdeiwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie

jest prawdziwe, lub F — jesli jest falszywe.

Do wykresu funkcji f(x}=log, x nalezy punkt P=(8L4) gdy a=3. | P | F

1
Nierownosc log. E< log. 0,2 nie jest prawdziwa. P|F
Jezeli -2 <log, x<0,to xe(l;4) P|F
2

log10® =10. P|F




3. Ciagi liczbowe okreslone wzorem
ogoInym i rekurencyjnym

Pojecie ciggu liczbowego

Ustawienie nczniow w szeregu wedlug pewnej zasady (np. wg wzrostu) ustala ich kolejnosc

wtym szeregu. Na przyklad: ., Pieciu najwyzszych uczniow z klasy wytypowano do szkolnej

reprezentacji koszykowki. Wzrost poszczegolnych uczniow podany w centymetrach to:
190,5; 176,3; 184; 180; 178",

Ustawiono ich od najwyzszego do najnizszego, co ilustruje ponizsza tabelka.

Numer miejsca, na ktérym stal uczen (n) 1 2 3 4 5

Wzrost w em (a,) 190,5| 184 | 180 | 178 [176,3

Okreglono wten sposdb funkeje a, ktéra liczbom naturalnym zbioru {1, 2, 3, 4, 5} przy-
porzadkowuje liczby rzeczywiste.

1 —» 190,5 co zapisufemy a =a(l)=190,5
2> 184 co zapisujemy @ = a(ﬁ} =184
3—» 180 co zapisujemy ;= a(S} =180
4—= 178 co zapisujemny ay =a(4)=178
5—= 1763 co zapisujemy  as :a(S}:lTG,B.

Liczby wyrazajace wzrost poszczegolnych ucznidow ustawionych na kolejnych miejscach,
nazywamy wyrazami ciggui oznaczamy (a,,) lub (@, @, a5, a4, & ).

- o
1 F;:‘_iE 'l-'||.*,n|:::.-
A IRt

Ciagiem liczbowym skonczonym nazywamy funkcje okreslona w zbiorze liczb
naturalnych dodatnich {1? 2 D ey n} o wartogciach w zbiorze liczb rzeczywistych.

Najczesciej funkeje bedace ciagami oznaczamy maltymi literami alfabetu a, b, ¢, d.
Zapisy a(n), b(n), c¢(n), d(n} oznaczajg funkcje @, b, ¢ i dzmiennej n, gdzie njest liczbg
naturalng dodatnig.
Przyjeto nastepujgce oznaczenia dla opisu funkcji bedacych ciggami:

a(n): a, — QZnacza, ze a(l}: aj, a(ﬁ} =ty oy a(n}: e

a, @, &, ..., @, —oznaczawartosci funkcji nazywane wyrazami ciagu liczbowego,

a, =a(n) — ozZnacza wzoOr na n-ty wyraz ciagu lub wyraz ogolny ciagu,

(a1, @5, ..., a,_1, @, ) lub (@,) —oznacza ciag 4,



Pojecie ciggu liczhowego b5

Na przyklad kolejne liczby naturalne dwucyfrowe 10, 11, ..., 99 tworza skoficzony ciag
liczbowy (10,11, ..., 99} w ktdrym
@ =10, ay =11, ..., ay=99, czyli o, =n+9, gdzie ne {l, 2,...,90}.

Cwiczenie 1. Podaj pie¢ poczatkowych wyrazéw i ostatni wyraz ciagn, ktéry tworza
kolejne lata XX wieku.

r Przyktad 1. Liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkuj kolejne przyblizenia dziesietne
wartosci ilorazu 1:3. Rozpocznij od przyblizenia %: 0,3

Rozwiazanie

(]
s
Ja

Numer kolejnego (n) przybliZzenia 1

Wartos¢ kolejnego @, przyblizenia 0,3 0,33 | 0,333 | 0,3333

I—03 co zapisujemy a =03
2 —»0,33 co zapisujemy a, =0,33
3— 0333 cozapisujemy ay =0,333.

Okreglilismy funkcje @ taka ze @ N° — R, ktorej argumentami sa kolejne dodatnie
liczby naturalne, ajej wartosciami kolejne przyblizenia dziesietne ilorazu 1: 3.
Wartosci funkeji a dla kolejnych argumentow nazywamy wyrazami ciggu, ktére ozna-
czamy a;, @y, @y, ..., a,, .., gdzie a, =0,333..3.

# oyfr _J

Definicja

Ciggiem liczbowym mieskonczonym nazywamy funkcje a okreslong na zbiorze
liczb naturalnych dodatnich N7, o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych R
i oznaczamy (a,) lub (@, a5, @3, ..., a, ).

® &, &, a4, ... —Kkolejne wyrazy ciagu (a, ),
°a, — n-ty wyraz ciagu (a, ).

Na przyklad kolejne liczby naturalne dodatnie 1, 2, 3, ... tworzg nieskonczony ciag licz-
bowy (a, ), w ktérym n-ty wyraz ciggu a,, okreslony jest wzorem a, =n.

Cwiczenie 2. Podaj cztery poczatkowe wyrazy ciggu, w ktorym wyraz g jest rowny:
a) 5, akazdy nastepny wyraz jest trzykrotnie wigkszy niz poprzedni,
b) -8, a kazdy nastepny wyraz jest o 2 wiekszy od poprzedniego,

C) % a kazdy nastepny wyraz jest dwukrotnie mniejszy od poprzedniego.
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rPrzykiad 2. Pitagorasijego uczniowie obliczali kolejne przyblizenialiczby +/2 wedlug

pewnej reguly.
Winik z kalkulatora
3 V2= | 1,414213562373095048801 6887242097
C gi=ire
2 n= | 15
3.
BT R
py= ] 1.41666666666E66E66666EE666666667
. T+e3 Iy
3 745 12 Pyi= ] 1.4137931034482756620669655172414
17+2-12 41 ps= ] 1.4142857142857142857142857142857
TSR]
D= ] 1.4142011834319526627218934511243
[, 1+2 -m ; : -
P #, gdzie py, ps. ... p, —Kkolejne przyblizenia liczby V2,
n-1 n—1

.1 —lczmk przyblizenia p, ;.

m,_; —mianownik przyblizenia p,_;. J

Cwiczenie 3. Skorzystaj z danych zawartych w powyZszym przykladzie i oblicz przy-
blizema ps, ps ., p; liczby V2.

Cwiczenie 4. Figury przedstawione na ry-
sunku skladajg sie z kol. Ustal regule two- G2

BE®
rzenia tych figur i dorysuj dwie nastepne @® o6 e
figury wedlug tej reguty. ® *e ®e ®9C

Okresl funkcie £ ktéra kazdej liczbie natu- (1 @) @) (4)
ralnej dodatniej » przyporzadkowuje liczbe
kél potrzebnych do narysowania figury (n).

Cwiczenie 5. Poniz szy graf ilustruje sposob wyznaczania kolejnych wyrazow pewnego
ciagu liczbowego (a, ).
Y Y Vet Ve Ya

& & ® & @6 O

Wyznacz wyrazy ciagu (a, ) od siddmego do jedenastego.
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Przyktady i sposoby okreslania ciggu

Ciag liczbowy mozna okreslic tak jak kazda funkcje. Ciag uwaza sie za okreslony, jezeli
znamy przepis, wedlug kidrego mozna wyznaczyc jego kolejne wyrazy. Prawo, wedlug
ktorego tworzymy wyrazy ciagu, podajemy w postaci przepisu stownego lub wzoru. Rozne
sposoby okreslania ciagu liczbowego omowimy na przykladach.

r_Przykiad 3. Naszkicuj wykres funkcji fokreglonej wzorem f(x)=2x—L
aygdy xeR", b)yxeN"
Ktory z wykresow funkeji jest wykresem ciagu?

Rozwiazanie
a) yTA ‘ b) »A
|| ' 7 EERE Wykresern funk-
5 Wykresem funk- 73 [ L I ¢jifgdy xe N7,
; cjiif gdy xR, ST jest zbiér punktow,
jest pélprosta bez BREEN ktérych odciete sa
1 poczatku. 0 A A G liczbami natural-
0] i3 [ [ - ol 1234 * nymi dodatnimi.
Odp.: Wykresem ciagu jest wykres funkcji fz przykladu b). J

rPrzykiad 4, Na rysunku przedstawione s wykresy skonczonych ciggow
liczbowych (a, } i (5,).

FA YA
- Y Y= da, g * y=bn
& [ Y 6 ) ST
4 [ 4
2 e z T
1 1
— > * « :
8 L 3

a) Podaj dziedzine D, ciggu (a, } oraz dziedzine D, ciagu (b, ).

b) Okresl ciagi przez wypisanie ich kolejnych wyrazow.

Rozwiazanie

a) Driedzing kazdego ciagu jest podzbidr zbioru N7,
D,=41,2.24,56789,10,11% Dy=11,2.3,4.5,6,7 8%

b) (8,8,6,6,4,4,2,2,0,0,-2), (0,-2,0,2,3,5,6,8) J
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Cwiczenie 6. Natysunkach 1 i 2 przedstawione sg wykresy ciagéw (a,,)} i (b,).

1 2

anA E?M‘l

4 o 1

5 LT T T[] 1/ 123456789 n
l S _Zﬁ

0 A > -3 ®

4l 1234a56789101112n R

2 I S N S A ) |

_7 ’.

a) Podaj dziedzine D, ciggu (a, ) oraz dziedzine D, ciagu (5, ).
b) Okresl ciagi poprzez wypisanie ich kolejnych wyrazow.

r Przyktad 5. Napisz pie¢ poczatkowych wyrazdw ciagu, jezeli jego s-ty wyraz okreglony
jest wzorent:
a)a,=3n-2 b)b,=(-1)" ¢ c,=——0

n+1
Rozwiazanie
a) b) ) -
n| a,=3n-2 o bn:(_l}” i ei=——
{ | =401 1 il
1| y=(-1) =1 1
1| aa=7—7=%
. . 1 2
&| et ) b:(—l)g:l g
3| @y=33-2=7 3 2| 2=3.973
- 3| by=(-1) =-1
. . 33
4 (,14:3-4—2—10' 4 b_l__(—l)q-:l 3 C3—3+1—4
5 =3.5-2= S 4 4
5| a=3-5-2=13 5| By =(-1)° =1 4 [ o=t
- AP
To541 6

J

Cwiczenie 7. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu, jezeli jego n-ty wyraz okre-

slony jest wzorem:
i

a)a,=—n"+l, b b=2(1)" Qe=———
no+2n+1
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rPrzykfad 8. Ustal regule wyznaczania kolejnych wyrazéw ciagu (a,,) i zachowujac ja,
podaj wzdr na n-ty wyraz tego ciggu. Oblicz wyrazy a, 1 ¢ ciagu (a,)} o poczatko-

wych wyrazach: a)1,3,5,7,9,..., b)L,-1,1,-1,1,..., ¢©2,22,....
Rozwiazanie
Zauwazmy, ze kolejnymi wyrazami ciggu sa:
a) liczby nieparzyste, b) potegi liczby —1, ¢) liczby 2.
n (an):(l,?y,ﬁ,?',...) 7 (an}:(l,—l,lz—l,...} n (an):(Z,Z,Z, }
1 611:].:2'1—]. 1 {I-l:].:(—].)l-H 1 I.’,Il:g
3| m=i=adl 2 | @ =—1=(-1F" 2| @ =2
3| @;=5=2-3-1 {1
4 614:'?:2'4—1 4 .514=—l:(—1}4+1
e 3 | oz
n| a=2-n-1 = aﬁ:(—l)nﬂ
g =210-1=19 a=(-1)"" =-1 g =2
19+1 20

Cwiczenie 8. Ustal regule wyznaczania kolejnych wyrazéw ciagu (a,) izachowujac
8. podaj wzor na n-ty wyraz tego ciggu. Oblicz wyrazy a; 1 a5, ciagu (an) 0 poczat-
kowych wyrazach:

a)2.4,6,8, 10, ..., b1, LA 01, L L
4 9" 16" 25 33" 7
rPrzykIad 7. Wyznacz wyrazy a,_q 1 @, ciagu a,, gdy:
a) g, =—3n+6, b) anzn2—4n.
Rozwiazanie ,
a) q,=—3n+6 b) a,=n"—4n
an_lz—S(ﬁ—l}+6=—3n+9 an_l:(n—1)2—4(n—1}=ﬂ2—6?1+5
aH+1:—3(ﬂ+1)+6:—3n+3, a}Hl=(n+l)2—4(ﬁ+1)=ﬁz—21"1—3- J

Cwiczenie 9. Wyznacz wymazy a, , i a,,, ciagu (a,), gdy:

a) a,=-3, b)a,=4n-1 ¢) a,=—n"+n
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Cigg Liczbowy (@, ) mozemy wyznaczyc¢, gdy znany jest wzor na sume # poczgtkowych
wyraz ow tego clagu.

Definicja

Suma »n poczatkowych wyrazow ciagn (a,, } nazywamy wyrazenie
S,=a,ta,+a,+..+a,  +a, gdzie ne N

S, =@ +a+.+0+a, +a,=8,1+a, &, 8,5, edy n=2.

|
Slzﬂ1 | a1251
Szzﬁ+a2=S1+a2 | (IZ:SE—S]_
5
i |
5
----------------------------------- | " s = = " = om o m o= o= o"om o®oxow o
Sn_lzal+a2+...+an_2+an_1 S}’I—2+a}’i—1 | an_len_l—SH_z
|
|
|

-1

rPrzykiad 8. Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a, } okreslona jest
H(P‘i+ 1)(2}14—1)

6
a) Oblicz wyrazy &, a, a ciagu (a, ).

wzorem S, =

b) Oblicz sume g+ e + @ +...+ @y Wyrazow tego ciagu (a, )
¢) Wyznacz wzor na n-ty wyraz tego ciagu (a, ).

Rozwiazanie
” alzslzl-(1+12(2+l):L
¥
aQ:Sg—Sl:2(L+1§(4+l)—1(1+125(2+1):4,
20(20+1)(2-20+1} 19-(19+1)-(2-19+1
g =S50 =519 = ( )6( ) 19 )6( )2400-

b) a10+a11+a12+...+a2[,=al+a2+...+a2[,J—(a1+a2+...+a9)=S20—S9=

820 Sy
20(20+1)(2-20+1) 9(9+1}(2-9+1)
6 6

=2870—-285=2585.
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n(nt1)(2n+1) (n=1}-(n-1+1)[2(n-1}+1] 62>
6 6 T 6
czyli a,, =n”, gdy n> 2.

€) @ =258,—8,1=

Odp.:a) @ =1 @ =4 a, =400, b)2585, ) a,=n". )

Cwiczenie 10, Oblicz wyrazy @, a, a@;, @, a; ciagu (a, ), w kiérym suma n poczat-

kowych jego wyraz ow okreslona jest wzorem:

2 e
a)Snzwp b)Snzz—[%] ; C)SHIHZ—FJW.

Uwaga

Ciag mozna okresli¢c miedzy inmymi poprzez:

e podanie wzoru ogolnego na n-ty wyraz ciagu,

e podanie wszystkich wyrazow ciggu, jezeli jest to ciag skonczony,

e podanie wzoru na sume jego »n poczagtkowych wyrazow,

¢ podanie jego pierwszego wyrazu lub kilku poczatkowvch wyrazow 1 reguly
wyznaczania kolejnych wyrazow ciagu w zaleznosci od poprzednich, czyli podanie
wzorn rekurencyjnego ciagu.

e e e e e e e mm mm e ek s e e mme mm mm mm mm e e e ek e i e e R,

[ 2 R .
| Odpowiedzi do cwiczen

] 1.1901,1902, 1903, 1904, 1905, ..., 2000. ;

2.a)5,15,45,135, b)-8,-6,-4,-2, © N ?
2747 8 16 !

99 239 577 7 . ¥ i
VR o S e il 4. fin)—n°, gdzie ne N7, ’
| By= g P51 gnt BT f(n) g :

5. CIPI;I'_—S, (IE_—].E_. (19_—32, alD__4?’ I:I]_]___GE”'

| 6.2) D,—{1,2,3,4,5,6,7,8)— D,

N ——————

b) (a,)—(4.-3,3,-2,2-1,1,0), (5,)—(-7.—6,-5—-4,-3,-2,-1,0).

i) 0,3, 58, 15,-28, B)-2,2,-2,2,-%, &) =,
4797 16" 25" 36

|

|-

|

J| 8.a) q,=2n, ag=16, ay3 =40, b) a, —L 1 _ !
lo

|

J

==, & T Ty
20 T e 207 g

BV S :
21" 157 2 3y '

:

o) g,y 3 a3 by a,_ —dn-5 a4 W+3, © an_l——n2+3n—2, am_L——nz —H. '.
|

I L 5 I !

10.2)1,2,3,4,5, B)l,—, — -, —, ©2,4,6,8,10. {
2" 4 %16 ;
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Zadania utrwalajace

3.1. Wszystkie wyrazy ciggu tworzy sie wedlug pewnej reguly. Ustal przykladows regule
tworzenia kolejnych wyrazow ciagu i zachowujac ja, podaj dwa nastepne jego wyrazy,
gdy:
a) 1024, 512, 256, 128, ..., b) 52, 48, 44, 40, ...,
c)-3,6,-12 24, ..., d)y21.925.28,30;

3.2. Ustal przykladowaregule tworzema kolejnych wyrazow ciggui zachowujac ja, podaj
liczby, ktore nalezy wpisac w nawiasy:

‘ ‘ 11 5 3
a)21; 25, 28, (...} (.- ): 31, 30, By = = fegilackoy =
) (el ) o 7 bkl g
3.3. Narysunku przedstawiono wykres skonczone- a, A
gociagu (g, ). i T 17 y=ay,
a) Podaj dziedzine D, tego ciagn. 3 -
b) Okresl ciag przez wypisanie jego kolejnych f ' l
aAzZOw. 0 . »
W 11 1234567 89%9101112n
=
_3 | ! ! I ! L8 R0

3.4. Wyrazy ciggu (31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31) sg liczbami dni poszcze-
golnych miesiecy roku nieprzestepnego (zwyklego).
a) Czy kwartaly w roku zwyklym i w roku przestepnym maja réwne liczby dni?
b) Czy polrocza w roku zwyklym i w roku przestepnym maja rowne liczby dni?
¢) Ktorym dniem roku jest dzien 1 wrzesma w roku zwyklym, a ktérym w roku prze-
stepnym?

3.5. Podaj piec poczatkowych wyrazow ciagu, jezeli jego wyraz a,, okreslony jest wzorem:

a) anzng—l, b) anszrE, C) anzw,
i+l Z
# ] 1 i 2
dy q, =(-1})"-2°", e) a, = ; D a,=(-1) (n +1).

(-2)"

3.6. Podaj cztery poczatkowe wyrazy nieskoriczonego ciagu { a, ), ktory jest funkcja przy-
porzadkowujaca liczbie naturalnej dodatnie;:
a) je] kwadrat, b) jej szescian.
Napisz wzor na #-ty wyraz tego ciggu.
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3.7. Dlaciagu o poczatkowych wyrazach % , %, % ; %, % , ... Ktorego wszystkie wyrazy
tworzy sie wedlug okreslonej reguly, ustal regule wyznaczania kolejnych jego wyrazow
1 Zachowujgc jg, poda] wzor na p-ty wyraz clagu.

3.8. Rozstrzygnij, czy liczba 100 jest wyrazem nieskoriczonego ciggu (an) okreslonego

WZOTEN:
a) a, =2n-1 b) a,=4n+4, ¢) aH=2”,
d) a, = @, €) a, =2n(12n+1), ) a,=(n+ 1}4.

3.9. Rozstrzygnij, czy w ciggu (a,, ) okredlonym wzorem a, = 4n* 11501, gdzie ne N,
D | wszystkie wyrazy sg liczbami podzielnymi przez 9. OdpowiedZ uzasadm;.

3.10. Okresl, ktére wyrazy ciagu (a, } sa ujemne, gdy:
a) a, =n" -9, b) a, =n*—6n, ) a, =30 —4n+5
d) a, =2n° —4, e) a, =2n" —16, Na =16-»"

3.11. Uzasadnij, ze wykresy ciagéw (a, ) 1 (b, ) nie maja punktéw wspdlnych, gdy:
Rra) an:—nz—ﬁn, b=, b) an:2n3, bﬂzzﬂz—}“i.

3.12. Okresl, ktére wyrazy ciagu (a, } sa réwne zero, gdy:
a) a, =2n(n—4), b) a, =4n° (nz + 1],

C) an:n2+4n+4, d) an:n3—4n2+4n.

3.13. Wyznacz wyrazy ciagu (e, ) ktdre sg liczbami catkowitymi, gdy:

2 2
a) an = n+3’ b) an - . 1’ C) an :10072}1
Fi 7i Fi

3.14. Napisz wzor na n-ty wyraz ciagu (a, ), ktérego suma » poczatkowych wyrazow
okreslona jest wzorem:

2 SH:(SH—I}-H’ b) S :n(n+1)’

f
2 2

¢) S,=(9-n)n.

3.15. Oblicz dwunasty wyraz ciagu (a;,I ) wiedzgc, ze suma # jego poczatkowych wyrazow

okreslona jest wzorem S, = (—1)" - #°.
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Ciag okreslony rekurencyjnie

Jednym ze sposobow przedstawiema ciagu jest okresleme go na podstawie defimicyi reku-
rencyjnej, tj. poprzez podanie jego pierwszego wyrazu lub kilku poczatkowych 1 reguly
wyznaczania kolejnych wyrazow ciggu w zaleznosci od wartosci wyrazow poprzednich.

rPrzykiad 9. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazow nieskofczonego ciagu zdefiniowa-
nego rekurencyjnie w nastepujacy sposob

C]_:Z
a){ ; b) {c, =4
,‘bn :b}e—l +R, gd}f nz2 A
M—L'”_Z;C_l,gdy nz3
Rozwiazanie
a b Cy_st €
" [ b,=b, ;+n,gdy n=2 ar %Z%@d}f nz3
1 C’1:2
1| B =1
) C2—4
2B, =f+2=3
z (71+(72 2+4
) C3: — :3
3| by=b+3=6 2 2
Cs +cy 443 7
4 b4:bz+4:10' 4 C4: 2’} 3: 5 :E
> 8 4

Odp.: @) (b,)=(1,3,6,10,15, ., m(%%{Lii%ﬂfw}

J

Cwiczenie 11. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu zdefiniowanego rekurencyjnie:
a =17 =3
m{l bﬂh

G, =0, 3 gdy n=1" b,.i=b —n>+3gdy n>1"

g1 4 , d) {d, =

Cyyy =86, )2, gdy nz1
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rPrzykiad 10. Ciag (a,} jest okreslony rekurencyjnie w nastepujacy sposob

ay =7
{ L . Wyznacz wzor na n-ty wyraz tego ciagu.

@y =a,+4

Rozwiazanie n|a,,=a,+4

Wypisujemy kilka poczatkowych wyrazow ciagu
(a,) oraz staramy sie odkry¢ zalezno$¢ miedzy n =1
i wartodcig a,,. 1 |a=q+4=7+(2-1}-4

Zauwazamy, ze a, = 7+(n—1)-4=4n+3.

-2

a=a+4=7+(3-1)-4

CI_-I_ :CI3 +4:?+(—|‘—1)4

L

Odp.: q,=4n+3.
4|las=a+4=7+(5-1}-4

J

Cwiczenie 12. Wyznacz wzoérna n-ty wyraz ciagn okreslonego wzorem rekurencyjnym:

a) {al b {bl |
yr] = Ay + 4 bn+1 = 25}1

rPrzykiad 11. Ciag (a,) jest okreslony wzorem ogélnym a, =#” — 2. Okresl ten ciag
wzorem rekurencyjnym.
Rozwiazanie
q=12-2=-1
Wyznaczamy wyraz a,,,

g =(n+1¥—2=n?+2n+1-2

2
@, =n —2+2n+]1 .

Gp

Wyraz a,,,, zapisujemy w zaleznosci od wyrazu a,;:
@, =a,+2n+l
@ =—1

. ) ) ]
Odp.: Wzor rekurencyiny ciagu ma postac )
p yiny ciggu (a, )} mapc {an+1:an+2n+LgdyneN+ J

Cwiczenie 13. Ciag ( an) jest okreslony wzorem ogolnym. Okresl ten ciag wzorem

rekurencyjnym, gdy: a) @, =4n+2, b) a,= g
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Cwiczenie 14, Wioski uczony Fibonacci™® opisal cigg liczbowy nieskonczony
(1, 1, 2, 3, 5, ...), nazywany ciggiem Fibonacciego. Kolejne wyrazy tego ciggu mozna
wyznaczy¢ wedhig ponizszego schematu:

TR "D Vo T T
@ WU @ @ @ @ @ @ 6 -
\"*)-4.1"/1 .\“‘#4./ ‘\‘*)-4.1“/) ‘\\‘Lq./ ‘\\i.pi.”/

Odszukaj w hiteraturze lub w Internecie informacje o Fibonaccim 1 opisanym przez niego
ciggu. Podaj przyklady zjawisk ze swiata przyrody, kiore opisuje ten cigg.

E ; \ 1111
V1L (a,) = (7.4,1,-2,-5,.., b) (8,)—(5760,-13..), o (ex) [Z’Z’Z’Z"“]’
I d) l:dn)z[l, 2,2,],%,“.]. 12, a) aﬂ—gn_]_g’ b) bn=ln_

l

l {ﬂl_ﬁ {ﬂl_l

13.a , b §
| ) \an+1—an—|—4, gdy ne N ) !ﬂn+1_3ﬂn,gdy ne N©
|

e T . . " L . e . . ™ L™

T S— S — S

Zadania utrwalajace

3.16. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazow nieskoficzonego ciggu (%) zdefiniowanego
wzorem rekurencyjnym:

a1=1

a 1 . b .

) %1 =~ 8y neN"’ ) {a}eﬂ =n-dy, gdy neN"

Fi

ﬂlzg

C . . + 2 .

S~ ]) Byl el ﬂn+1[l( 1 )ZJQH, gdy neN"
n+1

3.17. Zapisz wzér rekurencyjny ciggu (g, } okreslonego za pomocg opisu stownego i oblicz

wyraz piaty.

a) Pierwszy wyraz ciggu jest rowny —2. Kazdy kolejny wyraz jest rtéwny roznicy kwa-
dratu wyrazu poprzedniego 1 liczby 4.

b) Pierwszy wyraz ciggu jest réwny /2. Kazdy kolejny wyraz jest o polowe mniejszy
od poprzedniego.

¢) Pierwszy wyraz ciggu jest rowny 0, a drugi wyraz 1. Kazdy kolejny wyraz jest po-
dwojong sumg dwoch poprzednich wyrazow.

¥ Czytaj: Fibonacz.
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[al:azzl

Ian+2 = Ian+l + an

3.18. Oblicz a, + @, + a;, gdy

3.19. Cigg (p,) jest ciggiem pdl kwadratéw o boku n, gdzie ne N, Okredl ten ciag:

a) wzorem ogolnym, b) wzorem rekurencyjnym.

3.20. Wyznacz wzér na n-ty wyraz ciagu (ne N7) okreslonego wzorem rekurencyjnym:

a) {al :4_ , b) {al = , c) {al = ]._U' ,

Qi1 = Gy -2

1
th =— = Y
=3 =2
d){m V5 &) 2_1, f){l
Byl = -
#

3.21. Ciag (a},j ) gdzie ne N7, jest okreslony wzorem ogdlnym. Okresl ten ciag wzorem
rekurencyjnym, gdy:
a) a, =5n, b) a,=3-4n, ¢) a,=2-3"7

Monotonicznos¢ ciaggu liczbowego

Kazdy ciag liczbowy jest funkcja, ktore| dziedzing jest zbior lub podzbidr zbioru liczb
naturalnych dodatnich.
Definicje okreslajace monotonicznos¢ funkeji odnosza sie réwniez do ciggdw liczbowych.
Wsrod ciggow liczbowych mozna wyrdzni€ ciggi: rosnace, niemalejgce, malejgce, niero-
sngce oraz ciggi stale. O takich ciggach mdwimy, Ze s monotoniczne.
Monotonicznosc ciagn (a, } okredlamy, badajac znak réznicy a,,, —a,.

Definicja

Dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n (ne V') ciag (a, } nazywamy:

® TOSNACYIIL e niemalejacym, ® malejacym, @ nierosnacym, @ stalym,

gdy gdy gdy gdy gdy

a,.1—a,> 0, L L =10, 4,2, < 0, L B <0, Byl 8y = 0.
a}"i an an an a}"i

& @ ® -
| L g 48 ¢ ©
1 e 1|-ee 1 = 1 e 1
> > o3 > >
0 | | n 0 1 'm0 | 1 n 0] 1 n 0] 1 >
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Cwiczenie 15, Ciag (a,) ma pig¢ wyrazow. Narysuj wykres ciagu (a,) i okresl, czy
ciag ten jest rosnacy lub niemalejacy, malejacy lub nierosnacy czy tez staly, gdy:

12

2) g,=— b) a,=n’—4, ¢ a,=v2.

( Przyktad 12. Zbadaj monotonicznos¢ ciagn okreslonego wzorem ogolnym:
a) @, =3n—5 gdy ne N, b) b, =%, gdy ne N¥, ¢)c,=n"—4 gdy ne N*.
Rozwiazanie
Aby okresli¢ monotonicznos¢ ciggu, badamy znak roznicy a,, —a,,
a) a,, =3(n+1)-5=3n+3-5=3n-2,
a,,—a,=3n-2-(3n-5)=3n-2-3n+5=3 czyli a,,, —a, > 0.
Cigg (a,} jest rosnacy.

11
b) be']- = 2n+l = 2_2?1’
L= — 1 _i—l_z—_ 1 — 1 n+l
ORGP 0 3k P —

— : <@, czyli b, —b, <.

Al
Ciég (b,} jest malejacy.
€) Cpy=(n+1)’—d=n*+2n-3,
By =16, :n2+2n—3—(ﬁ2—4]:n2+2n—3—n2+4:2n+1,
2n+1>0,gdy ne N", czylic ;—c, >0,
Ciag (c,} jest rosnacy.

Odp.: a) (a, ) jest ciagiem rosngcym, b) (b, } jest ciagiem malejacym,
c) (c,} jest ciggiem rosnacym. J

Cwiczenie 16. Zbadaj monotonicznos¢ ciggu okreslonego wzorem ogolnym:

a) a, =n+2,gdy ne N", b) b, zgin, gdy ne N', ¢)e¢, :l, gdy ne N™.
m

rPrzykiad 13. Oblicz szes¢ poczatkowych wyrazdw ciggu (a,} okreslonego wzorem

ogolnym a, = ﬂ 1 zaznacz je w uktadzie wspolzednych.

Fi

Czy jest to ciag monotoniczny?
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A
Rozwiazanie ?fu *
1 2 |
e e
3 4
%z%z—"lé. adr:(_%zﬁl, :
4
_(_2}5_ 62 _(_26_102 :2 | & '
" s 5 =" 3 [

‘av.

Zauwazamy, ze q < @, dle a, > a, zatem zadenzwarunkéw 6| 1 2 3 4 56 |

monotonicZnosci ciggu nie jest spelniony. : =i

Odp.: Ciag (a, ) nie jest ciagiem monotomicznym.

(=3)
n+1’
gdy ne{l, 2,3,4,5,6}. Okresl, czy ciag jest monotoniczny. OdpowiedZ uzasadmij.

Cwiczenie 17. SporzadZ wykres ciagu (a,} o wyrazie ogdlnym a, =

rPrzykiad 14, Uzasadnij, ze cigg okreslony wzorem ogélnym a, =(—1)" nie jest mo-
Notomczy.
Rozwiazanie
Isposob
Badamy znak roznicy a,_, —a,
a1+ 7
G =(-1" ==L (1),
+l 3 n i
=, = (1) = () = () (=) =2 (1)
. |2, gdynjest nieparzyste
Zauwazamy, ze —2-(—1) :{ 8 ‘l Ry
—2, gdy »n jest parzyste
wiec cigg («,} nie jest monotoniczny.
11 sposob
Zauwazamy, ze g =—L aa=L a,=—1 a,=1 ..
Kolejne wyrazy ciggu na przemian sg roznych znakow, wigc ciag (aﬂ) nie
jest monotoniczny. J

Cwiczenie 18. Uzasadnij, ze nie jest monotoniczny ciag o wzorze ogdlnym:
a) a, =(—1)"", b) @,=5-(-1)"
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Odpowiedzi do cwiczen

15. Cigg (a,) jest: a) malejgcy, b)rosngey, ©) staby. 16. Ciag (a,) jest: a) rosngey, b)malejgcy,
c) malejgcy. 17. Ciag (aﬂ) nie jest menotoniczny (cigg naprzemisny).

18. Wskazowka. Zauwwaz, ze ciag (a,) mawyrazy. a) 1,-1,1,-1, ..., b)-5,5,-5,5, ...

Zadania utrwalajace

3.22. SporzadZ wykres ciggu okreslonego wzorem a, =(-1}" -n+n gdy neil,2,.. 6}

Czy jest to cigg monotoniczny?

3.23. Wyznacz wyraz a,,, ciggn (a, ), gdy:

3n
2 2
a)a =n —1, b) a, =2n", €) @ =——
) a, ) ) @, =——
2
d) a,=3n-#n", e) an:2—3n, f) anzl_n :
n+l1 2n
3.24. Zbadaj monotonicznosc ciggu okreslonego wzorem:
a) a, =2-5n by a, =n"+n, ¢)a,=n —|, d) an:n—_l.
n+1

3.25. Ciag (a,} okreslony jest wzorem
3n, gdy njestliczba naturalng parzysta
e {En +1, gdy njest liczbg naturalng nieparzystg
a) Podaj 10 poczatkowych wyrazéw ciagu (a, )

b) Czy ciag (a, } jest ciggiem monotonicznym? Odpowied# uzasadnij.

3.26. Na rysunku przedstawiono wykres skoficzo- 4 i
Bl_nego ciagu (a, ) : ERNPY
a) Okregl ten cigg przez wypisanie jego wWy- -‘; ' i ||
razow. 123ssersonnnxy

b) Czy ciag ten jest ciagiem monotonicznym? 1 BEEEEEE ]
OdpowiedZ nzasadnij. —3 | [ ] | I

3.27. Wykaz, ze ciag (a, ) jest monotomiczny:

a)a, =4-—n, b) a, =n" — 2 €) a,=n" +4n,

2
ay sl 8 e na=" .
M n+2 n+l




Zestaw powlorkowy

T

Zestaw powtorkowy

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Ciag (a,, ) okreslony jest wzorem a,, = 1 gdy ne N Wynika z tego, ze:

Pt

k-1 2n 99 —n k+1

ik anre = SRR Ty P R

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Szosty wyraz ciggu (g, } okreslonego wzorem a, =2" —n+1 jest réwny:

A. 16, B.27, C. 28, D. 59.

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Malejacy jest ciag (a, ) okreslony wzorem:

ks

A G=-r+6n Ba=2-2n  Coa=3+in  D.a=(-If"

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Liczba wyrazéw niedodatnich ciggu (a, } okreslonego wzorem a, =n” —6n+5
jest rowna:
A3, B. 4, S D. 6.

. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F— jesli jest falszywe.

=i
Ciag (a,} okreslony jest wzorem rekurencyjnym {al :
a ., =2a +n—4
a=2a, P|F
= +a, P|F
a-a = a, P|F
&+t da =12 P|F

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a, } okreslonajest wzorem S, =3n—2.
Trzeci wyraz ciagu (a, ) jest réwmny:
A3, B.=l, C.7 D. 1.



12 3. Ciggl liczbowe okreslone wzorem ogdinym i rekurencyinym

7. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwqg odpowieds sposrod podanych.
Ciag (@, ) wktorym S, =n° +2rn ma wzdr ogdlny:
A g =2n-1 B. a =#n’ €. 9. =251l D. a,=n"+2n.

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowieds sposrod podanych,

Na rysunku przedstawiono wykres ciagu (a, } a2 A
okreslonego wzorem: 5% S N O ) B
A a =2n B @ —=#n—2 el T e T ]
<) O S
L ]
. &, :E, L 9 = —ln. =
2 2 o 112lalals
9. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowieds sposrod podanych.
Ciag (b, )} okreslony jest wzorem b, = n* —4n+3. Wyrazy ciggu réwne zero to:
A b 1b, B. 41b, C. H1b, D. b ib.
10. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Malejacy jest ciag okreslony wzorem:
A g = —(P‘.H— 1)2, B @ = (—-\En)n, € 4= [_—2] ; D. a =n’ —6n
m

11. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

_ , _ 7 o N
Cigg (a, ) okreslony jest wzorem a, =" Roéznica a,,, —a, jest rtowna:

, B. 2n—|—1, c D. rz+2.

Al " l’
2 2 2

bd |

12.8uma S, =g +a,+a;+..+a, ciggu (a,} jest réwna 2"
Diokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowieds sposrod podanych.
Pigty wyraz tego ciggu jest rowny;
A. 16, B. 32, C.8, D. 2.

13. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Osmy wyraz ciagu @, =log, n+log, i jest réwny:
A. 4, B. 8, C. 6, D. 0.
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Pojecie ciggu arytmetycznego
Wsrod ciagow liczbowych wyrdzniamy ciagi arytmetyczne 1 geometryczne.

Definicja

Ciagiem arytmetycznym (g, } nazywamy ciag liczbowy co najmuiej trzywyrazowy,
w ktorym kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu
poprzedniego liczby », zwanej réznica ciagu.

@ TP D ATE . B
//'\_?.'/‘\ /"u._r-'“"x* u._E\/*-h_-'.'.'\\ /"'-M_?'J‘-\ /"&j
al az a3 a4 as a6 A

= Cwiczenie 1. Cigg arytmetyczny (a,} okreflony jest grafem. Przepisz przyklady do
zeszytui w miejsce [l wpisz brakujace liczby. Podaj wyraz « i rdznice #.

D) sl EE<Els P B rEarE@
100 88 [ I ] 20

Cwiczenie 2. Podaj réznice r ciagu arytmetycznego (a, ), gdy:

2) (a,)~(~2,0.42,.) b) (a)=[%%§) & (a,)=(1,95; 182, 1,69:...)

rPrzykIad 1. Ciag (a,} okredlony jest wzorem a, =3n—2.
a) Oblicz wyrazy: a, a, @, as, a.
b) Oblicz réznice: a, —a, @& — @, dg—ds, Ay — Ao
¢) Wyznacz roéznice a, ., —a,,

d) Czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym?

Rozwiazanie
a) @=31-2=1 i b) @ —a=4-1=3
a=32-2=4 | ay—a=7-4=3
a4 =33-2=7 | ag—as=16-13=3
& =552 =13 I yy— g =3-20-2—(3-19-2) =3,
a3 -B-F=16 !

Q) ayy—a,=3(a+1}-2-(3n-2}=3n+3-2-3n+2=3
d) Ciag (a, ) okreslony wzorem a, =3n—2 jest ciagiem arytmetycziym,
bo r=a,. —a,=3 gdy ne N". J
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Cwiczenie 3. Ciag (a, ) okreslony jest wzorem a, =3 —2n.
a) Oblicz wyrazy: a, @, dg @ @gr.

b) Wyznacz WYTAZY. 4,5 &y 1 Bopp s

¢) Wyznacz roznice a, ; —a,,

Czy ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym?

Uwaga
e W ciagu arytmetycznym (a,, ) réznica r okreslona jest wzorem

r=a,,—a,gdzie ne N".

"+

e Ciag arytmetyczny mozna okresli¢ wzorem rekurencyjnym:

Hl = . - .
: gdzie a —pierwszy wyraz ciagu,
+
a,,=a,+7, gdy ne N r —roZnica ciagu arvtmetycznego.

rPrzykIad 2. Oblicz rézmice r ciagu arytmetycznego (a, } oraz podaj trzy nastepne jego

wyrazy, wiedzac, ze dwa poczatkowe wyrazy tego ciagu to:

a)0i0.25 b)10i7.

Rozwiazanie

Z warunkow zadania:

a) ¢g=01a =025
r=a,—a=025-0=025
ay; =a, +r=0254+0,25=0,50
ay=a,+r=0,5+0,25=0,75
e =ity +r=07540,25=1

by @y=101ia, =7
r=a,—a=7-10=-3
ay=a, +r=7-3=4

a,=a;+r=4-3=1

g =g ¥ r=1-3=-2.

Odp.: 2)0,5; 0,75: 1, b)4, 1, -2. J

Cwiczenie 4. Oblicz roznice #1podaj trzy nastepne wyrazy ciggu arytmetycznego (a],Ji )
gdy jego kolejne poczatkowe wyrazy to liczby:

ay7, 12, 17, ... b4, 4. 4,4, ..., c) 1; 0.9; 0.8 0.7

Cwiczenie 5. Zapisz w postaci rekurencyjnej ciag arytmetyczny (a,) gdy:
a) a =2n-1 b) a,=3n+2, ¢) @, =—5n++/2.
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Uwaga

Z definicji ciagu arytmetycznego {a, ) o roznicy »wynika, ze:
Bt r=a ., L 2r=a,. ., g, thkr=a.,.4
=i, B, —2r=a. - . —kr=a. -

Nustruje to ponizszy graf,

a,.4 e

Cwiczenie 6. Oblicz, ktory wyraz ciggu arytmetycznego (an) 0 TOZNICY F otz ymanmy,
gdy do jego piecdziesiatego wyrazu dodamy:
ayr, b)7r, -7, d)15r, e)-dé6r ) 49~

r Przyktad 3. Wyznacz wzor na p-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,) o réznicy r
1 plerwszym wyrazie .
Rozwiazanie
Z definicji ciggu arytmetycznego:
& =a+r=a+(2-1}r
ay = a2+r:.a_1v+_}:+r: @+2-r= a1+(3—].}-r
&)
ay=a;+r=aq+2r+r=a +3-r= a1+(4—l)-r = a,=aq +(n—l}r.

— —
&3

as =a4+r=a1+3r+r=a1+4-r=a1+(5—1}-r
Ik_.v—f'

a4

Odp.: a,=a,+(n-1)r. J

Twierdzenie
Jezeli w ciagu arytmetycznym (a,, } wyrazem pierwszym jest & irdznica jest r,

to ciag ten okreslony jest wzorem a,, =a; +{n—1)-7.
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Cwiczenie 7. Oblicz wyrazy: a@;, ay, a3 dgp @, Ciagu arytmetycznego (a,,) o 162-
nicy », w ktorym:

a) 611:4, r:2> b) a]_:O, ."':—3, (:) a1:5, F= O,
d) a, =5 r=-1 e) ¢y =3, r=4, 1) ag =60, r=—2.
Uwaga

Liczby naturalne a,, gdzie ne N, ktdére przy dzieleniu przez dodatnig liczbe natural-
na k dajg reszte p, tworzg cigg arytmetyczny (a, ) o wyrazie ogolnym a, = p+k(n—1}.
Na przyklad, jezeli: @, =1+3(n-1), to(a,)=(L 4, 7, 10, 13, ...},

a, =3+ 4(?1—1}, to (an)z (3,_ Tl 15 19 }

Cwiczenie 8. Podaj wlasno$¢, jaka maja liczby tworzace ciag arytmetyczny ( a,,)
okreslony wzorem: a) a, =2n+1, b)a,=2n-1 ¢)a,=5n+3, d)a,=5n-2.
Podaj tizy poczatkowe wyrazy tego ciagu.

Cwiczenie 9. Napisz ogdlng posta¢ wszystkich liczb naturalnych, ktére:
a) dzielg sie przez 5 bez reszty, b) pizy dzielemu przez 5 dajg reszte 2,
¢) przy dzieleniu przez 8 dajgreszte 7, d) przy dzielemu przez 4 dajg reszte 2.

rPrzykiad 4, W 1582 roku papiez Grzegorz XIII w wyniku odkry¢ astronomow epoki
renesansu wprowadzil reforme kalendarza. Ustalono, ze lata podzielne przez 4 beda
przestepne, z wyjatkiem tych lat, ktére koticzg sie cyframi 00 i nie sg podzielne przez

400. Pozostale lata to lata zwykle.

a) Wypisz te lata zwykle, ktore minely od czasu powstania kalendarza gregorianskiego
1 ktore konczyly sie cyframi 00. Czy tworzg one cigg arytmetyczny?

b) Ktory rok byl setnym rokiem przestepnym, liczac od czasu powstania kalendarza
gregorianskiego?

Rozwiazanie

a) Lata: 1700, 1800, 1900, tj. liczby 1700, 1800, 1900, tworza trojwyrazowy ciag aryt-
metyczny, w ktorym ¢ =1700 1 #=100.

b) Zauwazamy, Ze lata przestepne sg liczbami naturalnymi wiekszymi od 1582 1 po-
dzielnymi przez 4. Zatem liczby wyrazajace lata podzielne przez 4 od roku 1584
tworza cigg arytmetyczny (a, ), w kidrym a =1584 oraz r=4. Wyraz aygq,s (bo
lata 1700, 1800 i 1900 nie byly przestepne) jest setnym rokiem przestepnym, czyli

gy =@ +102r =1584 +102 -4 =1992. ay—a +{n—1)-r

Odp.: Rok 1992 byl setnym rokiem przestepnym od czasu powstania kalendarza gre-

gorianskiego. J
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Cwiczenie 10, Ile bylolat przestepnych od czasu powstania kalendarza gregorianskiego
do kofica XTX wieknu? Pamietaj, ze lata 1700, 1800 i 1900 nie byly przestepne.

rPrzyldad 5. Ile jest liczb naturalnych dodatnich podzielnych przez 7 i mniejszych

niz 10007

Rozwiazanie
Zauwazamy, zZe liczby naturalne dodatnie podzielne przez 71 mmniejsze niz 1000 tworzg
skoficzony ciag arytmetyczny (a, ) o réznicy r, w kidrym

ag=1, r="T.
Najwiekszg liczba naturalng mniejsza niz 1000 1 podzielng przez 7 jest 994, wiec
a, =994.
Zatem  994=7+(n-1)-7, skad n=142. -y +{n—1)-r

Odp.: Liczb naturalnych dodatnich podzielnych przez 71 mniejszych miz 1000 jest 142J

Cwiczenie 11. Oblicz, ile jest liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez:
a)2, b3, o4, d)ys, e11, H7

Odpowiedz i do ¢wiczen

l.a) @y =100, r=-12, b) =14, r=3 2. r=+2, b) r=%, ¢} r= D13
doay oy =1, az=—1, az=-5, ay;=-37, a;;, =-318,

b) a,=1-2n, a, 1 =5-2a, ay,=3—4n, g,y =—5-2n, ) g,y —a,=—2,tde
4.@) r=5 22,2732 b)r=0, 4,44, o) r=-01 0,6 0,5 0,4

4 Ialzl b) Ia1=5 9 {alz\ﬁ—S

Lam_l =a,+2

N

. Wekazdwka, Oblicz #=a, 4 —a,

Lan+1 =a,+3 Gpy]l =8y —

L

.a) a5, b) g, €) ay, d) @, ) ay, 0 g
T.a) az; =16, ayy =42, a3 =88, oy =202, g, =2n+2,

b)Y @y =—18, a2 =—37, ay3 =-126, app=-2%7, g, =-3r+3, Q gr=gyy=a43 =g =8, =3,
d) a; =0, azpg=-13, ay3 =36, ayg =93, a,=—a+7,

B) ty =21, ayy =773, ayy =103, gy =393, a,=4n—"7,

#. a) Liczby, ktore przy dzielen przez 2 dajg reszte 1, 3, 5,7, b) liczhy, ktére prey dzieleniu przez 2 dajgreszte 1;
1,3, 5, o liczby, ltdre prey dzieleniv przez 5 dajg reszte 3; 3, 13, 18, d) liczby, ltdre przy dzieleniu przez 5 dajg
reszte 3; 3,8, 13

9.8) a,=5n, b)a,=5-3, ¢) a,=8xr~1, ) a,=4n-2. 10.77.
11.2)45, bY30, 922, d)15 &9 D13

.
e —————————— e — S — ——— e ——
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Zadania utrwalajace

4.1. Na rysunku przedstawiony jest wykres ciggu. Czy jest to ciag arytmetyczny?

a) b) c) d)

a, a, A a. A a,. A
-1 SO S S | 1+ eo— | | N N N B 1
61 0754+ ¢ S P A !
41 05+ & | y A 101
21 025+ % e 1 st % e,

3 T . . R

20123'}‘1 101 23 4 mn 01 2 3 i 5__012_34}*‘1
y SARL 101

4.2. Przepisz przyklad do zeszytu i wiedzac, ze cigg arytmetyczny ma piec wWyrazow,
= wmiejsce [l wpisz brakujace liczby.

g
=
==

a)(]-: Sr 9: .5 .): b) (_6> .:» _349 .: _62):
4
C)(., 9:-.9 ]-:-.)p d)(.: 0:-.9 E:» .)
4.3. Napisz wzor na r-ty wyraz ciggu arytmetycznego, ktorego dwoma poczatkowymi
wyrazami s3 liczby:
V3
a)5, 9, b) 10, 3, C) 2,0, d) g 8 0.

4.4. Oblicz wyraz pieTwszy « 1r10znice r ciggu arytmetycznego (an) 0 wyrazie ogolnym:
a) a, =15n-12, b) a, =3—14n,

¢) a,=8-6n, d) a, =4+3n. el r n| a,
3 2 |20l
4.5. Przerysuj tabele do zeszytu i wiedzac, ze ciag (g, ) 1
f; jest ciggiem arytmetycznym o réznicy », w miejsce [l a3 _25 . 28
- wpisz brakujaca liczbe. s 15 | _ss
o5 (| 21 | 105

4.6, Oblicz wyrazy & 1 a, ciagu arytmetycznego (a, ), gdy a5 =3, r=2.

4.7. Sprawdz, czy cigg okreslony podanym wzorem jest arytmetyczny.

a) @, =3n-2, b) b, =3n" -2, 9 o g a0 d —2?
Fi

2 y
e) eﬂ:_n_l’ f) -}‘;ﬂ :(n+2) _n2, g) h}&‘:g}’i+1_gﬂ’ gdZIB g :n2+l-
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4.8.Podaj, ktory wyraz ciggu arytmetycznego (an) 0 tOZnicy r otrzymamy, gdy do jego:
a) dwudziestego wyrazu dodamy jednomian —12 - #,
b) trzydziestego wyrazu dodamy jednomian 113- #,
¢) setnego wyrazu dodamy jednomian —98-r.

4.9.Ciag (4, ) jest ciggiem arytmetycziym o réznicy r. Oblicz:
a) 616 1 .5112, gdy fl]_ :—3 1 ]‘:3, b) %U 1 6140, gdy a]_l :30 1 1‘,‘121 :20,
C) a1 agy gdy as =81 r=-12, d) a; 1 a gdy ;=01 r=Ilogl
4.10. Przepisz przyktad do zeszytu i wiedzac, e ciag (a, ) jest ciggiem arytmetycznym
—' ordznicy r, w miejsce [l wpisz brakujaca liczbe.
a) 4 =35, as=1 a = b) a; =11 @, =7, =M
) a=4 a,=19, a,=1 d) o =M a=32 a,,=92
4.11. Podaj whasnosc, jakg maja liczby tworzgce ciag arytmetyezny (an) okreslony wzorem:

a) a,=7n—06, b) a, =6n+3 c) a,=6n-3
d) a,=9n1+7, €) a,=9%m-2, f) a,=8n+5.

4.12. Czy liczba 1000 jest wyrazem ciagn arytmetycznego (a,, ), gdy:
a) a, =3n+1 b) a, =5n—-4 ¢) a,=15r+10.
4.13. Liczby 21 7 83 dwoma poczatkowymi wyrazami nieskorczonego ciggu arytmetycz-

nego. Ktore wyrazy tego ciggu nalezg do przedziatlu (500; 520)?

N =10
4.14. Ciag (an) okreslony jest wzorem rekurencyjnym “ , gdzie ne N™.
D[ W o

+1 n
Wykaz, ze ciag (a, } moze by¢ okreslony wzorem a, = 2n+8.

3n+1
4.15. Ciag (a,,) okreslony jest wzorem a,, = LB

e SprawdzZ, czy jeg0o WYIazy @, sy, sy

w podanej kolejnosci tworzg trzywyrazowy ciag arytmetyczny.

4.16. Uzasadnij, ze ciag (a,, ) jest ciagiem arytmetycznym, gdy:

D[

a) q,=n—>35, b) a,=2-3n C) a, :(n+3}2—n2.
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Witasnosci ciggu arytmetycznego

Monotonicznosc ciggu arytmetycznego zalezy od roznicy r tego ciggu.

Uwaga

 Cigg arytmetyczny (a, } 0 réznicy r jest:
= rosnacy wtedy i tylko wtedy, gdy # >0,
= malejacy wtedy 1 tylko wiedy, gdy #< 0,
= staly wtedy 1 tylko wtedy, gdy #=0.

o & & —

?1* F:’O nA F‘(O HA F—O

dq1— T . T T % & & 6 & @
dg 40— L | | @ ! S

Agg— 1 L 1 1 o | | gt —

dy + — T a1 — @

o — > dg > f— e
az__01234567n aﬁ__012345g_?n 01 23 4356 7n
al__ & } } } ! } EI?._ ! ! ! ! .

» Wykresem ciggu arytmetycznego (g, } jest zbiér odosobnionych punktéw (n,a,, )
gdzie ne N'i g, =a +(n—-1}-r.

rPrzykiad 6. Oblicz réznice » ciagu arytmetycznego (a, ) i podaj, czy jest to ciag ro-
snacy, malejacy czy staly, gdy jest on okreslony wzorem: a) a, =7n+3, b) b, =7-3n.
Rozwiazanie
a) r=a,-a,=T(n+}+3—(7n+3)=7, r=71ir>0.
— e —_—y—

Gl a

b) r:bml—ﬁn:7—3(n+1)—(7—3n):—3, p=—3 ),
: b
-l ]

Odp.: a) r="7, (@, ) jest ciagiem rosngcym, b) r=-3, (b, ) jest ciagiem malejqcym.J

Cwiozenie 12. Zbadaj monotonicznod¢ ciggu arytmetycziego (@, ) okredlonego wzorem:
a) aﬁ,:?}ﬂ_L b) an:-q-—ﬁm C) a}i:?, d) an:ﬁ?‘;—z.

Cwiczenie 13. Okresl, czy nieskoficzony ciag jest ciagiem arytmetycznym, gdy jego
wyrazy spelniajg warunek:
a) @, —a,=2, b) b,.» —b, =8, €) Cpy1 —€, =6,

d) d,.—d,=n €) €43 — €1 =10, Lo — fo=2x, pdzie ye R
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Twierdzenie
W ciagu arytmetycznym (a, } kazde tizy kolejne wyrazy a, . a,. a,.,,
gdzie n > 2, spelniajg warunek a, = %

. s @, 1+a
Z (zaloienie). (a,) — ciag arytmetycziy o r6znicy », | T (tezay: a, = %
neNtinz2, |
Dowéd. a, (+a, =a,—r+a,+r=2a, a,—r—a,
ayt¥—a
+
2a,=a, 1+a,; © a,= w cHw.
Uwaga
W ciggu aryvtmetyeznym kazdy wyraz, oprocz wyrazu pierwszego g = T +@&,
1 ostatmego, jest srednig arytmetyczng wyrazow sgsiednich. # 2

rPrzykiad 7. Czy liczby 3, 2, 4—f3, w podanej kolejnodci, sa wyrazami pewnego
ciggu arytmetycznego?

Rozwiazanie
an_l:ﬁ an—1+an+1 _'J§+4_J§_2 czy]i

|
|
(122 | 2 2
|
|

il = 4- Jg

| _2" Lyl —a,.
Odp.: Liczby +f3, 2, 4—+f3 sa trzema kolejnymi wyrazami pewrego ciagu arytmetycz-
A1+ Ayt —

H J
Cwiczenie 14, Sprawdz, czy tizy liczby wpodanej kolejnosci, sg wyrazami tego samego
ciggu arytmetycznego.

a) 2— 33, J_l 2443, 1) 74-~37.37. 37, ) 3,4, 5.

342

nego, poniewaz

Cwiczenie 15. Dla jakiej wartodci x liczby w podanej kolejnosci sg wyrazami ciagu
arytmetycznego? a) 3, x, 12, b) 2x—14,7, ¢ 2, 4x+1 2x%  d)2, x> +1 2x°
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rPrzykfad 8. Wyznacz réznice dwoch réznych dowolnych wyrazow ciagu arytmetycz-
nego (a,} okreslonego wzorem ogdlnym a, =@ +(n—1}-r i wyraz jego roznice r
w zaleznoscl od tych wyrazow.
Rozwiazanie
Niech g i a,, bedg réznymi wyrazami (& = m} ciagu (g, ), wtedy:

@, —a,, :a1—|—(k—1)-r—[a1+(;n—1)-}*]:kT—;n;',

7. )
2k o

Qy — Ay

k—m J

zatem @ — Gy =(k—m}-r, czyli #=

rPrzykI'ad 9. Miedzy liczby 16 i 4 wstaw piec liczb takich, zeby lacznie z danymi two-
rzyly ciag arytmetyczny.
Rozwiazanie
Niech (a, ) bedzie szukanym ciggiem arytmetycznym, w ktorym o =16 i a; =4.

Igposéb | IISPOSéb
a;=ay +6r | 16,8 ® @ © @ 4
4164 6r A Y MY M
) : G G & Yy G5 g
| ar — 4-16 o —a,
— — :—2 =
| 1 7f ke
Majac dane @ =16 1 r=-2, znajduyemy a, =14, a; =12, a, =10, g =8, a,=6.
Odp.: Nalezy wstawi¢ liczby: 14, 12, 10, 8, 6. J

Cwiczenie 16, Miedzy dwie liczby a i b wstaw takie trzy liczby, aby lgcznie z danymi

tworzyly ciagg arytmetyczny, gdy:
a)a=31 b=251, b)e=3041i b=80.

rPrzykI'ad 10. Oblicz wyraz pierwszy «; iréznice ciagn arytmetycznego (a,, ), w ktérym
Rozwiazanie
) a; =132 _ a;+6r =132 {a1:84
I sposob , wiec , 8 ;
a5 =196 a +14r =196 | =g
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_@5—a; 196-132

IT sposob ¥ 8,
15-7 8
a;=a;+6r, czyli 132=a +6-8 skad ¢ =132-48=84
Odp.: ¢ =84 r=8. J

Cwiczenie 17. Oblicz wyraz pierwszy a; 116Znice r ciggu arytmetycznego (g, ) w kto-
rym:a) @¢s=—131ag;=-3l b)a=71a=11, ) a=-11a=15

Uwaga
Wyznaczyc cigg arytmetyczny (aH ) toznaczy znaleZ¢ jego wyraz plerwszy «; 110znice r.

Odpowiedzi do cwiczen
12. Ciag: a) rosnacy, b) malejacy, c) staly, d) rosngey. 13. a) Tak, b) tak, c) tak, d) nie, ) tak, f) tak.
14. a) Tak, b)tak, c)nie. 15.2)x =75, b)x=1, ¢) x =0, x,=4, d) x=R.

16.a) 65,127,189, b)248,192,136.  17.a) ¢;——1, r—=3, b) @, =3, r=2, ¢ a——13, r=4.

Zadania utrwalajace

N @y A
4.17. Na wykresgie zaznaczono dwa punkty nale- 6 N .
Dl zgce do wykresu ciagu arytmetycznego (a, ) " RS
Uzasadnij, ze ciag (a,, ) jest malejacy.
2 ®
4.18. Zbadaj monotonicznoi¢ ciagu arytmetyczne- | .
go (a, ) wktorym & =3 i a; = 3as. 0 123456789101112n
4.19. Wyznacz ciag arytmetyczny (a, ) W ktérym:
=10 =7 +ay, =—10
2) ds , b) 9% , &) gy Tz _
ag =—6 a+a; =15 g+ agy =—4

4.20. Miedzy liczby 11 15 wstaw:
a) piec innych liczb, b) szes¢ innych liczb,
takich zeby lacznie z danymi tworzyly ciag arytmetyczny.

4.21. Oblicz x, wiedzac, ze kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego sa:
a) 7, x, 2, b) 3x+2, 4x—1 5x—4, C) x2+1,x3, xz—l,
d) l, 3, i, e) x+4, 4x, x°+8 f) x> —10, 10x, x*+ 60.
¥

2x
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4.22. Uzasadnij, ze trzy liczby w podanej kolejnosci sg wyrazami ciagu arytmetycznego.

Bra) 4,0, 4, b)3,9; 3,3; 2,7,
A V2-1 242, 32 +1, d) 243-3 J3+15,
1 17 3 12
@) —=— ML : +1 35+2,
N 32 -1 D -2 Fo
o) log, 4, 8log, 2 2log, 8, h) 20-10% 5:10° 0,8-10°,

4.23. Ciag (a, ) jest ciagiem arytmetycznym. Oblicz:
a) as+aps jesh g +a;=35
b) a+a+a+ap jesh a;=3
C) as+ag+ay jesi a;+a =10,

d) 514+a7+a9+c112, Jeéh 613+618+£110+£111:4.

4.24. Naantostradzie kierowca utrzymuje stala predkosc réwnag 120 kilometréw na godzine.
Co trzy minuty sprawdza na liczniku liczbe przejechanych kilometrow. Jesli pierwszy
odczyt z licznika byl réwny 7115, to jakie liczby powinien odczytac ten kierowca
w ciggu najblizszego kwadransa?

4.25. Rok sloneczny jest rtowny 365,2422 dni, a rok gregonanski 365,2425 dni. Kalendarz
papieza Grzegorza XIII wyprzedza wiec przyrode o 0,0003 dnia na rok. Po ilu latach
kalendarz gregorianski wyprzedzi przyrode o jeden dzien?

4.26. Wiedzac, Ze ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym, wykaz, ze réwniez ciagiem
2l_aryt1'r1t—:tyczn§.f1'r1jest ciag (b, ), gdy:

a) b, =2a,, b) ,=a,+3 c) b, =a,—4

d) "5}1 = 4(2},1 —3 e) bn =Gy~ 3(2}1-' f) bn = 2a}’1+2 + a0

4.27. Dhugosci bokow trojkata sg liczbami naturalnymi i tworzg ciag arytmetyczny, kiorego
suma jest rowna 12. Wyznacz te dlugosci.

4.28. W ciaggu arvtmetycznym (an) suma czterech poczgtkowych wyrazow jest trzykrotnie
wigksza od sumy czterech nastepnych wyrazow. Oblicz roznice rtego ciagu, jesh g =1.

4.29. Dhugosci bokow trojkata prostokatnego tworza cigg aryvtmetyczny. Wykaz, ze roznica
D | tego ciggu jest rowna dlugosci promienia okregu wpisanego w ten trojkat.
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Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego

rPrzykiad 11. Kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego ( a, } saliczby: 1,4, 7, 10, 13,
16, 19, 22, 25. Oblicz sume Wyrazow a; +ayg_; gdy ke{l, 2,3, 4, 5.
Rozwiazanie

1 4 7 10 13 16 19 22 25 k=1 wigc a+ag=1+25=26

Prr et Yt hon wiee atg=4122-26

a & a; 44 4s 4g 07 &y @&

A A A A A A A A k=3 wiec ag+a,=7+19=26

I : ! '____CB____' I : | 1 7

S & — | k=4, wiec ay+ag=10+16=26

W . — D Bl i 13413

v @ k=5 wiec as+a;=13+13=26.
Odp (259 +a1[_~,_k =26, _J

Uwaga Jezeli (a, ) jest ciggiem arytmetycznym, to:
* a,ta,=a, +‘a,, . gdzie 0<k=<n,

* a,  ta, .=2-a ,hpdzie O<k<n

@, =2n+17 > 474+67=2-57 —_

o .

= e
> o
¥ 53+61=257 \
/ [ |

47 49 51 53 55 57 59 61 63 065 67 ..

ic [

\ j ,”;

\-\ B gty =2 /
4 ¥

N 18+ 22 20/ //
l‘_\\ =
\"“*H_ 2 ,..-f""/
—— G+ A =2 -G
4 ¥ d
15;25 o

Cwiczenie 18. Skorzystaj z podanej wlasnosci i wiedzac, ze ciag (an) jest ciggiem
arytmetyczmym, oblicz:

a) &, +agjesh a4y =3, b) ap+ap. jedi ay;=—L ¢ ey +anjesli @ +ag =12,
d) as+ayjeshi @ +ay=—4, €) as+ Gy + @y + @y, Jesh s =+/2.



a6 4. Ciggi arnytmetyczne | geomelryczne

Cwiczenie 19. Oblicz sume:

a) dziewigciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a, ), w ktérym a; =0,
b) szescdziesieciu jeden poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego (aM ) w kto-
Y dayy = 1.

Twierdzenie
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagn arytmetycziego (a, ) okreslona jest wzorem

a, +a
e i M
Fi s 2 "
n— . | ) a+a,
Z (zalolenie): (a,) —ciag arytmetyczny | T (feza): S, = n

[SH =agj+a+a3+..+a,1+a,

Dowod. +
ISH=an+an_1+an_2+...+a2+al
ZSH=(a1+an)+(a2+an_1)+(a3+aﬂ_2)+...+(an_1+a2)+(am+a1)
n sktadnikow rownych (6 +a,)
@ +a
25, =n(a, +a,), skad Snz%-n end, 8+ 8y — 0+ Gt
a,+a 2a. +(n—1)}r
Wiiosek: S,=—1—2n=—1 l) n

2 2

Cwiczenie 20. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) obliczyl (bedac dzieckiem) sume
poczatkowych wyrazow pewnego skorczonego ciggu arytmetycznego, e dodajac wyrazu
po wyrazie. Poszukaj w literaturze lub w Internecie informaciji o zyciu i odkryciach
matematycznych tego uczonego.

r_PrzykIad 12. Oblicz sume trzydziestu poczatkowych wyrazow ciagu arvtmetyczne-
go (a,) gdy =5 ir=-2
Rozwiazanie

Obliczyé: Sy

: —Tyv.{ =2
S30=2 5+(30’) 1) ( ‘).30:_720 Sn_2::al+l:2;fe—l)f‘‘iFQ

Odp S30 =720 J

Cwiczenie 21. Oblicz sume pie¢dziesiecin poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetyczne-
go (a, ) wktorym ¢ =—491 r=2
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rPrzykfad 13. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych
przez 3.
Rozwiazanie
Liczby trzycyfrowe podzielne przez 3 to liczby: 102, 105,..., 996, 999.
Tworza one » Wyrazowy ciag arytmetyczny (a, ), wktérym a; =102, g, =999 irdznica
r=3. Obliczamy #:
a,=999, gdzie a,=102+(n—1}-3 = RRT)

1(}2+(n—1)-3:999, skad n=300. 5 Gta,
# —T'”
+ 300 (102+ =300
Zatem g = 999, quc 5300 = (al a}é}ﬂ} = ( 999) =165150.
Odp.: Suma wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez 3 jest rowna
165 150. )

Cwiczenie 22, Oblicz;
a) sume wszystkich liczb naturalnych od 1 do 1000,
b) grednig arytmetyczng liczb naturalnych od 1 do 1000, nie znajdujac ich sumy.

rPrzykfad 14. W teatrze letnim krzesla dla widzow ustawiono w nastepujacy sposob:
w rzedzie najblizszym sceny ustawiono 24 krzesla, w kazdym nastepnym o 4 krzesla
wiece] od poprzedniego. W ostatnim 1zedzie ustawiono 80 kizesel.
a) W ilu rzedach ustawiono kizesla?
b) Tle jest miejsc siedzacych w tym teatrze?
Rozwiazanie
Zauwazamy, ze liczby krzesel w kolejnych zedach tworza » wyrazowy ciag arytme-
tyczny (&, ) o wyrazach & =24, @, =80 irdznicy r=4.

a) 80=24+(n—1)-4, skad n=15. G ST
+ i

by 85 =238 15 skad 5, =780, Sy~

Odp.: a) 15 zedow krzesel, b) 780 miejsc siedzacych. J

Cwiczenie 23. Rowerzysta w ciggu pierwsze) godziny przejechat 18 km, aw ciggu kazde;
nastepnej godziny odcinek o 0,8 km krotszy od poprzedmiego. W ciggu ostatnie] godziny
przejechal 14 km.

a) lle czasu trwala podroz?

b) Ile kilometréw przejechal rowerzysta?
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rPrzykI'ad 15, W ciagu arytmetycznym (a,, ) wyraz pierwszy a, jest réwny -3, ardznicar
jest rowna 3. Oblicz sume S jego wyrazow od dziesiatego do dwudziestego.

Rozwiazanie
@+ ...t ﬂ9+ﬂ10+...+ tay CZY]_'.I ':SZO—SQ.
S
S20
S9:2a1+8r_9:2-(—3}+8-3_9:81 Sn_zaﬁ(n_l)rm
2 ¢ 2
qos ;
Sy =2 0 oy PLITIE oy
2 2
§=85—83=510-81=429.
Qdp.: §=429, J

Cwiczenie 24. W ciagu arytmetycznym (e, } wyraz pierwszy g jest réwny 10, a réz-
nica » jest rowna—2. Oblicz sume S jego wyrazow od pietnastego do trzydziestego.

r Przyktad 16. Wyznacz ciag arytmetyczny ( a, ), ktérego suma n poczatkowych wyrazéw
okreslona jest wzorem S, = n° —3n, Podaj wzor na n-ty wyraz tego ciagu.

I sposob | IT sposob
a,=8,—8, gdy n=2,

I

| @=58=17-31=-2,
a, :n2—3n—[(n—l)2—3(n—l]} :

|

|

I

|

a =8, -8 =2"-3.2-(-2)=0

a, =2n—4.

wiec r=a, —a; =2.
Zatem a,=-2+(n—1}-2=2n—4.

Odp.: a,=2n—4. J

Cwiczenie 25, Wyznacz wzdrna a-ty wyrez ciagu arytmetycznego { @, ), kiérego suma n
poczatkowych wyrazow okreslona jest wzorem:

a) S, =n’, b) S, =n"+2n.
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[ Przyktad 17. WyraZ w zaleznodcei od n sume 5+9+13+.. .+ (4n+1). Oblicz, ile sklad-

nikéw ma suma 5+9+ 13+ ...+ 2001

Rozwiazanie

Zauwazmy, Ze skladniki sumy, czyli liczby S
5,9,13, .., (4n+1), A A

tworza cigg arytmetyczny (a, ), w ktérym
aq=5 a=9 .., q=4m+1L

Zatem r=a, — g =4

(@ +a,)n B (5+4n+1}n

2 2
Zanwazmy, ze 2001 =4n+1, skad »= 500.
Odp.: 5+9+13+..+(4n+1)=2n" +3n Suma 5+ 9 + 13 +...+ 2001 Irla,SOOSkladnjl((’JW.J

S, = =(3+2n)n=2n" +3n.

Cwiczenie 26. WyraZ w zaleznosci od n sume 1+4+7+...+(3n—2}. Oblicz, ile sklad-
nikow ma suma 1+ 4+ 7+...+ 1045

r Przyktad 18. Rozwigz rownanie 2 +7 +12 +...+ x = 245, ktérego lewa strona jest suma
kolejnych wyrazow pewnego ciggu arytmetycznego.

Rozwiazanie

Z warunkéw zadania: ¢ =2, @, =7, ..., a,=x, zZatem r=a, —a; =5.

a, = a,+(n—1}r, wiec x=2+(n—1}-5, gdzie neN™.

Obliczamy sume S, wyrazow ciagn 2, 7, ..., x.

2
Sn:(al—l-an}n, e 245:(-+x)n,
2 2

x=2+(n-1}-5 . N =
zalem , 8 ; A_980L A 99 1 — 9,81 =10

245=@ ¥ 5n% —n—490=0
ne N' wiec n=10, zatem x=5-10-3.
Odp.: x=47. J

Cwiczenie 27. Rozwiaz rownanie, ktorego lewa strona jest suma kolejnych wyrazow
pewnego ciggu arytmetycznego, gdy: a) 1+2+3+.+x=78 b)1+3+5+..+x=81L
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Odpowiedzi do cwiczen
18.2)6, b)-2, ¢)12, )4, & WZ. 19.2)0, b)6l. 21. S;,=0.  22.2) 500 500, b) 500,5.
23.a)6 h, b) 96 km. 24, 5 —-528. 25.4) a,—2n-1, b) a,—2n+l.

26. 5, —%-[3;?2 —n],349 skladnikéw.  27.2)12, b)17.

£

Zadania utrwalajace

4.30. Cigg (a, ) jest ciggiem arytmetycznym. Oblicz:
a) s + oy, Jeéll g = —1,
b) dyy+ax + g+ ay, jesli @y =v2,

C) dj + a7+ oy + oy, Jeéll dip +ap = 6.

4.31. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych:
a) podzielnych przez 3, b) podzielnych przez 4,
¢) podzielnych przez 12,
d) ktore przy dzieleniu przez 7 daja reszte 4,
e) kiore przy dzieleniu przez 11 dajg reszig 7.

4.32. Oblicz sume wyrazow ciggu arytmetycznego:

a) 7+7,5+8+...+192,5, b) \E+ S\E+5J5+...+99-\E,

c) —8,3-8-7,7+..+214 d) 13,4+12,9+12,4+..+(-211}).
4.33. WyraZ w zaleznosci od n sume:

a) 1+6+11+..+(5n—4} b) 3+8+13+..+(5n-2),

¢) 7+11+15+...+(4n+3), d) 10+21432+ .. +(11n-1).

4.34. Ciag (a, ) jest ciggiem arytmetycznym. Oblicz:
a) S—J;,jﬁé]j. iy = D, b) Sﬁ’ Jeéh ay = 2, C) Szg,jeéh s :4,

d) Szg,_]eéh 5 :15, E) S43,Jeéh ) :5, D Szn_l,jes{]i a2, = X.

4.35. Wyznacz ciag arytmetyczny (e, ), w ktérym:
a) a =161 S, =0, b) r=-21 8,5 =598,
&) ai=41 8, =616, d) a =200 i S, = —2540,
&) ¥=5 1L.8=8 f) 8;=91i8; =15
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4.36. Wyznacz ciag arytmetyczny (g, ), w ktérym:
a) ag =231 8,=105,  b) as=47 i S5=390, ¢) S5 =351 §,=10,
d)aSZTiSH:??, e)a1=2, (IHZSOiSHZMZ f)SﬁZ?JiSQO:—lgU.

4.37. Wyznacz wzor na u-ty wyraz ciggu arytmetycznego (aM ) ktorego suma S, poczat-

kowych wyrazow okreslona jest wzorem:
3n? 1
a) §,=6n—3n>, b)S,=2n"+3m S, = % d) s, = 5(7”2 _ Sn)_

4.38. Ciag (an) jest ciagiem arytmetycznym. Sprawdz, czy istnieje takie n, ze S, = n, gdy:
a) q, =3n—50, b) a, =4n—30, c) a, =104—6n.

4.39. Skiadniki podanej sumy s wyrazami ciagu arytmetycznego (a, ). WyraZ wyraz x
w zaleznosci od n.
a) 2+1+4+...+x b) 7+5+3+..+x, ¢) —0,1+0,44+0,9+...+x,

4.40. Rozwiaz rOwnanie z niewiadomag #:

a) 1+2+3+..+n=3n b) 3+9+15+..+(6n—3}=363,
€) 1+5+9+..+(4n—3)=153, d) —5—1+3+..+(4n—9}=4650,
€) %+§+1+...+§:26, f) 345+ 7+...+(2n+1)= 21" — 899,

4.41. Wiedzac, ze skltadniki wystepujace po lewej stronie rownania sg kolejnymi wyrazami
ciggu arytmetycznego, rozwigz rownarnie:
a) 3+9+15+...+x =363 b) 1+54+9+...+x =190,
b) (1+2x)+(4+2x}+(7+2x)+...+(28+2x)} =155,
) (1+x)+(2+3x}+(3+5x)+...+(50+99x) = 275.

4.42. 7 ciggu liczb naturalnych dodatnich wynotowano sto takich kolejnych liczb, daja-
cych w sumie 17 950, z ktorych kazda ma te wlasnosc, ze jesli podzielimy ja przez 3,
to uzyskamy reszte 1. Znajdz najmniejsza 1 najwiekszg z wynotowanych liczb.

4.43. Miary katow wewnetrznych wielokata tworzg ciag arytmetyczny. Najmniejszy z katow
ma 119°, a najwiekszy 169°. Wiedzac, Ze suma S, miar katow n-kata okreslona jest
wzorem S, =(n—2}-180°, wyznacz liczbe bokdéw tego wielokata.

4.44. Oblicz dlugosci bokow 1 pole trojkata prostokatnego, wiedzac, ze dlugosci jego bokow
tworzg cigg arytmetyczny, a jego obwod jest rowny 120 cm.
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Pojecie ciagu geometrycznego

rPrzykiad 19. Oblicz, ilu maksymalnie kazdy z nas mogt miec biologicznych

raprapraprapraprzodkow. i
Rozwiazanie babcia :
Analizujgc schemat przedstawiony na pradzisdek < rdzindek ...
rysunku, zauwazamy, ze liczby naszych mbm g il
praprzodkow tworzg ciag, w ktorym: ;

8 16 32 64 128 .. SRR
4 & 4 4 G ey S ol o
Szukamy wyrazu as, gdyz piec razy przed- mm<l"‘m‘”"°“ R
rostek pra- wystepuje przed wyrazem o Bibols .
przodek. . 1"""‘]’ . prapeadziadek ...
de.:Kazdyznasmégl miec m’aksymal- \mdﬁmk <mm - ;]
nie 128 praprapraprapraprzodkow. : i ! ; ' \

a, a4, O

Definicja

Ciagiem geometrycznym ( @,,) nazywamy ciag liczbowy co najmmiej trywyrazowy,
w ktorym kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje z pomnozenia wyrazu
poprzedniego przez liczbe ¢, zwang ilorazem ciagu geometrycznego.

it Sk el ik " Mok i

dy a, dy a, ds dg

‘L ¢2 ¢3 4 ¢5

th g & g 2] 4y g
g_ﬁ_ﬁ_‘ﬂ_a_S_ﬁ_ _ % _ %
@G G a4y a4 G Q1 Gy

Cwiczenie 28, Laczac srodki bokdw trojkata réwnobocznego A BC
o boku g, wpisano wniego trojkat 4, 5,C; wsposob przedstawio-
ny na rysunku. Analogicznie w trojkat 4 5/ C, wpisano trojkat
A, B, G, itd. Oblicz pola trojkatow: ABC, A4,B,C,, 4,B,C, 4:8;C;.
Czy pola kolejnych trojkatow tworzg cigg geometryczny?
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Cwiczenie 29. Podane liczby sg kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Oblicz
iloraz g tego ciagu.

ma3¢,§éw, b) -5, 0,5, —0,05, —0,005, ..,

c) —é, i, —%, 1, 2.4,..., d)y1++42, 242 24242, 24244, ..
( ¥ - - 3 i

Przyktad 20. Ciag ( a,) okreslony jest wzorem g, :5-2 :

Oblicz: a) @, a,, as, a5 b) a,,.1:q,. Czy ciag (a,)]jest ciagiem geometrycznym?
Rozwiazanie

_3 5 _3 a6
é : 2n+l

aﬂ"' Gy

b) 1 :23 :2n+].—n - - 1=g
i, 2o n
2

Odp.a) ¢ =3, @ =6, a;=48, ¢, =96, b)a,, :aq,=2
Ciag ( a,) jest ciggiem geometrycznym. J

Cwiczenie 30, Okresl, czy ciag (a,) jest geometryczny, gdy:
a) g,=3", b)a,=327"

r Przyktad 21. Wyznacz wyraz @, ciagu geometrycznego o wyrazie pierwszym &
1ilorazie ¢.
Rozwiazanie
7 definicji ciggu geometrycznego wynika, ze:
@ =a-g=a;-q
@ =ayg=a-q-4=0-q¢ =a-q

— —

g

2 3 1
A =a-qd=aq §=a 4 =4 -4
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Twierdzenie
Jezeli ciag ( a,,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, to n-ty wyraz ciagu

#—1

okreslony jest wzorem a, =a, - g

Cwiczenie 31. Napisz wzér ciagn geometrycznego ( a,) o ilorazie g, gdy:

a) ¢=31g=4, byg=21qg=2, ch:3iq:%

Uwaga

Ciag geometryczny ( @,) mozna okresli¢ wzorem rekurencyjnyim
A =a Qi @ plerwszy wyraz ciggu geometrycznego,
a,, =a,q, gdyne Nt 5 g —1iloraz ciggu geometrycznego.

rPrzykIad 22. Wyraz a, ciagu geometrycznego przedstaw w postaci a, = a,-¢"

n
2

ipodaj @ oraz ¢ gdy: a) e, =5-3", b) g,=—17
3

Rozwiazanie

a) aH:5-3‘”:5-[le: e T
3 ? —[E]

n—1
ZSl[lj g 1747 11 1 n-1
F 1A 5 -G G)
wiec 51 51 ;
g =N == =
§C & 3 3 q 3
b) I sposob | 1T sposéhb
n | 4% 97
n = ST gc : nT gl g oqn
2 R | _l.[Ejn_
STTR i AN3r
2 4 L2 LR
%_F_E' | "33 13 - 3 313
m_ 42 49 2 | g my
e 219 272 3 : =§'[§] , wiec
n—1
& g | 2 .
Zatem @, =—-| — G =—1¢g=
@y 9[3] | 1 9 q
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Cwiczenie 32. Wyraz g, ciggu geometrycznego przedstaw w postaci a, = &, -g”_l

ipodaj] ¢ oraz g, gdy:

~ vl ~ o ~ ﬂ w1 ~ . ~ E 2-n
a)a, =35, bya,=(-2), 0a,= = dae,=2-2" €a =15 I

r_Przykiad 23. Oblicz iloraz g ciagn geometrycznego i podaj dwa nastepne jego wyrazy,
wiedzac, ze trzema poczatkowymi wyrazami tego ciagu sa liczby:
a)4,0,0,.., b)0,0,0, ..
Rozwiazanie
Z definicji ciggn geometrycznego: @, = ag, 4y = &y, ... .

Jezeli: @ ¢ #0 to ¢ :a—z,
i |
e g =0 to ay=g;=...=0 wiec g moze by¢ dowolng liczba rzeczywista.
0
a) g:&:—:(}, &y =das=1).
4] 4
b) geR a=as=0. )

Jezeli w ciagu geometrycznym ( a,,) o ilorazie g:

. a1
o =01 gq=0 to g= ;

a}i

o 4,01 ¢g=01t0o =0 =0 .., =0
 a-01gch to a=0, a;=0 .. o,=0.

Cwiczenie 33.

a) Ktory z ciagéw: (3, 0, 0), (0, 0, 0), (0, 3, 0) nie jest ciggiem geometrycznym?

b) Czy jezeli a, =(0,0,0,0), toiloraz ¢ moze byé réwny 0?

¢) Czy kazdy cigg geometryczny, ktorego iloraz g jest rowny 0, jest ciggiem stalym?

Odpowiedzi do ¢wiczen

a3 a*\3 a’\f3 a3

P FauBg = 16 Fanne, = T Faamo, = 356 , tak

1 1 n=2
2.) 5, MOL 92 & V2. 30.a)Tak, bytak 3L a) @,=3-4"", b) g,=2%, O anz[_] _

_ 16 (437! 16 4
32.a) gy=3, g=5 bYa,=-2(2V " g=g=-2 ¢ a =_~[_ T L,
b 1 q ) il ( ) 1=4 ) n"5s |5 1 24 g 5

_ 1 1 3y 3 ; .
d) a, = I q:l,q:z, e} a,= 5 L =1, q:E. 33. a) Ciag (0, 3, 0), bytak, c)nie
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Zadania utrwalajace
4.45. Oblicz piec poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego ( a,,) oilorazie g, w kiorym:
a) g =—1 ¢g=0,1 b) ¢ =5 g=-1
C) alz—\g, q:—\g, d) & =101% q:l()_l.
4.46. Oblicz wyrazy:
a) &; 1 a4 ciagu geometrycznego ( a,,) o poczatkowych wyrazach N2, 6, 342,
3
b) as 1 a; ciggu geometrycznego ( @, ) o poczatkowych wyrazach % i “5

¢) a, 1 a, ciggu geometrycznego ( a,,) 0 poczatkowych wyrazach %, s ondy e

4.47. W ciagu geometrycznym ( a,,) sposrod wielkosci: a,, g, n, o, dane s3 trzy.
Oblicz czwartg wielkos¢, gdy:

a) a1:%= q:g, n=4, b) ¢ =2, n=6, a,=64
31 I N5 NG}
C) 6112—?, gzg_, anz—a, d) q:T, =, a, :_?_

4.48. Uzasadnij, ze ciag ( a,) jest ciagiem geometrycznym, gdy:

D _ 5
—I_a) a,=4" b) @, =2-3""1 ©) anz—z-[—ﬂ,
1+l
d) a, = _%(1,5}””, e) a, :%, f) a,=4" 4"
4.49. Uzasadnij, ze ciag ( b, ) nie jest ciagiem geometrycznym, gdy:
ol 2o
# 2
Ay by =2", b) bH:[—] ;
3
4.50. Napisz wzOr na p-ty wyraz ciggu geometrycznego ( o,,), w ktorym:
a) =4 1 g=—1, by =11 g=-1 c)a=64 1 g=2,
T | 3 P . 1
d)ag=——1 g=06, e) dr=— 1 &y =——, G=—1 @ =—.
) @ 216 L ¢4 ) @ il N a a BT
4.51. Wyraz q, ciagu geometrycznego przedstaw w postaci a, = g, g™, gdy:
a) a, = 4" b) a,=5""2, ¢ a,=6"7 d) a,=(-2)",

&) a,=(=3}"%  Da,=(-10", g q¢,=3" By d.—2%,
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4.52. Na wykresie zaznaczono dwa punkty nalezace do wykresu a, A
nieskoficzonego ciggu geometrycznego (a,,). 3 il
a) Wyznacz ten ciag. 2 e
b) Podaj wzor na wyraz ogolny ciagu. 1 '
>
0| 1 23 b

4.33. W ciggu geometrycznym (a,) wyrazem pigtym jest liczba 2.
Oblicz iloczyn wyrazow a; - @, - a;-..." .

Wtasnosci ciggu geometrycznego

Monotonicznos¢ ciggu geomeirycznego zalezy od wyrazu pierwszego «, oraz ilorazu g.

( Przyktad 24. Podaj pie¢ poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego ( a,,) inaszkicuj
jegowykres, gdy: a) g=-2, g¢=-2, b)g=-2 @=2 c¢)g=—L g=3
Rozwiazanie
Obliczamy kolejne wyrazy ciggu.

a) q=—2 a, =4 by ¢ =2 a=—+4 ) @ =3 a&=-3
a;=—8, a, =16 a; =8, ay=—16 a=3, ay=-3
as =—32. as =32 as =3

a, = (—Z)M £y, :2'(—2)n ! i, 23'(—1)H :
a, A A
QT B ' ap
16 o 16 3 » & &

[ [ 1 - | >
—g T2 5 4 5n a—r B3 & &% 1 234 5,
=16 -16 . -3 8 '
-32 * -32 J

Zauwazamy, ze w ciggach okreflonych w punktach a), b), c) iloraz ¢ ma wartosc¢ ujemna,
a Wyraz plerwszy g ma wartosc dodatnig lub ujemna. Ciagi te sg naprzemienne (nie sg
mornotoniczne ).

Uwaga

Ciag geometryczny (@) o ilorazie ¢, w ktorym @ 20 1 g< 0, jest ciagiem naprze-
miennym, gdy jego kolejne wyrazy sa na przemian dodatnie 1 ujemne, czyli gdy kazde
dwa kolejne wyrazy majg przeciwne znaki.
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Cwiczenie 34, Okresl, czy naprzemienny jest ciag geometryczny ( a,,) okreslony wzorem:
a) a, = (_1)3"1, b) a, = (_ I)H_l’ ¢) a,= (_I}MH’
d) a, =(-1y" &) a, =(-1)""".

rPrzykI'ad 25. Wykaz, ze gdy g=(0;1} i @ >0 lub g>11 g <0, to ciag geometrycz-
ny (a, ), okreslony wzorem a, = a,¢”", jest malejacy.
Rozwiazanie
Wyznaczamy roznice Wyrazow a,., 1 a,.
Bl — By = al@'nﬂ_l = 91‘?”—1 =aq" — algn_l = al‘?n_l (9’ - 1)-

—1>0
ge(();l) !

. to ¢"" >0, wiec ag" (¢-1)}<0, czyli a,,—a,<0
a >

1° Gdy {
a <0
Gdy ge(0;1} i @ >0, to ciag geometryczny (&, } jest malejacy.
g—1>0
90 G’d (j‘}l -1 A m—L .
y L to ¢ >0, wiee ag” (g-1)<0, czyli o, —a, <0
a <0
a <0

Gdy g=11 g <0, to ciag geometryczny « < ( jest malejacy. chw.

Cwiczenie 35. Wykaz, ze ciag geometryczny (a,) okreflony wzorem a, = aq"

a) jest rosnacy, gdy ge(01} i ¢ <0 lub g>11 g >0,
b) jest staly, gdy g=11 g <R lub g =01 geR.

Uwaga
Ciag gceometryczny jest:
naprzemienny, gdy malejacy, gdy rosnacy, gdy staly, sdy
g<0 g(0;1) g>1 an g>1 jal
lub
a, #0 a >0 a <0 a<0 a >0 aleR lgc R

Cwiczenie 36. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu geometrycznego okreslonego wzorem

ogolnym:

a) @, =2" b) b,=(-1Y"3, o, =%.
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Cwiczenie 37. Okredl monotonicznosé ciagu geometrycznego, ktérego trzema poczat-

kowymi wyrazami s3 liczby:
2. 3 1
L= b)) —= -1, =3, ., ¢ -100, —100¥10, —1004100, ... .
a) 5 ) NG C)

ga

rPrzykfad 26, Miedzy liczby 1001 0,01 wstaw takie trzy inne, by 1acznie z danymi two-
rzyly ciag geometryczny.

Rozwiazanie

Przyjmujemy, ze ¢ =100 1 a; =0,0L 100, @, as, a, 0,01
as =001 1 aszal-g4, wiec T
100-¢g* = 0,01, skad

'3’4 =0,0001 Jezeli a=0to x*=a odv x=%a b x— 4.

g=01 lub g=-01

Zatem istmiejg dwa ciagi spelniajace warunki przyktadu:
100, 10, 1, 0,1, 0,01 1Iub 100, —10, 1, —-0.1, 0,01.

Qdp.: 10; 1; 0,1 Iub —10¢; 1; —0,L J

Cwiczenie 38. Miedzy liczby:
a) 1127 wstaw takie dwie liczby, by laczmie z danymi tworzyly ciag geometryczny,

b) % i 1 wstaw piec takich liczb, by lacznie z danymi tworzyly ciag geometryczny.

128
Uwaga
Z definicji ciagu geometrycznego ( a,,) o llorazie g wynika, ze:
2 k

a}’i.g:aﬁ-l-]’ a}’i q :a}‘H-Z’ Szt a}’;‘ g :aﬁ-i-k’

[#3 (2

—n: an_l, _};: an_Zo =k ] —2: a}“i‘—k

q q g

[ustruje to ponizszy graf.
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Cwiczenie 39, Podaj, ktéry wyraz ciagu geometrycznego ( @,) o ilorazie g opisuje wy-

o a a 13
razenie: a) 9250, b) %, c) %, d) age g .
¢ q q

= Cwiczenie 40. Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie ¢. Przepisz przykiad

==

do zeszytu i w miejsce ] wpisz brakujacaliczbe.  a) L. ag D) S0 _ g.,
g Salo
a
9 _:
e =il —=q"
) B0 g =ay, D) !

L 5
C) all'@‘.=931> d) ﬁ=g :
|

Uwaga

Wyznaczyc¢ ciag geometryczny (4, ), to znaczy znalez¢ jego pierwszy wyraz g
1iloraz g.

rPrzykIad 27. Wyznacz ciag geometryczny (a,), W ktorym a; =16 i a, =81
Rozwiazanie
Isposéb
Jesli a5 =16 i ag =81, to a_,
81 %

g4:81:16:1—, wiec

4

Jezeli a =0 to x" = a,gdy x=¥a b x_—a.

16 16
3
g=— lub g=—
E as—ay-q"
Zatem 16:.511-?61’, skad c:cl:%.
II sposob
Warto$¢ ¢ mozemy otrzymad, dzielac stronami réwnania ukltadu
alq4 =16
. as=16 i ay=81
algg =81 S 9
4
aqg 16 4 81 . _B 3 _
Zatem algg_a, ad g =T wiec q_Elub q——E. @ £0ig=0
Sl g Tih o g

81 2 81 o )
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Cwiczenie 41. Wyznacz ciag geometryczny (@), w ktorym:
a) a; =18 1 q; =162 b) @ =125 1 a5 =64.

Twierdzenie
Ciag ( a,), gdzie ne N7, jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy,

gdy a.=a,  -a, ., gdzie n>2.

Udowodnimy twierdzenie: Jezell ( a,,) jest ciagiem geometrycznymy, to aﬁ =@ (it

Z (zaloZenie). (a,)— clag geomelryczny, | T (leza): a;‘; = R

@2, = dy - qH_IP |

neN' nz2 |

2
P n—1-1 nt+l-1 2 p—2+h n—1
Dowad: @1 Oyl =9 G @y g =a g =(=’11'§‘ )
\-_V_f'
1 | &,
2
Zatem @y | Q] = C.H.IL.
Uwaga

W cdiagu geometrycznym o wyrazach dodatnich kazdy wyraz g, oprocz wyrazu
plerwszego 1 ostatniego, jest srednig geometryczng wyrazow sgsiednich, czyli wyrazu
poprzedniego a,_; 1nastepnego a,.,;. T T

Cwiczenie 42. SprawdZ, czy trzema kolejnymi wyrazami tego samego ciagu geome-
trycznego sg liczby:

)3, 15,75, b) 24045, 600, 30045, ©) 6-2+/5, 16—85, 56—244/5.
Cwiczenie 43. Oblicz x, wiedz ac, Ze kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego sa:
a) —6, 15, g b) -2 x+1 50, ¢ x—L x+2 3x.

Odpowiedzi do ¢wiczen

34.a) Tak, b)tak, o)tak, dyne, e)ni= 36. Cigg: a)rosngcy, b)naprzemienny, nie jest monotoniczny,

c)malejgcy. 37. Cigg: a) rosngoy, b)malejacy, c) malejacy.

38.a)319 B l, i, i, i, i Iy —l, 1, —i, i, —i. 39.a) @5, b) @7, © aas, d) o
4" 8167 327 64 478" 167 327 o4

40.2)8, b)10, 20, MS, €30, N2 4lLa)yaq=2ig=3 b a=2ig—-3, b) al=% iq=%

1
42, a) Tak, b)tak, c)tak 43.a) x—=75 Dy x——11 lub x=9, © JC——E lub x=4
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Zadania utrwalajace

4.54. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij, podajac przykiady ciggow geometrycznych
—  spelniajacych podane warunki. Okresl monotonicznos¢ podanego ciggu.

=

q a <0 a >0
g <0 g T :
clag niemonotoniczny
~0 —5,0,0,0, ..
- cigg niemal cjacy

G<g=1

g=1

4.55. Miedzy liczby 161 1024 wstaw:
a) takie dwie liczby, b) takich piec¢ liczb,
by lacznie z danymi tworzyly ciag geometryczny.

4.56. Wyznacz ciag geometryczny (), w ktorym:

a)azzE i %ZE, b) a; =1000 i ag=0,001
7 25
) ay=4 1 as=1 d) as=11 ay=1296

4.57. Sprawdz, czy trzema kolejnymi wyrazami tego samego ciggu geometrycznego sg
liczby:

a)3, 4,5, 6,75, b) V345, 2 3012 ¢ 47, 7. {7
4.58. Oblicz x 1 podaj wyrazy ciggu geometrycznego, wiedzac, ze kolejnymi jego wyra-
zami sa:
a)l, x, 13, b) x, 4, 16, C) l x—1,4,
16 3 9
d) 2(x+1), x+1, x—1, e) x+4, Sx+2 16x+1.

4.59. Laczac srodki bokdw kwadraiu ABCD o boku e
wpisano kwadrat 4 B ,C,.D; w sposob przedstawiony
narysunku. Analogicznie w kwadrat 4,5,C,D, wpisano
kwadrat 4,8,C,D, itd. Oblicz pola kwadratow: ABCD,
ABC D, 4,8,C,D,, A;B,C.Ds; Czy pola tych kwa-
dratow tworza ciag geometryezny? Jesli tak, to podaj
pole dziesiatego kwadratu.




Suma n poczatkowych wyrazdw ciggu geomefrycznego 103

4.60. Uzasadnij, ze ciag (a,} jest ciagiem geometrycznym, gdy:

D[ a) @, =3-2"1  b)g, =3""1.2"_¢"

4.61. Ktos w ciagu godziny przekazat plotke 10 osobom. Nastepnie kazda z nowo powia-
domionych osob w ciagu godziny przekazata plotke 10 innym osobom, ktére jej jeszcze
nie shyszaly itd.

a) Ile oséb znalo plotke po uplywie: 2 godzin, 2 3 godzin, 3 4 godzin?
b) Po ilu godzinach plotke znaliby wszyscy ludzie zyjacy na Ziemi? Przyjmij, Ze na
Ziemi zyje 6-10° ludzi.

4.62. Liczby 3— 242, 10—74/2, 34— 242 satizecim, czwartym i pigtym wyrazem ciagu
geometrycznego ( a,,).
a) Oblicz iloraz g tego ciggu.
b) Oblicz wyraz pierwszy ciagu.
¢) Oblicz réznice wyrazow siodmego 1 piatego.

4.63. Ciag ( a,,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie . Oblicz:
a) as, gdy a-@ a5 - ay-as =243,
b) @, gdy ag-a;-ag =5,
) a5, gdy a3 @y a5 a6 a7 =32,

d) ag gdy ag-ay-ag-ay-ajg-a;-dp-ds-ay =1

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego

Zapis
_ 2 w2 n=1
S,=aq+o-g+to- g +..+a-9 +a-q
| S [ S e — '—__.—'
25 23 @] a,

oznacza sume » poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego ( a,,).
Po wylaczeniu wyrazu ¢ przed nawias otrzymamy:

R LBV Sy e
SUTHA 7 T”TW s suma kolejnych poteg
WAVFQZOW  DIerwszy ilorazu ¢
ciqgu geo- ciggu geo- gdv ne f\;+

melrycz-  melryoz-
n2go Hego
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Twierdzenie
W clagu geometrycznym ( a,) o ilorazie g suma » poczatkowych wyrazow ciagu
okreslona jest wzorem:

Q

e S, =n-a, gdy g=1

1_ 12
Z (zalolenie): ( a,)—ciag geometryczny oilorazie ¢, gdzie g #1 |T(teza) S, =a i c
—4
Dowéd
S=a -(1 + g+ gz +..+ gn_z + qn_l) /g MnoZymy obie strony réwnasci przez q.
q-S,=a (@‘+@‘ R 9)
Obliczamy wartos¢ wyrazenia ¢-S5, — 38,
2 e -1
g-8,—35,=a - (g+g +g ot gt g) a1(1+g+q ot g+ g" )z
=] i
—a g+ g+ g g g g "),
Zatem g-Sn—Sn:al-(gn—l)
Sn'(g_l}:al'(gn_l) /:(q_l) Z zatozenia g+ 1.
¥
B ——g +1 g’
Snzal-g s , czyli Snzal-u,zatem Snzal-l T cnu
g1 ~(-g+1) 1-g¢

Uwaga
Postacie wzoruna sume S,, poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego stosujemy
w zaleznosci od tatwosci wykonywania obliczen. Wygodmnie] jest stosowac wzor:

* Sn:al'll_q

B

. gdy 1<g<1,

H

q

* 8.4 gdy g<-11lub g>1.

Cwiczenie 44, Ciag ( a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g. Uzasadmj, ze
suma S, poczatkowych wyrazow tego ciggu okreslona jest wzorem:

il) Sn = dy gdy q:U>
b) §,=n-a, gdy g=1
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rPrzykfad 28. Oblicz sume:
a) pieciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego ( a,,),
wktorym ¢ =4 1 g=-2,
b) szesciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego ( b,) okreslonego

6
wzorem b, =—
#i

2

¢) dziesieciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego ( ¢,) o0 wyrazach
5 10 20
341 341 341

poczatkowych

Rozwiazanie

a) n=5 a=4 1 g=-2, wiec

=12y . =137 :
Ss=4- — 4. , skad §s =44, 1—g
> 1-(=2) UL ‘

b) n=6 1 bH:%’ wiec

=2 bz—g skad 2 by
A 1-3
1_[l°
3 A ¢
Zatem S. =2-  skad .= = el g 1Y
6 1_1 4 6 35 243 8¢ —oy g
3
5 10
¢) n=10, ¢;=——, ¢, = , skad g=2. =
) =3 5 kad ¢ g=
o, Bt el B 0TS g’ -1
em =—- 8 = =15 S s
T 07341 0T g
Odp.:a) Ss=44. b) SS:E, c) Sjy=15.
243 )

Cwiczenie 45, Oblicz sume: a) czterech poczatkowych wyrazow ciagu geometryczne-
go(a,) wktorym ¢ =271 g= % b) osmiu poczatkowych wyrazow ciggu geo-
metrycznego ( &,) okreslonego wzorem b, = iﬂ ) pieciu poczatkowych wyraz ow

ciggn geometrycznego { ¢, ) 0 wyrazach poczatkowych 4,12, 36, ... .
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( Przyktad 29, Wiedzac, ze skladniki sumy sg kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego,
oblicz sume 40—20+10— ...+ g

Rozwiazanie
40 — 20 +10—...+ % (a,) —cigg geometryczny
.o B_,
@ =40, @ =-20 wiec qz—E. =

=
L

a, =2 wige 40-[— =3 /.40 5
3 3

ae

|

. S \_.__{s b
b
| I
(o
4~_-|'—‘
=

n—1 ]
[_ = [_E] § zatem Jezeli a’T‘ =a” o k=m,
gizie a =010 a=zl
—1=6, skad n=7
Ly 1
) -7 “‘
S, =40 — =2 — 40 . wiec S
1 —
EE
2 2
215
S, =—.
T g

2
Odp.: 40—20+1(}—...+g:%

J

Cwiczenie 46, Wiedzac, ze sktadniki sumy sg kolejnymi wyrazami ciagu geometrycz-

nego, oblicz sume: a)2+6+18+...+2-36, b) i—l+l—...+16.

Uwaga
Jezeli { aq,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g 1 S, jest suma r poczatkowych

jego wyrazow, to g = ;”_al,gdzie n> 1.

H M

Cwiczenie 47, Wykaz, ze w ciggu geometrycznym ( a,) prawdziwa jest réwnosc

M:q, gdzie n> 1.
Sn_an
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r Przyktad 30. Kwote 4 650 zl rozdzielono na pewna liczbe nagrod. Kwoty nagrod tworza
malejacy cigg geometryczny. Oblicz wartosci nagrod, wiedzgc, ze najwieksza z nich
byla rowna 2 400 z1, anajmniejsza 150 zl.

Rozwiazanie
Kwoty nagrod tworza ciag geometryczny (ay, @, ..., @, ), W ktérym:
§,=4630, ¢=2400, q,=150.
8, -4 4650-2400 2250 1
1S 4 4650-150 4500 2

a2=24(]0-l=12(]0, a3=120(}-%=600, a4=600%=300, a5=300-%=150.

Odp.: Wartosci nagrod: 2 400 z1, 1 200 z1, 600 z1, 300 z1, 150 zl. J

Cwiczenie 48, Kwote 4 375 z1 rozdziel na pewna liczbe nagréd, ktérych wartosci tworza
malejacy ciag geometryczny (ay, ..., a, ). gdzie & =1600 i a, =675.

Odpowiedzi do &wiczen
45.9) S,=4, b) SS=%, Q) S, =484  46.a) §,=37-1=2186, b) &, :473'
-l_ n—1 1_ n—1
47, Wekazéwha. 5, —a =a-g- 19 i Sn—an=a1-%. 48. 1600zt 1200zt 900z 675zt
-4 —4

Zadania utrwalajace
4.64. Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ), wktorym:

2 1 . 125
a = =, b = — =, C = ia=—,
) S ) @ N i ) @ % =g
4.65. Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazdw ciagu geometrycznego (a, ), gdy:
a -1 1A
a) a,=2" b) a, =—a-(—3)Jij : ) a, :[_Ej :
53" 1 . i
d) ﬂn:—?&S[—Ej 4 E) an:mzn A f)ﬂn:?) }’3.
4.66. Wiedzac, ze sktadniki sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, oblicz sume:
a) 1+ 2+...+512, b) 2—4+..-1024, C) l—%+...+%,
9
d) 10°-10° +...— 10, & 50 ADET, G, et 28
25 2 4 32

g) 1+ 3 +3+...+27, h) 1-2+2—..+4.
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4.67. Oblicz wyraz plerwszy a ciagu geometrycznego (an ) gdy:

a) g=3 i §,=121L b) g==2 i §,=-11
2
2 8 3 9 s
4.68. Przerysuyj tabele do zeszytu 1 wiedzac, 1 1
— iR 4__
72 zeciag (a,} jest ciagiem geometrycznym 3 | 9
oilorazie ¢, w miejsca [l wpisz brakujace liczby. -5 ]101] 4 [N
3 | 2 5
4.69. Ciag (a, ) jest ciggiem geometrycznym 4 [ 3 (W] 13 120
o ilorazie ¢. Oblicz:
a) S;, gdy a;=5.21 a; =416 b) S;, gdy a3 =—21 a; :i,
CW " S— W — B o i ey B § AR g
4 84Y &g 26 T 08 1 14, g4y o5 & 3

4.70. Wedhig znanej legendy wynalazca szachow na pytanie swojego wladcy, jakg nagrode
pragnie otrzymac, odpowiedzial:
— Na pierwszym polu szachownicy poloz, Panie, jedno ziarno pszenicy, na drugim—dwa
ziarna, na trzecim — czlery ziarng, na czwartym — osiemn ziaren, i tak dalej.

Tle ziaren pszenicy zazadal wynalazca szachow, jezeli szachownica ma 64 pola?

4.71. Oblicz sume dziesigciu poczatkowych wyrazow ciggu, kidrego wyrazy s3 kolejnymi
naturalnymi potegami liczby 3.

4.72. Ciag geometryczny jest dziesieciowyrazowy. Oblicz sume wyrazow tego ciagu wie-
dzac, ze jego srodkowe wyrazy to 161 32.

4.73. Roznica pietwszego 1 (rZzeciego wyrazu ciagu geometrycznego (an) jest trzy razy
wieksza od réznicy drugiego i trzeciego wyrazu tego ciagu. Oblicz iloraz ¢ tego ciggu,
wiedzac, ze a =0

4.74. Wyznacz wszystkie tréjwyrazowe ciagi geometryczne, w ktérych @ e N', ge N*
i8,=21

4.75. W dziesigciowyrazowym ciagu geometrycznym (g, ) iloraz g jest réwny % 1 wyraz
D |
plerwszy jest roéwny % Czy suma wyrazow o numerach parzystych jest wieksza od

sumy wyrazow o numerach nieparzystych? OdpowiedZ uzasadnij.
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Ciag arytmetyczny i geometryczny w zadaniach

Przypomnijmy
Jezeli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o réZnicy #, to:
(a1 +an)-n 2a+(n—1)-r
= 1

o a,=a +(n-1)r, e S, = > >
. r:a;;_am,gdzie k= m, 5 aH:Lza“”l,gdzie n>l,
—m

e a, ;+a, ,=2a,gdze k<n

17 Cwiczenie 49. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy r. Przepisz przyktad
 do zeszytui w miejsce [l wpisz brakujaca liczbe.

a) a.=a1+15r, by qjg=a;+ M7 c) a.z%,
ths —d
d) 6116+6120:261., E) 6132+61.:26166, f)rzf-,
s &+ as; )l ) 2 + 357
g)r:-T’ h)g.:( 2) . I)S.ZIT.._
Przypomnijmy
Jezeli (a, ) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, to:
n1 1-4" g -1 .
o a,=a-q o S, =a - =ay - , gdzie g=1,
1—g g—1
® it :qk,gdzie k<n, e 8§, =na,gdzie g=1,
Ty k s
* Hﬁ =8, 1 8y & 4, 'qk =y gleB ke N+= ® g= S?z::':l
n "

| '“";'_ Cwiczenie 50. Ciag (a, ) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g. Przepisz przyktad

==

do zeszytu i w miejsce [l wpisz brakujaca liczbe.

8 a 2
2) ayy=a qW b)ag=aq’ O =g

18
f)az.=6117'¢119= g) ‘1;33:@.'“., h)

. d) a.-g?:alﬁ, €) S.zlSal,

Sem—¢ T_1

H ~l . 4
=q, 1) Sgm=a- ;
¢ DSm=a

S. s alS
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rPrzykiad 31. Okresl warunek, jaki powinny spelni¢ liczby a, b, ¢, aby jednoczesnie

tworzyly one ciag arytmetyczny i geometryczny.
Rozwiazanie
Zaldzmy, ze r jest réznicq ciggu arytmetycznego (a, b, c).
Wtedy b=a+r 1 ¢=a+2r. Zatem kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego sg
liczby: a, a+r, a+ 2r. Liczby te tworzg ciag geometryczny, gdy:

(a+r)2 = a-(a—l-QF} a’_a, a.

a® +2ar +#% =a® +2ar
¥ =0, wigc »=0.

Jezeli »=0,t0o b=a 1 c=q, Wiec a=b=c.
Odp.: Liczby «, b, ¢ tworzg jednoczesnie ciag arytmetyczny i geometryczny, gdy

m=i—=c: J

Uwaga
Kazdy staly ciag co najmniej tréjwyrazowy jest jednoczesnie ciagiem arytmetycznym
1 geometrycznym.

Cwiczenie 51. Ciag (a, ) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g. Okredl, czy
ciag (a, )} moZe by¢ arytmetyczny, gdy: a) g=1, b) g=-1 ¢) g=0.

rPrzykiad 32. Liczby 144, @ b, ¢, 9 w podanej kolejnogci sg wyrazami ciagu:

a) geometrycznego, b) arytmetycznego.
Oblicz a, b, c.

Rozwiazanie

a) (l44,a,b,c,9) — pieciowyrazowy ciag geometryczny (b, ) oilorazie g.

b =144, b =9 wiec ¢* 9 :i o
1’ lub q——J
= i p=—
2 0g= 2
o 1 1 1
Jezeli g=— to a=1¥-—=72, b=T72-—=36, c=36-—=18
2 2 2 2

Jﬁdiq:—%toa:hM(}%j:Jﬂ,b:JE{}éJ:BQ5:36(—lj:—w.

i



Cigg arytmetyczny | geomefryczny w zadaniach 11

b) (144, a, b, c.9) —pigciowyrazowy ciag arytmetyczny (g, ) o réznicy r.

_1‘1“, skad »=-33,75. Pt

a =144, a; =9, wiec r=9

a=144-3375=110,25, b=110,25-33,75=76,5, ¢=76,5—33,75=42,75.

Odp.: a) a=72, b=36, c=18 lub a=-72, b=36, c=-18,
b) @a=110,25, b=76,5, c=42,75. b

Cwiczenie 52, Liczby 16, a b, ¢, 81 w podanej kolejnosci sa wyrazami ciagu:
a) arytmetycznego, b) geometrycznego.
Oblicz a, b, c.

rPrzyldad 33. Liczby a, b, 1 w podanej kolejnoscei 83 wyrazami ciggu arytmetycznego.
Te same liczby w kolejnosci 1, a, b s3 wyrazami ciggu geometrycznego. Oblicz a1 b.

Rozwiazanie

(a, b, 1} —tréjwyrazowy ciag arytmetycziy (a, ), wiec
a+l1
.‘) -

o

(L a, b} —tréjwyrazowy ciag geometryczny (b, ), wiec

b= skad 2b6=a+1 e T

a®=1-b, czyli b=a’.
{26=a+1

2
bn — ¥n-1 'bn+l

o ,wiec 2a° =a+l.
¢ A_9 A _3

2¢® —a—1=0, skad alz—%, @ =1.

1 1V 1
Jezeli a=——to b:[——j =—, Jezeli a=1,to h=1? =1
7 2 4

Odp.: .s:-::—l 1 bzl b g1 =1
2 -

J

Cwiczenie 53, Liczby a, b, 8 w podanej kolejnosci sa wyrazami ciagu arytmetycznego.
Te same liczby w kolejnosci 8, a, b s3 wyrazami ciggu geometrycznego. Oblicz a1 b.

Cwiczenie 54, Liczby a, 10, b w podanej kolejnosci sa wyrazami ciagu arytmetycznego
1 ciggu geometrycznego. Oblicz a1 b.
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rPrzykiad 34. Trzy liczby, ktorych suma jest réwna 93, tworzg cigg geometryczny. Te
same liczby stanowig pierwszy, drmgi i siodmy wyraz ciggu arytmetycznego. Wyznacz
te liczby.
Rozwiazanie
Liczby a, b, c tworza ciag geometryczny, liczby @, a,, @, sa wyrazami ciagu arytme-
tycznego, w kiorym a=a, b=a, =qa, +7, c=a; =q +6r.

a,=a +(n 1)r

a+b+ec=93

{al+al+r+al+6r93

L(al A& r)z =a -(al + 6}‘)

2 I
& = ac — wilasnosc ciggu geometryczinego.

1 {3&14—?}‘:93

2 |r*—dar=0
2 P —4ar=0
P(r—4a}=0

r=0 lub r=4g
/N

1 34 +7-0=93 lub 3aq,+7-4q =93

a =31 @ =3, wigc r=12.
Obliczamy wyrazy ciagu a, b, c.
a=73l @&=3
b=31 b=3+12=15
g= 3 c=3+6-12=75
©dp 31,31, 31 1lnb 3, 15775 J

Cwiczenie 55, Trzy rozne liczby, ktérych suma jest réwna 63, sq trzema kolejnymi wy-
razami ciggu geometrycznego. Te same liczby stanowig pierwszy, czwarty 1 szesnasty
wyraz ciggu arytmetycznego. Wyznacz te liczby.

B T A . - S e R e i AT i - -‘i

| Odpowiedzi do cwiczen |
‘ 19.0)16, b)17, 914, d)18, & 100, HE, 21, h)23i23, i)36i36. |
‘50.3)22, b)9, 5 &9, €15, 018, £32i34, W15i15, D)7 I

51, a) Tak, b)nie, c)tak, gdy o =0;nie, gdy ¢ =0, :
I 52.a) a=32,25, b=485, c=64,75, b) a=24, b=36, c=54 lub a——24, b—36, c——54. :
| S3.a-41h-21ub a=81b=28. |

§4. a=10 i b=10 85.3,12,48.
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Zadania utrwalajgce

4.76. Podane liczby s3 pigcioma poczgtkowyimi wyrazami ciggu arytmetycznego (an) albo
clagu geometrycznego (bM ) Napisz wzOr tego ciagu:

ay=1, 1,4, 1.1, e 22l 4 c) 486, 162, 54, 18, 6,
763 6 3
1 .3 11 1
d) 5o, B 13015 TR, 83,1 145, f) 64, 80, 100, 125, 156~
24 42 4

4.77. Wiedzac, ze skladniki sumy sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego albo ciggu
geometrycznego, oblicz sume:

a) 1+ 3+5+...+99+101, b) 8—2+l—...+ L :
2 512
1 4
0 12+4+1—+..+—, d) 18+5,4+1,62+..+ 01458,
3 243
e) i+l,1+lg+...+2 3, 1§ é+1+—4+...+ ﬂ
5 10 4 3 27
4.78. Oblicz wartos¢ wyrazemnia:
3 1+2+3+...+1000 b) S T O d Sy . T U
2002 ’ 2+44+6+..+102 —8—3+2+..4+287
1
164+8+4+..+— n
a) 3 4 1+2+¢3+...+n, n[l+l+___+i]. 3"
06+ 48+ 24+ ...+ 3 3n° +3n 3 9 470 2.4

4.79. W ciggu arytmetycznym (a,, ) danesa: @ =L n=9 1 S, =369. Wyrazy b i b, ciagu
geometrycznego (b, } spelniajg warunki b = a; i by =a,. Oblicz b,.

4.80. Oblicz sume:
&) 102078 % b 1 B) 100°-99°.£98° 972 +...42% P

4.81. Liczby x, y, | w podanej kolejnosci tworzg ciag arytmetyczny, aliczby x, y, x+ y+1
w podanej kolejnosci tworza ciag geometryczny. Oblicz wyrazy ciagu geometrycznego.

4.82. Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 28, tworzg ciag geometryczny. Liczby te sgrow-
niez pierwszym, drugim i czwartym wyrazem ciggu arytmetycznego. Oblicz te liczby.

4.83. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a1 b, srednia arytmetyczna

tych liczb jest me mmiejsza od ich srednie) geometrycznej, czyli a—;b >ab.
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Cigg arytmetyczny i ciag geometryczny w bankowosci

Procent prosty

Przypomnijmy

Jeden procent { 1%0) pewnej liczby a (lub innej wielkosci) to setna czesc te] liczby

(te] wielkosgci).

1
1% liczby a jest rowne —-a, p%e liczby a jest rowne £
100 10

e Aby obliczy¢, ile procent p wielkosci a stanowi wielkosé¢ b, mozemy:

a to 100%

b
s ulozvé réwnanie —-100= s Wozve proporci !
Y P YC propoicje b to  p%

e Aby obliczy¢ liczbe a gdy p% tej liczby jest rowny b, mozemy:

.. BB | o a to 100%
» ulozy¢ rownanie ——-a=2»5, l = ulozy¢ proporcje |
100 | b to p%
|
skad a=b. 120, } skad 2190
P | b p
a c bh-c a-d a-d bh-e
o Jezei——— to a=——, b=—— ¢c=—— d=——:
b d d c b a

Cwiczenie 56. W czasie wakacji Franek zarobil 650 zl, ale z te] kwoty potragcono mu
20% na podatek. Jakg kwote otrzymal?

Cwiczenie 57. Znajdz liczbe, ktbrej:
a) 20% jest rowne 16, b) 8,5% jest rowne 0,85,

c) 3%% jest rowne 120, d) 33%% jest réwne 1%.

Cwiczenie 58, Roztwor solny zawiera 2% soli. W ilu kilogramach tego roztworn jest
0,5 kg soli?

Cwiczenie 59. Buty kosztuja 120 zI. Oblicz, przez jaka liczbe nalezy pomnozy¢ cene
butéw, by modce obliczy¢ ich nowq cene po:
a) obnizce o 25%, b) podwyzce o 8%, ¢) obnizce o0 20%.
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Zakladajac konto w banku, decydujesz sig na okreslone oprocentowanie tego rachunku.
Zalezy ono miedzy innymi od czasu, w jakim zobowigzujesz sie nie naruszac stanu konta,
czyli tzw. lokaty terminowej, oraz od sposobu kapitalizacji odsetek 1 od oprocentowania
w stosunku rocznym.

Definicja

Procent prosty to sposcb oprocentowania wkladupienigznego K (kapital poczgthowy)
polegajacy na tym, ze dochéd w postaci odsetek nie jest doliczany do wikladu i nie
procentuje wraz z nim w nastepnym okresie oszczedzama.

W przypadku stosowania procentu prostego odsetki me sq doliczane do kapitalu na nastepny
okres, czyli w nastepnym okresie nadal oprocentowaniu podlega tylko sam wklad piemezny.

rPrzykiad 35. Adam wplacit do banku 100 z1 i zatozyl lokate na 3 lata na procent prosty.
Roczna stopa oprocentowania byla rowna 6%o 1 mmata byc stala przez caly okres lokaty.
Oblicz, jaki bedzie stan konta Adama po uplywie 3 lat.

Rozwiazanie

Stan konta Adama po uplywie:

1 roku: 100zt plus 6% z 100 zl,

2 lat: (100 zt plus 6%z 100 zt) plus 6% z 100 zl,
3 lat: [(100 zt plus 6% z 100 z1) plus 6% z 100 zl] plus 6% z 100 zi.

100+ —2— . 100—100-1,06
100

6 6 6
Skad 100+3-m-100:100+18:118. 100+3'm‘100 100[1+3'ﬁ]
Odp.: Po uplywie 3 lat Adam bedzie mial na koncie 118 zl. J
Uwaga

Procent prosty jest przykladem ciggu arytmetycznego.
Jezeli liczby K, K. ..., K, 83 wartosciami kapitatu poczatkowego K po uplywie n
(ne N ) okreséw oszczedzania, to liczby K, Ky, K, ..., K, 83 wyrazami ciagu

arvtmetycznego o roznicy r, takiej ze »= %K , gdzie p to stopa oprocentowania

w kazdym z okresow.

K/f—ﬁP+r——-\*K1/——)+r—“\\*K2/—+.” +r—'—=\*Kn
kapital

pocztkawy KIZK[HLJ KZ:K[HZLJ KHZK[IML]
100 100 100
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Cwiczenie 60, Piotr zalozyl w banku na 5 lat lokate w kwocie 500 euro na procent pro-
sty. Roczna stopa procentowa byla rowna 2,4% 1 miala byc stala przez caly czas lokaty.
Oblicz, jaki bedzie stan konta Piotra po uplywie 5 lat.

r Przyktad 36. Pan Marek wplacil do banku kwote K rowna 200 zl, ktéra bedzie opro-
centowana 6% w stosunku rocznyim, bez kapitalizacji odsetek. Podaj, jaka kwote X
bedzie mogl pan Marek wyplacic¢ z banku po uplywie:

a) jednego roku, b) dwoch lat, ¢) » lat.

Rozwiazanie

a) K =200+i-200=200[1+ij=212,
100 100

b) K, :zoo+2-1-200:200[1+2-ij:224,
100 100

o K, =200+n-i-20(}=200[1+n-ij:?_UU+1?_H.
100 100

Odp.a)212zL, b)224zl, ¢) K, =(200+12n}zL J

Cwiczenie 61. Pani Ala wplacila do banku kwote X réwng 500 zl, ktéra bedzie opro-
centowana 4% w stosunku rocznym, bez kapitalizacji odsetek. Podaj, jaka kwote K,
bedzie mogla pani Ala wyplacic¢ z banku po uplywie:

a) jednego roku, b) trzech lat, c) n lat.

Cwiczenie 62, Sprawd#, wykonujgc odpowiednie obliczenia, czy podanainformacjajest
prawdziwa. Jezeli zalozysz w banku lokate na 10 lat w lowocie 100 zi na procent prosty

przy roczhej stopie procentowej rownej 10%, to podwoisz swoj kapital.

Uwaga : o =
jednego roku | s miesiecy fdni
Odsetki za okres: p-K p-K- Pl
100-365
100 ;
Lo 365 —liczba dni w roku.

K — kapitat ztozony w banku, p — oprocentowanie (stopa procentowa).

Cwiczenie 63, W banku A na procencie prostym stopa oprocentowania w stosunku rocz-
nym jest rowna 10%. W banku tym mozna wyplaci¢ nalezne odsetld w kazdej chwili.
Whplacasz do tego banku kwote 1000 zl. Oblicz, jaka kwote odsetek bedzie mozna

wyplaci¢ po uplywie: a)jednegoroku, b) pieciu miesiecy, c¢) osiemdziesieciu dni.
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Procent sktadany

Definicja

Procent skladany to sposob oprocentowania kapitalu polegajacy na tym, ze odsetki
po roku (lub innym okresie) oszczedzania, w ktorym obowigzuje ustalona stopa
procentowa, dopisywane 83 do kapitalu i procentuja wraz z nim w nastepnym
okresie oszczedzania.

Proces dopisywania odsetek nazywa sig kapitalizacjq odsetek.

(Przykiad 37. Andrzej zlozyl w banku swoje oszczednosci w kwocie 1000 zI na okres
31at z kapitalizacjg odsetek po roku. Bank oferuje roczna stope procentowa rowna 5%.
Oblicz stan konta Andrzeja po uplywie okresu oszczedzania. Wynik zaokraglij do0,01 zi.

Rozwiazanie
Stan konta Andrzeja po uplywie:
5
1 roku: 1000 + 0,05 - 1000 = 1050 zl, 1000'[1+m]—1000‘1,05
ST 2
2lat: 1050+ 0,05+ 1050 =1102,50 z}, 1000‘[“@] —1000-(1,05)
5 3
3lat:  1102,50+0,05-1102,50 = 1157,63 zl. 1000'[“@] ~1000-(1,05)
Odp.: Andrzej po uplywie 3 lat bedzie mial na koncie 1157,63 zl. J

Cwiczenie 64, Marcin ztozyl 500 zI w banku i zatozy! lokate na okres 4 lat. Bank oferuje
roczng stope procentowy rowng 6% z kapitalizacja odsetek po roku. Oblicz stan konta
Marcina po uplywie okresu oszczedzania, Wynik zaokraglij do 0,01 z1.

Uwaga

Procent skladany jest przykladem ciagu geometrycznego.

Jezeliliczby K, K., ..., K, sa wartosciami kapitatu K po uplywie n (ne N™) okresow
oszczedzama przy stopie procentowe] p w kazdym z okresow, to liczby te sg wyrazami

clagu geometrycznego o ilorazie g =1+ %

F T _‘_H"“‘LKI,J"(—) L —““-L_Kzf_'... g ™K,

kapital
poczqtiowy Ki=K-q K,=K-¢° K,=K-q°
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Uwaga. Jezeli kapital K wpltacimy do banku na » okreséw przy danym oprocento-
waniu p% w kazdym z okresow oraz gdy odsetki beda kapitalizowane po kazdym
z n okresow, to kapitalt X, na zakonczenie okresu lokaty bedzie rowny

K, :E[ni) .
100

Banki z reguly preferujg zmienne stopy procentowe wkladow 1 kredytow.
Pokazemy na przyktadzie, jak wiedy obliczamy kwoty po » latach.

r Przyktad 38. 1 okujesz 100 zl na rachunku bankowym na okres czterechlat z kapitaliza-
cja odsetek po roku. W ciagu tego okresu nastgpily zmiany rocznej stopy procentowe;j,
ktore byly odpowiednio rowne: 5%, 4%, 3%, 2%. Jaka byla wartos¢ twojej lokaty na
koniec okresu oszczedzania? (Nie uwzgledniaj podatku dochodowego)

Rozwiazanie
Kapital poczatkowy K =100 zl. Stopa procentowa w banku zmieniala sie:

1° Po pierwszym roku oszczedzania kapitat
q

100
2° Po drugim roku oszczedzania kapital

K =K-q,, gdzie g =1+

: -+
K=K 49,=Kq4 g, gdzie g, =1+—.
2 ) q 9, & P 100
3° Po trzecim roku oszczedzania kapitat
; 3
Ky=K, ¢:=K-q, 4, g, gdzie ‘9'3:1"'@-
4° Po czwartym roku oszczedzania kapital

K, =K; q,=K-q,- 9,959, 8dzie g, =1+—.

5 - 3 2
Zatem. K, =1000+ 1o—r || o= || dIde0r | d e |=
100 100 100 100

=100-1,05-1,04-1,03-1,02, czyli K, =114,73 zlL.
Odp.: Na koniec okresu oszczedzamia kapital X, =114,73 zi. J

Cwiczenie 65, Oblicz wartos¢ lokaty rocznej rownej 200 zl, po okresie oszczedzania
trzech lat, z kapitalizacja odsetek po roku, jezeli w tym okresie stopy procentowe byly
odpowiednio rowne 6%, 3% 1 5%.
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Uwaga
Jezeli kapital K wmiescimy na koncie na n okresOw, przy zmiennej stopie procen-
towej p,,gdy ie{l, .., n}, tokapital koncowy K, po uplywie n okreséw dany

jest wzorem
K=K w20 | a2 a2 e 1022 |,
100 100 100 100
gdzie 1+£—q1, +&:g2, 1+&:qn,tozmienne czynniki procentowe.
100 100 100
| Odpowiedsi doewiezen ]
| 5652021 $7.2)80, b)10, © 3600, d)4,5 S8, 25 kg .a)0,75, b)1,08 08
F. 60, 560 euro. 61, a) 520z, b)se0zt, o S00+200 62, Talk
63.2)100zk by41,67z ) 21,92zt 64, 631,24 24 65. 229,28zt
E

Zadania utrwalajace

4.84. Wilasciciel lokaty ztozyl kapital na procent prosty. Przerysuj do zeszytu tabele i w miej-
sce [ wpisz odpowiednig liczbe.

—|
=

. Roczna .
Wilasciciel Ka]:;:al stopa Liczba n lat Oldse!:kl plo ¢ Stan limni;,a
lokaty pOCzaLLOwy procentowa lokaty uplywieslat | po uplywie
[zH] [%] [z}] n lat [z1]
Ala 3000 4 10 ]
Beata ) 5 5 250
Robert 100 1 [ 99

4.85. Bank A oferuje dopisanie po roku 100 zl do 1000 zl zlozonych u nich na lokacie.
Whbanku B mozna zalozyc lokate na rok przy stopie procentowej rownej 10%. Czy
oferty bankow sie 10znig? OdpowiedZ uzasadmni).

4.86. Trzy banki podajg roézne informacj e o stopie oprocentowania procentu prostego. Whban-
ku A oprocentowanie roczne jest rowne 12%, w banku B oprocentowamnie potroczne
jest rowne 6%, a w banku C oprocentowanie kwartalne to 3%. Czy oferty bankow sie
roznig? OdpowiedZ uzasadmj.

4.87. Wplacasz do bankuna procent prosty kwote 100 zl, oprocentowana 12% w stosunku
rocznym. Oblicz kwote dochodu, ktorg przymiesie Ci ta lokata po upltywie:

a) jednego dnia, b) jednego miesigca, ¢) jednego kwartatu.
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4.88. Sprawdz, wykonujac odpowiednie obliczema, czy podana nize) informacja jest
prawdziwa.

a) Jezeli ulokujesz 100 zl na procent prosty w banku Ai rownoczesnie 100 zl na procent
skladany w banku B, a obie stopy procentowe w obu bankach beda réwne, to po
uplywie dwoch lat twdj stan konta w banku A bedzie wigkszy niz w banku B.

b) Podwoisz swoj stan posiadania w okresie krotszym niz 10 lat, jezeli ulokujesz swoj
kapital w banku na procent skltadany przy rocznej stopie procentowej réwnej 10%.

4.89. Wlasciciel lokaty zlozyl kapital na procent skladany. Przerysuj do zeszytu tabele

= iwmiejsce [l wpisz odpowiednig liczbe po zaokragleniu jej do 0,01 zt.

i ]

Wiasciciel Kapital Roczna stopa Liciba st Stan kont.a
lokaty | POCHAKOWY | procentona | gy | POpIye
Bogdan 300 S 3 s
Czeslaw 400 5 4 I
Damian 200 10 2 |

4.90. W gablocie pewnego banku wywieszono tabele z trzema (I, II, III) rodzajami ofert
dotyczacych lokat terminowych.

Stopa procentowa

(w stosunku rocznym) Kapitalizacja odsetek

Rodzaj oferty

I 2.4% kwartalna
II 2,8% poétroczna
I1I 3.2% roczna

Ktorag z wymienionych lokat (tabela powyzej) nalezy wybracd, by zysk z ulokowanej
kwoty 10 000 zl po uplywie jednego roku byl najwiekszy? Odpowiedz uzasadnij.

Zestaw powtorkowy

i FII||||r'I ‘I

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwqg odpowiedz sposrod podanych.
Ciag (a,) jest arytmetyczny, gdy okreslony jest wzorem:
A a =5-3n B. a,=(-1), R ) D. anzl.
n
2. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
O ciggu arytmetycznym wiadomo, ze @, =6 1 @, =14. Roznicatego ciggujest rowna:
A 1, B. 2, % D. 4.
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3. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.
W ciagu arytmetycznym (1, 5, 9, ..., 401} liczba wyrazéw jest réwna:

A, 99, B. 100, C. 101, D. 102.

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowredz sposrod podanych.
Suma 20+ 22+ 24+ ... +128 jest rowna:
A. 4000, B. 4620, C. 4070, D. 7590.

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.
Ciag (a,} jest geometryczny, gdy okreslony jest wzorem:

A a =—n’ B =ril C. 4 :n_—l-l D. a :3-[lj.

b n ? n

7i

6. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod podanych.
: . ) : . A+l
Ciag geometryczny (a,} oilorazie g okreslony jest wzorem a, =(-2)" "
Zatem:

A g=-21qg=-12 B a=-61g=-2,
C.g=81¢9g=-2 D.ag=-81¢g=-2

7. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F— jesli jest falszywe.

Liczby naturalne, ktore przy dzieleniu przez 6 daja reszte 1, tworza ciag
arytmetyczny (g, ) okreslony wzorem a, =6n—5.

Jezeli ciag arytmetyczny (a,) okreslony jest wzorem a, =2n+1, to do
przedziatu (200;300) nalezy piecdziesiat wyrazéw tego ciagu.

W ciagu arytmetycznym (ﬂn) wyraz pierwszy jest réwny 1, a wyraz setny jest
rowny 397. Zatem Sy =398-50.

R+l
Jezeli ciag (a, ) oilorazieq okreslony jest wzorem &, = 1g- [%] to g :% ig= %

Jezeli liczb ad, Mk & sa poczatkowymi wyrazami ci
y63563°633m d pOCZIKOWYITI WY agu plF
geometrycznego (a, ), to: @ +a, +ay+a, +as+ag =1.

Jezeliliczby 25, a, 36 sakolejnymi wyrazami ciagu geometry cznego, to a=25-36. [ P | F
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8. Cigg (a,})=(-17,-13,-9,-5,...} jest nieskoniczonym ciggiem arytmetycznym.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Dwunasty wyraz tego ciagu jest rowny:

A. 61, B. 27, 3, D. 65.

9. Czy suma wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, ktore przy dzieleniu przez
10 dajg reszte 3, jest rowna 4777

Wybierz odpowiedz T albo N i jej wzasadnienie sposrod A1 B.

T | Tak, A. | g =131 4,=93 wiec n=9 Zatem S, =477.
] poniewaz a; =13 1 r=10, wiec g, =10s+ 3, skad n=10.
N | Nie, B.
Zatem 5}, = 580.

10. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.
Ciagi geometryczne (a,} i (b} okreslone sg wzorami a,=3"" i b =125-5""
Suma Wyrazow a, + b, jest rowna:

A2 B. 51, C. 251, D. 51.
3 3 9

11. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw g odpowiedz sposrod podanych.
Suma wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest roéwna:
A. 9810, B. 90, C. 4905, D. 4895.

12. W ciagu geometrycznym (a, } wyraz ¢ =1 isuma S, =7.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
loraz g tego ciggu jest rowny:

1

A. > B. 2, & D. 2.

|
13. Liczby 4, y, 25 w podanej kolejnosci sg trzema pierwszymi wyrazammi ciagu geoime-
trycznego.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
lNoraz g tego ciggu spehma warunek:

A. g=10 Tub g=-10 B. g=0.4 Iub g=-0,4
C. g=14,5 Iub g=-14.5, D. g=2,5 lub g=-2,5.



5. Twierdzenie sinusow
| twierdzenie cosinusow

Twierdzenie sinusow (Snelliusa*))

Rozwigzac trojkat to znaczy obliczyc ditugosci wszystkich jego bokow oraz miary wszyst-
kich jego katow. Twierdzenie sinusow 1 twierdzenie cosinusow pozwoli nam rozwigzywac
dowolne trojkaty.

B,
Cwiczenie 1. Uwzglednij dane przedstawione na 10
rysunku 1 rozwigz trojkat DAB.
D
Cwiczenie 2. Uwzglednij dane przedstawione na rysurku i oblicz pole tréjkata 4 BC.
a b C
) ) & ) c
C
8
30° 30° a

Twierdzenie sinusow
W kazdym trojkacie stosunek dhugosci boku do
sinusa kata przeciwleglego jest rowny srednicy
okregu opisanego na tym trojkacie:

a b ¢

s =2 = _——2R -
sinor sin B siny

=21

a b C

—— =——=——=2R, gdzie R jest promieniem okregu opisanego na
sing  sinf  siny c

tym trojkacie.
Z (zalolenie):

a, b, ¢ —dlugosci bokow trojkata, a b c

a, B,y —miary katow lezgcych odpowiednio naprze-
ciw bokow a. b, ¢,

*) Willebrord Snell zwany Snelliusem (1580-1626) — holenderski astronom i matematyk.
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Doweod:

Przyjmujemy oznaczemia jak na rysunku.

1 Wykazemy, ze .a = _b = _C :
sinag sinf  siny

Pole P trojkata mozna obliczyc, stosujac jeden z trzech wzorow:

P:%E}csina Iub P:%acshlﬁ, Iub P:%m")sin;-’, wiec

l.-?)C.Si_m:r = l.:165111;‘3 :l:ibshl y /2
2 2 2
besing = gesin f=absiny, skad
besina =acsinf, acsinf =absiny, besina =absiny, wiec
bsino = asin 3, csin B=bsiny, csina = asiny.
Zapisujemy kazda z powyzszych rownosci w postaci proporcii
a b b c a c a b C

ey, -, e ] ey
sing sinf  sinf  siny  sino siny sinag  sin 3 siny

3

2 Wykazemy, ze = 2R, rozwazajac trzy przypadki:

sinex
0°<or<90° a=90° 90°<a <180

0 <o <90°

W okregu prowadzimy srednice CD 1 punkt D laczymy z punktem B.

Wtedy |« CAB|=|«CDB|=¢, |CD|=2R, |«DBC|=90°.
W trojkacie CDB

§in o :@, czyli sino :i_. skad .a — P8

|CD| 2R sin oz
a = 90°
Zauwazamy, ze |CB|=a=2R. sino =sin90° =1, wiec
a a a ;
= =—=a czyli =R,

sin sin90° 1 %5 sino
90° < @ < 180°
W okregu prowadzimy srednice CD 1 punkt D taczymy z punktem B.
Wiedy |CD|= 2R, |« DBC|=90° e

‘--._‘____H‘

Katy BAC 1 BDC sa katami wpisanymi, opartymi na tukach Bi—* 5 ¢
dopelniajgcych sie, wiec \{BAC’H\{ BDC’| =180°, czyli DY 130 e

o + |« BDC|=180° skad |«BDC|=180°-0.
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W trojkacie BDC:

&

sin(180°— o } = |BC‘, czyli sing = ﬁ, skad

lcD

Z rozwazant w punkeie 2% wynika, Ze

: =2R. C.7LIL.
sin e

a b c

—— ——— ———, zatem punkt 1 ° dowodu mozZnag pomingd.
singg sinf  siny
Uwaga

W zadaniach dotyczacych rozwigzywania trojkatow bedziemy zakladac, ze w trojka-
cie ABC boki a, b, ¢ leza odpowiednio naprzeciw katow o, B, y.

rPrzykiad 1. Rozwiaz trojkat ABC, w ktoérym miary katéw « i f sa odpowiednio rowne
45° 1 75° oraz dlugos¢ boku ¢ jest rowna 6 dm. Oblicz promien okrggu opisanego na

J6+2

tym trojkacie. W obliczemiach przyjmij sin75°= —F °
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

o+ B +y =180° wiec y=180°— (45° + ?5") = 60°.
Z twierdzenia sinusow:

a c csino _6-311145cj

— A m C = 5
sing  siny o siny sin 60° 6‘%
P
skad a=2+/6 dm, NE)
b c . csinB  6-sin75° L
o= wige =S
sinff  siny siny sin 60~ 6}J§+J§
2
skad b=(3+2+V6)dm, da
° _2R, wiec 2R- . skad R ~3,15 dm. 4

siny sin 60°

Odp.: b=(3v2+6}dm, y=60°, R=2+3 dm.

Uwaga
Zadanie z przykladu 1. mozemy rozwigzac takze, obliczajgc w pierwszej kolejnosci
promien R okregu opisanego na tym trojkacie, a nastepme dlugosci bokow a1 b na pod-

S b B e b
stawie rOwnosci smoc:—lsmﬁ:ﬁ.
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Cwiczenie 3. Rozwigz trdjkat ABC1 oblicz promier R okregu opisanego na tym tréjkacie, gdy
N A
=7

o =120° B =45° a=9. W obliczemach przyjmij, ze sin 120° = 5 1 sinl5°=

Cwiczenie 4. Oblicz dlugosé najdiuzszego boku tréjkata, w ktérym promieni okregn
opisanego na nim jest rowny 9 cm, a jeden z katow tego trojkata ma miare 150°.

rPrzykiad 2. Rozwiaz trojkat ABC, w ktorym boki 41 ¢ maja odpowiednio dlugosei 101 8,
a kat § mamuare 60°. Dlugos¢ boku poda) w przyblizemu do 0,1, a miary katéw do 1°.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

Dane. b=10, c¢=8 p=260". : Obliegyé: a, o, .
Z twierdzema Simnmusow:
. " 5 5
b e skad Sm_csmﬁzg sin 60 :_Ji_
smfB smy b 10 5

siny ~ (), 6928, wiec y =44° lub y = 136°.
‘Warunki zadania spetnia tylko kat o mierze 44°, poniewaz spelnia warunek S +y < 180°.
Obliczamy miare kata o1 dlugosc boku a.
o :180"—(ﬁ+;1f) czyli o = 76°.
BT ey g PO SOOI 0 aellD
singy sin ,9 sin f3 sin 60°
Odp.: a=112, o =76° y =44°, J

Cwiczenie 5. Rozwiaz trojkat ABC, wktérym a=18, b= 14, o = 62°. Wyniki zaokraglii
do calosci.

f Przyktad 3. Rozwiaz trojkat ABC, w ktérym boki « i ¢ maja odpowiednio diugosci 2
2, a kat yma miare 30°. Wynik podaj z dokladnoscia do 0,01.

Rozwiazanie :3
Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku. b ,ﬂ:‘a\
i \ [4]
Duve ustya=dl =300 | OMeythmp L
. . . . il 4
Z twierdzenia simisow: Al = B ~B
a asiny 2-sin30° 2
—— = 5 sine = = =—, wiec
siny siny ¢ N 2

o =45 lub o=180°-45"=135°
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Kat o =45° oraz kat o =135° spelniajg warunki zadania, gdyz o+ < 1807,
B =180°— (e + 7). wiec

B=180°—(45°+30°)=105° lub B=180"-(135°+30°)=15".
Zauwazamy, Ze istniejg dwa trojkaty spehmajace warunki zadania.

A5 300~ © <3¢ 15° B

l G

4

csin

Dla kazdego trojkata obliczamy diugos¢ boku b z wzoru b=

1
J2sin105°  25in75° |
0,5 0,5 I

I
1

b=273

Odp.: =273, a=45° B=105° lub b~0,73, a=135° B=15° J

Cwiczenie 6. Rozwigz tréjkat ABC, w ktérym boki &1 ¢ maja odpowiednio diugosci 10
111, akat f ma miarg 30°. Wynik zaokraglij do calosci.

r Przyktad 4. Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat ABC, wktdérym a=35 b=16, a =30
Rozwiazanie
Zauwazamy, Zze gdyby istmial trojkat spelmiajgcy warunki zadania, to spelniona bylaby

TOWNOSC:
B B il gt QAL gy SRpely
sin  sin 3 @ 5
Nie istnieje kat 5, taki ze sin S > 1, wiec trojkat ABC nie istnieje. C.H.IL. J

Cwiczenie 7. Sprawdz, czy istnieje trojkat ABC, w ktorym:

a) a=16 b=35 a=30° b) ¢ =10, o =60° B =135°,

€) b=8, c=4, y=60°, d) a=], =1 y=135°

Jesh trojkat 1stmieje, to podaj pozostale jego wymiary oraz miary katow.

Cwiczenie 8. Przyjmij oznaczeniajak narysunku. WyraZ wysokosé & C
w zaleznosci od boku b i kata ostrego «. Sprawdz, czy mozna b i L
zbudowaé trojkat o bokach @, b i ¢, gdy: 4 i

a)ya<h b)a=h ¢ h<a<b d)azh e —




128 5. Twisrdzenie sinusdw | twierdzenie cosinusow

rPrzykfad 5. Dwa statki, zakotwiczone na redzie obok siebie, wyplywaja w tym samym
czasie. Przyjmujemy, ze trasy rejsow odbywaja sie wzdhuz prostych,

o —

ktore tworza kat 32°. Predkosé jednego ze statkow jest téwna 28 |0 '-»i e

weztow (28 w), a predkosc drugiego jest wigksza miz 20 wezldow, [
Po uplywie 3,5 godziny (3,5 h) odleglos¢ pomiedzy statkami byla

rowna 72 mile morskie (72 Mm). Przyjmujac, ze morze jest spokojne, oblicz predkosc
drugiego statku. Wynik podaj w przyblizeniu do jednego wezla.

Rozwiazanie B
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku: g ~—d
u, b, —predkosci poruszama sig statkow, peZ32° @A
a

5. 8, — dhigosci tras, ktore pokonaly statki,
d —odleglos¢ migdzy statkami po uplywie 3,5 h.

Dane: v, =28w, t=3,5h, d=72Mm, o =32°. : Obliczyé: v,, gdy v, > 20.
Statki wyruszyly z punktu P, a po uplywie 3,5 godziny znalazly si¢ odpowiednio
w punkiach 4 1 B. Modelem tej sytuacji jest trojkat P4B.
Z fizyki wiadomo, Ze droga s = vt, zatem
§=28:-35=98, czyli s=98Mm.
Z twierdzenia sinusow:
8 d _ s sing 98 -sin 32°

= , skad sin :
siny sino e ¥ d 72

siny =0,7213, wiec y=46° lub y = 134°
B ~=102° lub B ~14°

i .52 _ .d i Sz:dﬁmﬁ
sinff  sino sino
72 -sin102° 72-sinl4®
§y=———— lub §,=——— Wwigc
sin 32° sin 32°
8, =132,9Mm lub s, =32,9Mm.
8 ; 132,59 329
02:;, wige Up=— lub Y
; ? 3820

Odp.: Drugi statek plynat z predkoscia okolo 38 wezlow. J
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Cwiczenie 9. Nad pewnym jeziorem znajduja sie trzy przystanie, ¢

oznaczone na rysunku literami 4, B i C. Wiedzac, ze odleglogé / /<0 _1
miedzy przystaniami 4 i B jest téwna 1000 m oraz |« CAB|=60° Av B
i |« ABC|=45° oblicz odleglos¢ przystani C od przystani 4 oraz
odleglosé przystani C od przystani B. Wynik zaokraglij do 1 m.

Cwiczenie 10. W trdjkacie ABC dlugosci bokéw AC' 1 BC sg odpowiednio réwre 21 +/2,
a miara kata BAC jest 30°. Oblicz dlugosc¢ boku AB.

| '.,"||.-IF'.'!‘H‘I‘;.H do cwiczen

| 7. a)Tak, c =20, B=5%° y=141°, b)nie pontewaz e+ §~195°>180°, c)nie, poniewaZz sinﬂ:ﬁ}l

|'
. |4B|=10v2Z, |BD|= 20J_ , |[4D| == ( A3}, |« DBA|=15, |« ADB|=120° {
3.4 16"{_ ,b) 32tga, ) 1643, 3. R=3f3, b=1.05, c—@ _Y8E :
4.9em 5 f=43°, y =75, c=20. 6.y =33°, oq 1170, @ =18, pael4T0, op3Y, g w1, =
|

I
I
I
I
|
|
|
I
|
|

d) nie, poniewaz o+ S+ =180° a z warunkow zadania wynika, ze ¢=135°

.I B hA=bsine, a)nie poniewar trojlat CDF jest prostokatny i @ jest przeciwprostokatng,

: b) tak, trojkat ABC jest prostokeatny i |<C ABC|=90°, ¢ tak, d)tak

| 9.14€| =732m, |BE| =897m.

I
| 10 |AB|—J§+1 lub |AB|—J§—1 Wskazéwia, Zauwaz, ze |<1ABC|—45° lub 135°

l
|
i
|
I
|
.

Zadania utrwalajace

5.1. Oblicz promien R okregu opisanego natrojkacie, gdy dana jest dlugosc jednego z jego
bokdw 1 miara kata lezacego naprzeciw tego boku.
a) b=45cm, p =060 b) ¢ =8m, y =120°, ¢) a=72dm, o =45°

5.2. Wyznacz promieni R okregu opisanego na trojkacie, w ktorym jeden z bokow ma diu-
gos¢ @, natomiast katy do niego przylegle maja miary f1 y.

5.3. Rozwiaz trojkat ABC, znajac promiefnn R okregu opisanego na tym trojkacie 1 dwa
sposrod jego katow «, B, ¥. Dlugosei bokdw podaj w przyblizeniu do jednego miejsca
po przecinku.

a) R=50cm, a =80° B =30° b) R=36 cm, =100° y =36°.
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5.4. Rozwiaz trojkat ABC. Dhugosci bokow poda) w przyblizeniu do dwoch miejsc po
przecinku, a katy z dokladnoscig do 1°, gdy:
a)y b=18Bcm, ¢ =32° B =49° b) c=7m, f=62° y=108°
) a=1l4cm, b=9%cm, o =427 d) b=733 =313 9'=36".

5.5. Promien okregu opisanego na trdjkacie ABC jest rowny 49 cm. Rozwiaz ten trojkat,
wiedzac, Ze |AC|=52 cm,
do 0,01 cm.

BC \ =40 cm. Dlugosci bokow podaj w przyblizeniu

5.6. W trojkacie rownoramiennym 4 BC odcinek dwusieczne) AD zawarty w tym trojkacie
ma dlugosc 6. Wiedzgc, ze miara kata ACB jest rdwna 120°, oblicz promieni » okregu
wpisanego w ten trojkat.

5.7. Oblicz promien R okregu opisanego na trojkacie ABC, gdy:
a) |AB|=+/3, | 1 BAC|=110°, |3 ABC|=10",

b) |4AB|=4,

BC|=6,

AC|=8,

c) |[AC|=9,

3 CAB| =%\ J ABC|= %\ ¥ ACB|,

d) A=(0,0}), B=(8,0}, C=(3,6).

5.8. Z planetoidy* (P) wida¢ Storice (S) i planete Wenus

(W) pod katem 40°, a ze Slonca widac planetoide i pla- 20° ., S
nete Wenus pod katem 20°. Odleglos¢ planetoidy od l —/L@/
Stonca jest rtowna okoto 1,5-10°km. ‘ /// f,f”

a) Oblicz odleglos¢ planetoidy od planety Wenns. ,{f /’

b) Oblicz promien orbity Wenus. P.{_@Q'j \—“iiw )
Wyniki podaj z doktadnoscia do 0,1-10%km. orbita Wenus

5.9. Wykaz, ze jesli a, B, y sa katami pewnego trojkata i spelniony jest warunek

Bl—si_nz o +sin® B =sin®y, to ten tréjkat jest prostokatny.

5.10. Wykaz, ze wtrojkacie o bokach dlugosci a, b, ¢ oraz lezacych odpowiedm o naprzeciw

Ernichkaftachonﬂaracha, . 7 spelnionajest t6wnos¢ a+b+c=2R(siner +sin § +siny ).

*#! Planetoida —niewielkie cialo niebieskie obiegajace Stofice po orbicie lezacej miedzy orbitami Marsa
i Towisza,
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Twierdzenie cosinuséw (Carnota)

Twierdzenia sinusow nie mozna zastosowac do rozwigzama trojkata, gdy dane sg dlugosci
dwoch bokow i miara kata zawartego miedzy nimi albo znane s3 dhugosci trzech jego bokow.
Problem ten mozna rozwigzac, stosujac twierdzenie zwane twierdzeniem cosinusow.

Twierdzenie cosinusow
W kazdym trojkacie kwadrat dlugosci boku jest réwny sumie
kwadrat 6w dlugosci pozostalych bokéw pomniejszony o podwojony & a

C

iloczyn dhugosci tych bokdw 1 cosinusa kata zawartego miedzy nimi. p e
c

a’=8 +¢c*-2bc-cosa, B :a2+cz—2¢zc-cosﬁ, ¢ =a2+b2—2ab-cosy
Z (zafoienie): a, b, ¢ — dhugosci bokow : T fteza): o =b* +c* —2bc-cose,
trojkata ABC. | b’ =a*+c¢* —2ac-cos B,
| c? = a* + b —2ab-cosy.

Dowdd: Wykazemy, ze a® = b* +¢* —2bc - cosor. Rozwazmy trzy przypadki:

B =907 2) Peocllf 3 90°<ea <1807
B =90~ C
Tréjkat ABC jest prostokatny, wiec a” =b* +¢°. -
Rownosé @’ = b +¢* réwnowazna jest réwnosci ”
a* =b* +¢* —2bc-cos90°, poniewaz cos90°=0. A P B
2 0°<o <90° iniech 0°< 8<90°! 3 90°< o <180°.
I
b a
[a\ [3y
4 D B

« C—»
Wysokos¢ CD dzieli bok A8 na

I

I

I

|

: Zauwazamy, ze spodek D wysokosci CD lezy na
dwa odcinki 401 DB. |

I

I

I

I

I

1

przedinzenin boku A8 i |« CAD|=180°—¢.

W trojkacie CDA wyznaczamy:
|CD|=bsin(180°—¢ ), czyli |CD|=bsine,
|DA| = beos(180° —ar ), czyli [DA|=—bcosar.
|DA|+|AB|=|DB
|DB|=c—beosar.

W trojkacie ADC wyznaczamy
|AD|=beosa i |DC|=bsina.
IADI+|DBI:C, wiec
|DB|=c—bcosa.

, wiec

*) Lazare Nicolas Marguerite Carnot zwany Wielkim Carnotem (1753-1823) — francuski polityk, matema-
tyk i generat pochodzacy z rodziny matematykow, fizykow i politykow Carnot.
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Z twierdzema Pitagorasa dla trojkata DBC:
‘BC‘F = |DC'|2 +|DB 2 czyli @®= (bsina}z +(c— bcosa)2

A 2 2 2
a =b"-sin“o+c” —2bc-cosa+b-cos" o
@ =b° (sin2 o +cos” a:) 4% —2be-cosa

> =b> 1> —2bc-cosor. C.ILH.

. ; s TR ) 2 2 y 2 2
Podobnie mozna uzasadni¢ rownosci 6" =a” +¢" —2ac-cos 1 ¢" =a” +b"—2ab-cosy.

rPrzyktad 6. Rozwiaz tréjkat ABC, w ktérym a=+/3, ¢=3 B =150°,

Rozwiazanie C

Dane. a= \E, e=3 B=150" : Obliczyé:. b, «, v. b .l'/f
T T T T T T T T Ty a (B> a

7 twierdzenia cosinusow: c B

b? =a*+c* —2accos B

B =(V3) +3°~2-4/3 3 cos150°,
cZyli B =21 skad &= J21. Liczba —21 nie moze byé diugodcig boku.
Z twierdzenia Sinusow:

a b . asin 3 o 3 sin150° i L
., skad sina = ,czyli sing=—p0ex—r sin150° - —
e Y V21 .

sino sin
sing = l—j wiec sina = (0,1890, skad

Eqt 169° nie spetnia warunkow,
=]11° ~ 2
g L1® Jub sl 605, bo 169°+150°>180°,

y =180°—(or + B ), wiec y =19°.

Odp.: b=~21, a =11° ¥ ~19°,

Cwiczenie 11, Rozwiaz trojkat ABC, w ktorym:
a) a=8, b=10, y=60°, b) b=4, =5, a=120°

Wnioski z twierdzenia cosinusow
e W trojkacie ABC:

Payct=g® et B et LI
cosgt =————  cosf=———  cOSy=—m——
2bc Zac 2ab

e Jezeli cosa>cosf>cosy, to a<fB <y ia<bh<e.
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rPrzykfad 7. Oblicz miare najwiekszego z katow trojkata ABC oraz jego pole, gdy
a=243, b=3-3, c=3J2.

Rozwiazanie C
Sprawdzamy, ktora z liczb 233, 3-8, 32 jest najwieksza: b "y p

23 3,46, 3-3 =127, 32 ~4,26 wiec

cxa=b. A - B
Bok ¢ jest najdluzszy, wiec kat y, lezacy naprzeciw boku ¢, ma
najwiekszg miare.

cosy:a2+bz_cz :(2\1’5)2+(3—\/§)2—(3J§]2: 6— 63 :_i.

2ab 2-243 (33} 4(33-3) 2

COSy = —é, wiec 90° <y < 180°

cosy = —cos60° cos{180°—u ) — —cosa

cos y = cos(180°—60°)

y =120°
P:%absiﬂy =%-2J§-(3—J§)-si11120°=%(3—~/§).
Odp.: ¥ =120°, P=%(3—J§). J

Cwiczenie 12, Oblicz miary katéw tréjkata ABC, ktdrego boki @, b, ¢ maja diugosci:
a=2 b=2J3, c=4.

Cwiczenie 13, Sprawd?, czy trdjkat o bokach a, b, ¢, ktérych dlugosci sa odpowiednio
rowne 6, 7, 8, jest ostrokatny. Odpowiedz nzasadnij.

Cwiczenie 14. Wykaz, ze trojkat, ktorego boki maja diugosci 8, 10, 16, jest trojkatem
rozwartokatnym.

Cwiczenie 15. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku i okres], C
jakim katem {ostrym, prostym czy rozwartym) jest kat o, gdy:

a) a* <b*+c?

b) a° =b*+c%, A B
O a’»b+ct
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rPrzykfad 8. W trojkacie rownobocznym 4ABC na boku BC obrano punkt Ad, taki ze
|BM |:|MC|=1:2. Oblicz sinus kata CAM.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.
Dane: «— dhugosc¢ boku
trojkata rownobocznego A BC,

Obliczyé: sin|« CAM|=sino.

|BM | = }_\Mq.

Z warunkow zadama:

|BC|=3|BM| skad \MC|:§\BC\:§a i \Bﬂa‘\:%a.

Z twierdzenia sinuséw dla tréjkata AMC:

2 2
|AM| B gﬂ Skqd Sma_gﬂsmﬁo
’ - |4M]

sin60°  sina
Z twierdzenia cosimusow dla trojkata AMC:
|AMT =|AC] +|MC[F —2-|AC|-|MC]|cos 60° czyli

2
)
‘Aﬂrﬂzzaer[Eaj —2{1-:&-1:1&2 1 a>0, wiec AM‘:ﬂa.
3 3 2 9 3
2 2 2
Eﬂ'siné(}" ga-§ A
sing =————, Wiec sing = , czyll sinor =——
| AM| 7 7
ke
Odp.: sino:zg. J

Cwiczenie 16, Statek pltynacy po morzu wystal sygnat SOS, ktary odebrali dwaj latarmicy
w miejscowosciach 4 1 B lezacych na tej same) szerokosci geograficznej i odlegtych
od siebie 0 120 km. Latarnik w miej- 'Y -

scowoscl A stwierdzil, ze statek jest od i_;

niego odlegly o 56 km 1 znajduje sie

w kierunku 30° na polnocny wschod.
Przyjmujac, ze morze jest spokojne,
oblicz, w jakiej odleglosci byl ten statek W
od latarni morskiej w miejscowosci B.
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rPrzyHad 9. Wykaz, ze jezeli w trojkacie o bokach majacych dlugosci a, b, ¢ i katach

majacych odpowiednio miary «a, B, y spelniona jest TOwWnosc s-moc =2cosy, to ten
trojkat jest réwnoramienny. g

Rozwiazanie
o o (BifEE ' o ’ .
Z (zafoienie). —— =2cosy, | T (feza): Trojkat jest rownoramienny.
sin
a>0.5>0,¢>0. |
____________ ey e S i M i S
a slhg . siha 2 - wige 2= L
Dowéd. —=— i ——=2cosy, wiec singe sin b sinf
b smf smf
2 2 4
2 2 2 a+b c
+b°—c¢ S
f_2277 "% T
b 2ab
a’=a’+b°—c*, czyli ¢* =b°, skad c=b. cHW. J

-

v,

T

£ PP Y T e e e

Cwiczenie 17. Wykaz, ze wtrdjkacie o bokach a, b, ¢ lezacych odpowiednio naprzeciw

katow a, B, ¥ spelniona jest rtéwnos¢ a=bcosy +ccos .

Uwaga
Aby rozwiazac dowolny trojkat, stosujemy:
e twierdzenie sinusow, gdy dane sa:
» miary dwoch katow trojkatai dlugosc jednego boku,
» dtugoscl dwoch bokow trojkata 1 miara kata, kiory nie jest zawarty miedzy tymi
bokami,
e twierdzenie cosinusow, gdy dane sa:
= dlugosci dwoch bokow trojkata 1 miara kata zawartego miedzy tymi bokami,
= dlugosci tizech bokow trojkata.

Cwiczenie 18, Dlugosci bokéw trojkata ABC sa rdéwne 35, 71 8. Oblicz promien R okregu
opisanego na tym trojkacie.

—— e ——— —— e ———

Odpowiedz i do cwiczen

11.a) c=2421, 0= 11°, B=1097, b) a=+61, f=26°, 4 =34° 12, 0 =30° B=607 4 =090°
13 Tak. 14, Wylaz, ze cosy <0, gdzie ¥jest katem lezqoym naprzeciw najdiuzszego boku

15 a)ostryim, b) prostym,  © rozwartym, 16, 104 k.

; ; : 7
17 Wokazdwira. Zapisz cosyl cos 8w zalemnosciod a, b, ¢ 18 R:E-\E.
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Zadania utrwalajace

511. W trojkacie ABC znane sa dlugosci dwoch jego bokow 1 jeden kat. Oblicz dlugosc
trzeciego boku, gdy:
a) b=3dm, ¢c=7dm, o =60°, b) b=4cm, ¢=(2+23)cm, o =307,

C) a:S-\Ecm,c:Scm,ﬁ:ilS", d) a=4cm, b=Tcm, y=120°

5.12. Oblicz miary katow «, B, ¥ trojkata ABC o bokach a, b, ¢, gdy:
a) a=2, b=2 c=23, b) a=29, b=42, ¢=58
c) a=38 b=66 c=69, d) a=7, b=10, c=15

5.13. Punkty A=(-2,2)} B=(14,4), C=(2,-1) sawierzcholkami tréjkata ABC. Oblicz
miary katow «, B, ¥ tego trojkata.

5.14. Oblicz miare najwiekszego z katow trojkata ABC oraz pole P tego trojkata, gdy:

a) a=4, b=8, ¢ =Hf7, b) a=2v2, b=4, ¢=2+23.
5.15. Sprawdz, czy trojkat o bokach a, b, ¢ jest ostrokatny, rozwartokatny czy prostokatny,
gdy:
a) a=10, b=24 c=126, b) a=8, b=10, c=16
¢) a=4, b=5 c=6 d) a=~29, b=2J17, ¢=5.

5.16. Przerysuy) tabele do zeszytu, przyjmi] oznaczenia bokow oraz katow w trojkacie A BC

= jakna rysunku i uzupelnij tabelg.

==

b c a B y c

o
4

N  z0° |l 120° ¢
10 8 7 [

5.17. Oblicz diugo$¢ boku BC tréjkata ABC, gdy |AB|=6, [AC| =442,

< ACB|=135".

5.18. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz odlegtos¢ miedzy obiektami 41 B.
Wynik podaj] w zaokragleniu do 0,001 km.

%) lsoéinr_,~€
A=
= 7 1300m

=B
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5.19. Boki trojkata A BC majg dlugosci 3, 4 1 6. Wykaz, ze:

29 43 11
a) coso =—, b) cos f =—, C) COsy =——.
36 ) p 48 ) d 24

|E‘

Zastosowanie twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinusow

Cwiczenie 19. Uwzglednij dane przedstawione na rysurku i oblicz dlugo$¢ odcinka x.

135° p B)

P (D
N5

rPrzykIad 10. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku,
gdzie O jest srodkiem okregu, 1 oblicz promien R okregu.
Rozwiazanie
Zauwazamy, Ze:
e trojkat EBD jest wpisany w okrag o promieniu R,
o tréjkat DBC jest réwnoboczny, wiec [« EDB|=120°.

W trojkacie EBD z twierdzenia cosinusow:

[EB[P =37 +1% ~2-3-1-cos120°, skad |EB|=+13.

W trojkacie £B8D z twierdzenia sinusow:

JE =R ska(dRzﬁ.
sinl120° 3
Odp.: Rz?.

Cwiczenie 20. Na rysunku |4D|=|BC|=6, |[DC|=4
i |« AEB|=60°. Uwzglednij dane przedstawione na

rysunku, gdzie O jest srodkiem okregu, 1 oblicz pro-

mien R okregu.
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rPrzykiad 11. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku g
i oblicz diugos¢ odeinka x = |CD| zawartego w dwusiecznej
kata ACB.

Rozwiazanie

|
Dane: |BC|= =2, [« ACB|=120°. | Obliczpé. |CD|=

1° Z twierdzenia cosinusow obliczamy dlugosc¢ odecinka 4 B:

|AB] =4*+2°—2-4-2-¢cos120°, skad |AB|=27. c0s120° %

2° 7 twierdzenia o dwusieczne]j kata w trojkacie ABC obliczamy dlugosc
odcinka |BD|=¢.

BD| |4D)| _ t 2471
e WIGE S
|BC| 4 2
t=4J7-2t
4
1=—+7.
3
3° W trojkacie ABC obliczamy cos 81 sin 8.
+(2T) -
cos ff=
£ 2 4247
cos = ’?J_
57 4B
sin § = yf1—cos” B = [ ?j =207 c 3 A
4° W trojkacie BCD obliczamy dlugosc odcinka x.
CD BD mp -
‘. |=.| ‘, yli ——= ! ,Wit;cx:m.ﬂﬁf,skqd
sin B sin 60° sin i sin 60° sin 60°
N3 4
247 3 4
V2 &
)

J

Cwiczenie 21. W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dingodei 6 i 8. Oblicz
dhugosc odcinka zawartego w dwusiecznej kata prostego.
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( Przyktad 12, Uzasadnij, ze w dowolnym tr&jkacie ABC praw- C
s o8
dziwa jest TOwnosc a+b: blIlCl. ;mﬁ. b ol
sin \
e LAV

Rozwiazanie ¢
a+b sino+sin f
sin f3

Przyjmujemy oznaczemnia:

a+b a b a
L= =—+—=—+1
b b b b
; £ a b . a sinog
Z twierdzenia sinuséw ——=——, WieC —=——
sin  sin B b sinf
@ sinor sing sinf sing+sin
L= —pl=— — S Ao _ =/l eanu.
b sin sinfB sinpf sin
_\r’_‘

1 J
Cwiczenie 22. Uzasadnij, ze jesli w tréjkacie 4 BC prawdziwa jest réwnoscé
cose  cosf3

, to tréjkat ten jest rownoramienmny.

b

|, Odpowiedzi do cwiczen

| f

| 19.2) x=10vZ, b) x=1, & x=+A21. 20 % 21 @.

| ; -

| 22 Wakazdwile. Blorzysta) z zaleznosel 4, jposf i 2= gma:J i i s1jno:_
cosee & sinf coser  sinfi

|

Zadania utrwalajace

5.20. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz miare kata c.

b) @
/)

3 Z'Jg

5.21. Nadwoch bokach trojkata rownobocznego.4 BC, ktorego bok ma dlugosc 3, zbudowa-
no dwa trojkaty rownoramienne prostokatne ACD 1 BCE. Oblicz dlugos¢ odcinka DE.
Rozwaz dwa przypadki.



140 5. Twigrdzenie sinusdw | twierdzenie cosinusow

5.22. W tréjkacie réwnobocznym 4 BC na bokn BC wybrano taki punkt AL, ze |BM | = %|MC |
Oblicz sinus kata CAM.

5.23. Na boku BC trojkata rownobocznego ABC obrano taki punkt D, ze \CD| : \DB| =2:1
Dl Uzasadnij, ze stosunek diugosci promieni R, 1 R, okregow opisanych na trdjkatach
ACD1ABD jest rowny 1.

C
5.24. Przekroj poprzeczny dachu dwuspadowego tworzy

z poziomem katy o =45°1 f = 60° Oblicz dlugosei
krokwi AC 1 BC, wiedzac, ze rozpietosc dachu 4B

jest rowna 15 m.
V62

W obliczeniach przyjmij sin75° = —

5.25. Na rysunku przedstawiono trzy okregi styczne
zewnetiznie o srodkach O, O,, O, oraz promieniach
r=16, =121 =9 . Oblicz miary katow &, 8 ¥
trojkata O,0,0,. Wyniki podaj z dokladnoscig do 1°.

5.26. Po dokonaniu namiarow radiolatarm umieszczo- Ve
nych w punktach A i B okreslona zostala pozycja
statku S. Na podstawie przeprowadzonych pomiarow
wyznaczone zostaly miary katéw: |« S4B|=82°,
|« SBA|=44°. Znane sg odleglosci: |4B|=74km,
|AP|=38km, |BP|=52km, gdzie P oznacza przy-
starl. Oblicz odleglos¢ statku od przystani. Wynik
podaj z dokladnoscig do 1 km.

5.27. Narysunku przedstawiono zalesiony teren pewne- c
gonadlesnictwa. Uwzglednij dane przedstawione na
tym rysunku i oblicz obszar (pole powierzchni) tego

terenu. Wynik podaj z dokladnogcia do 0,1 km. e B
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. Na rysunku przedstawiono trojkat ABC, gdzie R jest

Zestaw powtorkowy

. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B

oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D. C
W trojkacie ABC przedstawionym na rysunku dlugogc

boku a spelnia warunek: ;
A a>6, B. a<6. 30°

Rozwigzujac trojkat ABC przedstawiony na rysunku, @ 3
w pierwsze] kolejnosci stosujemy twierdzenie:

C. sinusow, D. cosinusow. 4 B

. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Do rozwigzama dowolnego trojkata mozemy zastogsowac twierdzenie sinusow, gdy
dane sa:

A trzy katy trojkata, B. dwaboki 1 promien okregu wpisanego w ten trojkat,

C. trzy boki, D. dwa bolki 1 promien okregu opisanego na trojkacie.

. Dokonez zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Do rozwigzania dowolnego trojkata nie mozemy zastosowac twierdzema cosinusow,
gdy dane s3:

A, dwa boka 1 kat miedzy nimi zawarty,  B. trzy katy 1 dwa bolki,

C. trzy boki 1 promien okregu wpisanego w trojkat, D. bok i trzy katy.

promieniem okregu opisanego na tym trojkacie.
Uzupetnij ponizsze zdania. Wybierz odpowieds sposrod
oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz

sposrod oznaczonych literami C 1 D.

Prawdg jest, ze:

A = 2R, B. b+ ¢* —a* =2bccosor.

sin S
b
Nieprawda jest, Ze:
c 2E _SV  piesli as b, to a<B.
[ &
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Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowieds sposrod podanych.
Trojkatem rozwartokatnym jest trojkat o bokach dhugosci:
A.6, 8, 10, B.6, 6,8, € 12.13. 15 B 7 7:10:

Dwa boki trojkata maja dhugos¢ 2 1 4, a miara kata miedzy nimi jest réwna 120°.
Ocen prewdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest praw deiwe,

hib F — jesli jest falszywe.

2421

Promiefi okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny — P|F

Obwod tego trojkata jest liczba wiekszag od 12,2. P|F

Na rysunku dwa boki trojkata ABC maja dlugosc a. c
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowieds sposréd podanych.

Jezeli diugosé podstawy 4B jest liczba z przedzialu (a\E; 2.51} = "
A. taki trojkat nie istnieje, B: ¥ =90%

C. 0° <y <907, D. 90° <y «<180°, ¢

Na rysunku przedstawiony jest trojkat ABC, 5

wktérym |AB|=3+/5, [4C|=2 i cos({ACB}:—? 2

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych. A = B
3435
Promien okregu opisanego na trojkacie A BC jest rowny:

545 543 35 33

A. i, B. i, ¢, i, g B2
2 2 2 2

W trojkacie ABC bok g ma diugos¢ réwna promiemowl R

okregu opisanemu na tym trojkacie.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod

podanych.

Kat ¢ ma miare réwna:

A, 30°, B. 45°,

C. 60°, D. 90°.
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c

10. W trojkacie rownoramiennym A4 BC ramie ma dlugosc 2,
a kat przy podstawie miare 30°. /\N
Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod oLl 2

podanych.
Promienl R okregu opisanego na tym trojkacie jest réwny:
A A3, B. 24/3, €2 Iy::3.

11. Boki trojkata maja dlugosci 4, 81 10.
Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod podanych.
Cosinus najmniejszego kata trojkata jest rowny:
A1, B. 0,9, C. 0.8, D, 0,7.

12. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych. ¢
Jezeli ramig¢ trojkata réwnoramiennego ma dlugosé 6 1 kat przy
podstawie o =307 to cosinus najwiekszego kata jest
rowny:

A B
A. —i, B. —Jg, C. E D. l
2 2 2 2

13. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowieds sposrod G
podanych.
Dlugos¢ boku BC trojkata ABC przedstawionego narysunku ¢

jest rowna: m
B

A. V52, B. /9, C. 138, D. /196, A g
14. W trojkacie rownoramiennym podstawa ma dlugosc 8, C

a kat o przy podstawie ma miare 45°.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod

podanych. Fes
Promienl okregu opisanego na tym tréjkacie jest rowny: 4 2 B
A 242, B.4, C. 42, D. 8.

15. Dlugosci bokow trojkata sg w stosunku 2:3:4.
Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod podanych.
Cosinus najwiekszego kata tego trojkata jest rowny:
1 | |

A -, B. ——, &, D.
2 4 4

l‘-)_| [



6. Obliczanie diugosci odcinkow
1 pol trojkatow

Przypomnijmy oznaczenia w trojkacie ABC:
a, b, ¢ —dlhugosci bokow polozonych odpowiednio naprzeciw katow o, B, ¥
h, h, h, —wysokosci trojkata poprowadzone odpowiednio na boki a, b, ¢
lub ich przedluzenia
R —promien okregu opisanego na trojkacie
¥ — promien okregu wpisanego w trojkat
P=F ;- —poletrojkata ABC

Zwiagzki miarowe w trojkacie

Przypomnijmy

Zwiazki miarowe w dowolnym tréjkacie

1 ) 1 ) | )
P=—hcsina =—acsin f =—absin
5 ¢ Eac B za ¥

¢’ <a’+b° tréjkat ostrokatny
c*=a*+b* tréjkat prostokatny

et »a’+b*  tréjkat rozwartokatny,
A== £\ p gdzie ¢ to najdluzszy bok trojkata

64

a® =b*+c* —2bceosa c

52:a2+cz—2accosﬁ b 5 o
c* =a®+ b*—2abcosy

y>PBra < cxbxa
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Cwiczenie 1. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz:

a) pole trojkata ABC, | b) dlugosc boku LA, | €) promien R okregu opisanego na
trojkacie ABC.

|
|
M |
|
|
|

FZaRSN

4 K = L

Cwiczenie 2. Okresl ze wzgledu na boki i katy rodzaj trojkata 4 BC, gdy jego boki maja
dhigosci: a) 5, 7,8, b)0.,1; 0,1; 0,01.

Cwiczenie 3. W trdjkacie ABC dwusieczna kata
wewnetiznego przy wierzcholku C przeciela bok
AB wpunkcie D. Wiedzac, ze |4B|=20, |BC|=14
i |AC|=12, oblicz dlugos¢ odcinka AD.

Q

f Przyktad 1. Uwzglednij dane przedstawione narysun- .
ku1i oblicz obwod trojkata ABC. Wynik zaokraglij do 110
dwoch miejsc po przecinku. A 25° K-L 40°,
Rozwiazanie
Dane: |xDAC|=25° |xDBC|=40° } Obliczyé: L=|AB|+|BC|+|AC
IDC|=h=10. 1 gdzie |AB|=|4D|+|BD|.

Bl

W trojkacie prostokatnym ADC obliczamy dlugosci odcinkéw 4D 1 AC.
10 10 10

10 25 skad |apj= 10 - 10
VT kil e v v
0 10

10 B
sin25°  0,4226

wiec |AD| ~ 21,4454,

— _—in25° skad |4C|=

wiec [AC| ~23,6630.
AC]

Obliczamy diugosci odcinkdw BD1 BC. W trdjkacie prostokatnym BDC:
10 10 10

@:tgw, skad \BD\:tgw: o Viee [BD| ~ 11,9175

A0 _ Gin40°, skad Bej=—1% - 10
sin40°  0,6428

[BC|

L =|4D|+|DB|+|BC|+|AC

wiec

BC| = 15,5569

,wiee I ~72,5829, skad I =72,58. )
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Cwiczenie 4. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku
1 oblicz obwod L trojkata ABC. Wynik zaokragliy do dwoch
miejsc po przecinku.

Przypomnijmy
Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym

2 g
& =tx; D =69

B
Cwiczenie 5. Uzasadnij, ze w tréjkacie prostokatnym o przypro-
stokatnych a 1 b oraz kacie ostrym « prawdziwa jest réwnosc a
a-coso=hb-sine. ¢ b"l

Cwiczenie 6. W trdjkacie prostokatnym przeciwprostokamama dlugosé 3, ajeden z katow
ostrych ma miare 40°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat. W obliczeniach
przyjmij sm40° =06 1 cos40° =0, 8.

Cwiczenie 7. Oblicz promien okregn opisanego na tréjkacie prostokatnym, ktérego
przyprostokatna ma dlugosc¢ 16, a cosinus kata lezacego naprzeciw tej przyprostokatne;
jest réwny 0,6.

Cwiczenie 8. W trojkacie prostokatnym .4 BC wysokos¢ C'D poprowadzona z wierzchotka
kata prostego podzielila przeciwprostokatng w stosunku 1:5. Oblicz dhugosc przeciw-

prostokatnej 4B, gdy |BC|=44/30. Rozwaz dwa przypadki.

Cwiczenie 9. W tréjkacie prostokatnym wysokosé h poprowadzona z wierzcholka kata
prostego ma dlugosc 23, Wysokosc ta podzielila przeciwprostokatng na dwa odcinki,
ktorych dlugosci rézmag sig o 4. Oblicz obwod tego trojkata.
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Przy pomnijmy

Zwiazki miarowe w trojkacie réwnobocznym

Cwiczenie 10, Wykaz, ze promien r okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny okreglony
. a3 - .
jest wzorem » = ™ gdzie « to dlugos¢ boku trojkata.

Cwiczenie 11. Oblicz promieni i pole kola wpisanego w tréjkat réwnoboczny
o boku 12 cm.

( Przyktad 2. W trojkacie réwnoramiennym stosunek wysokosci poprowadzonej na pod-

stawe trojkata do dlugosci jego ramienia jest rowny g Uzasadnij, ze jest to trojkat
rownoboczny.

Rozwiazanie C

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. Zauwazamy, 7e wy-

sokosc A trojkata rownoramiennego poprowadzona na podsta- ) b

we dzieli ten trojkat na dwa przystajace trojkaty prostokatne.

W trojkacie prostokatnym A DC: 4
h 3

Ao :
E—T araz E:S]J]{I, WIigC

2| R a
[

S

sino = £ skad
2
o = 60°.
|« ACB|=180°—2ar, czyli |« ACB|=60°.
Trojkat ABC jest rownoboczny. C.7LIL J

Cwiczenie 12. Pole tréjkata réwnobocznego jest réwne 94/3. Oblicz jego obwéd.
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Odpowiedzi do ¢wiczen
l.a) By =6, b) |LM|=J]]3+56J§, i e 2. Tréjlat jest: a) ostrokatny 1 roznoboczny, b)) ostrokat-
. . 120 -
ny i réwneramienny. 3. |4D|= = 4, L3286 6. r=0,6 7o R=10 8. 24 lub 244f5.
(8
2
9. L:4{3+J§}. Wekazdwhka, x-(x+4):{2ﬁ) ,akad x=2
|
23
11. r=2J3em, P=127 cm®. 12. =18 3 h "
N x+4

Zadania utrwalajace

6.1. W trojkacie rownoramiennym ramie ma dlugos¢ 2, a kat przy podstawie miare 30°.
Oblicz promien R okregu opisanego na tym trojkacie.

6.2. Boki trojkata majg dlugosci 12, 16, 21. Uzasadnij, ze jest to trojkat rozwartokatny.
D |
6.3. Boki trojkata maja dlugosci 4, 5, 7. Oblicz najdiuzsza wysokosé tego tréjkata.

6.4. W trdjkacie ostrokatnym ABC wysokosé CD o dhugosci 5 tworzy z bokiem AC kat 20°,
a z bokiem BC 40°. Oblicz pole trojkata ABC. Wynik podaj z dokladnoscig do 0,01.

6.5. Trojkat prostokatny o przeciwprostokatne) dlugosci 4 1 kacie ostrym 30° rozcieto na
dwa trojkaty rownoramienne. Oblicz obwody otrzymanych trojkatow.

6.6. W okrag o promieniu 5 wpisano taki trojkat prostokatny, kidrego cosinus jednego
Z katow ostrych jest rowny % Oblicz promiefi # okregu wpisanego w ten trojkat.

6.7. Uzasadnij, ze jezeli natrojkacie prostokatnym A4 BC o przyprostokatnych a1 b opisano
D | okrag o promieniu R 1 wpisano w niego okrag o promieniu #, to 2r+ 2R =a+ .

6.8. W trojkacie réwnoramiennym stosunek dhlugosci ramienia do dlugosci podstawy jest
TOWIY 1:+f2. Oblicz katy tego trojkata.

6.9. Uzasadmj, zejezeli o, P 1 y sgkatami trojkata ABC1 zsma

D | jest rownoramienny.

=cosy, totrojkat ABC

6.10. Promien okregu opisanegonatrojkacie A BCjest rowny 10. Sinusy dwdch katow tego
trojkata sg rowne 0,25 1 0,4. Oblicz pole trojkata ABC.

6.11. Uzasadnij, ze trojkat o bokach dlugosci 4, 5, 7 jest podobny do trojkata, ktorego

2rcosinus katéw sa rowne 2 i =
! 2 5 3 85
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Wzory na pola trojkatow i ich zastosowanie

Poznaliscie juz wzory na obliczanie pol trojkatow, gdy dane byly !
dhigosei: hl

e boku i wysokosci poprowadzonej na ten bok lub jego prze- i a. x

diuzenie, )
e dwoch bokow 1 miara kata zawartego miedzy nimi. A

Obecnie poznamy wzory pozwalajace obliczyc¢ pole trgjkata przy innych danych.

Twierdzenie

Jezeli & b1 c 59 dlugosciami bokdéw trojkata

opisanego na okregu o promieniu #, to jego pole P
a+b+ec

okreslone jest wzorem P :Tr = pr,

gdzie p to polowa obwodu trojkata.

Z (zaloienie). a b, ¢ —dlugosci bokow trojkata ABC,
¥— promien okregn wpisanego w dany trojkat.

T (teza). P, = pr, gdzie p:a+b+c.

Dowéd: Przyjmujemy oznaczenia jak na ry-
sunku. Odcinki AO, BO, CO, gdzie O jest
srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC,
dzielg ten trojkat na trzy trojkaty.

Wysokos¢ kazdego z tych trojkatow, popro-

wadzona z punktu O, jest rowna promieniowi » okregu wpisanego, zatem

By usc =FBipco + Facio + Ei sros

C.ILH.

Cwiczenie 13. Oblicz promien » okregn wpisanego w tréjkat, ktérego pole jest réwne
1043 i boki maja dugosci 5, 7, 8.

Cwiczenie 14, Pole tréjkata réwnoramiennego jest téwne 12, a jego ramiona maja
diugosc 5. Oblicz dtugos¢ podstawy tego trojkata, gdy promien okregu wpisanego jest
rowny 1,5.
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Twierdzenie — Wzor Herona®
Pole P trojkata, kiorego boki majg dlugosci @, b, ¢ okreslone jest wzorem

P=Jp(p-a)(p-b)(p—c),

gdzie p jest polowa jego obwodu, czyli p=

atb+te
—

Cwiczenie 15. Oblicz pole tréjkata: a) o bokach diugosei 7, 8, 13,
b) o wierzcholkach 4, B, C, gdy 4=(1,3)}, B=(5,0}, C=(-3, 0},

Twierdzenie
Jezeli @ b, ¢ sg dlugosciami bokow trojkata wpisanego <
w okrag o promieniu R, tojego pole P, okreslone jest :

wzorem P, = j—;, gdzie R jest promieniem okregu

- -]

opisanego na tym trojkacie.

Z (zalotenie).
a, b, ¢ — dlugosci bokdw trojkata ABC,
R —promien okregu opisanego na trojkacie ABC,
¥ — kat zawarty miedzy bokami 1 b

Dowod
1 P
Pﬁ =—absin i Z twierdzenia sinusow =2R, wiec smy = = .
2 siny 2R
1 3 ) abe
F, =—ab-—, wigc F, = ) C.ILE.
2 2R 4R

rPrzykiad 3. Boki trojkata majg dlugosci 4, 51 7. Oblicz pole P tego tréjkata oraz pro-
mien R okregu opisanego na nim.
Rozwiazanie
Obliczamy pole 7, trojkata z wzoru Herona.

Po=yJr(p a)p B)(p c). edy

; 44547
P, =\/8-(8—4)}(8-3)(8-7) =4+/6. =8
Aby obliczyc¢ promien R skorzystamy z wzoru
abe . A5 A5 p _abc
R=—— wigc R= -6 &
ap T NT Al 4 4R ]

*) Heron z Aleksandrii (ok. 10 - ok. 70) —starozytny grecki matematyk, fizyk, mechanik, wynalazca i konstrukior.
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Cwiczenie 16. Boki tréjkata maja dlugosé 5, 6, 9. Oblicz promieni okregn opisanego na

tym trojkacie.

Cwiczenie 17. Oblicz promief » okregu wpisanego w trojkat 1 promiefi R okregu opisa-
nego na trojkacie o bokach dhugosci 6, 10, 12.

Trojkat roznoboczny Trojkat prostokatny Trojkat rownoboczny
| | s
I | :
a Io[m
| .CoN
. - £ > X7
wpisany =l PRI Ay
w trojkat poh | | 5
| a+b—c | aN3
| E= | ¥ =
] 2 | 6
I ]
I c I
A Ty
R\
\
A I MRS R P
Opisa- | \\\ /}; |
S | Lowse | AN
BEIE 1BC|=a, [4C|=b, | | —
3
abe | | R=Z
AB|=c, R=2= e | 3
4F, 3
| |

Cwiczenie 18. Oblicz pole tréjkata, w ktérym jeden

z bokéw ma diugosc 2 oraz dwa jego katy majg miary
45°1 60°. Rozpatrz wszystkie mozliwe przypadki.

Cwiczenie 19. Uzasadnij, ze pole P trojkata, gdy dany
jest promuien R okregu opisanego na mm 1 dwajego katy,

okreglone jest wzorem P =2R*sino -sin 3 -siny.




152 6. Obliczanie dfugosc odcinkow | po! troikg iow

Cwiczenie 20, Skorzystaj z wzoru P=2R’sin ¢ -sin 8 -siny ioblicz pole tréjkata 4 BC,
gdy R=1 oraz: a) sino =sin f§ =siny, by =21y =3a.

rPrzykiad 4, Oblicz pole trgjkata ABC, gdy A=(-2,—1} B=(6,0}1 C=(2,4)}.

Rozwiazanie
I sposob .
Piszemy rownanie prostej zawierajacej bok BC. J; C=(2.4)
SRS SE R .
y—U:j_g(x—G), skad y=-x+6, T 1.2 '

czyli x+y—6=0.

# :%\AD| |BC} wigc obliczamy dlugos¢

boku BC oraz dlugos¢ wysokosci AD trojkata ABC.

B=(6,0)1C=(2,4), wiec |BC|= J(2_6}2 4 (4_0)2 N
Obliczamy wysokos¢ AD trojkata ABC.

Obliczamy odleglosc wierzchol-
ka A od prostej BC, czyli

Piszemy rownanie proste] A zawieraja-
ce] wysokosc trojkata 4 BC, czyli prostej

prostopadtej do prostej BC. wysokosé AD.
Y= yg=agp(x—x,) BC: x+y—6=01i A=(-2,—1)
+1=x+2 skad y=x+1. . —2-1-6] 92
y+1=x+2 skad y=x mgc‘w‘:\ : 2|: |
V4P 2

|
|
|
|
|
|
Obliczamy wspohrzedne punktu D. |
|
|
|
|
|
|

II sposob

1
Korzystamy z wzoru P:E-|(x3 _xA)(yC_yA)_(xC _xA)(yB —J’,a)‘-

P= -|(6+2)(4+1)—(2+2)(0+1}\=%-36:18.

i
2

Cwiczenie 21. Oblicz pole tréjkata ABC, gdy A=(5,5), B=(-2,4) i C=(-1,-3)}.
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Triangulacja to metoda wyznaczania
wspotrzednych punktéw geodezyjnych
w terenie za pomoca ukladu trojkat ow

tworzacych tzw. siec¢ triangulacyjna, i T B S
foe . e . il L o SRR R Rl I

w ktorej wierzcholkami tr&jkatow 83 myoment tancucha sérskieso; niektdre punkty geodezyjne

te punkty geodezyjne. zaznaczono kolovem czerwony .

Jest ona jednym z narzedzi geodezji, czyli nauki zajmujqcej sie wyznaczaniem powierzchni
1 ksztaltow obszaréw w pomiarach lokalnych, np. do obliczenia przyblizonej powierzchm
jeziora, dzialki budowlane;j itp.

r Przyktad 5. Narysunku przedstawiono wyniki pomiarow

100m D
geodezyinych wykonane nad brzegami stawu. Oszacuj E‘-\F‘SEL?FT —“-171\“??03 -
pole powierzchni tego stawu. Wynik podaj w zaokra- - ’f \1-; /

: J \ 750m
glenin do 1 ara. e m\Q\ ] | )/B
Rozwiazanie N 50m

Pole P stawu mozna okreslic wzorem P =2, -+ P ;5n + Pigen -
Bez wykonywania dodatkowych pomiaréw mozna obliczyc polatrojkatow ADE 1 BCD.

1
Bo= 5 -100-125-sin50°, skad P, = 4787507,

Bl :é-SU-?G-smIGUO, skad P ~1723,4m2,

Z twierdzenia cosinusow obliczamy diugosci bokow AD 1 BD, a nastepnie obliczamy
pole trojkata 4 BD, korzystajac np. z wzoru Herona.

|AD[" =100% +125% —2-100-125- cos 50°, skad |4D| ~98m,
BD[" =507 + 70>~ 2-50-70-cos100°, skad |BD| =93 m,

B s zJlEG(lZO—5(})(120—93)(120—98), skad P zn = 2234m°.
Zatem P~4787 541723 4+2234, czyli P =R8745m>.
1 ar=100m?, wiec P =87 aréw.

Odp.: Pole powierzchni stawu jest rowne okolo 87 aréw. J

Cwiczenie 22, Narysunku przedstawiony jest plan dziafki
Z Naniesionymi na mm pomiarami geodezyjnymi. Oszacuj
pole powierzchni te] dziatki.
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Odpowiedzi do ¢wiczen

27 14 45§14
13. r=4f3. 14. 6 15.4) P=14J3, b) P=12. 16. R=">% ,F 17. r=4‘;_,R= ;g_
18. P=3-+f3 ub P= f3+3 Jub P= 3+3. Wskazawka, Mozliwe 543 pr‘zypadkl
o =] L=} =] o (=]
P=] 52 gin45°. smGD, P=1 52 | §in 75% - sin 45 , P= 92 sm’}’S smGO.
2 &in’75° 2 sin60° 2 gin 45°

19, Wskazdwhka. Skorzysta) z wzorn P= %ab siny oraz z twierdzenia sinusdw.

W3 A

20. a) s b) — Wekezdwka, Zauwaz, ze: a) jezeli siner=sin f=sny to o= =y =060°

b) o+ 20 + 30 =180°. 21. 25, 22, Okolo 19 ardw,

Zadania utrwalajace

6.12. Boki trojkata majg dlugosci 25, 39, 56. Oblicz:
a) pole trojkata, b) najkrotsza wysokosé,
¢) promien » okregu wpisanego w trojkat.

6.13. Dwa boki trojkata majg dhugosci 171 25, jego pole jest réwne 210, ajego promien
okregu wpisanego jest rowny 6. Oblicz:
a) dlugosc trzeciego boku, b) promien R okregu opisanego,

¢) cosinus najwickszego kata.

6.14. W tréjkat rownoramienny ABC, w ktorym |AC|=|BC| i |« ACB|=120° wpisano
okrag o promieniu 3. Oblicz:
a) dlugosci bokow tego trojkata, b) promien R okregu opisanego na trojkacie,
¢) pole trojkata.

6.15. Diugosci bokéw trojkata réwnoramiennego A BC sg liczbami naturalnymi i |BC|=
oraz |AB|+|AC|=13. Oblicz promier okregu:
a) wpisanego w trojkat ABC, b) opisanego na trojkacie ABC.

6.16. W trojkacie prostokatnym srodek okregn wpisanego dzieli odcinek dwusiecznej
w stosunku «f3 : /2, liczac od wierzcholka kata prostego. Oblicz katy ostre tego tréjkata.
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6.17. Oblicz promien » okregu wpisanego w trojkat 1 promien R okregu opisanego na troj-
kacie, wiedzac, ze boki tego trojkata maja diugosei:
a) 6, 10, 14, b)7,8,9, c) 12, 12, 22, d) 12, 16, 20.

6.18. Oblicz pole figury wyrozmone] na rysunku kolorem niebieskim.

/"\ /AN
\/ \

6.19. W okrag o promieniu R wpisano trojkat rownoramienny 4 BC, taki ze \q: A CB\ =1 20"
i |AC|=|BC|=5. Oblicz promieni R tego okregu.

6.20. Oblicz pole P figury ograniczone] okregiem opisanym na trojkacie ABC 1 okregiem
wpisanym w trojkat ABC, gdy:
a) |48 =14, =12, =10, b} A=1(-5,5); B=(5-5). C=(5,5).
¢) trojkat ABC jest trojkatem rownoramiennym, ktorego podstawa A8 ma dlugosc 12,
a wysokosc i_(poprowadzona z wierzchotka C) ma dlugosc 8.

C
6.21. Na rysunku odcinek CD jest srodkowa trojkata 4 BC. ’
Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole P 21/ 27
trojkata. A B

6.22. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku
1 oblicz:
a) promien R okregu opisanego na
trojkacie ABC,
b) pole tego trojkata.

23. W trgjkacie ABC boki a, b oraz katy a1 8

DI - coso  cosf
7 ;

spelniajg warnek

1
Uzasadnij, ze trojkat 4 BC jest réwnoramienny.

6.24.Katy trojkata maja miary 30°, 70° 1 80°. Czy boki tego tréjkata moga miec¢ dlugosci
Dl 5, 9, 13? OdpowiedZ uzasadm;.
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Zestaw powtorkowy

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanych.

Pole trojkata ABC przedstawionego na rysunku jest rowne: ¢
A.3, B. 3‘5, gE. 3, S, ’rm
2 2 2 ' B

B 4 23
Boki trdjkata maja dlugosei 6, 643 i12.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Jezeli « jest miara najwickszego kata trojkata, to:
1 2 3
A, simag=—, B. sinoc:?, C. sino::?, D. sinax=1.

. Boki trojkata majg dlugosci 3, 51 +/19.

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz F, jezeli zdanie jest praw dziwe,

lub F — jesli jest falszywe.

Jeden z katow wewnetrznych trojkata ma miare 60°. P|F
Pole tego trojkata wynosi lﬁf. P|F

Uzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonyeh literami C i D.

Obwod tréjkata jest réwny 500 cm, a jego pole 500 cm®. Promien # okregu wpisane-
go w ten trojkat jest rowny:

A, 20 cm, B. 2 cm.
Rozwartokgtnym nie jest trojkat, ktorego boki majg dlugosci:
€485 7 D. 4,35, 6.

Jzupeinij poniZsze zdanic. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.

Jezeli liczby 5, 5, 6 sa dlugosciami bokow trojkata, to:

A. jego pole jest réwne 15, B. promien okregu wpisanego

w ten trojkat jest réwny % .

W trojkacie ABC boki majg dlugosci a=14, b=15, ¢=13. Pole trojkata jest rowne:
C. 84, D. 92.
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6. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych. cC
W trojkacie ABC przedstawionym na rysunku pole P nie ﬁ
jest okreslone wzorem:

4 g0 p, po & snp-siny
4R 2sino

A
C. P=2R? sinc -sin B -siny, D. P:%(a+b+c)-R. 'B

7. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Promien R okregu opisanego na trojkacie ABC jest rowny 1, ajego katy o, iy

spelniajg warunek o = 8 = % Pole tego trojkata jest rowne:
A8, B. 4, C. 2 D. 1.
8. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Pole kola opisanego na trdjkacie rownobocznym jest wigksze od pola kola wpisane-
go w ten trojkat:

A. 6 razy, B. 4 razy, C. 3 razy, D. 2 razy.

9. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych. C
Promien r okregu wpisanego w trojkat A BC przedstawiony 5 5
na rysunku jest rowny:

A. 0,75, B. 15, .25, B 3. AT %

10. W okrag o promieniu 13 wpisano rozwartokatny trojkat row- C
noramienny ABC, kiorego podstawa A8 ma dlugosc 24.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod AL 24 \ B

podanych.
Pole tego trojkata jest rowne:

A. 60, B. 96, 120 D. 144. 13
11. W trojkacie rozwartokatnym 4BC kat C4B ma C
miare 150° oraz |4C|=6 i |4B|=7.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedsz - 150°
sposrod podanych. A 7 =

Pole tego trojkata jest rowne:
A.42 B. 21, €105 D; 5.25.



7. Obliczanie diugosci odcinkow
I pol czworokatow

Przypomnijmy
Czworokat to wielokat, ktory ma cztery boki.

D
W czworokacie ABCD: B v
» bokiAB 1 DC oraz AD 1 BC nazywamy
przeciwleghymi, A A ﬂ
.

Eqt zewnetrzny

» katy ai yoraz §i & nazywamy przeciwleglymi,
s odcinki AC 1 BD to przekatne czworokata.
e Suma miar katéw wewnetrznych czworokata jest a+B+y+6=360°

réwna 360°,

Klasyfikacja i pola czworokatow wypuktych

CZWOROKATY ievwypukle
zadne dwa bold nie sq
(l) wypukle rownolegle ani réwne

co rajmmiel jedna para
bokow rdwneoleglych

awie pary

sgsiednich
riwrych bokdw

awie pary
bokéw rewnolegivch

/ rownoleglo br:}kf/

wszysthie kagly rowne wezysthie bold rdwne O wszysthie bokd rowne

v v

ey

wazystkie boki rowne i fwsz;wﬂde katy rdwne

deltoidy

fwadraty
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Jezeli znamy dlugosci przekatnych czworokata 1 kat ich przecigcia, to mozemy obliczyc
pole kazdego czworokata wypuklego.

Twierdzenie

Jezeli przekatne czworokata wypuklego maja dlugosci o, i d, oraz przecinajq sie

pod katem ¢, to pole P tego czworokata okreslone jest wzorem P = %.‘:at‘l.d2 -sincr.

Cwiczenie 1. Przekatne d, i d, czworokata wypuklego przecinajg sie pod katem a.
Oblicz pole tego czworokata, gdy:

a) d =6, d, =10, a=60°, b) d,=6, dy=12, coso::g.

Cwiczenie 2. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole czworokata. 4 BCD.
BD|=9.

a) |[AC|=8 |BD|=5, b) |AC|=12,

Cwiczenie 3. Pole czworokata ABCD jest réwne P. Uwzglednij dane przedstawione
narysunku i oblicz sinus kata « pod jakim przecinaja sie przekatne tego czworokata.

a) P=33, |[AC|=4, |BD|=56, b) P=4,5, |AC|=3+3, |BD|= 242,
ot D &
C
A
4 B
"B
Q) P=18, [AC|=23, |BD|=6~3, d) P=18, |AC|=63, |[BD|=33.
D C

D _C
"\_\ #,-*’
sl
e
- ~
- ~

g ~' B
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[ Prayktad 1. Punkty A=(11) B=(5,3), C=(6,6) A
i D=(3,5) sa wierzcholkami czworokata wypuklego. 71 R &
g s i ol G 248
a) Uzasadnij, ze przekatne AC 1 BD czworokata sg L5
prostopadte. et .
b) Oblicz pole czworokata ABCD. ; _ _ i
Rozwiazanie AT |
a) Obliczamy wspolczynniki kierunkowe m - 1 mig, # 1234567 8\:
prostych AC oraz BD1 sprawdzamy, CZy # - - #gy =—1.
6—1 5-3 = Ve Y _Yp Yp
Mac™ a: L gy = 3-5 = e Bo X = Xp X

Wiy Mg, =1-(=1}=-1, wiec AC | BD. en.u.
b) Przekatne AC'1 BD czworokata przecinajg sie pod katem 90°, wiec pole

P:%-|AC‘|-\BD\ Sin90°.

AC| = (6 —1F +(6—1F =+/25+25 =542
DB|= J(3—5F +(5-3F =VA+4 =242

P:%-Sﬁ-zﬁ-lzlf}.

Cwiczenie 4. Punkty A=(—4,-4) B=(6,0),
C=(2,2), D=(-3,0) sa wierzcholkami
czworokata wypuklego.

a) Uzasadnij, ze przekatne AC 1 BD przecinajg
sie pod katem 45°.
b) Oblicz pole czworokata ABCD.

Cwiczenie 5. Punkty 4= (—2, 53 ] B=(4,0),
C= (1, 3 ) D=(-5, 0} sg wierzchotkami czwo-
rokata wypuklego. Oblicz jego pole.
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Prostokaty

Przypomnijmy

Prostokat to czworokat, ktorego wszystkie katy s3 proste.

Rysunek Pole P i obwdd L
a, b — dbugosct bokdw prostokgta D " ¢
——— - Ry P=ab

O — kgt przeciecia sie praekagtnych ? X

prostokata 1
S — punkt przeciecia sie przekqtnych A & B P=_d* sing

prostokagta z
AC BD — przekgtne prostokqta |AC| = ‘BD| =d L=2a+2b
d — dtugald preekgtne; prostokata d— m

e Prostokat jest rownoleglobokiem oraz trapezem rownoramiennym.
e W kazdym prostokacie przekatne majg rowne dhugosci (przekatne sa rowne)

1 przecinajg sie w punkcie, kiory jest srodkiem kazdej z nich.

e Punkt przeciecia sie przekatnych prostokata jest jego srodkiem symetrii.

Cwiczenie 6. Uzasadnij, Ze przekatne prostokata maja réwne dhugosci.

Cwiczenie 7.

a) Skonstruuj prostokat, kiorego
bokami sg odcinki a i b przedsta-
wione na rysunku.

—_—
44

b

b) Skonstruuj prostokat, kiorego przekaing jest
odcinek dprzedstawiony na rysunku, i ktérego
przekatne przecinajg sie pod katem 45°.

d

Cwiczenie 8. Uzasadnij, ze przekatne prostokata dziela go na cztery trojkaty parami

przystajace.

Cwiczenie 9, Oblicz miare kata ¢, pod ktérym przecinaj sie przekatne prostokata A BCD

przedstawionego na rysunku.
a b
)Dm - ) D
\‘_I‘-HS,——‘—‘_.—'
@

&

™ '
~ -

\@/
S o
8
o \\.
s \
- 40° e

c) D

A6
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rPrzykiad 2. W prostokacie przekatna ma dlugos¢ 20 cm i tworzy z dluzszym bo-
kiem kat omierze 24°. Oblicz pole tego prostokata. Wynik podaj z dokladnoscia
do 0,1 cm.

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. £ N €
Dane: |AC|=20 cm, | Obliczyé: a, b, P=a-b, q‘“f
|« CAB|=24°, | L=20+2b AL 8
I sposob I sposob
W trojkacie ABC: Przekatne AC i BD przecinajg sie pod
b katem 48°.

o =sin24°, skad bx8.134, ,
P =—|AC|-|BD|-sin 48°
2_‘32003240, skad @ ~18,2700. ;1’
P=a-b, wiec P~1486. ok ki

Odp.: P~148,6 cm?, P=~148.6. J

Cwiczenie 10, Przekatna prostokata ma diugosé 10 cm i tworzy z krotszym bokiem kat
omierze 75°. Oblicz pole tego prostokata.

r Przyktad 3. Oblicz dlugosci bokéw prostokata, ktérego przekatne o dlugosci 10 cm
przecinajg sie pod katem 56°. Wyniki podaj z dokladnoscig do 0,1 cm.

Rozwiazanie Przyjmujemy oznaczeniajak narysunku. D c
Dane: d =|AC|=|BD|=10cm, | Obliczyé: a, b. R“‘*;ﬁ;g/;"l

_ o _x'/‘-’ Mh‘i
L e S e

Trojkat BCS to trojkat réwnoramienny, w ktorym
|BS|=|CS|=0,5d, czyli |BS|=|CS|=5cm.

W trojkacie BES: D a c
g 5
0.5 . b =
=5in28% skad b=10-sin28° . 28° 2
sin28°—0,4695 5 8
F B
L
0.5 3
. a:CGSZS"‘, skad a=10-cos28°.  cos28°—0,8829 S< g EI
MR
B

QOdp.: 8.8 cmi4,7 cm. J
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Cwiczenie 11, Przekatne prostokata maja diugo$é 40 cm i przecinajg sie pod katem 38°.
Oblicz dlugosci bokow tego prostokata. Wyniki zaokraglij do 0,1 cm.

Kwadraty

Kwadrat to czworokat, ktory ma wszystkie boki rowne 1 wszystkie katy proste.

Rysunek Pole P i obwod L
a
Pe HC ,
\\'S// a P =il
AR, BC, CD, AD — boki kwadratu a %
AC, BD —Tr::rzekqme kwadratu e . Mg p_ ldz
a —diugodt boku kwadrati 2
d — dugosd przekgtnef kwadratu ‘AC‘ = |BD‘ =d, AC1 BD,
d— aﬁ L=4da

o Kazdy kwadrat jest prostokatem, rownoleglobokiem, trapezem rownoramiennym
oraz rombem.
e W kwadracie:
= przekatne majg rowne dhugosci
= przekatne przecinaja sie pod katem prostym, a punkt ich pirzeciecia jest
srodkiem kazdej z nich
= kazda przekatna tworzy z bokiem kat o mierze 45°.

Cwiczenie 12.

a) Skonstrunj kwadrat, w ktérym odcinek a przedstawiony na
rysunku jest jego bokiem. &

b) Skonstrunj kwadrat, w kt 6rym odcinek d przedstawiony na
rysunku jest jego przekatna.

Cwiczenie 13, Oblicz:

a) dlugo$é bokn kwadratu, ktérego pole jest rtéwne 289 cm?,

b) pole kwadratu, ktorego obwod jest rowny 100 cm,

¢) diugosé boku kwadratn, ktérego przekatna ma dlugosé 642 .

Cwiczenie 14. Uzasadnij, ze jezeli przekatna kwadratu ma diugosé réwnad, tojego pole P

1
okreglone jest wzorem P =—- d.
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r Przyktad 4. Punkty A, B, C, gdzie A=(0,6), B=(2,0}), C =(8, 2}, sa kolejnymi wierz-
cholkami czworokata. Sprawd?Z, czy istnieje kwadrat, ktorego sa one wierzcholkama.
Rozwiazanie
Punkty 4, B, C sg wierzcholkami kwadratu, gdy odcinki AB i BC leza na prostych
prostopadtych i majg réwne dhugosci (lub gdy srodek Af odcinka AC spelnia warunek
|| = |MB]|, ub gdy [AC|* =|4B|" +|BC|).

Obliczamy wspolczynniki kierunkowe prostych AB 1 BC.

1
a4 aze=—3-=-1, wigc 4B1BC.

Obliczamy dlugosci odcinkéw AB 1 BC.

48] = (x5 —31,)" + (5= 3,)" =(2-0) +(0-6)" =40

- - . . , wigc | AB|=|BC].
B =J(0 ~%5)" + (e - y5)" =(8-2)" +(2-0)" =0
Odp.: Punkty 4, B, C' sg wierzcholkami kwadratu, bo 4B | BC i |4B|=|BC|. J

Cwiczenie 15. Punkty A = (10, -4}, B=(4,2} i C =(0, -2} sakolejnymi wierzcholkami
czworokata. Sprawdz, czy istnieje kwadrat, ktorego sa one wierzcholkami.

rPrzyklad 5. Z plytki ceramicznej w ksztalcie kwadratu kafelkarz b ¢
odcigt trojkatny klin. Tarcze tnacg ustawil pod katem 76° w sto-
sunku do boku plytki. Najkrotszy bok klinu AED miat dlugosc -
2,5 cm, jak na rysunku. Oblicz dlugos¢ boku plytki. Wynik za- A
okraglij do 1 cm. 255

Rozwiazanie

W trojkacie prostokatnym AED przyprostokatna 4D jest bokiem plytki, zatem
% =tg 76°, wiec |AD|=|AE|-tg76° czyli |4D|=2,5-4,0108,

skad |4D|=10,027, zatem | 4D|= 10.

Odp.: 10 cm. J
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D C

Cwiczenie 16. Z plytki ceramicznej w ksztalcie kwadratu o boku 10 cm
kafelkarz ma odcigc trojkatny klin o wymiarach podanych na ry-
sunku. Oblicz, pod jakim katem ma on ustawic tarcze w stosunku e

do boku plytki. A5 5 B
2,5/

Odpowiedzi do ¢wiczen
1.a) 1543, b)27. 2.2) 1033, b) 212
274—

——— Wehkazawka. Proste AC'1 1F przecinajg sie pod katem 60°,

3. a) £, b)%

2
9L &2 4.b)27.

th

6. Wskcxzowka. Wskaz trofleaty prevstajgee w prostokgeie ABCD o przekgtnych AC1 BD.
9.a) ®=50° b) a=100°, ©) a=60° 10. P=25 cm?. 11. 13,0 cm i 37,8 cm.
13.2) 17 cm, b) 625 cm?, ) 6. 15. Nie, bo |4B|=|BC|. 16. 18° albo 72°

Zadania utrwalajagce

7.1. Przekatne d, 1 d, czworokata wypuklego przecinajg si¢ pod katem . Oblicz pole
tego czworokata, gdy:

a)yd =d,=8 itga=+3 b) d, =22, d,=6 i coser =—.

D N
7.2. Przekatne czworokatow ABCD 1 KLMN % Y
D | sg parami rowne 1 rownolegle. Uzasadnij, 4 c
ze pola tych czworokatow 89 rowne.
B L

7.3.0blicz miare kata «, pod ktorym przecinajg sie przekatne prostokata ABCD przedsta-
wionego na rysunku.

r__q||—1

a) b) )
D - = C D . 5 o c D g o c
Ty .»l,'", . 2l ™ S i
el | 6 el 6| <
e e i s B s
e 20° "~ e TNl G e

a) b) c)
D D C D C
R“»_ 3 / C K\\L l’_// \\ 4//
\ S P u‘. . 8. \‘\.\5:,//
3 //— xﬁﬂ I //W-C\\ 0 4 /_/\}\
", I“k 19’/\“]5-];41A\ .-’// {250\&
A B A i ey B A | B

Wyniki zaokraglij do 0,01.
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7.5, Przekatne prostokata majg dlugosc¢ 14 cm 1 przecinajq sie pod katem 48°. Oblicz pole
i obwéd tego prostokata. Wyniki zaokraglij odpowiednio do 1 cm?i 1 cm.

7.6. Stolarz odcina naroze z deski prostokatne] owymiarach D 65

C
65 cm x 45 cm, tak jak na rysunku. Dhugosé ciecia EF jest &
rowna 30 cm. Oblicz obwdéd deski (figura AFECD) po 45 /,__,f
=
odcieciu naroza i podaj wynik zackraglony do 1 cm. / 115%
A Fy B
5
7.7. Na rysunku czworokat ABCD jest kwadratem. Oblicz miare kata .
a) p 4 E 4 ¢ b) »p C C)Da!, c
_a_.- )l.l-
- 10 12
A A a\ 4
g 2 2E 8 © E2B

7.8. Przekatna prostokata o dlugosci 12 dzieli jego kat w stosunku 2 : 3. Oblicz obwdd L
1 pole P tego prostokata. Wyniki zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.

7.9. Przekatne prostokata ABCD o bokach dlugosci 6 1 8 przeci- D C
D | naja sie pod katem . Uzasadnij, ze: el | S
194
a) pola trojkatdw ASD, DSC, CSB i BSA s rowne, ;
: 24 A B
b) sino =— 8
) 25

7.10. W kwadrat KLMN, ktérego bok ma dhugoscé 3, wpisano dwa ¥ C W
D | trojkaty rownoboczne w sposob pokazany na rysunku. Uza-

sadnij, ze: D B3

a) czworokat 4 BCD jest rombem, o 5

K
b) [4C|=3(¥3 -1} i |DB|=3-+3. 3

7.11. W kwadrat, ktorego bok ma dlugosc¢ 1, wpisano drugi kwadrat tak, ze jego boki
tworzg z bokami danego kwadratu odpowiedmio katy o miarach 30°1 60°. Oblicz pole
wpisanego kwadratu.

7.12. Skonstruuj kwadrat, w ktorym dwa dane punkty Af1 N sa:
a) srodkami dwoch przeciwleglych bokdw tego kwadratu,
b) srodkami dwoch sgsiednich bokow tego kwadratu.
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Rownolegtoboki

Przypomnijmy

Rownoleglobok to czworokat, ktory ma dwie pary bokdw rownoleglych.

Pole P i obwad L

a, b — dhigosel boldw rawnole-

globoku P=bhh
h, B, —wysokosci rownolegfo-
boku P=ah

AC, BD —przekgtne rownolegto-
boku |4C|=d,, |BD|=4,

o, F—miary kgtow wewnetrz-
nych rownole globokzi

& — kgt przeciecia sie przekgt- o+ B =180° L=2a+2h
nych rownole globoku

e Kazdy rownoleglobok jest trapezem réwnoramiennym.

e W kazdym rownolegloboku:
= pary bokow rownoleglych maja te sama dlugosc,
» punkt przeciecia sie przekatnych dzieli kazda z przekatnych na polowy,
przeciwlegle katy wewnetrzne sg przystajace (maja rowne miary),
= suma miar dwoch kolejnych katow wewnetrznych jest rowna 180°,
punkt przecigcia sig przekatnych jest srodkiem symetrii tego rownolegloboku.

Cwiczenie 17.

a) Skonstrunj roéwnoleglobok, w kidrym odcinki a1 b przed- =
stawione na rysunku sa bokami réwnolegloboku oraz jego kat

ostry ma miare 30°. b
b) Skonstrunj réwnoleglobok, wktorym odcinki d, i d, przed- r
stawlone na rysunku s3 jego przekatnymi 1 przecinajg sie pod :
katem 45°. : d

Cwiczenie 18. Uwzglednij dane przedstawione na rysunkach i oblicz miary katow

rownolegloboku.
b) D &

a) M

120° &
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Cwiczenie 19. Pole prostokata DERG D . GI e
jest réwne 162 cm?. 15 em 9em |
Oblicz pole rownolegtoboku 4BCD. 4 i;\ :

E B
i D C
Cwiczenie 20. Pole réwnolegloboku ABCD P h "
o bokach dlugosei 8 i 5 jest réwne 24. :
Oblicz dlugosci wysokosci tego rownolegloboku. T4 " y B

= hy

rPrzykIad 6. Boki réwnolegloboku majg dlugosci 20 cm 1 12 cm, a kat miedzy nimi
zawarty ma miare 20°. Oblicz pole tego rownolegloboku. Wynik zaokraglij do dwoch
miejsc po przecinku.
Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

D 20 C
Dane: a=20 cm, | Obliczyé: h, P=a-h. 12 7 A
b=12 507 i’\ b
= CIm, gy o
| A - o

|%DAB|=20° |

W trojkacie prostokatnym AED:

 —d—»

%:sinZ(}“, skad

1
h=12-5in20° wigc A=4104.
P=a-h czyli
P=120-4,104 wiec P~82 08
Odp.: P~82,08 cm”, J

Cwiczenie 21. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie czworokat ABCD jest
rownoleglobokiem, i oblicz dlugos¢ jego wysokosci A Wynik zaokraglij do 0, 1.

C
J2E e ju)
50 "i ¥ ’
A
B A _In
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Cwiczenie 22. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie czworokat ABCD jest
rownoleglobokiem, i oblicz jego wysokosc A, gdy:

a) sina =0,4, b) sina =0,7, ¢) sma =0,5.
D C Eq
D E C
"ﬁ i e 10
h k
4 B A -
B E

Cwiczenie 23. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole réwnolegloboku
ABCD.

a b C
) D c ® D C )D.\ c
4 /60 Sy 4 L3 > 4 45% %

V2

r Przyktad 7. B oki rtéwnolegloboku maja dlugosci 81 10, ajego pole jest réwne 60. Oblicz:
a) wysokosci tego rownolegloboku,
b) miary katow rownolegloboku.

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

Dane: P=060, | Obliczyé: h, h, o B.
a=10, b=8. |
. : 60
a) P=a-h, wiec h,=—, czyli ha:ﬁzé,
P=b-h, wiec h :% czyli A :%:T,S.

b) W trojkacie prostokatnym AED:
%: sine, wiec sing = g =0,75, skad o ~49°

B=180°—c, wiec B~131°.
Odp. a)6i 7,5, b)49°i131°. )

Cwiczenie 24. Boki réwrnolegloboku maja dlugosci 16 i 32, a jego pole jest réwne 128.
Oblicz miary katow réwnolegloboku.
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(Przykiad 8. Boki réwnolegloboku maja diugosci 16 i 10, a kat miedzy nimi zawarty
ma miarg 60°. Oblicz dlugosci przekatnych tego rownolegloboku.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.
Dane: |4B|=16, |AD|=10, |« BAD|=60°.

Z twierdzenia cosinmusow w trojkacie ABD:
x* =|4B[ +|AD[ —2-|4B|-|AD|-cos (% BAD)
x*=16"4+10°-2-16-10-cos60° =196, skad x=14.
Zauwazamy, ze [« ABC|=180°-60°=120°,
7 twierdzema cosinusow w trojkacie ABC:
|AC]" =|AB[ +|BC[ —2|4B|-|BC|-cos(« ABC)

y2 =16% +10°-2-16-10 - cos 120° cos]20°=00560°=%
y> =516, skad y=2+129
Odp.: 141 24/129. J

Cwiczenie 25. Boki réwnolegloboku maja dlugosci 5 1 8, a kat miedzy nimi zawarty
ma miare 135°. Oblicz sume kwadratow dhugosci przekatnych tego réwnolegloboku.

rPrzykiad 9, Punkty 4=(6,4), B=(-3,7), C=(-2,0} sakolejnymi wierzchotkami
rownolegloboku ABCD. Oblicz pole tego réwnolegloboku.

Rozwiazanie
Zauwazamy, ze przekatna AC dzieli réwnoleglobok
na dwa przystajace trojkaty: ABC 1 ADC.
F gpep = 2By ype
Korzystamy z wzoru
|
By ape= E "(XB _XA}'(J’C = J’A)_(xc _XA)(JVB _J"A}‘-

P e =%-\(—3—6)-(0—4)—(—2—6}(?—4}|=3(}.

Zatem £ yurry =2:30=60.
Odp.: 60.

Cwiczenie 26. Punkty A=(-11), B=(3,-2), C=(2, 3} sakolejnymi wierzchotkami
rownolegloboku ABCD. Oblicz jego pole.
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Romby
Przypomnijmy
Romb to czworokat, ktorego wszystkie boki s3 rowne.
Rysunek Pole P i obwdd L
a — ddugasd boke romby P=ah
h — wysokodd rombu
dy o, —diugosct przekginych P= 1 dd,
rombu (|4C|=d,, |BD|=d,) 2
& — miara kgta ostrego rombu, L=4a

e Kazdy romb jest rownoleglobokiem.
e W kazdym rombie:
» przekatne przecinaja sie pod katem prostym, a punkt przeciecia jest srodkiem
kazdej z nich,
= przekatne dzielg romb na cztery przystajace trojkaty prostokatne,
= przekatne dziela katy na polowy.

Cwiczenie 27. |

a) Skonstruuj romb, w ktorym odcinki &, i d, pizedstawione | d

na rysunku sg jego przekatnymi. g
b) Skonstruuj romb, w ktérym odcinek a przedstawiony na .
rysunku jest jego bokiem, akat ostry tego rombu ma miare 60°. A

Cwiczenie 28. Krétsza przekatna rombu ma taka sama dlugosé jak jego bok.
a) Podaj miary katow wewnetrznych tego rombu.
b) Podaj miare kata, jaki tworzy dluzsza przekatna tego rombu z jego bokiem.

rPrzykiad 10. Wysokosg¢ A rombu jest réwna 4 cm, a obwéd L rombu jest rowny 24 cm.
Oblicz pole P rombu.

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznacz enizll jak na rysunku. D S C
Dane: h=4, L=24. | Oblicgyé. P.

L=4a 1 L=24 wiec 4a=24, skad a=6.
P=a-h=6-4=24 B
Odp.: P=24. J
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Cwiczenie 29. Bok rombu ma dlugogé 5 cm, a kat ostry miare 60°. Oblicz pole tego
rombu.

rPrzykiad 11. Przekatne rombu majg dlugosci rowne 6 1 8. Oblicz:
a) dlugosc boku rombu, b) wysokosc rombu,
¢) miare kata ostrego rombu.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku. D
Dane: d, :‘BD|:6, | Obliczyé: a h, a. -
d,=|AC|=8. |

a) Punkt S przeciecia sie przekatnych rombu dzieli kazda
z nich na polowe, wiec [45]|=|SC|=4 i |BS|=|SD|=3.
W trojkacie prostokatnym ASD:
& =4 +3 wiec &* =25, skad a=5.

d, - d,

b) P= iP=a-h

a_h:dl'dﬁ

2
5h :%, skad h=4.8

c) W trojkacie prostokatnym BEC:

h . ;
—=sgino, wiec
22

sine = 4;8 =0,96, skad o ~ 74"

Odp.:a) 5, b)4,8, c)74°. J

Cwiczenie 30, Przekatne rombu maja dlugosci réwne 10 i 20. Oblicz:
a) dlugosc boku rombu, b) wysokos¢ rombu, ¢) miare kata ostrego rombu.

Odpowiedzi do ¢wiczen
18.a) 80° 1 120° b) 30° 1 100% 19. 270 am?. 20, f=3 k=48 21.a)2, b) %4, ) 123
22.a) k=106, b) k=7, Q k=8 23.3) 2543, b) 4543, 025 24. 15°1 185°. 25. 178

253
==

26.17. 28 a)60° 1 120°, b)30° 29, 30.2) 545, b) 45, O 54°
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Zadania utrwalajace

7.13. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole rownolegloboku ABCD.

a) c) D c
6
m /45°
A J A 8 B
D ¢
7.14. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku
1 oblicz pole rownolegtoboku ABCD. A o B

7.15. Oblicz dlugosci przekatnych rownolegloboku, w ktorym boki majg diugosci 4 1 32,
a kat ostry ma miare 45°.

7.16. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole rombu ABCD.
a b C
) p c D ¢, ) s .
/607,
A= B 7/ a B
<« 8§ —»

7.17. Wysokos¢ rownolegloboku poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego tworzy
z jego bokiem kat o mierze 50°. Oblicz miary katow tego rownolegloboku. Wyniki
zaokraglij do 1°.

7.18. W réwnoleglobokn boki maja dhugosci 4 1 3, a kat ostry ma miare 42°. Oblicz pole
tego rownolegloboku. Wynik zaokraglij do 0,1.

7.19. Pole rombu, ktorego bok ma diugosé 243, jestrowne 6/2. Oblicz miare kata ostrego
tego rombu.

7.20. Oblicz:
a) obwdd réwnolegloboku, ktérego pole jest rtowne 70, a jego wysokosci maja diugo-
sci 517,
b) pole rownolegloboku, w ktorym przekatne o dlugosciach 17 1 26 pizecinaja sig pod
katem 30°.
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7.21. Przekatne rownolegloboku majg dlugosci 121 16, ajego pole jest rowne 4843. Oblicz
miare kata przecigcia si¢ przekatnych tego rownolegloboku.

7.22. Bok rombu ma dlugos¢ 4. Suma dlugosci jego przekatnych jest rowna 10. Oblicz
pole P tego rombu.

7.23. Romb o boku dlugosci 9 1 kacie ostrym 60° podzielono na
trzy czesci o rownych polach odcinkami majacymi wspolny
poczatek w wierzcholku kata ostrego. Oblicz dlugosci tych
odcinkow.

7.24. W rombie ABCD bok 4B ma dlugosc 13, a przekatna AC ma dlugosc 24.
a) Oblicz dlugosé przekatnej BD. b) Oblicz pole rombu.
¢) Oblicz sinus kata DA4B. d) Oblicz cosinus kata ADC.

7.25. Pole rombu jest réwne 7,5, a dlugosci jego przekatnych roznig sie o 2. Wykaz, ze
D |
tangens polowy kata rozwartego tego rombu jest rowny g

7.26. W rombie przekatne majg dlugosci d, 1 d,, a miara jednego z katéw wewnetrznych
D | tego rombu jest réwna 150°. Uzasadnij, ze dlugos¢ boku a rombu okreslona jest

WZOrem a = ,/dl "ty

7.27. Punkty 4=(1,1} i C=(3,5} sa koficami przekatnej rombu 4 BCD, ktérego pole jest
rowne 20. Oblicz:
a) ditugosc przekatnej AC, b) diugos¢ przekatnej BD,
¢) dlugosg¢ boku rombu, d) sinus kata ostrego rombu.

7.28. Sprawdz, czy czworokat ABCD jest rombem. Jesli tak, to oblicz jego pole, gdy:
a) A=(0,-2) B=(2,1} C=(5,3) D=(3,0),

b) A=(-4,-2)} B=(2,0), C=(0,4) D=(-6,2).

7.29. Sprawdz, czy punkt D jest wierzcholkiem rownolegloboku ABCD, gdy:
a) A=(-2,3}, B=(2,5), C=(0,7}, D=(-4,5),

b) A=(-1,-1}, B=(2,-3), C=(7,-1}, D=(4,1),
¢) A=(-2,1}, B=(1,3}, C=(6,1}, D=(5,-1}.
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Trapezy

Przypomnijmy

Trapezem nazywamy czworokat, ktory ma przynajmniej jedng pare bokow
rownoleglych. Pare bokow rownoleglych trapezu nazywa sie podstawami,
a odleglos¢ miedzy nimi jest réwna wysokosci trapezu. Pozostale dwa boki trapezu

nazywa sie ramionami.

Pole P i obwad L

@, b —diugosel podstaw
trapezi

c, @ — diugosct ramion
trapezy

b — wysokosd trapezi

a 0 v 6 —wuary kgtow

a+8=180° B+y=180°

P:%(am)h

L=a+b+ec+d

wawrgtrznych trapezi
Trapez rownoramienny Trapez prostokatny
p b c p_ b €
>/
h h h h| \¢ |h
'_ i
A a\l '“ B__ A }I ﬁ ! a B E.
E F E
< a > «—g—>
—b
‘AD|=‘BC|=C, AE\z\FB|=a AD 1 AB, AD | DC, |EB|=a—-b
e Kazdy prostokat, kwadrat, rownoleglobok 1 romb jest trapezem
TOWIOTAImIien iy,
e Kazdy kwadrat 1 prostokat jest trapezem prostokatnym.
Cwiczenie 31. Odcinki A, ai b przedstawione na I
rysunku sg odpowiednio wysokoscig 1 podstawami
a

trapezu. Skonstruu;:
a) trapez prostokatny,

b) trapez rowmnoramienimy.
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Cwiczenie 32, Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dhigosé odcinka x.

b) p_3 ¢ 9 p 3 E
| 1/ \e
: \
% V/ \
AR g g ; B

r Przyktad 12. Pole trapezujest rowne 54 dm?. Jedna z podstaw jest dwa razy dhuzsza od
drugiej, awysokos¢ jest rowna krotszej podstawie. Oblicz dlugosci podstaw 1 wysokosc
tego trapezu.

Rozwiazanie D b

. s & . 1 “l_
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. / ! 1

/' 1h= \

Dane. P=54, h=56, a=26b. : Obliczyé: a, b, h. / i h=b \
T A e —

P h, wiec b -

2
54 2b+b b
2
32—3’-5:54, skad b* =36
b=6, wiec a=12 1 h=6. J

Cwiczenie 33. Pole trapezujest réwne 360 cm?. Wysokosé ma dlugosé 12 cm, a dlugosé
jednej z podstaw jest 0 4 cm wieksza od drugiej. Oblicz dlugosci podstaw tego trapezu.

Uwaga
Odcinek MN lgczacy srodki ramion dowolnego b B .
trapezu jest rownolegly do jego podstaw 48 1 DC / X
AB|+|DC : b " -
oraz |MN\:M, czyli |MN\=R+ ; / \
3 2 A a B

Odcinek MN nazywamy linia Srodkowa trapezu.

Cwiczenie 34, Uzasadnij, ze jeéli MV jest linia srodkows trapezu, to:
a) pole tego trapezu okreslone jest wzorem P = |MN ‘ - h, gdzie hto wysokosc trapezu,

a+b
2 k]

b) |[MN|= gdzie @i b to podstawy trapezu.
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Cwiczenie 35. Narysunku przedstawiony jest trapez ABCD

o podstawach A8 1 DC oraz limi srodkowej AMN. Przyjmij D b o
oznaczema jak na rysunku i oblicz: s/ L \ A ;E
a) m gdy a=12 1 =8, A/ \_i
b) pole P trapezu, gdv m=4 i h=2. L B

r Przyktad 13. W trapezie prostokatnym, przedstawionym na
rysunku, diugosci podstaw sg rowne 8 cm 1 6 cm, a kat ostry
ma miare 58°. Oblicz obwod i pole tego trapezu. Wyniki
zaokraglij do dwoch miejsc po przecinku.

Rozwiazanie
Dane. a=8, b=6¢6, | Obliczyé: L=a+b+c+h,
o = 58°, | p_8+b o

Zanwazamy, ze |[FB|=a-b=8-6=2.
Obliczamy diugosci odcinkow k1 ¢ w trojkacie CFB.

L =tg58°% skad A=2-tg58°% czyh h=3 2006,

2
2 2
—=co0s58% skad c= , czyhi ¢ =3,7743.
c cos 58°
Zatem
L=8+6+32006+3,7743=20,9749, wiec L~ 20,97.
P a+b-h, czyli ngz—é-lZOOG, skad P~ 22,4042

Odp.: L=20,97 cm, P~ 22,40 cm”.

Cwiczenie 36. Na rysunku czworokat ABCD jest trapezem prostokatnym. Oblicz pole
tego trapezu i jego obwod.

a) b)
8
D' ,I|C D 45° K:C
A i B A ~B
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Cwiczenie 37, Przyjmij oznaczenia jak na rysunku, D b C
1 uzasadnij, ze: >
b +b i ’
a— a
a) |AE|=|BF|= = 8 b) |AF|=|BE|= 5 a | A a
47 F__B
- a »

rPrzyklad 14, Na rysunku czworokat ABCD jest trapezem. 8 c

Oblicz: 2

a) miare kata miedzy ramieniem a dhizsza podstawa, 43 43

b) wysokosc trapezu,

c¢) dlugosc przekatnej trapezu. . 20 B

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. Zauwazamy, Ze trapez ABCD jest rownora-
mienny. Obliczamy diugosci odecinkow EB 1 AE.
|AB|-|DC| 20-8
2 2
\AE\ = |AB|—\EB| =20-6=14

EB| = 6.

W trojkacie prostokatnym EBC':

a) coso =i, skad coso = iﬁ = \E
43 W3 N3 o2 cos30° = ﬁ
Zatem o =30°, 2
b) %: sin 30° skad /=43 sin30° = 4«5%
Zatem h=24/3.
¢) W trojkacie prostokatnym 4AEC:
|ACF =|4B +|BCf, cayli d®=147+(23), skad d° =208, wige

d =208 =16 13, zatem d=44/13.

Odp.: a) 30°, b) 243, ©) 4/13. J
Cwiczenie 38. Na rysunku czworokat ABCD jest tra- 6
: D C
pezem. Oblicz:
a) miare kata ostrego tego trapezu, 22 242
b) tangens kata, jaki tworzy przekatna trapezu z jego A B
10

diuzsza podstawa.
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rPrzykfad 15. Przekatna trapezu ma dlugosé 30 i tworzy z jednym z jego ramion kat

prosty, a z dluzszg podstawa trapezu kat, ktoérego sinus jest rowny % Pole tego trapezu

jest rowne 360. Oblicz dlugosci podstaw trapezi.

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.
8 :

Dane: sin = 17 I Obliczyc:

b — dhugodci podstaw.
[BD|=30, P:360.I SR N

Obliczamy dingos¢ przeciwprostokatnej 4B, czyli dlugosc¢ adluzsze] podstawy trapezu.

W trojkacie prostokatnym ABD:
2
@:cf}sﬁ, czyli ”0:005,8, wiec a= = .
| AB| a cos B
sinﬁ=% i cosf =+fl_sin® B, skad sin® 8 +cos® -1

8Y 15 15
cosfB=,11-| — | ,czvli cos B =—. Zatem a=30:—=34
P [1?} yli cosf =1 =

Obliczamy wysokosc A trapezu. W trojkgcie prostokgtnym DEB:
\ED| . h 8 240
——=sinf}, czyli —=—, skad hA=——-
|BD| b czy 3017 2 17

Obliczamy diugosc b krotszej podstawy trapezu.

240
(34+b)
P:@, wiec 36(}:%, skad b=17.

Odp.: a=34 b=17. J

Cwiczenie 39, Przekatna trapezu ma dlugosc 24 1 tworzy z jednym z jego ramion kat
prosty, a z dluzsza podstawa trapezu kat, ktdrego cosinus jest rowny % Pole tego tra-

pezu jest rtowne 180. Oblicz dlugosci podstaw trapezu.
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Odpowiedzi do ¢wiczen

32.a) x=3,b) x=4, ) x=5. 33.28cmi32cm 35 a) 10, by g
27
36.2) =84, L=34+6J5, b) P, L=12+32, 0 P=12{5+6f3), L=46+124/3.

38. a) 45°, b) tga:%. 39. 261 13.

Zadania utrwalajace

7.30. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz miary katow wewnetrznych
trapezu.

%) A ;
42\ 35° V%3

7.31. Na rysunku czworokat 4 BCD jest trapezem prostokatnym. Uwzglednij dane przed-
stawione na rysunku i oblicz miare kata o

a) b) C)

C
9 C D
D 8 D //,ﬂl /a 12
4 \ 10, ﬂl 6 f,\
g”a v 4 a B al®
A 2 B A 8 g 12 A B

7.32. Uwzgledm) dane przedstawione na rysunku, gdzie
czworokat 4BCD jest trapezem rownoramiennym,
i oblicz dlugosci podstaw tego trapezi.

<)
p* ¢ D 7 C
" |
10| p
0% 5, [40°
Al B ¥ E .

7.34. W trapezie rownoramiennym ABCD podstawy 4B i CD maja odpowiednio dhi-
goscl 5d3i43,a kat ostry tego trapezu ma miare 60°.
a) Oblicz wysokosc¢ trapezu. b) Oblicz pole trapezu.
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7.35. Odcinki AB i CD, gdzie [AB|=40 i |CD|=16, s3 pod- p_16 ¢
stawami trapezu ABCD. Punkt K polozony na boku 4B %
ma te wlasnosc, ze odcinek DK dzieli trapez na dwa .
wielokaty o rownych polach. Oblicz dlugosc odcinka AK.

<« 40—

7.36. Czworokat ABCD jest trapezem rownoramiennym. Uwzglednij dane przedstawione
na rysunku i oblicz pole tego trapezu.

D p C b)___yA
: D C

7.37. Nierownolegle boki AD1 BC trapezu ABCD zawierajg sie w prostych prostopadlych.
Wiedzac, ze |AD|=|DC|=8, |« ABC|=30°, oblicz pole Piobwdd L tego trapezu.

7.38. Sprawdz, czy czworokat ABCD o danych przedstawionych na rysunku jest trapezem.
Jesli tak, to oblicz jego pole P.

5 b 120° 150° .

) D_C ) ) D 10 c
o 15%A

PPt B B

7.39. Odcinek o koficach 4=(3,2) i B=(2,—1) jest krétsza podstawg trapezu ABCD.
Wiedzac, ze punkt M =(1,1) jest érodkiem diuzszej podstawy oraz, ze |CD|=2|4B|
oblicz wspdhrzedne wierzcholkow C1 D.

7.40. Wykaz, ze prosta zawierajgca srodki przekatnych trapezu 4 BCD jest rownolegla do
RI_ podstaw AB 1 CD, gdy:

a) 4=(-4,0), B=(14,-6) C=(8,4), D=(2,6)
b) A=(-6,4} B=(6,0) C=(4.4} D=(-2,6).

7.41. Punkty 4=(2,-3} i C=(5,1)} sa wierzcholkami trapezu 4 BCD. Wiedzac, ze prosta
zawierajgca podstawe CD trapezuma rownanie x+ 2y— 7 =0, aprosta zawierajgca od-
cinek laczacy wierzcholek A ze srodkiem podstawy CD ma réwnanie 5x— y—13=0,
oblicz wspohrzedne wierzcholka D trapezu.
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Rozwiazywanie zadan optymalizacyjnych z planimetrii

Optymalizacja to wyznaczenie sposrod dopuszczalnych rozwigzan danego problemu
takiego rozwigzamnia, kiore jest najlepsze ze wzgledu na przyjete kryterium.

W klasie pierwszej obliczaliscie optymalne (najwigksze albo najmniejsze) wartosci funk-
cji w ograniczonym przedziale. Obecmnie zajmiemy si¢ obliczaniem najmmniejszych lub
najwickszych wymiarow figur plaskich poprzez tworzenie funkcji, kiore] zmienna bedzie
jeden z wymiarow figury.

Cwiczenie 40. Przyjmujac oznaczeniai dane, jak na rysunku ponizej, wyraZ pole P figury
jako funkcje zmiennej x 1 okresl jej dziedzine.

i
a) D 2 b) i 9 5 W ,
73 : [o 4\7
" A :_- |
AxE\ RN

47 6-x 8 <« 5B FxB

rPrzykiad 16. Suma dhugosci przekatnych czworokata wypuklego jest rowna 10. Prze-
katne te przecinaja sie pod katem 60°. Jakie powinny by¢ dlugosci tych przekatnych, by
pole czworokata bylo najwieksze? Czy taki czworokat jest tylko jeden?
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku,
gdzie [AC|=x i |BD|=10-x.

Zatem P:%-x(lt}—x)-sinéﬂ" P—%|AC|‘|BD|‘smo:

P(x}zg.x(m_x}, gdzie xe(0;10), meoa—%

Pole P jest funkcjg kwadratowa zmienne] x o ujemnym wspol- Pe_ A3 e 53 .
czynniku przy x¢, ktérej wzér podany jest w postaci iloczynowej, 2
gdzie x, =0 1 x, =10,

Funkcja P przyjmuje najwiekszg wartosc, gdy x jest rowne wspol-

rzednej xy wierzcholka paraboli.

= xp;_xz =51 5€(0; 10), wiec przekatne czworokata maja dtugosci |AC| =|BD|=5.
Zauwazamy, Ze cZworokatow
spelniajacych warunki zada-
nia jest nieskoriczenie wiele.
Oto przyklady kilku z nich.
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Cwiczenie 41. Suma dhigosci przekatnych czworokata wypuklego jest réwna 40. Prze-
katne te przecinaja sie pod katem 30°. Oblicz, dlajakich dlugosci przekatnych pole tego
czworokata jest najwieksze, a nastepnie oblicz wartosc tego najwiekszego pola.

rPrzyldad 17. Z trojkata rtownobocznego, ktérego bok ma dlugosc 8, wycieto prostokat
w ten sposob, Ze dwa jego wierzcholk lezg na jednym boku trojkata. Oblicz, jakie po-
winny byc diugosci bokow prostokata, aby jego pole bylo najwigksze.

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku, c:'r
gdzie |HE|=x, |EF|=y i 0<|HE|<|CD|. |
H ! G
Odcinek CD jest wysokoscig trojkata rownobocznego ABC, !
wiec |CD|=443. Zatem x (0: 443 ). (el
¢c |CD| ( ) A e— 8

Dane: |AB|=|BC|=|4C|=8. | Obliczpé: wymiary prostokata EFGH,
I ktorego pole jest najwigksze.

AD|= 1 4B|=4 |4E|=4- 1y i AADC~ALEH (KkK)
2 2

. |co| |HE| . 4B« . By
wiec |AD|_‘AE‘ czyli 2 _4_1}‘, skad y =8 Vel
2

Obliczamy pole P prostokata EFGH.
2 : _
FP=ipi= x[S —ﬁxl gdzie xe (0, 4\5)

2 2
Pole P jest furkcja zmiemnej v, czyli P(x)=2x [8 = ﬁx} - _ﬁf + 8.

Zauwazamy, ze P jest funkcja kwadratowa o ujemnym wspélczynmiku przy x° zatem
funkcja P przyjmuje wartos¢ najwigksza, gdy

xw=_—82=2J§ i 243 e(0;443) el
2 L B Q
)
Gdy x=24/3, to yzs—%ﬂ

Odp.: Najwigksze pole ma prostokat, ktérego boki maja dlugosci 243 i4. J
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rownoramiennego o podstawie 4 m i wysokosci 4 m. Architekt

Cwiczenie 42. Szczytowa sciana strychu ma ksztalt trojkata T /\

dbajac o to, by strych byl dobrze oswietlony, zaprojekiowal oy M
okno w ksztalcie prostokata, nmieszczone wtej scianie w sposob /
przedstawiony na rysunku. Podaj wymiary okna, ktére bedzie P ”
przepuszczato najwiece] swiatta. «—— 4m ——»

_l Qdpowiedzi do cwiczen
! 40. a) P(x)=x-(6—-x), xe(G6), b) P[x)=%x-[x+2), xe(l+w), © P(x)=3x-(x-2), xe(2;+cw).

| 41 Przekgtne majg taks sarmg dhigodé, réwng 20, P=100. 42 Okno ma ksztalt kwadratu o bolw 2 m
\ - - v » - » - - - - -

Zadania utrwalajace

7.42. 7 drutu o dlugosci 4 dm wykonano prostokatng ramke. Jakie powinny by¢ wymiary
ramki, aby pole obszar ograniczonego ramka byto najwicksze?

7.43. Szyba w oknie ma ksztalt prostokata o obwodzie 6 m. Jakie sa jej wymiary, jesli
wiadomo, ze szyba przepuszcza maksymalnailos¢ swiatla? Oblicz powierzchme szyby
w oknie.

7.44. Ogrodek w ksztalcie prostokata, przylegajacy do plotu, jest z trzech stron ogrodzony
siatka o dhugosei 36 m. Jakie sa wymiary ogrodka, jesli wiadomo, ze jego pole po-
wierzchni jest najwieksze?

7.45. W prostokacie o wymiarach 20 em>30 cm pierwszy wymiar zwiekszono o x cm,
a drugi zmniejszono o x cm. Oblicz, dla jakiej wartosci x pole otrzymanego prostokata
jest najwieksze. Oblicz to najwieksze pole.

7.46. 7 trojkata rownoramiennego prostokatnego o przeciwpro- D C
stokatnej dlugosci 2 dm wycieto prostokat ABCD, ktorego x
bok 4B zawiera sie w przeciwprostokatnej, natomiast punkty 4 B
C'1 D nalezg do przyprostokatnych tego trojkata. Oblicz wy- < 2 >

miary tego prostokata o najwiekszym polu.

7.47. N rysunku przedstawiono ksztalt projektowanego r r
stadionu o obwodzie 1400 m. Wyznacz takie wymiary » 4
1 @, dla ktérych powierzchnia prostokatnej czesci sta-
dionu bedzie najwieksza. 1 3




Zestaw powlorkowy

7.48. Drut o dlugosci 100 cm przecieto na dwie czesci. Pierwszg czesc wygieto tak, zZe

7.49. W trapezie rownoramiennyin kat ostry ma miare 45°, a suma dlugosci wysokosci

7.50. Suma przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest rowna 6. Oblicz najmniejsza

-_I.lr.r_|||r," oL

utworzyla ramke w ksztalcie kwadratu, z drugiej czesci utworzono ramke w ksztalcie
prostokata, w ktorym jeden bok jest cztery razy dluzszy od drugiego. Oblicz dlugosc
kazdej z czesci drutu, jeshh wiadomo, ze suma pol powstalych figur ograniczonych

ramkami jest minimalna.

i dluzszej podstawy jest rtowna 12. Oblicz dhugosci bokéw tego trapezu, wiedzac, ze
jego pole ma najwiekszg z mozliwych wartosci.

dlugos¢ przeciwprostokatne], jaka moze miec ten trojkat.

Zestaw powtorkowy

. W rombie przekatne majg dlugosc 81 12.

Dokonez zdanie. Wybierz wiasciw g odpowieds sposrod podanyeh.
Dlugos¢ boku tego rombu jest réwna:

A. /13, B. 2413, C. 313, D. 44f13.

. Boki rownolegloboku majg dlugosei 51 7, a wysokos¢ poprowadzona na diuzszy

bok ma dhugosé 3.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw g odpowied? sposrod podanyeh.
Druga wysokos¢ tego rownolegloboku jest rowna:

A 2.1 B.4,1, €.4.2, D. 6,2

. Kat rozwarty rombu ma miare 135°. Pole tego rombu jest rowne 364/2.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwq odpowiedz sposrod podanych.
Bok rombu ma diugosc¢:
A. 343, B. 6, C. 642, D. 1242.

. W rownolegloboku ABCD dwusieczna kata rozwartego ABC dzieli bok CD w sto-

sunku 2 : 1, liczac od wierzcholka C.

Dokonez zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Jesli bok (BC ‘ ma dlugosc 6, to obwod tego rownolegloboku jest rowny:
A. 15, B. 20, C. 24, D. 30.

185
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5. W prostokacie ABCD przekatna BD jest dwa razy D E C
dluzsza niz bok AD. i M“HR
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowieds sposrod A ‘2 “~lp
podanych.

Miara kata & jest rowna
A, 30°, B. 45°, €. 607, D. B5%

6. W prostokacie ABCD przekatne maja dlugosc 12. D —
Czy pole tego prostokata jest rowne 18(1 +J§) ? L 391:}§:~~WHH
Wybierz odpowiedz T albo N i jej wuzasadnienie 4 2
sposrod A i B.

| W
T |Tak, By = :-12-12 -sin30° = 36.
i
poniewaz 1 _ _ 1
Poygp=—6-6-5n30°=9 1 P, ;. =—6-6-150°=9+/3,
N |Nie, S T AT
Wige Pypcp =2-9+2-933=18(1+4/3).

7. W rownolegloboku 4 BCD przekatna DB ma dlugosc 7. Wiedzac, ze obwod 1owno-

legloboku wynosi 26,

diugosc 81 57

< ABC’\ =120°. Czy boki a i b rdwnolegloboku ABCD majg

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A1 B.

T [Tak,

poniewaz

N [Nie,

a+b=131 |« BAD|=60°
49=a’ +(13—a) —2a(13—a)-cos60°, skad a =8
La#5.

a+b=131 |« BAD|=60°.
49=a®+(13—a)’ —2a(13—a)-cos60°, skad
a=8ib=5 lub a=5i b=8,

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwqg odpowieds sposrod podanych.

Pole trapezu ABCD przedstawionego na rysunku

jest rowne:

A, M3
063

B. 4,5«.{?_:, B 30°
D. 6,53

p_ 3 ¢
NE)

A
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9. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanych.

Obwaod rombu o przekatnych dlugosci 12 1 16 jest rowny:

A. 40, B. 48, €. 56, D. 64.

10. Pole trapezu przedstawionego na rysunku jest rowne 120. D €
Dokoncez zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod . 5
podanych. 6
Obwod tego trapezu jest rowny: 4L B
A 42, B. 46,

C. 60, D. 68.

11. Pole pewnego rombu o boku dlugosci a jest wieksze od polowy pola kwadratu
o boku a.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.
Miara kata ostrego tego rombu nie moze byc rowna:

A, 30°, B. 45°, C. 60°, D75,
12. Wysokosci rownolegloboku 4 BCD maja dlugoscei 2 i 4, E
a jego obwad jest rowny 30. A, 4

~

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowieds sposrod

i = C
podanych.
Boki tego rownolegloboku maja diugosci: 5 5
A 312, B.4111,
A ; B
F

€. 8110 D.619.

13. Przekatna prostokata ma dlugosé 4, a kat miedzy przekatnymi ma miare .
Dofkoncz zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod podanych.
Pole tego prostokata okreslone jest wzorem:

A. d*sina, B. %dg, B0 %dg sina, D. %dsma’.

14. Bok rombu ma dlugosé +/2, ajego pole jest éwne 1.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Kat ostry tego rombu ma miare:
A. 30°, B. 45°, C.60°, D. 735".



Odpowiedzi | wskazowki

1. Funkcja wyktadnicza

Potega o wykfadniku rzeczywistym

1 7
LLa)5, B) ——, © o, §2, 9125 D105,
1.2.9)-3, by m—n, 10, &4, € a-b, ) B+/a.
74
13.8),>7, b).>", 6, d),=". Wikaziwka.b) 32537, ¢ 53 »58
3 X
Ld.ay at, » a2, 91, 9 [%J P

16.5) 25wy B eyod @y o g 2B 1y 22, 0B, my 9P
. 1 i i |
1.7.a)2, b) 7 02, @9, € P f) 8. 1.8.a) 8- 2415, ) e ¢) 729,

2 _25
110.8) 325V242 By 0% o6 4 @10 16,

L1 2)36,5, 16,7, 02,7, d16,1, €)366.
1

L
1 e
- NET)
L12. ibbarteld. B —Eimd =8-(4*‘3+2)2 Y ‘{(22] * } 2 _p3. 32,

Funkcja wyktadnicza i jej wiasnosci

1.13. a) [—1,%], (0,1), (L4), b) (-1,4), (0,1), [1, %] €) [—1%] (0,1}, [1, %}

@ [—1,%} (0,1), [1%]

L4 a) a= %, funkcja malejaca, b) a= %, funkcja rosnaca, €) a= 1%, funkcja rosnaca,

dy o= %, funkcja malejaca.

LIS, a) x20, b) x <0, ¢) x>0.

RO EN

1 1
9 6% <62 <6 <6? 6%, @ (0,22 <(0.2) 2 <(0.2)V < (0.2

11 l 3 1
116, 8) 322 <3 4 230 <32 <37, 1) [%J2<@2
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189

1.17. a) Dy =R, Yf=R+, (0,1), D, = R, Yg=R+, (0,1),

x

X
b) 1 (%] >27%, gdy x<0, 2 GJ <27, gdy x 20.

L

118, a) D, =R, Yf=R+, (0,1), D, = R, Yg=R+, (0,1),
Y Ly 1 Y
Ml |—| == >0, 2 |=| =|— <0.
)1 (5] 23] ey 20, 2 (3 5[] e s
3

119, a) f(-2)==, 7(0)=1, j (log25)=5, b) f{—%}:—, f(JE]:TE, F(2logz4)=16,

1
4’
Y F{—2)= . L .
©) f(=2)=25, f(10g53]—3, f[h}gj ]2} 2, 4 f[

skazdwia. ©), d) Skorzystaj z wzoru a'"8+° =,

120. a)y x=4, by x=-4, ¢) x=-3, d) x=6, ¢ x=3+log,3, ) x=44logz5

skazowikea. €) log, 24 =loga (23 : 3) = log, 234y leg, 3.
3 2 3
121. a) x=E, b)) x=-6, © x=§, d)y x=—, ¢ x=—§, f) x=-2+logy; 2.

122, aym=>0, Dy m=>1l, oam<2, ) m=>3, &) m>-"5, O m=0.

Przeksztatcanie wykresu funkcji wyktadniczej
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1.25. a) b) d)
By 3
34 |
i i | } *
S [ [ | 17 |
X
y==4 -3
il (T[T LA Y
| 1oy | =4 1]
|| | - P ——— A
ol 1 | x _0_12_;‘ O O 2 A O
fiunkcja jestmalejaca  funkeja jest malejgea funlccja jest rosngca funkeja jest roangea
¥ o] : Gt 1
1.26. a) I b)nie, | 127 Wskazowka: &) f(x)=3"", 7(0)==,

¢ x=2, | L 1 3—2 1
) 2=2, | ) f(xJ=[§] 0L o -2 r0-1,
@ x=1 | |7y

Lo r=(2] . s0=8 0 r=2 s0)-16
|
1D F(x)=(15)"", F(0)=

W | b2

1.28. Wylres funkcji /7 9) przeksziatcono symeirycznie wzgledem osi y, b) przeksztatcono symetrycznie
wzgledem osi y, ) przeksztatcono symelrycznie wzgledem osiy, d) przesunieto rownolegle wzdhuz osix
0 2 jednostki w prawo, ) przesunieto rownolegle wzdluz osi x 0 6 jednostek w lewo, f) przesunieto

rownolegle wzdhuz osi y 0 4 jednostki w dot.

1299 (0,1), ) (G.1), © (0,1), d) (0,1). 130.9) (-3,2) b) {z%] o (2,5) @ (_1,%].

1L.3l.ay x=-1, D x=-1, ©0 x=-6, d) x=0. 1.32.a) x=0, h) x=—§, ¢ x=0, d) x=—§.

138,00 oL Ful: §=A,

Funkcja wykiadnicza w zastosowaniach

134 | Wazwa towaru | Obecna cena Wekatnik rocznego werosty ceny Cena po ¢ latach
przescieradto 29 7 2% 29-(1,02)

samochéd 32 000 7 10% 32 000-(1,10)
syrandol 270 71 7% 270-(1,07)

1.35. | Obecna wielkosé populacji | Ceas podwojenia | Werost populacji po ¢ latach
1 000 10 lat 1000 2%
1 000 000 25 lat 100 000- 2704
250 000 100 lat 250 000 20
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1.36. Picrwiasielk Czag palowice- | Obecng ilogé materiaby | Wislkodé materialy radioak-
promienigtwirezy | mnego rozpada radioaklywnege tywmego po czase ¢
!
otéw: “9Pb 22 lata 10 10-(0,5)22 lat
{
polon: 2°Pg 140 dni 100 100 (0,5)14p dni
tal: 29T1 2 minuty 500 500-(0,5)" minut
5 4
1.37. 2) 400, b) 102 400, ¢ 100-2"%, 138, @) y=1000 000-[5], b ¥(3)=1953125,
1.59. a) Ok. 11576, b)2 miesiace. 1.40. a) 30 000 zt, b) 10%, «¢) 24300 zt, djpod]l atach.

1.41. a) 100°C, b) ok.67°C, ¢ tak, bo garnek z zupa osiagnie temperature ok. 30°C.

Zestaw p owtdrkowy

e
h
=2

Nrzadania | 1. | 2. | 3. L S. 9.
OdpowiedZz| B | B| A | D | C | B | Kolegjno: P, P, P,F | Kolgjno: F,B,F |N—A

2. Funkcja logarytmiczna

Logarytm i jego wiasnosci

5 3 5 B 32
20.a) -3 -5, o5 4=, &= N2 22.a2)15, B30, ¢ =, d) —
a) ) c) y V3 €) 3 0 a) ) c) 3 ) 3
13 V2 1
23.a) x=—4, ) x=—, ¢ x=J?_), d)y x=—1 &) x=48, X=—
) ) 5 ) ) P ) n 4
24.a)x=5 b)x=25 o) x=64, d) x=81 2.5, a) log3135, b) logps10, © legz(lﬁ\g).
. o= ; 10
26.8) a+l, b)1-a, ¢ 3a+1, d) 1-3a. Nikedwka. a) log20=Ilog(10-2), b) log5=log )

o) 10g80=10g(23-1[}), d) log%=log%=10g](}—log8=]—log23 —1-3log?2.

27.a8) (0:1), b) (L2), © (2:3), @ (=2;-1), e) (1;2). Wikazowka. Zauwaz, ze:
a) logml<log;2<log,7, stad D<logs2<1, czyli log; 2=(;1),

b) logs 5 <logs 15 <logs 25, skad 1<logs15<2, ¢€) log;7° < log,120 <log, 7°, skad log,120=(2;3),
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d) log, é < log, % < logs %, skad log, % e(=2 1),

€ 10gﬁﬁ<logﬁ£<logﬁ3, skad 10g£~!§€(];2).

28 Wikazowka. a) loga128—3logs 4 =log, i

Funkcja logarytmiczna i jej wiasnosci

2.9.2) Tak, b)tak, ©) tak.
X

2.10.9) £(x)=2% b) f(x)=logyx, © f(x)=[%]x, d) f(x]=].0glx, e) f(x}=(\5] .

3
3] f(x]=10g_ﬁx. WEkazowka. 2) at=2, b) log, 2=1 © al=2, d) log,3=-1, ¢ a’=2,
fy leg,2=2.

2iLay a=4, W a=9, ¢ a=4, d)a=2, e)a=%, 0 a=125

212 a) logy 0,1, ]ngé, lopy3, logyg s, b) l:}gls, Iog£3, h)gi%, loglé,
4 4 4

) log, 4, logy, 4, logs4, logz4, d) logs i, h}gsi, logll, logll.
3 5 3

2.13. Np. a) [%1] [;,_1} (LO), B) (LO), (2,2), (4.4), o (12,2), (144,4), (1, 0),
d) (2,3), (4,6), (8,9).

20d.a) Dey=(—o;), B) D=L +w), € D.=(5;+m).
7. F 7

Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej
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2. Funkcia logarytmiczna

d)

Wskazdwia. d) g(x)=log, [%x}= log; E+logl x=1+log| x,
2 2 2 2

¢) g(x)=F(2x)=log, (2x)=log, 2+log, x=—1+log, x.
2 2 2 2

2

2.16.9)

-1

D, =R,
g(x)=0, gdy x=-1

247.9) f(x)=log, (x+4), B) f(x)=logy(2x), © f(x]=log2£,

b
g et L
2 1 lo[A ] 2 o[ A LA | 1%
/,, y=70)

[N A |
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d) fix)=log,(x-1), 6 f(x)=logy(x+2), 0 f(x)=logyx—2.

VA A
p=F(x) | | T T
g el 1 der L
| g™ L™ | || IS i ™
P4 % ol A LT 1 [ [%
v A
G
1| (AT TR T
2.18.8) Dp=(L+x), b) ¥, =R, ¢ x=5, &) x=(L3). 5[ \ B
I I

2.19.3) f(x)=logzx+2 b) F(xl=logzx+4, © f(x)=logzx, @) f(x]=log3x—%

2.20.8) f(x)=3logox+1, b) F(x)=6logs x—5. Wekazcowka. Utworz i rozwiaz uktad réwnari:

1

ﬂ'10g22+b=4 ; a+b=4 a‘l‘)gg "24-:5:—2 . —a+h=-2
Topy B4B=10" " JAniks=10" e B i S R .
R ) e - ~a+b=10

Funkcja logarytmiczna w zastosowaniach

0—6,6

2.21. 49. 2.22.9) pH=~29, b1

2.23. a) 1(}31'azy (1000 razy), b) li}srazy (milion razy).
224.8) A=107cm, b) 4A=1 cm, © A=10""cm, A ~5 cm, d) A=10"" cm, 4 ~ 316000 cm,
e) A= 10° cm.

2.25. Glognos¢ dzwicku wzrosnie o 10log3, czyli o okolo 4,17 decybeli.

Wakazowka. L(3I]—L(ﬂ=][}log£—1(}logi=l[}‘lag Ei |
' ' Iy Iy Iy Iy

2.26. a) Nie, b) nie.

Zestaw powtdrkowy
Nr zadania 1. 3. | 4 5 6.
Odpowiedz | AiD D PPPRF
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3. Ciagi liczbowe okreslone wzorem ogolnym i rekurencyjnym

Pojecie ciggu liczbowego. Przykiady i sposoby okreslania ciaggu

by | —

L
30.8) 1024 — 2 5 512 64,32 w52~ oag Y, a6, 32,

P I . G IS |

B2l T yon 2 gy Flygg ¥y

32.4)30,31, b) %, % Wikazdwka. a) 21+ 4, 25+ 3, 28+2, .., b) % % .

33.a) D={1,2,..,12}, b)(5,5,5,5,3,2,1,0, -3, -3, -3, -3).

34.2)Tak, bynie, © 2441245, Wekariwka Kwartat 1 [om [

Ligzba dni wroku zwyklym | 20 | 91 | 92 | %2
Liczbs dni w rokm preesbepoym | 91 | 21 | 92 | 22

35.9) (0,3,815,24,..), b) [%;%g%} © (1,3,6,10,15,..), @) (—4,16,—64,256,—1024,...),
14 190
P [ . S S W, T 5 T
)(24 816 32Jf)( )
3.6.2)1,4,9,16, a,=#", b)1,8,27,64, a,=n. 3.7 an=%,gdy nenNt.
"

3.8, Podpunkty a), ¢), d), f) —nie, b)tak, a,4 =100, e)tak, 2, =100.
3.9.Nie, np. a5 =80

300, a) a, a;, b) a;, a;, a;, 44, ds, €) nie ma ujemnych wyrazow,

d) wszystkie wyrazy ciggu sa ujemne, €) a, a5, ) as, ag, a4 ...

3.12. a) a4, b)brak takiego wyrazu, c) brak takiego wyrazu, d) a,.

Jada) a, ay, b)a. © o, ay ds, a5 304.9) g,=3n—-2, b) g,=n ¢) q,=10-2n
305 g, =265,

Ciag okreslony rekurencyjnie

e a) gq=1 a=-1 a3=1, ay=-1, as=1, b) g =1, ay=1 a;=2, a4=06, as=24 ¢) a =1,

3 g 15 9
az=2, ﬂ3=6, a4=24, 615:120, d) alzz, a2=E, 3 = 4=E, EIS:E.

[

1
2?
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ﬂlzﬁ J:
a){ HEN+, as =140, h) 1 ,H6N+, 615=—L,
ai’i-l-]. an+l = _aﬂ' 1 6
2
a =10
) <a=1 , ne Nt ag=16.

Hyia = 2 (an+l - an)

3.18. 10. 319.9) a,=xn", ) :
g =a,+2n+1

320.9) a, =3n+1, b) a,=5-2n, © a,=10n, &) a,=(- ])ml 5, € a, —(—1]n+l‘2(_ljn,

3nI
Ha=2 .

=5 =-1 =7

321, 8) Jtal  neN*, b {al  nelN*, o {al , neNt,

Tyl = Ay + Ayl =y —4 tiyy] = 2y

Monotonicznosé ciggu liczbowego

3.22. (0,4,0.8,0,12), diag (&, ) nie jest monotoniczny.

In+3
3.23. a) an+1=n2+2n, b) an+l=2n2+4n+2, c) By =— = d) an+l=—n2+n+2,
H+ 4
& —3n-1 f > —2n
an=——>> Day=—5———
nt2 I 4 4nt 2

3.24. Ciag (an} jest: a) malejacy, h) rosnacy, c)rosnacy, d)rosnacy.
325 a) (3,6,7,12,11,18,15, 24,19, 30), b) ciag nie jest monotoniczny, bo np. a5 >a, i as < ay.

3.26. a) (5, 554,321, -2,-3, -4 -5 — 5], b) ciag jest nierosnacy, a wiec jest monotonicziy.

3.27. Wrkazdwka. Ciag (an] jest: aymalejacy, b)rosnacy, c)rosnacy, d)malejacy, e)rosnacy,
f) rosnacy.

Zestaw powtorkowy

Nrzadania | 1. | 2. | 3. | 4 5. 6. | 7. | 8. | 9 |10.| 11. ] 12. ] 13.
Odpowiedz| C | D | B | C | Kolgnoo P,EP.F |A | C | C | C|A|C|A|A
Walaazowlki,

+1-1 n-
9. Rozwiaz rownanie n? —4n+3=0. 11. aml—aH:(H «,) _HE 1. 12, as =55—S4=25—24.

13. a5 =log, 8 +logg 8.
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4. Ciggi arytmetyczne i geometryczne, w tym lokaty i kredyty
Pojecie ciagu arytmetycznego
4.1.a) Tak, b)nie, ¢ tak, d)tak.

4.2. Kolgjno: a) 13,17, b) -20, —-48, ¢ 13,5, -3, 4) -

Ln | b2
th | b2
Lh | &

43.9) a,=4n+1, b) b,=17-7n, © c,=2(rn-2), @) dn=€(2—n].

44.a) gy =3, r=15, b) a=-11,r=-14, ¢ a,=2, r=-06, d) g =7, r=3.

4.5. a, = nt | @ d & ay 4.6. gy =-5, ag=8
3 2 20 41
63 _2% > - 4.7. Ciagi arytmetyczne: a,, ,. 7, /.
—200 g ik -88 4.8.a) a;, b) a4z, © a,.
0,5 0.5 21 10,5

4.9. a) ﬂs 212, CI]_2=3U, b) 6120=21, a40=1, C) EI]_=]6, a].DD =—]82, d) EIS: ].Og%, CE]_D =10g8.
4.140. a) ag 2—3, b) azn 2—2, C) CE]_D 249, d) a]_ =—3

4.11. Liczby, ktore: a) przy dzieleniu przez 7 daja reszie 1, b) przy dzieleniu przez 6 daja reszte 3,
¢) przy dzieleniu przez 6 daja reszte 3, d) przy dzieleniu przez 9 daja reszie 7,
¢) przy dzieleniu przez 9 daja reszte 7, ) przy dzieleniu przez 8 daja reszte 5.

4.12. a) m, b) ﬂj.e, C) tak. 4.13. ‘Nyrazy o1 9102 903 g

4.14. Wekazowka. Zauwaz, ze a; =10 i r =2, wiec a, =10+ (r—1)-2.

4.15. Nie. Wrkazowka. a =§, gy L s

9 25, a24=g iaz—al¢a3—az.

4.16. Wskazowka. SprawdZ, czy &, —a, jestliczba.
Wiasnosci ciaggu aryimetycznego

417, Wskazdwkea. v =—%. 4.18. r=—1, ciag malejacy.

=26 =95 L 2
4.19. a) JLal LW Jtal 0 {al . 42009 3%, 5%, 8, 10%, 125, b)3,5,7,9,11, 13.

r=—0,5’ >.=i

F=—
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421.a) x=45 b)xeR, ) x=01lubx=1, d) x=i, €) x=3 lub x=4, ) x=5

ol
4.22. WEkazow s, Sprawd—é’ CZY az Lz 1 2 3 .

4.23, a) s+ 3 =5, b) o +ds +dq+dip =].2-, C) s +dg + 4y =15, d) ty g +dg +dpo =4,
4.24. Kolejne odezyty: (7121, 7127, 7133, 7139, 7145).

1
425 3 3335 lat. Wokazowka, ap =0,0003, = 0,0003, &, =1.

4.26. Wokazow ko, WyraZ réznice b,y —b,, za pomoca roznicy » ciagu a,, gdzie a,  —a, =7.
A by —by=2a,, —2a, =2(an+l _an) =2r,
e) b —b,= (an+2 _ 3an+l) _(an+l _3‘53;2) z[(aml -+ ?') - 3(‘% i F)]_anﬂ +3a, =

=a,, +7r—-3a,-3r—a, +3a,=—2r.

427.3, 4,5 lub 4, 4, 4. Nekazdwia. Jezeli a, a+r, a+2r, gdzie » 20, sa dlugosciami bokow trojkata,
to spelnione sa warunki @ >1, re ¥, o ¥ oraz a+a-+r > a+2r (nierdwnosc¢ trojkata)

iatatr+at2r=12.

4.28. P Wikazdwka. ay+ay +as +ay=3(as+ag+a; +ag), czyli

day + 6r=12a + 667 1 a=1, wiec blr=-8.

429, 15k, Prayjmi] oznaczenia jak na rysunk, gdzie @ >0 i 7 0. a+2r
a2+(a+r)2=(a+2r}2, wiec 3r2+2ar—a2=(}, skad r:%_ 3
Zatem boki tréjkata majg dugosci: a, i’l, 24 promiefi okregu wpisanego a+r

w trojkat prostokatny wyrazony jest wzorem %[a +%a - ga].

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego
4.30.9) -2, b 42, o12.

4.31L 2) 165 150, by 123300, <) 41400, d)70950, e)45223.

wha. @y =102, =129, €) a, =106, n=82.

4.32.9)37107, b) 250042, €)655, d) —269,5.
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(5}1:3)}2, b) Sn=(5}1+l)n, o Sn=(2n—|—5)n, a Sn=(]1n:9)n-

£y L

4339 S, =
434.2)0, b)10, ©92, 4435, €215, O (2n-1)x

d3s. a) =16, r=-4, by a=-4, r=-2, ¢ a,=4, r=—%, dy ) =-200, r=7,

e) a =5 r=-2 Da=4 r=1
436.9) =9, r=2, by ay=5 r=3 ¢) a =1 r=3, d) nieskoriczenie wiele ciagdw, ktérych wyraz

ag =17, czyli alERir=%, e) aq =2, r=3, Ha=3 r=-1L
- i
437, 4 a,=—6n+9, b) g,=4n+1, © g, =3H—E, d) a,=7n-6

438 4) n=33, b)nieistniejetalkiern, c)nieistnieje talie .
4.39. a) x=3r—-5, b) x=9-2n, ) x=05-0,6

4.40.a9) n=5, by n=11, ¢) #=9, d)y n=50, ey n=12, ) n=131

1+
Gwha, 8) S =¢=3n, b) 72 =121, ¢ (2n-1)n=153, d) 2n>—Tn—4650=0,

fi

Le

&) > +n—156=0, f) n>—2n—-899=0.

44La) x=63, b) x=37, © x=%, d) x=-0,4.

cowia. ) ap=142x, gy =442x, skad r=3; a, =28+2x skad n=10.

442, a =31, a5 =328 Wslzowlko, Skorzystaj z wzoru S, =W‘H,

2a +(100-1)-3 10017950,

gdzie n=100, r =3 i 5, =17 950, czyli

4.43. 10 bokéw. Wskazcwka. S, =%‘n i 8, =(n—2)'1800, wiec 144°-p =(n—2}]800.
44430 cm, 40 cm, 50 cm, P=600 cm?. HWowasowia. Jedi a, a+r, a+2r to dlugosc bolkow trojlkata

£ 2 _ 2
prostokatnegoi # >0, to: 1% Hlatr] =(at2n) :
ata+r+a+2r=120

Pojecie ciagu geometrycznego
445 3) —1, —0,1, —0,01, —0,001, —0,0001, b)5, —5.5, 5,5, ©) —~/3.3, —343,9, -9f3,

a4 10'%, 107, 108, 107, 10°,
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i
4.46.9) a7 =272, a4 =T29J6, b) a5= Z:T?, g = {%] =%, €) ag=2, a;=8

4.47. a) a‘i:%P b) gzzp C) .P'I=5, d) EI]_=—J§_

o
448, Wkazowka Oblicziloraz — i wyciagnij wniosek.
a}’i
i : LT 7 i A
4.49. lisbarowhka Oblicz iloraz —— 1 wyciagnij wniosek.
a}’;‘

450 8) a, =4-(-1"7, B a,=(-1)"7, © a,=2"", @ a,=6"" ¢ an=—%-(—3)”_l,

n a,= é- A= b g, =— (<2 = (20",

x,
64

451 a) g, =441, b) a,=125-5"%, ¢ an=l6-6n_l, @ a,=-2:(-2)"", o g, =—:—?(—3}”‘1,

| 1 ¥ n—1 1 n—1
n_
f) ﬂn:].[}g‘(—][}) & g) ﬂnzg‘{g] " h) ﬂn:(g] .
9 2 g (2t
4.52.a) ¢y =—, =— b =i — .
) L 2 i 3 ) By P 3]
4.53. 2°. Wikazdwia. Przedstaw wszystkie wyrazy ciagu za pomoca wyrazu piatego.

Wiasnosci ciaggu geometrycznego

450 Np. g<0iag <l 2,4,-8,16,-32, ... clag niemonotoniczmny;

g=01ia >0:4,0,0,0,.. ciagnierosnacy; O<g<1ia<l-2,-1, —%, i, ciag rosnacy;

O<g<lig>0:2,1, %, %, ... ciag malejacy; g =11 a <0 2,4, -8, 16, ... ciag malejacy;
g=11a >0:3,6,12,24, ... ciag rosnacy.

4.55. a) 641256, b)32,64,128, 256,512 lub -32, 64, —12§, 256, —-512.

31216 ﬂ']_=]6

1.56. a) al=2—5,g=3, by a =10 g=0,01, © 1 lub ¥
49’7 5 = Gt
9 3 2 2
@40 1296 tub 4 129,
g=6 g=—h

1.57. a) Tuk, b)tak, c) tak.
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4.58. a) Jc=E lub x=—é, 1 E, ]i lub1, —i, 12, by x=3, 3,4, E,
4 4 4" 16 4° 16 3
C) x=% lub x=§, é, —%,4 lub %, %,4, d)y x=3, 8,4,2, € x=0Iub x=5 4,2,11ub9, 27, 81.
2

4.59, az,laz,laz,laz s g=l, ﬁC,:i.

2 < 8 b 512
4.60. H5acwia. Uzasadnij, ze Gl _ const.,

ay
+1
h) an+l _ 3n+2‘2n+l_6n+l _ 33?1“—#].22}2_66n _ 6(3n _21‘1‘_6}2)
aP’;‘ 3P’R+]. ¥ 2]‘? L3 6}’? 3H+]. y 2}’? : 6?‘2 3PI+]. ‘ 2?‘2 B 6.??

461.a) 1 111, 2 1111, 3 11111, b)po 10 godzinach.

4.62.8) g=2—+/2, b) al=%, €) @y —as = asg —as =362 —256:2.

4.63.8) a;=3, b) a,=35, © qs=2, @ a,=1

Suma 7 poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego

665 13 5187
4.64.8) Sc=——, B Se=—(d343 oI

@) Sg=" W) S=—(V343), 0 S=—

| | i 2° 45 78925 1 121
465.a) S: =62, b) Sc=-3, € Sc=——=, d) S;=25 = , O Si==, ) Si=".

)55 e T e p o Ty DTy

#-l
. Przedstaw wzor ciagu (a,) wpostaci a, =a;-¢" : a) a,=2-2"", © an=—%(—1] z

2
175 ( 5y et

4.66. a) S].D =1 [}2-3', b) S].D =—682, C) ’Sﬁ = %: 0,68?5, d) Ss =309 09[}, E) Sﬁ = 4], 68,
665

D S=-"7- 9 5;=4041343, h) 55=7-3/2.
- . . : 1-4"
4674 a =1, b) qy=-1, ¢ g =4, d) g =27. Nibazowks Skorzystaj z wzoru S, =g - i
—d
gl gl
1-4"

2
4.68. /=2, 8,6 =-5555, q=§, n=_=
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4.69. a) 53 =335 h) S’]Z—%, c) 53=10, g =21ig=3

Wskazowka, Zauwaz, ze: a) g=2 i a;=13, b) g=—1 ia=-K ¢ gzli alzg,
2 3 -
al+az 1 . al 1 . ) 1 ~
d) =1—,czyli —+1=1—, wiec —=—_gkad g=3.
tda 3 tda 3 a1 g 3

47. 2% -1
471 5| = 29 524. Wekazdwka.Oblicz sume 5, wyrazow ciagu 3°+ 3t 4+ 324+ 3%,
wktérym o =1ig=3.

21
4,72.1023. Wskazdwka, Zauwaz, ze as =16 1 ag=32, czyli g=2, wigc a;=1. 5,;=1 s 1

4.73. g = cowra. Zauwaz, ze g #1 (ciag nie moze by¢ ciagiem statym). Rozwiaz rownanie

i o
=
a —dy =3(ay —as), czyli al—alg2=3alq—3alq2, wiec 2a1q2—3alq+al=0 fiagy

29% -3g+1=10, skad g=—3;] lub g=—311.

4.74. (7, 7, 7) lub (3, 6, 12). Wskazowika 5‘3=al+alg+alg2=al(l+q+q2),wiqc al(l+q+g2)=3-?.
Zatem a; =3 i 1+g+¢%=7 lub ap=7 1 1+g+g° =3.
g° +g—6=0 lub g°+g—2=0, skad
g=3¢N",g=2 lub g=-2eN", g=1, wiec

gy=3ig=2 lub g=7ig=1

4.75, Nie, bo a2+a4+a6+ag+aw=§[al+a3 +eig+ag +ag ).
ka, Sy, =as+ay +a5+a3+aw:alg(]+g2+g4+gﬁ+q8],
Soy_1=a +ay+as+ag +a9=al(]+g2+q4+g6+g8),
B _alg(]+q2+g4+q6+gg}

Sy i g=5, wigc i=3<1, shad 85.<8 0
] 3 -1 3

Sy 1 al(]+g2+g“ +4°+4°
Ciag arytmetyczny i geometryczny w zadaniach

. " 11 1y L sl
476.3) b, =(-1), b) RMZE”_F c) b, =486- 3 . ) an=3zn+21, e) a,=2n-3,

5 -l
f)bﬂ=64-[1] .
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3277 4372 781
4.77.4) S5, =2601, b =— Sr=——, d) 55=256518 Ss=93 S5 =——.
a) 41 ] ) S? 512 > C) 7 3 » ) b s > E) s 9a ) f) ) 10’8
50 26 1 1 1
4.78.a)250, b)) — © — d) —, e —, s
) ) 51 4 31 ) il ) 6 ? 2
4.79. by =127. Wskazowka. Oblicz ay z wzoru Lsde -9 =369, anastepnie iloraz g z zal eznosci llqg = day,
gdzie by = ay.
4.80. 8) 55, b) 5050. Wskazowia a) Przedstaw kazda rézice 10° —9° =(10-9}(10+9} i oblicz sume
utworzonego ciagu.
e " — .
481 -1,0,0 lub o Wikazdwka, Z warunkow zadania: liczby x, v, 1 tworza ciag arytmetyczny,

wiec y =IT+1, aliczby x, ¥, x+ y+1 tworza ciag geomeiryczmy, wiec y2 =x(x+y+1).

3
J;:x_ﬂ x=2y-1 y=0 J’:g

Rozwiaz uktad rownan 2 , czyli 5 , skad _ lub v §
eealad) y =y 3y = et

4.82.4,8,16 lub E, E, 25
3737 3

wyrazami ciag arytmetycznego, w ktorym a=ay, b=a, =q +r, c=ay=a +3r.

whka, Liczby a, b, ¢ tworza ciag geometryczny, liczby o), a,,a4 53

a+a+r+a+3r=28 3a) +4r =28
, czyli

rlr—e)=0 "

Rozwiaz uktad rownan { a
(al -+ r] = al(al + 3r]

R T e 3 2 2 ) 7 2
483, Wskazowka, Zauwaz, ze (a—b)” 20, wiec a*+b° 22ab, skad (a+2)" = 4ab.
Ciag arytmetyczny i geometryczny w bankowosci
4.84. Eapitat Roczna stopa Liczbe lat | Odsetki po nplywic | Stan konta po
poczathowy procentowa lokaty n n lat uplywie n lat
Ala 3000 4 10 1200 4200
Beata 1000 ] 5 250 1250
Robert 100 1 99 99 199
4.85. Nie.
4.86. Nie, poniewaz roczne oprocentowania w kazdym z bankéw sa roéwne 12%.
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457, 20,03z, b1z, )3z

4.88. a) Nie, b) tak, podwojenie nastapi juz po uptywie 8 lat, bo (],1]8 = 2.14.

4.59. Gt Kapitiat Roczna stopa pro- | Liezbam lat Stan konta po
Whagciciel lokaty ] x c 2 loksty TR

Bogdan 300 8 3 37791
Czestaw 400 5 4 486,20
Damian 200 10 2 242

4.90. Lokata ITT. Wikazdwhka 1—24217 24, TM—281.96 z, IIT-320 z.

Zestaw powitorkowy

Nrzadania | 1. | 2. | 3. | 4. | & | 6. T 8. 9. 10. ) 11. | 12. | 13.

Odpowiedz| A | B | C | C | D | D |Kolgino: P, B.P,F.E F

5. Twierdzenie sinusow i twierdzenie cosinusow

Twierdzenie sinusow

S1a) R=1543 an, b)f?:%m, ¢ R=3642 dm.
s2. R=— %
2sin(B+y)

S3a) a~985 cm, b=50 cm, c= 94 cm, y=70% b) a=350 cm, b= 70,9 cm, o=~ 42,3 cm, o =44°

S4.9) as12.64 om, ¢~ 23,56 om, y=99% h) a=128m, b =65 m, =10

O c~19,4 cm, B~25° y~113°, d) B~60°, x~84° a~865 lub B~120° a~24° a 3,55

5.5 Istnieja dwa trojkaty spelniajace warunki zadania:
trojkat I: |4B|= 8124 cm, |«.4|=24° |« B|=32°, |« C|=124°,
trojkat IT: |458/=13,64 cm,

< A|=24°,

« B|=148°,

< C|=8°.

$.6. 7 = (692 - WB). Wrkuziwko. Z warunkéw zadania |« 4BD|=30°, |+ DAB|=15°, |« ADB|=135".
Z twierdzenia sinusow dla trojkata DA B: ,|AB| = !AD| ,stad |4B|= 642

sin135%  sin30°
W tréjkacie AZO: tg|« OAE|= —— i 1g15°=2 /3.

[4E|
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5.7.a) R=1,

vizz. b) Najpierw policz z wzoru Herona pole trojkata A5, a nastepnie promien 7.

b) R=

16415
15

. ©) R=33, @) R=

5.8.4) 5,910 km, b) 1,1-10° km.

§.9. Wk

trojkacie.

h

A0, Wk

th

5128 a=30°, B=30°, y=120° b) a~28°, B~44°, y~108%, € o~33°, f~69° yaT8Y

d) o ~23° Ba34°, y=123°

NETE

Twierdzenie cosinusow

513 o x44°, B~15°, y=121°,

7 )

A

4. 9) 1200, P=8/3, b)105°, P =5 46.

.Il.a)a=m dm, h)a=2~\,’}_T cm, c)b=ﬁ cm, d)c=~f9_3 cm.

.15, a) Prostokatny, b) rozwartokatny, c¢) ostrokatny, d) rozwartokatny.

wihao. Wyznacz sinusy katow e, 5, ¥ w zaleznosci od promienia 7 okregu opisanego na tym

cowka, Skorzystaj z twierdzenia sinusow i zapisz a=2Rsing, b=2Rsin f i c=2Rziny.

5.16. ; > - ” 2 -
3 3 | 243 lub 43 307 60° lub 120° | 90° lub 30°
o2 b fe+2 | 2 242 S5 1ub 105° - ——
s : Wi 30° 30° 120°
" 8 7 83° 530 42
C
Wikazdwka. 1) Jezeli sin 8 =£, to f=60° lub f=120°. 3 J§ *5
2 3

5.17. |BC|=25 4.

5,18, a2) 139,104 km, b) 0,637 km.
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Zastosowanie twierdzenia sinusdow i twierdzenia cosinusow

5.20. a) & =60°, b) =75

521. |DE|=¥m lub|DE|=34/3. Wskazéwka. 1przypadek I przypadek
o
3D Wf
E‘E \ f_’ i ;E 3
A 3 B
5.22. sin(«CAM )=g Wakazdwhka. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. c

(CM|+ | MB|=a, wise |CM|=§:1, |MB|=%a.

Z twierdzenia cosinusow dla tréjlkata 4 AL
a7

2
AMP =+ 2a| ~2a-La-cos60°, skad [dn]=2YT.
3 3 3

Z twierdzenia sinusow dla frojkata 40"

2 2 ;

“a Za-sins0®
3¢ |4M| dead st 3

i : ad sing=-———
singr sm6l°

| 4]

5.23. Wekuzowlka. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku oraz
R —promien okregu opisanego na trojkacie ACD,

Ry —promien olkregu opisanego na tréjlacie ADE,

Z twierdzenia sinusow dla frojkatow ACD i ADE:

AD

ZRL = |AD| I. Z-Rz o

, skad R =R,
5in 60° sin60>” L2

5.24. |AC|=]?5(3«E—JE], BC|=15(v3-1) lub |4C|~13,45 m, |BC|~10,98.
5.25. e =59°, B=T4%, y= 47" 5

5.26. Okoto 90 km. Wrkazowiw. Preyjmij oznaczenia i dane jak na rysunku.

™ |-¢:ASB| =180°— (82°+44°) =54°,
|45 _ 74

e w irojkacie 455 — - 5
sindd®  sin54°

skad |AS]|w 63,5 km,

s W irgjkacie A5P:

2 2 za2
COSfr = m, skad coser = 10,7496, wiec o425,
2-38.74
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e W trojkacie APS
|PS* =382 + 63,57 —2-38-63,5- cos(82° + 42°), gdzie cosl24°=—cos56°.

527. Okolo 4.8 km?. Wskazowka. Czworokat AEC D podziel na dwa tréjkaty: ABD i BCD

e W trojkacie BC'D: |.-‘EUD|2 =1 +2%-2.1-2-cos120°, gdzie cosl20°=—cos60°, skad |BD|= J7.
P42 (7 3

s wtrojkacie 4B cos|<DAB|= —am ] g skad |<DA4B|~ 41°.

-1-2-8in120°

by | =

. 1 o
e Pypep =Fa app +£a pep, Bdzie PAABD=E'3'4'Sm41 » A pep =

Zestaw p owtdrkowy

Nr zadania 1. 2, 10. | 11. | 12. | 13. | 14. | 15,
Odpowied2 | BiC | D | D |BiD| D [PRF|D|A|A|C|B

t
i
th
-
e |
50
-

=
!
&
wsl

6. Obliczanie difugosci odcinkow i pol trojkgtow
Zwiazki miarowe w trojkacie
6.1. R=2. 6.2, Wekazdwka. 21% >12° +162,

6.3. 2J6. Wakazowka, Zauwaz, ze tréjkat ABC jest rozwartokatny.

Najdtuzsza wysokos¢ nalezy poprowadzi¢ na najkrotszy bok.
2543

6.4. Okoto 15,04, Wskazowka. B, =

deos?0%. cos 4

6.5.61 4+ ZJST. Waieizow iz .

6.6. 7 =%(1ﬁ—1). Wekazowka. r= a+b—c, gdzie o= %, b= %, c=10
57, Wakazhwka, #=200=C § pogp 6.8, 45°, 45°, 90°.
sine @ a +b -
6.9. Weknzowlkn. Z twierdzenia sinusow —— =—, z twierdzenia cosinugéw 2cosy=————
smf b ab
. e
z warunkow zadania x s%na =cosy, wiec W m, gkad Bl =2

2 s g b ab
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6.10. P=2f15 +21. Wkazdwica. Zauwaz, ze tréjkat 4A5C jest rozwartokatny.
Przyjmij oznaczenia jak na rysunlku i oblicz: 180°— (@ + &)
|AC|=2R-sin,B i |BC|=2R-sinr:x oraz cosa i cosf.

Skorzystaj z wzoru sin (e + £ ) =siner cos f +cosesin £ i oblicz o

pole P tréjkata z wzoru P= %|AC|- |BC|-sin(ec + ).

Lh | -t
=3 wh
L_...}||:q
Lh | W

6.41. Wskazowka. Uzasadnij, ze w trdjkacie o bokach 4, 5, 7 cosinusy wszystkich katéw sa rowne —

Wzory na pola trojkatow i ich zastosowanie

6.12.8) P=420, )15, ¢ r="7. 6.13. a) 28, b) 14%, ©) %

6.14. 8) [AC|=|BC|=4f3+6, |4B|=63+12, b) R=6+43, © B, =36-+213.

Wiz owire.

3 b
W AOLC :——=sgin60®, skad |[OC|=3:—=243
» ey o s [ocl=3:7-=245,

wiec |CK|=3+243.

6.15. a) r=%J1_O, b) R= 49:;1_0.

6.16. 15°, b) 75°. Wakazowin. Zauwaz, ze |CO|:|OD|=3 :4/2,

[« ACD|=45°. Srodek okregu wpisanego w trojkat lezy na przecieciu

dwusiecznych katow tego trojkata, zatem A jest dwusieczna kata JiA D

Z twierdzenia o dwusiecznej kata w A 4CD: |AC| = |OC|_. sta |AC| = ﬁ
4p| "o 4| V2
[4q 4D W3

Z twierdzenia sinusdow do

, , , stad [« ADC| = ~—.
sm|f:l:ADC'| sin4s5°® 2

Zatem |« ADC|=60° lub |« ADC|=120°, |« CAD|=180° - (120° + 45°) =15°, |4 ABC|=75".

6.17.8) r=+3, R=%, b) r=+5, R=2W5, © r=]]J2_3, R=72Jﬁ, d) r=4, R=10.
3 23 23
) . ) . By abe — a+b+c ;
Wekazdwka, a) Skorzystaj z wzorow r=—2 R=4P : Pﬁ=Jp(p—aJ(p—b)(p—c), = , czyli
P A
=#=15 oraz B = JI5- (15— 6)(15—10)(15—14) =15/3.
Zatem R=6']D‘]4 czyli R=%.

4.1543°
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6.18.9) P=25x —24, b) P=124f10-6,4%, ¢) P= SJ_—??:

6.19. R=5. Wakazdwka. ACDR jest prostokatmy, wiec E =sin 60°,

Ol
skad £ =35, |4B|= 12, czyli |4B|=55. B gpo—1 2. BB
2 57 2 4
323 3 481 1
620.8) P=="rn=40_n, b) P= 100%(¥2 1), © P=—tn=30_n.

621, P=2f10010 cm?. Wakazowiea. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.
Z twierdzenia cosinuzsow dla trojkatéw 401 DEC:

27% =x% £ 27% _S4x-coser i 292=x2+272—S43:-cos(180°—a] oraz

. . 0 =x° —S4xcose o
cos(180° —r ) =—cosce, wige , skad x* =356.

2-56 = x% + 5dxcose

2
PMBC=%-2I-;;=I-;;= x° - B° | gdzie w tréjkacie CEB: k2=292—[§+x] =292—%-56=?15.
3 A
6.22.a) A=1, b) B, =—+—.
) ) Fa i 7
623, Wikazowka. Z rownosci cosc COS'B wynika, ze —= Gith .
a b COS x
; T b siftex cosff sinee , .
Z twierdzenia sinusow — wynika, ze —= . Zatem =——, ckad sm2o=sin2f.
sin o smp" b cosf cosee  sinfB
6.24. Nie.
Zestaw powtorkowy
Nrzadania | 1. | 2. 3. 4. 5 6. | 7. | 8 | 9. ] 10.| 11.
Odpowied2z| D | D | P,P |[BiD|BiC|D |D | B |B | B | C
C
) 5
) 32+52—(J1_9] 1 3
3. Wskazowlka. cose= —_— ZE' 4 7
o A : B

7. Obliczanie diugosci odcinkow i pol czworokatow

Klasyfikacja i pola czworokatow wypuktych. Prostokaty i kwadraty

7.1.a) 1643, b) 8. 7.3.8) c=40° b) a=74% ) «=106°
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7.4.2)31 343, b) 114711638, ©)3,38i7.25. 7.5. PaT3em?, L =37 cm.
7.6.210 cm. 7.7. Okoto: a) 54°, b) 101°, ) 50°. 7.8. L 33,5, P~685.

7.9, Wakazdwia. b) PDABCD = 48, P&ASD =12 i PAASD =%‘ 52 - 81t fr.

7.10. Wskazéwka. @) KC|AM i AN||LC oraz |« BAD|=|« BCD|= 60, N M
el W3 6-33 X
by [BC=|4C+x i |EC|=2¥2, wige x=3-T¥2 8733 3 oy |
2 2 2 3| PYIENG
skad |4C|= 3(\5— 1). DE jest bokiem trgjkata réwnobocznego DEC (DEA) :
V4
X
o wysokosci FC, gdzie |FC|= %|AC| i |FC| =%‘|DB|. K z L
Zatem l-3(\!’5—1)=£-|@B ,skad |DB|=1 .3(vF 1) =.
2 2 2 g M
D .
741 P=4-2.3. 5
Wekazowka. Trojkaty NAK, EBL, LCM i MDDV = prostokatne i przystajace. N
2 4(1-) = (20, skad £ =2 (1), Bzpay =(22)" £ |60
[30% B
; — 1-x K *
Rownolegtoboki i romby
7.13. 9) 843, )35, ©) 242 7.14. 40. 7.15. 10 i +/58.
N E) , .
716924, H2A, O —= 7.17. Okolo 40° i 140°. 7.18. P 8,0, 7.19. 45°.

7.20.a) L=48, by F=110,5 7.21.60°, 7.22. P=9,

7.23. 3f19. Wikazowka. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.

PABCD=92-sm60°=¥,

1 273 1 s

Z twierdzenia cosinusow w tréjkacie A DF oblicz x.

7.24. 9) |BD|=10, b) P=120, c) sin(<« D4B)= @, d) cos(« ADC)= —E.
165 1

;::(.:c+2]=7

7.28. Wakazowka. .5, skad x =3, gdrie x jest dugoscia kréotszej przekatnej rombu.

7.26. Wrkazowka. Poréwnaj pole rombu wyrazone w zaleznogci od przekainych rombu z polem wyrazomym

w zaleznosci od boku rombu.
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727 9) [4C]= 25, b) [BD|=4f5, ¢35, @) sina =§. 28.a) Tak, P=35, b) nie.
729, a) Tak, b)tak, ©) nie. Wikazowlka. Sprawdz, czy frodek odcinka AC jest rowniez srodkiem odcinka 50
Trapezy

7.30.9) 5=138°, y=145°, b) a=60° 2 =60°, czyli 120°, 120°, 60°, 60°.

73L8) x=53° b) x=27° ¢ o=90" 7.32. 81 16.
7.33. Okoto: 2) 31,2, 1) 6,8, ¢ 147,8. 7.34.2)6, b) 1843,
7.35. |4K|=28. Wskazowka. Py gep =>hv i P ggep =%‘k,

; i ; .1 16 +40—x ;
wiec rozwiazujemy rownanie —hx=———-J1. |

2 2 A x K 40-z B
7.36.8) P=21, b) P=289, c) P=6. 7.37. P=6443, L=8(5+3)
7.38. a) P=6(9—+3), b) P=4243, o nieistni¢je.
B3

- . x=—-~h ot BB i

Wakazowlka. b) 3 , C)nieistnieje, bo |BC| = 4&, a wysokosc¢
y= 3 tréjkata .24 poprowadzona z punkiu I ma

x+y+8=20  dlugosé4,8.

7.39.0=(0,—2), D=(2,4). Wakazowka. Z warunkéw: |3Cf =10 (bo |4B[" = 10), a punkty C'i Dlezq na
prostej o rownaniu y =3x—2 (CD || AB), to otrzymujemy réwnania (xc —1)2 +{ye— 1}2 =10
i yo=3xc—2 skad (x0—1) +(3x0 —3)* =10, wigc 10(x-—1)° =10, zatem (x-—1)* =1,

741 D=(1,3). Wekazowka. Wyzmacz wspélrzedne punktu M przeciecia si¢ danych prostych, ktory jest
srodlkiem bolku C'1.

Rozwiazywanie zadan optymalizacyjnych z planimetrii

7.42. Ramka ma ksztaltt lewadratu o boku 1 dm. Peizdwia, a+b=2, skad b=2—a, gdziei b sa

dtugoéciami bokéw prostokata. P(a)=a(2—a), gdzie a =(0;2).

7.43. Prostokatna szyba ma wymiary 1.5 milS m, #=225 m? Wkazdwka. 2x+ 2y=6,skad y=3—x,

gdziex i y sa dugosciami bokéw prostokata. P(x)=x(3—x}, gdzie x=(0;3) i P[%J =%-[3—%J.
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7.44. Prostokatny ogrodek ma wymiary 9 m i 18 m. Wekazdwia. 2x+y=36, skad y=36—-2x, gdriexiy
sq dlugosciami bokéw prostokata. P(x)=x(36—2x)=2x(18 —x}, gdzie x=(0;18).

7.45. x=5cm, P=625cm?. Wekazdwhka. Nowe wymiary prostokata to: 20+ x i 30-x
P(J:] = (20—!—;[)(30—1), gdrie x e (U'; 30].
7.46. Prostokat o wymiarach 0,5 dmi 1 dm. Wskazowka. P(x)=x(2—2x)=2x(1-x), gdzie x (0;1).

7.47. r=@mi a=350m. Wsknzowka., L=14001 L =2nr+2a, skad a=700—ar.
7T

P(r)=2r(700—=r), gdzie r e [U; @]
T

7.48. Pierwsza czes¢ drutu ma dhugosce 39% cm, a druga 6[}% cm.
Wekazowkea. Drut dlugoéci 100 cm podzielono na dwie czeéei xi v, czyli 100=x+ y, skad y=100—x,

gdzie x<(0;100). Obwod kwadratu jest réwny x cm, czyli bok kwadratu jest réwny E

100-x . 4-(100—x)

Obwad prostolata jest rowny 100 — x, a boki prostokata maja diugosc 10 i T
Pole fi azone jest wzorem £(x) [x]2+1[}[}—x 4(100~%) 4l 3 8x + 400
x|=|— > = X~ —Bx =
BN : 4 10 10 A0}

. 41
400

(-8
Najmniejsza warto$¢ pola tej figury jest dla x= 8 = 39% i 39ﬁe (0; 100).

7.49. Podstawy trapezu maja dhugosci 9 i 3, a ramig 342

x
Wekazowka, h+a=12,skad a=12—-% i a=x+42k, skad x=12—3}, gdzie W
AN NN
"ok

he(0;4). P(h)= L= ht 1808 G 27(6— 7). Najwieksza wartoéé funkcja P

1
|
2 e a

przyjmuje dla £=3 i 3=(0;4).

7.50. 342, Wekazowka. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. g 1

|AB|2=JC2+[6—1]2, gdzie x>0 1 x<6, flx)= 124.(6_1]2_

Zestaw powtorkowy

Nr zadania | 1. | 2. | 3. 10. | 11. | 12. | 13. | 14.
Odpowiedz| B | C | C | D | C IN-A|T-B|B |A|C|A|C|C]|]A

x B 2%
4, Wekazowika. B ﬁy &
4 2N

i
tn
=
S
=]
-]




Oznaczenia graficzne

Definicja
N Na zielonym tle umieszczono defimicje.

Twierdzenie
@ e : : : :
Na niebieskim tle umieszczono twierdzenia.

Przypomnijmy

@ W pomarafnczowe] ramce umieszezono te tresei, ktére powinny by¢ znane

z wczesnig)szych lat nauki.

Na szarym tle umieszczono uwagi, ktore sg podsumowaniem waznych tresci,

L]
warto je zapamietac.
Na fioletowym tle umieszczono ¢wiczenia przewidziane jako zadania
®
domowe, poniewaz ich rozwigzanie wymaga wigksze) losci czasu niz inne.
Na zoltym tle umieszczono zadama otwarte 1 zamkniete roéznego rodzaju pod
®
hastem Zestaw powtorkowy.
- Q Niebieski pasek na marginesie ksigzki oznacza tresci przeznaczone
tylko dla zakresu rozszerzonego.
Symbol zeszytdéw na marginesie oznacza, ze przyktady z ¢wiczenia
o\l lub zadania nalezy rozwigza¢ w zeszycie; odpowiedzi do tych
zadan i ¢éwiczen nie naleiy wpisywac¢ w podreczniku.
o 6.32. Na niebieskim tle umieszczono numery zadan o podwyzszonym
stopniu trudnogci.
ol2.48. Literka D przy numerze zadania oznacza zadanie na dowodzenie.

Skroty: c.n.u. — co nalezalo uzasadni¢ (udowodnic),
chaw. — co nalezalo wykazac,
ckd — co konezy dowod.



Aby uzyskac kod dostepu do elekironicinef wersji podrecinika

zarejestruf sig na stronie www.ebook.podiowa.gda.pl.

Po rejestracji otrzymasz kod dostepu pocziq elekironiczng.

Tablice wartoéci funkcji trygonometrycznych

a[*] | sinef cos g oo e |
dg 07193 1,0355 44
47 0,7314 1,0724 43
43 07431 1,110& 42
44 0,7547 1,1504] 41
50 0, 7660 1,1918 40
3 0, 7771 1,2349 38
52 00,7820 12799 38
53 00,7988 1,3270 37
54 0,8090 1,37e4 36
55 00,8192 1,4281 35
5 01,8290 1,482¢ 34
5 0,8387 1,5399 33
58 01,8420 1,8003 32
5a 00,8572 1,6643 31
&0 00,8660 1,7321 30
a1 0, 8748 12040 29
&2 0,B829 18207 28
63 0,8810 19624 27
&4 0,B988 20503 28

5 0,8063 2,445 25
&6 0,9135 22480 | 24
a7 0,8205 23559 23
&8 0,9272 24751 22
&9 0,5338 26051 21
70 (,9297 27475 20
71 00,9455 2,9041 19
72 09511 30777 18
73 09563 3,2709 17
74 09613 23,4874 1
75 {1, 9650 23,7321 15
78 00,9703 40108 14
77 01,9744 43315 13
78 09781 4,7048 12
79 09818 51448 11
20 (9848 5,6713 10
21 09877 £,3138 g9
82 00,9903 7,1154 B
83 10,9925 83,1443 7
B4 00,9945 89,5144 &
85 0,9952 11,4301 5
26 0,9976 14,3007 4
87 00,9986 19,0811 3
28 0,9994 28,6363 2
39 0,9998 57,2800 1
2] 1,0000 = 0

a[?] | sinexf cos @ toa B
0 0,0000 0,0000 a0
1 00175 0,0175 89
) 00349 00,0349 28
3 0,0523 00,0524 57
4 00898 00,0599 26
& Q0872 0,0875 35
& 0,1045 0,1051 B4
7 0,121% 0,1228 83
B 0,1392 00,1405 22
9 ,1564 0,1584 21

10 00,1734 0,1763 20
T 0,1908 0,1944 74
12 01,2079 0,2126 78
13 {,2250 00,2309 77
14 01,2419 00,2493 78
I 0, 2588 02879 15
18 0,2756 0,2867 74
17 0,2924 0,3057 73
18 {1,3090 0,3249 72
19 01,3256 00,3443 71
20 {1, 3420 {0, 3640 70
21 0,3584 0,3839 &9
22 (1,374 00,4040 &3
73 00,3907 04245 &7
24 0),4067 00,4452 &6
25 04228 04663 &5
26 0,4384 04877 &4
7 04540 10,5085 63
28 {4695 0,5317 &2
29 (4848 00,5543 &1
30 0,5000 0,5774 &0
31 01,5150 00,6009 59
32 (1,5299 00,6249 58
33 05445 10,6494 5

34 01,5592 0,6745 56
35 01,5736 07002 55
38 01,5878 00,7265 54
A 08018 0,7536 53
38 06157 0,7813 5

39 (,6293 10,8098 51
40 06428 ,8391 50
41 0,6561 08693 44
43 0,6691 00,9004 43
43 0,6820 20,9335 47
44 0,6947 00,9657 46
45 0,7071 1,0000 45
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Charakterystyczne cechy podrecznikow

z serii ,MATEMATYKA i przyklgy jej zastosowan”
(‘ > do ksztatcenia w zakresie podstawowym

O ° .

® W kazdym rozdziale wszystkich podreczniké ——.
z serii ,MATEMATYKA i przyktady jej zasto-
sowan” podtytut jest tematem lekcji.

Kazdemu tematowi lekcji sa przypisane odpo-
wiednie umisejetnosci wymienione M

programowsej.

A=<= Im=-Dh I

® Kazda umiejetnosé wymieniona w podstawie
programowaej z dnia 30 stycznia 2018 r jest zilu-
strowana przyktadami, éwiczeniami izadanlami

.

utrwalajgcymi.

® Duza liczba ¢wiczen, zadan i zestawow powtor:
kowych stanowi dobrg baze przygotowwacq do
egzaminu maturainego.

® Do éwiczen i zadal utrwalajacych p
OdPOWinZi, a do ni ..34..‘ Wﬁh rb‘ wn —.,I'
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