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Wstep

Ksigzka ,.Podrecznik 2 — zakres podstawowy i rozszerzony” z serii Mate-
matyka i przyklady jej zastosowan jest adresowana do uczmow klasy drugiej
liceum ogodlnoksztalcacego 1 techmkum, ktorzy ukonezyli osmioletnig szkote
podstawowa.

Jest w mim wystarczajaca liczba zadani ¢wiczen, by naby¢ umiejetnosci wymie-
nione w podstawie programowe] z dnia 30 styczma 2018 roku (Dz.U. z 2018 1.,
poz. 467).

W koncowej czesci kazdego realizowanego tematu lekeji zamieszezono zada-
nia pozwalajace na utrwalenie wiadomosci (zadama utrwalajace).

Odpowiedzi do zadan utrwalajacych znajduja sie na ostatnich stronach ksiazki.
Odpowiedzi do ¢wiczen sa umieszczone w fioletowe) ramce przed kazdym
zestawem zadan utrwalajacych. Prosimy, aby w podreczmku nie umieszcza¢ szki-
cOW rozwiazan oraz odpowiedzi 1 me zamieszcza¢ ich w zadaniach zamknietych.

Kazdy rozdzial konczy si¢ zestawem powtorkowym, w ktorym sa zadania
otwarte 1 zamkmete.

Przy rozwiazywamu problemow mozna korzysta¢ z dostepnych narzedzi, czyli
encyklopedii, tablic matematycznych, kalkulatorow 1 komputerow,

Zyczymy powodzenia,

autorki.



1. Nierownosci kwadratowe

Odczytywanie wlasnosci funkcji kwadratowej z jej wykresu

W klasie pierwsze] poznaliscie funkcje kwadratows, jej wykres 1 whasnosci oraz sposoby:
e obliczania jej] miejsc zerowych, ¢ okreslania jej znakow,

e wyznaczania zbioru jej wartosci, ¢ okreslama przedzialow monotonicznosci.

Przy rozwiazywaniu nieréwnosci kwadratowych niezbedna jest umiejetnos¢ szkicowania
wykresu funkciji kwadratowej (tzw. lini1 znaku) 1 odczytywama z mego znakow jej wartosci.

Przypomnijmy
Wzory funkcji kwadratowej, gdzie a = 0

Postac f(x):ax2+bx+c, A=5 —dac
ogolna —b—JA . —b+A

A>0, to x = 1= .

iy 2a
A=0, to x, = _—b
2a

A <0, to funkcja fnie ma miejsc zerowych
Postac f(x):a(x—p)erq
kanoniczna |y —( 4} —wspolzedne wierzcholka paraboli wykresu

funkcji £, gdzie p:ﬂ i q:ﬂ

2a 4a
Posta¢ f(x)=a(x—x )} x—x,) gdy A>0, x, x, —miejsca zerowe,
Horzymovea f(x)=a(x—x, ]2, gdy A =0, x, —miejsce zerowe,
2
; Ea —a(x, —x
W=(p.q} gdzie p=—""21¢=1(p}= ( l4 2)
[
Cwiczenie 1.

a) Czy kazdy wzor funkcji kwadratowej podany w postaci ogdlnej mozna przedstawic
w postaci iloczynowej? OdpowiedZ uzasadnij.

b) Czy kazdy wzor funkcji kwadratowe] podany w postaci iloczynowej mozna przed-
stawiC w postaci kanoniczne]? OdpowiedZ uzasadnij.



h] 1. Nigrownosci kwadratowe

rPrzykiad 1. Oblicz miejsca zerowe funkcji £, gdy:
a) f(x)=-3(x+1)(x=5) b) f(x)=(x+1) -16.
Rozwiazanie Obliczy¢ miejscazerowe funkcji £, to znaczy rozwiazaé réwnanie f(x}=0.
a) —3(x+1}(x-5}=0

x+1=0 lub x-5=0 a-b=0 wiedy i tylko wiedy,
x=—1 lub x=5 gdy a=0iub 5=0.
b) I sposob | I §posob 2 2
(x+1}2—16:|3 Y=aiaz0 | (x+1)2—16=0 ( 5( +b;
. =g a+b).
(x+1}2:16 wiedy | tylko : (x+1)2—42:0
wiedy, gdy
x+1=+16 bloda. | (H1-8)(x+1+4)=0
x+1=4 | (x-3}(x+5}=0
x+1=—4 lub x+1=4 M=a | x_3-0 b x+5=0
wink Tol el ia>0 wiedy | v—3 Tilh =5,
i tylko wiedy, |
gdy x=*a. |
IIT sposob
(x+1)° -16=0
¥ 4+2x+1-16=0
X +2x-15=0 A=64, JA=8
—2-8 —2+8 b A b+~A
Xi= =8 Doy =3 = =
' 2 2 Z 1 2a = 24
Odp.:a) x,=-1 x,=5, b) x;,=-5, x,=3 J

Cwiczenie 2. Oblicz miejsca zerowe funkeii £ gdy:

a) f(x)=5(x+3Nx+1}, b fx}=—(x—2) +1,

&) f(x)=—x(x+5), dy f(x}=3(x+1)Y-12.

Cwiczenie 3. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £ na ktérym zaznaczono
punkty 4, B1i C. Wykonaj odpowiednie obliczenia i podaj ich wspohzedne.

Q) f(x)=2+x-2 by f(x) :%x(é—x}, O f(x)=(x—2) .

VA
y=f(x)

>
X
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Hee Cwiczenie 4. Na rysunku przedstawiony jest wy- v A
 kres funkcji kwadratowej f okreslonej] wzorem
F(x}=ax® +bx +c. Przepisz przyktady do zeszytu 0
i w miejsce [l wpisz jeden ze znakow:
o e b=

a) a0, o, oalo, drfo.

"y

Cwiczenie 5. Wyznacz zbior wartosci furnkeii £ gdy:
a) f(x)=4(x+3) =5 b) f(x)=(1-x}(x+3), ¢ flx)=x>—6x+8.

Odpowiedzi do éwiczen

1. a) Mie, bo nie kazda funkcja ma miejsca zerowe.  b) Talk, bowylresem kazde] funkejl kwadratowe] jest parabola
owierzchotku W=(p,q).

2 a) xl =—3, .)S2 =—1J b) xl =].J xz = 3, C:l x]_ =—5, xz = D, d::l x]_ =—3, x2 = 1

3.8) A=(-L0), B=(0,2), C=(2,0), by A= [3,4%], B=(6,0), C=(0,0),

g A=(-10), B=(50), C=(2,-9) 4.a)a<0, <0, dA=0, &) b0

5. a) {—S;+oo], b) (—oo; 4), Q) (—];+oo].

Zadania utrwalajace

1.1. Oblicz miejsca zerowe funkcji f; gdy:
a) f(x)=-2(1-x), b) f(x)=—4(3—x}3+x),
9 fx)=(x+3) -9, d) f(x)=-2(x+4)y -8.
1.2. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji £ nakiorym zaznaczono punkiy 4, B1C.
Wykonaj odpowiednie obliczenia i podaj ich wspohrzedne, gdy:
a) f(x):xz—x—tﬂ, b) f(x)=—x(x+4), C) f(x}:—(x+1)2+4.
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1.3. Narysunkachod 1 do 4 przedstawione s3 szkice wykreséw funkeji kwadratowych
- okreslonych wzorem postaci f(x}=ax’ +bx+c.

3=

L=

1 yA 2 A 3 A 4 yA

My
L

1] T ] b

o * //\

Dla kazdej z tych funkcji uzupehij w zeszycie zapisy, wpisujac w miejsce [l jeden ze
znakow: =", <" lub ,,=".

a) alll 0, b)c o, Ao, dyslo.
1.4. Okresl zbidr wartosci funkeii £, gdy:

a) f(x)=—(x-3Y +2, by f(x}=(2-x)(3-x)

) f(x}=—4x(x+1) d) f(x)=-3x"+4x-2.

1.5. Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej £ gdy:
) f(.x):—%(anB)z, b) f(x)=(x-2F 4, & f(x)=—x(x+4)

d) F(x)=(x+3}(x-2), e f(.x):2x2—8x+8, ) f(x):—x2+4x—5.

Nierownosci kwadratowe
Przypomnijmy
Jedli z wykresu funkcji fodczytujemy jej:
e znak, to okreslamy, dla jakich argumentow x
wartosci funkeji sg dodatnie (f(x)> 0} lub ujemne
( f(x)<0) Mowimy wowczas, Ze podajemy

rozwigzanie nierownosci f{x}>0 lub f(x)<0 ENCEEEENEE:
e 1miejsca zerowe, to podajemy rozwigzanie ] ;\

réwnania f(x)=0. ®

Cwiczenie 6. Odczytaj z wykresu funkeji £ przedsta-
wionego na rysunku rozwigzanie merownoscl:

a) f(x}z0, by f{x}<0, ¢} f(x}<0.
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Umiejetnos¢ odczytywania z wykresu funkcji argumentdw, dla ktorych funkeja przyjmuje
wartosci dodatnie, ujemne lub réwne zeru, jest bardzo przydatna w rozwiazywaniu nie-
rownosci kwadratowych.

Definicja

Jezeli a= 0, to kazda z nierdwnosci postaci:

ax’ +bx+ec>0, ax’ +hx+e> 0, ax’ +bx+c <0, ax’ +bhx+ec<0
nazywamy merownoscia kwadratowa z jedna niewiadoma x.

a, b, ¢ —wspolezynniki liczbowe tréjmianu kwadratowego f (x}=ax’ +bx+c.

rPrzykIad 2. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji
kwadratowej fokreslonej wzorem f (x}=—x{x—2}. Odczytaj

Z wykresu rozwigzanie nierOwnoscl: I_W
a) —x(x-2}>0  b) —x(x-2)<0. 7 I 3\ x

Rozwiazanie

Miejsca zerowe 01 2 funkcji fpodzielily zbior liczb 1ze- YA
czywistych na trzy przedzialy, w ktorych okreslamy znak [ | y=fx
funkcji £1 odczytujemy odpowied?. | AT

nY

a) —x(x—2}>0 gdy xe(0;2),
b) —x(x-2}<0 gdy xe (—m; 0)u(2;+oo).

Cwiczenie 7. Odczytaj z wykresu funkeji kwadratowej rozwiazanie nieréwnosci zapi-
sanej pod rysunkiem.

a) y‘_‘ b) }’AW
| i y=—xt+2x+3
- ny:x2+x—2 / &
1t 11
—— ———
_xi/ s "/.;._1"\"%’
- I
Pie_ s X+ 25+320

Wspoltzedne wierzchotka W paraboli y = ax® + bx+ ¢ oraz jej punkt przeciecia z osia y
nie majq wphywu na zbior rozwigzan nierownosci kwadratowe;.

Istotne jest potozenie wykresu funkcji wzgledem osi x. Jedna z metod rozwigzywania nie-
rownosci kwadratowych jest naszkicowanie wykresu funkcji uwzgledmajacego jej miejsca
zerowe i znak wspolczynnika a przy x°.
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Uwaga

Przyblizony wykres dowolnej funkcji,

na ktorym nie uwzglednia sie osi y,

bedziemy nazywac linia znaku tej funkcji.

a<0/\:
+"‘“).+ +
fade  * °
=L & =

{inie znaku fimkcji kwadratowej

rPrzykiad 3. Rozwiaz nieréwnos¢ —(x+3}{x—2}=0.

Rozwiazanie

I sposob
Szkicujemy linie znaku funkcji f(x}=
—(x+3}x-2}20

(x+3}(x-2)=0
x+3=01ub x-2=0

IT sposob

Korzystamy z wlasnosci iloczynu.

—(x+3}(x—2}=20 /-(-1}
(x+3)(x—2}<0

x+3=<0 x+320
lub
x—220 x—-220
x<-3 B2
lub
x=2 s
Uldad nierdwnadci )

Mg pla FOZWIgZaria.

—(x+3)}x—2} i odczytujemy odpowiedz.

Merdwnoid ma postad
alx+3}(x 2}z0, gdzie a= 1.

Chliczamy miejsca zerowe funkeji
Fley= (x+3}x 2).dlakidre; a<0 i A>0.

Sekicujemy linie zraku firkcfi
i odczytujemy odpowiedz.

Rozwigzaniem danej nievownosci jest kaZda liczba
nalezgea do przedzictu {=3;2).

a-b=<0 wiedy i tylko wiedy,

i a4=0 ik ad=0
id
9 b0 b <0

|

Cwiczenie 8. Rozwiaz nieréwnosé: a) 2(x+4)(x+1) <0 b) —2x [x — E] = 0.

Cwiczenie 9. Rozwiaz nieréwnosé, rozkladajac jej lewa strone na czymniki:

a) 4x°—120, by —5x°+10>0.
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Rozwiazujac nierdwnosci kwadratowe, czesto korzystamy z wlasnosci poteg parzystego
stopnia.
Przypomnijmy

Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna.

e x*>0 wtedyitylko wtedy, gdy x< R,

o x* <0 wtedyitylko wtedy, gdy x=0,

o x?>0 wtedy itylko wtedy, gdy xe R\{0},

2 2 - ror L] L] L]
e x < —nieréwnogé nie ma roZzwiazama.

Cwiczenie 10. Podaj rozwiazanie nieréwnosci:
) >-1 bxz4 o xf<-2 d)x=-1

Odpowiedzi do éwicz en
6.a) X e (—oo; 3), b) xe(3;40), o xe{-3} u(3;+oo]. 7.8) xe(=2;1), b x E(—]; 3).

8.a) xe(-4—1), b) xe([};%) 9. a) xe(—m;—%}u(%;+m} by xe(—v2;42).

10.a) xe R, b) xe R, J)nierdwnosd niema rozwigzania, ) nierdwnost nie ma rozwigzana.

Zadania utrwalajgce

1.6. Na rysunku przedstawiony jest szkic wykresu funkcji kwadratowe; £ Podaj rozwigzanie
nierownosci Zapisanej pod rysunkiem.

A
1

e
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1.7. Odczyta) z linii znaku funkcji kwadratowej przedstawione] na rysunku rozwigzanie
nieréwnosci Zapisanej pod nia.

a) b) )c)::::[:}:l:x}-
X
— e /\
(L X
2 —2x+1>0 —(x+1¥-1<0
"N/
— =
T 1 X
5(x+4)(x—2}<0 x2 =0 (x+3F +120
1.8. RozwigZz nierdwnosc:
a) x(x+1)<0, b) —2x(x—3)=0, ¢) 3(1-x)x <0,
d) 0,5x(2—x}>0, e) 4x(2x-3}<0, f —%x(6—3x}< 0.
1.9. RozwigZ nierdwnosc:
a) 4x° —8x>0, b) %x2+6x<0, ) 5x—10x° =0,
d) 2x° < x, e) x° > 5x, ) 3x < 2x°
1.10. Rozwigz nierOwWnosc:
a) (x—3Hx+1}<0, by —(2-x)(x+2}>0, ¢) 4(x+1}{x-3})=0,

d) (2x—4)(1-x) <0, e) 1%(,1:—5)(6—,%}110, D V2(3-x)(1-x)>0.

1.11. Podaj rozwiazamnie merownosci:

a) x2>-2, by 24322 > 0, ¢) —x% >1,
d) x> +J2 <0, e) 2x° +3 20, f) 4<-2x%

1.12. Uzasadnij, ze kazda liczba rzeczywista x jest rozwigzaniem nierdwnosci:

RI_al) el b) 2(x-1f —(x—2) 2 -2, Q) —x*—1<0,

dy x* >2x-1, €) 4x < x° +4, ) 3x(x+1)=3x
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Nierownosci kwadratowe — cigg dalszy

W klasie pierwsze] poznaliscie szesc mozliwych polozen wykresow funkcji kwadratowe)
F(x}=ax’ + bx+ ¢, wzaleznosci od znakéw wyréznika A i wspdlezynnika a.
Mozliwych jest zatem szes¢ roznych linii znaku dla funkcji kwadratowe;.

a>0 A>0 | a>0 A=0 | a>0 A<0
| : |
| ' |
-

—
| N :
| + +: + 4+ | e © &

________ Lo ww e oo v ol g e e g
| a<0 A=0 | a<0 A<0
1
| » | —>
| ' = |
| |

Uwaga
Rozwigzac¢ merownos¢ kwadratows

eax’ +bx+c>0 eaxr’+bxtcz0  eax’ +bhxtc<0 e ax’+bhxtc <0
z niewiadoma x, to znaczy odpowiedziec na pytanie, dla jakich argumentdéw x funkcja
kwadratowa f okreslona wzorem f (x}=ax® +bx+¢ ma wartosci:

e dodatmie » THEUjeImne e UjeImne e miedodatmie.

(f (x>0} (f(x}=0}) (f(x}<0) (f(x)<0)

( Przyktad 4. Rozwiaz nieréwnosc:
a) x* -2x-320, b)2(2-x)<-x(x-3).
Rozwiazanie
a) x*—2x—320

Chliczamy miejsce zerowe funkeji

X —2x-3=0 Aboiaes Gl il
A=16 A =4
x=-1 x =3

Sekicujemy linie znaku dia preypadio

a =0
i odezyfujemy odpowiedz.
A>0

¥ —2x-320 gdy xe (—m;—l)u(3;+m}.
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b) 2(2-x}<—x(x-3}
4-2x<—x"+3x
¥ —5x4+4<0

Frzelsztaicamy nierdownodd do
postaci ax” + fx+c < 0.

Chliczamy miejzce zerowe funkeji

2
x*—5x+4=0 flx)=x 3x+4.
o e | A=9, JA=3.

|
a0 L \ : N Sekicujermy linie zraku
A=0 0 1U4 X i odczytujemy odpowieds.
@ e @
2(2—x)<—x(x—3) gdy xe(L 4} J
Uwaga

Rozwigzujac nierownos¢ kwadratows z uzyciem linii znaku, nalezy:

e obliczy¢ miejsca zerowe odpowiedniej funkcji kwadratowej (jezeli istniejg) lub

stwierdzic, ze nie istmeja,

» naszkicowac linie znaku funkcji kwadratowej,
e odczytac z linii Znaku zbior argumentow, dla kiorych nierownosc jest spelniona.

Cwiczenie 11, Rozwiaz nieréwnosé: a) x® +x—-2<0, b) (x—3) > (x—3)(2x+9).

rPrzykiad 5. Uzasadnij, ze nieréwnosé¢ 2x” —7x+12 30 spelnia kazda liczba rzeczy-

wista x.
Rozwiazanie Aby uzasadnic, ze dana nierownosc spehnia kazda liczba rzeczywista x,
wystarczy pokazac, ze zbiorem rozwigzan nierownosci jest zbidr R.

2x° —Tx+12=0

A=49_96—_47 Obliczamy miejsce zerowe funkcii

_ 2
A <0, wiec funkcja fnie ma miejsc zerowych. A=

a0 Sekicujemy linie znaku funkcii fdia
A<0 >0

preypadici {a i odezytujemy
A<D

——t————t—~
01 X
2 & & & @ rozwigzanie nierdwnosei f(x)=0.
Zatem f(x)>0,gdy xeR. CILIL. )

Cwiczenie 12, Uzasadnij, ze jezeli —4x” +10x—7 <0, to x< R.



Nierownosci kwadratowe - cigg dalszy 17

Rozwiazujac nierownosci kwadratowe, mozemy korzystac z wlasnosci wartosci bezwzgled-
nej. Pokazemy to na przykladach.

Przypomnijmy

o Jx?-= |x| wtedy i tylko wtedy, gdy x < R.

[x|= [x[=a

o Jesli a>01i |x]<a, to —a<x<a, : !
X<—8& g —aA<XxX<d g X>d

|x|>a, to =G lub g @ + ® »>
1 1 x

. |x‘=\f5. x| >a i x| <a Ry

rPrzyklad 6. Rozwiaz nieréwnosé x* > 4.

Rozwiazanie

I sposéb x° >4
¥ —4>0
(x—2}x+2}>0

& B =(a B} a+b)

Sekicujemy linie znaku funkcji f(x)=x> 4
i odezytujemy odpowiedz.

xe(—ooy—2) (25400},

I sposob >4 Chie strony nierdwnoscl sg niewjemne
’xz s Jﬁ_l — pierwiastizijemy kazdg ze stron.
x| > 2 Zatem x<-2 lub x> 2. Vi’ =[x J

Cwiczenie 13. Rozwiaz nieréwnosé: a) x° =9, b) x° <3.

[ Przyktad 7. Rozwiaz nieréwnosé —3(x+2)° +125 0,

Rozwiazanie
B(x+2) +1250
B(x+2) > -12/:(-3)
2 a® <4 wtedy i tylko wtedy,
(x+2) <4 gdy |a| <2, gdzie a=x+2

|x & 2| <2 |a| <2 wtedy i tylko wtedy,

—2<x+2<2 skad 4<x <0 gdy 2<a<2
Odp.: xe(—4;0). J
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Cwiczenie 14, Rozwiaz nieréwnosé:
a) (x—1) »9, b) 2>(x+4).

Cwiczenie 15, Podaj rozwiazanie nieréwnosci:
a) -3(x+2)° <0, b) (1-x) +3>0.

Ummiejetnos¢ rozwigzywania nierownosci kwadratowych pozwala wyznaczac dziedziny
niektorych funkeji. Pokazemy to na przykladach.

(Przykiad 8. Wyznacz dziedzing D, funkcji okreslonej wzorem:
a)j(x):dxz—L

Rozwiazanie
a) Wyrazenie ¥x° —1 ma sens liczbowy, gdy x*> —1=0, czyli dziedzina D, fankcji f

1
b X} ——
SR =

jest zbior liczb spelmajacych merdownosc:
120 J? >l
|ﬂ21

x<-1lub x=1

b) Wyrazenie ma sens liczbowy, gdy x* —x—2 0.

N
\o‘xz—x—2
¥ x 2=0

1 1
\ / A=9, JA=3
1W:2 J:c’ =1, x,=2
1 1

» ' ® ' @

x<—1 lub x> 2.

Odp.: a) D, =(—o0; 1y {l;+00)} b) D, =(—o0; —1}i(2; +o0) )

Cwiczenie 16, Wyznacz dziedzine funkcji fokreslonej wzorem:

a) fx)=va-22, b) f(x)=va® —1+4x%+1,

R e L P e e
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Odpowiedzi do éwiczen

11.a) xe{-2;1}, b) xe{-12;3) 12. Wekazdwika, Wystarczy wykazaé, ze funkeja f(x)= —4x? +10x—7
previmue wartoscl uemne dla kazdej liczhy rzeczywiste. 13. a) xe(—co;—B) u(3;+oo), b) xe (—ﬁ,qﬁ)
14.2) xe(—0;—2)u(4+w), b) xe(~2-42-4) 15.a) xe R, b) x=R.

16. a) Df={—2;2), b) sz{—oo;—])u(l;+oo), &) Dp=(-3%1), &) D =R

Zadania utrwalajace

1.13. Rozwiaz nierdwnosc:

a) x> +3x—4 <0, b) 3x°—x+220, €) x*—3x— 28>0,
1 1
d)y —x* +8x <15, e) x*+4,8x—1>0, f —2x2+5x21,
) 124" —11x+2 <0, h) V22 +x+42>0 i) B2 +2x—43 <0

1.14. Rozwiaz nieréGwnosc:
a) x(x—3)—4(5-x)=0, by (x—1}(x+1}+(x—2) < x(x—4)
&) (2x—1)(x+2)=(x+2}(x—4), d) (x+5) = (2x+10).
1.15. Podaj rozwigzanie nieTOWnoscl:
a) (x—2) >0, b) (x+2) <0, Q) —5(x+1) <0,
dy (x—3Y =0, e) ¥ +6x+9> 0, f) 2% +10x—25<0.

1.16. Rozwiaz nierdwnosc:

a) (x—3) <1 b) (2x—3) >9, Q) 12(x+2)’,

d) (3x+4) —128, e) (4—x) +2<1 N 16—(8x+5) <0.
1.17. Podaj wszystkie liczby naturalne, ktére spelniaja nieréwnosé x° — 6x+5 <0,
1.18. Podaj najmniejsza liczbe naturalng spelniajaca nieréwnosé 12x° — 6x = 0.

1.19. Podaj wszystkie liczby calkowite spelniajace nieréwnosé —2x°> +8> 0.

X X
1.20. Dla jakiej wartosci x pole prostokata jest wieksze od pola trojkata .
o wymiarach podanych na rysunku? o
3
1.21. Zbiorem rozwigzan nierdwnosci (5x—2}(3x+ k)< 0 z niewiadoma x B = a

jest przedziat (%, Sj. Oblicz .
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1.22. Wyznacz dziedzing D, funkcji £ okreslonej wzorem:

D () =G DG, b) f(1)=r0-3). o f(x)=NP 4

d) f(x)=vrZ+4x+4, e f(x):—'xﬁ—lé—xw’ f f(X):J(x—;)S(x_FS}.

Uktady nierownosci liniowych i kwadratowych z jedng niewiadoma

Przypomnijmy
¢ Jednoczesne zachodzenie dwoch nierdownosci a < b 1 b < ¢ mozna zapisac
W postaci:
i
w a< b<c (podwoina nierownosé) lub  m {b (thlad nierownosci).
<e

e Aby rozwigzal uklad merownosci, nalezy rozwigzac kazda z nich, anastgpnie
podaé zbidr liczb, ktore jednoczednie spetniajg te merdwnosci.

oy : : : : 2=0 G{x—2}=5x—8
Cwiczenie 17. Rozwigz uklad nieréwnosci: a) {x+ 4 b { -l :

2x—3<5" x—1>3x—11

2
: : ; +x-2<0
Przyktad 9. Rozwiaz uklad nieréwnosci v :
: : x+1>0
Rozwiazanie
Rozwigzujemy oddzielnie kazdg z nierdwnosci ukladu.
¥ +x-2<0 x+1>0
P +x—2=0 x>-—1, czyli
x =—2, x;=1 xe (=1 +o0)
+ — +
—t —t —— L e
i /1 JC> 1 01 X
X€E (—2; 1).
Wyznaczamy czes¢ wspolng zbiordw rozwiazarl.
e S e S —
xe{-2;1) _ 2 101 x
, wiec xe(-1;1). N 5
{xE(lﬁm} ) 2 10 1 X

Odp.: xe(—1;1).




Uktady nierdwnosci limowych | kwadrafowych z jedng miewiadoma

Cwiczenie 18. Rozwiaz uktad nieréwnosci:

’ ¥ 3x—4<0 s 2% 5% 4330
x+121 : ¥+1<0 '

1

\bﬁz—Ex.

rF'r..'!ykiar.l 10. Wyznacz dziedzing fimkeji fokredlonej wzorem f (x}=+v9—x" +

Rozwiazanie
Furnkeja fjest okreslona dla takich argumentéw x, dla ktérych wyrazenia 49— x°

. 1 . . . ) .2 . 9—362 =0

1 ———— majg sens liczbowy, czyli gdy 9—x" =0 1 x° - 2x > ()}, wigc ;
V' —2x x*=2x>0

Rozwigzujemy kazdg z merownosci ukladu.

x2-2x>0

x*—2x=0skad x, =01 x, =2.

9—x* >0
9-x"=0skad x, =—3ix, =3

iy

|

|

|

l ++\——/++++

P> s ; R

| 012 *
|

|

XE (—3; 3).

XE (—m; U)U(Z; —|—m).

Wyznaczamy czes¢ wspolna zbiorow rozwiazan nierownosci ukladu.

xE<—3; 3) ) — ST
, WieC 3 1 3 X
xe (oo 0} (2 +oo) >
X

xE(—3; 0}u(2;3). . . -
3 B il 2 5 X
Odp.:.Dy = (—3; 0}u(2;3).
Cwiczenie 19. Wyznacz dziedzine funkji f (x)= ¥ 7x 110+ %
6x—x

- Odpowiedzi do éwiczen

17.a) x&(-2;4), b) xe(4; 5). 18. a) x={0;4), b) x=(-3;-1). 19. Dy =(D;2}u(5; 6).
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Zadania utrwalajgce

1.23. Rozwiaz uklad nierdwnosci:

2x—10>-10 3x—120 1—x2 >0
a)< : blse. o , )
4x° -9 <} Ox“ —12x+4>0

1.24. Rozwiaz uklad nieréwnosci:

¥ <4 S5x—12 < 2x° 16—x% =0
a) ; b) : C) _
3+ x4 50 (.x—|—2}(x—3)20 < 4

1.25. Rozwiaz podwojna nierOwnosc:

a) x—8<3x<15+x—x% b) 2 <x’ —x<x®+2x,
¢) x*—11<5x+3<7+9x dy 2<x* <3,
e) 2<x-3x2<2, N ¥ || <2

1.26. Wyznacz dziedzine funkcji fokreslone; wzorem:

a) fx)=+x—-2+5-x, b) f(x):J(x+3)(2x—1)+JJ_C,
¢) f(x)= 1:1, d) f@):df-atm%ﬁ.

Przyktady zadan prowadzacych do rozwiazywania nierownosci
kwadratowych i ich uktadow

Wiele wynikow doswiadczen i obserwacji zjawisk mozna opisa¢ wzorem funkcji kwadra-
towe], rownaniem kwadratowym, nierdwnoscia kwadratowsg lub ich ukladami. Pokazemy
to na przykladach.

rPrzykiad 11. Dlugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego réznig sie o 2. Jaka
dhugosc ma krotsza przyprostokatna, jezeli pole tego trojkata jest mniejsze od 607

Rozwiazanie
(Oznaczenia: x —krotsza przyprostokatna, gdzie x = 0, % N
x+ 2 — dluzsza przyprostokatna. .

x+2

P lx (x _|_2} gdzie x>0 i P>0 Fole Pirdjkgta prostokginego jest rowne
’ pofowie iloczyiu ditgoscl Jego preyprostokaqtnych.
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%x-(x+2)<60

x>0

, x> +2x 120=0
x4 2x—-120<0 Aidgh A =22
x>0 x,= 12, x,=10

{—12<x<10 \ /
_ +4H\ - — - —— by
x>0 —1Wﬂ X

Odp.: xe(0;10} J

Cwiczenie 20. Diugosci bokéw prostokata réznia sie 0 6. Czy jest mozliwe, by pole tego
prostokata bylo mniejsze od 27? OdpowiedZ uzasadmij.

rPrzyklad 12. Calkowity koszt (w zlotych) wytworzenia x sztuk pewnego produktu
okreslony jest wzorem k(x)=—2x" +700x + 300, gdzie x < 22. Oblicz, ile sztuk towaru
mozna wyprodukowac, by koszt & ich produkcji nie przekroczyl kwoty 8000 zi.

Rozwiazanie
k(x} < ROO0 92 1 700x - 300 < 8000 Koszt nie przekracza 8000 A.
2 : F x — liczha wyprodikowanych
SR  WIRE iy szhuk fowaru
X 22 x<22
reNt i x<22,
~2x* +700x—7700 < 0/ : (-2} Shige X 1T A 2T,
el 2.3, 211
2 _350x+ 3850 >0 A=107100, VA=327,3
xe{l; 2,321} % =114, x, =338,6
x=<114 lub x=3386 +H —— === o
xe{12,3,..,21}. 114 3386 X
Odp.: xE{1,2,3,4,5,6, .8,9,10,11}. J

Cwiczenie 21. Pewien zaklad sprzedaje swoje wyroby w cenie 150 zl za sztuke. Zysk Z,
jaki uzyskuje ten zaklad po sprzedazy nsztuk wyrobow dzienme, okreslony jest wzorem
Z(n)=—#" +100n—1600. Tle sztuk wyrobéw dziennie powinien sprzedawaé zaktad,
aby nie miec strat?
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rPrzykiad 13. Obwod trapezu réwnoramiennego jest réwny 24. Jedna podstawa tego
trapezu jest dwa razy dluzsza od drugiej. Jaka dlugosé moze miec krétsza podstawa
trapezu, jezeli kwadrat odlegtosci miedzy podstawami jest mniejszy od 14?7

Rozwiazanie
X
Oznaczenia: x —krotsza podstawa trapezu, x = 0, , ,
y — ramie trapezu, y >0, YA i A
h — odleglos¢ miedzy podstawarmi trapezu, 4 = 0. E P %
2 2
1° Obwod trapezu jest rowny 24. - 2x >
x+2x+2y=24, odzie x>01 y>0,
3}’ & 4 y =0, wiec 12 %x}ﬂ, gdy x <8,
y=12—5x,gdzie x>01y>0. x=0 i x<8, wiec x=(0;8}
3
y=12——x
Zatem 27 .
xE(U; 8)

2° Kwadrat odleglosci miedzy podstawami jest mniejszy od 14.

2 2
R <14 i hzzyz—[f] , wiec yz—[f] <14.

2 2 2 2
- o 3 (o
Zi 12 29 2 5

3 9 &

yZ—[gj <14 144 36x+1x2 I.;:1.4
2 2 5 .

3 (12_§x] _(5] i 257 36x4130<0/ :2
p=lzmgxskad 2 2 ’ £ 18x+65<0
xe(0;8) x e (0:8) A=324 260=64, JA=8

I1=5, I2=13

xe(5,13)
{xe((};S} ' -H\ _____ J4+>

Odp.: xe(5;8}. J

Cwiczenie 22, Podstawa trojkata réwnoramiennego jest o 2 cm krétsza od wysokosci
tego trojkata poprowadzonej na te podstawe. Oblicz, jaka dlugos¢é moze miec podstawa
tréjkata, aby jego pole byto mniejsze niz 17,5 em?

Odpowiedzi do éwiczen
20. Tak, jesl dhugosé krétszego boku jest liczbg z przedziatu (0;3), a dhuzszy bok liczhg 2 przedziatu (6; ).
21, nEf20,21:22 ....,.80), 22. Diugosc podstawy powinna byc liczbg z przedziatu (0;5).
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Zadania utrwalajgce

1.27. Siatka dlugosci 90 m nalezy z terendw zielonych wydzieli¢ prostokatny wybieg dla
pséw. Jakie wymiary moze mie¢ ten wybieg, aby jego pole nie przekroczylo 500 m?
a krotszy bok miat dlugosc co najmniej 12 m? Na budowe bramki rowniez wykorzy-
stano siatke.

1.28. Mamy 48 m siatki i chcemy ogrodzi¢ przylegla do muru prostokatna dzialtke. Jaka
dhugos¢ powinna miec czesc¢ ogrodzenia rownolegla do muru, jezeli checemy, by pole
tej dzialki bylo co najwyzej réwne 126 m?*?

1.29. Dekorator wnetrz zaproponowal, by dywan w salonie
przykrywal co najmniej polowe, ale me wigce) mz % po-
wierzchm prostokaine] podtogi o wymiarach 4,5 m x 6 m.

Brzegi dywanu powinny by¢ jednakowo odlegle od scian
salonu. Oblicz, jakie powinny by¢ wymiary tego dywanu.

1.30. Wokol basenu o wymiarach 8 mx 4 m wylozono kostka g g

-

brukowg pas o szerokosci x m. Jaka powinna by¢ szerokosc
x tego pasa, aby caly obszar basenu i pasa nie przekroczyl 77 m? a szerokos¢ tego
pasa nie byla mniejsza niz 0,6 m?

1.31. Oblicz, ile bokdw ma wielokat, w kidrym liczba przekatnych jest co najmniej:

a) dwa razy wieksza niz liczba bokoéw, b)) piec razy wigksza niz liczba bokow.

1.32. Uzasadmnij, ze nie mozna liczby 22 przedstawic w postaci sumy dwoch takich liczb
D | dodatnich, ze ich suma kwadratow jest wicksza od 580,

Rownania kwadratowe z parametrem

Przypomnijmy

Rownanie ax® +bx+¢ =0 z niewiadoma x jest réwnaniem:
e kwadratowym, gdy ¢ #0, o limowym, gdy a¢=0.

Cwiczenie 23, Okresl, dla jakich wartosci parametru m réwnanie:
a) (m2 — 1]35'2 —(m-1}x+1=0, b) (m2 +1]x2 —(m+1}x+m—1=0 jest:
1 liniowe, 2 kwadratowe.



26 1. Nigrownosci kwadratowe

Pokazemy na przykladach sposob okredlania liczby pierwiastkéw rownania kwadratowego
Q lub ich wyznaczania w zaleznosci od wartosci parametrow.

f Przyktad 14. W zaleznodci od wartosci parametru s okresl liczbe pierwiastkéw réwnania
(m—S}xz —dmx+m—-2=0.

Rozwiazanie Roéwnanie (m—5)x” —4mx+m—2=0 mapostal ax” +bx+c=0,
gdzie a=m—5 b=—4m i c=m-2.
Rozpatrujemy dwa przypadki: 1 e=0, 2 a=0.

1 Jeshi a=0,to m=S5.
Rownanie jest rownaniem liniowym —20x + 3= ( ktore ma jedno rozwiazanie.

2 Jeshi a 20,t0 m=5.
Rownanie jest rownaniem kwadratowym o wyrozmiku A= -4(3m2 +7m— 1(}).
Liczba pierwiastkow rownania kwadratowego zalezy od znaku (wartosci ) wyrozni-
ka A, wigc badamy znak tego wyrdznika, traktujac go jako funkeje kwadratows

ZITIENTIE] .
_ o
A(m)=4(3m" +7m-10} M= =, My =
A ——— - + +
A(m)=0, gdy 3m’+7m-10=0. - }} = 1/ >
+ 3 \.— +

Rownanie kwadratowe ma:
m=5

=
e 0 pierwiastkow, gdy {Z{O’ czyli me[—ﬂ'lj’ skad me[—?;lj,

az0 S 10
e 1 pierwiastek, gdy {A oF czyli 10 b el skad me{—?,l},

il Fl=——

mz5
az0

, Wiec [
A>0 me| —oo; —

>

e 2 pierwiastki, gdy {

Jo ()’
]u(l; SYu(5 +oo).

w|3 w[3

skad me [— o0y —

QOdp.: Liczba pierwiastkow rownania: 0, gdy m e [—% 4 1],

'R 1, gdy me{—%, 1, 5}, 2, gdy me(—m;—%} U (L5} w (540}
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Cwiczenie 24, Okreél liczbe pierwiastkow rownania (m—1}x> —(m+ 1} x+m+1=0 Q
w zaleznosci od wartogci parametru m.

rPrzyklad 15. Rozwiaz réwnanie (k—1}x"—4x+k+2=0 z niewiadoma x.
Rozwiazanie
® (k-1)x"—4x+k+2=0.
Rownanie & ma postac ax>+hx+c=0, gdzie a=k-1 b=—d 1c=Fk+2.
Rozpatruyjemy dwa przypadki: 1 a=0, 2 a=0.
1 =0, ¢gdy k=1 wiec réwnanie & ma posta¢c —4x+3=0, skad x:%
2 a=0,gdy £ =1
Obliczamy pierwiastki réwnania kwadratowego (k—1)x° —4x+k+2=0.
A=(—4Y —4(k-1)(k+2), wiec A=-4(k’+k-6})

A=0, gdy —4(k2+k—6]=0 A>0, gdy —4(k2+k—6]>0

|
|
ki =-3k,=2 | K +k—-6<0
Jesli: | 3<ck<?
e k=-3 to xD:L:—l, | Zatem, gdy k=11 ke(-32),
2(-3-1) 2 | réwnanie jest kwadratowe i ma
e k=2 to xﬂzz 24 1 —7 : dwa pierwiastki:
(2-1) | 4—\/—4(k2+k—6]
| 3 2(k-1) ’
: 4+ J-4(F +£-6)
;R 2(k-1)

Odp.: Rownanie ma:
e jeden pierwiastek x, = % gdy k=1 lub x, = —%, gdy k=-3,1ub x, =2, gdy k=2

26—k . 24\6-k-k

i =
k-1 & k-1

o dwa pierwiastki x, = L gdy ke(-3;1pu(L;2). )

Cwiczenie 25. Rozwiaz réwnanie z niewiadoma x:
a) x° +mx+2m—4=0, b) (m+2}x* —2x+m+2=0.

Pokazemy na przykladach sposob okreslania znakow pierwiastkow réwnania kwadratowego Q
Za pomoca wzorow Viete’a w zaleznosci od wartosci parametrow.
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Przypomnijmy

Jedli liczby x, i x, sg pierwiastkami rownania kwadratowego ax” +bx+c =0, to

—b

(&

T i

Powyzsze zwigzki nazywamy wzorami Viete’a.

Réwnanie kwadratowe ax” +bx+c =0, gdzie a#0 1 A>=0,madwapierwiastki 3, 1 x,

roinych znakow, gdy:

jednakowych znak ow, gdy:

dodatnie, gdy:

ujemne, gdy:

X -x, <0

X x>0

X -x, >0
X+ x>0

X x>0
x+x, <0

Cwiczenie 26, Rownanie ma postaé ax’ + bx + ¢ = 0. Podaj uklad warunkéw, jakie spel-
niaja wspolczymniki a, b 1 ¢ oraz wyrdznik A rownania, gdy to rownanie ma:

a) dwa pierwiastki ujemne,
¢) dwa pierwiastki jednakowych znakow,

e) co najmniej jeden pierwiastek.

b) dwa pierwiastki dodatnie,
d) dwa pierwiastki roznych znakow,

( Przyktad 16. Oblicz wartosci parametru k&, dla ktorych réwnanie x° —kx+%+3=0 ma
co najmie] jeden pierwiastek ujemmny.

Rozwiazanie

Lewa strona rownania jest trojmianem kwadratowym okreslonym wzorem
f(x)z axt+bx+c gdzie a=1, b=—k, c=k+3.
Réwnanie x° —kx + k& +3=0 ma co najmniej jeden pierwiastek njemny wtedy, gdy

1ma Ono:
¢ jeden pierwia-

stek x, 1jest on
liczbg yjemna

Y3 /@ /
—-
x

xDﬂ

1 A=0D
Xyl

o dwa pierwiastki
X 1 x, roznych
znakow

|

I

I

I

\\ ylfm |
. } |

X X, ¥ I
I

I

I

|

|

N

2 {A>0

e dwa prerwiastki x , x, 153 one
liczbami medodatnimi

y=f YA/
= 0
x\_/ ¥,

xl\/xz [

A0

3 x-x,20

ey

F ool
x
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x*—ke+k+3=0, wiec A=k>—4k-12, x,-x, =k+3, x+x,=k

Zatem

2 _ Ak 19— Ak 120
i ipla=0 k2 4k —-1250 ,
» - Iub 2 . Iub 3 <k+320 , wiec
— <0 k+3<0
. k<

ke (—m;—2} L (6;+oo}

k=-2lubk=6 ke(—o0— 2} (6;+o0)
b <0 Iub ol , lub <k >=-3
k<0
k=-2 lub k<-3 lub -3<k<-2.
Odp.: ke (—m; —2). J

Cwiczenie 27. Oblicz wartoéci parametru %, dla ktorych réwnanie
3x* —(k—1}x+3 =0 ma co najmniej jeden pierwiastek dodatni.

( Przyktad 17. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x* + #ox +4=0 ma dwa pier-
wiastki x, 1 x, speliajace warunek x + x5 = 17?

Rozwiazanie
Warunki zadania s spetnione, gdy
A0 . A=m*-186,
, czyli
g R v e (e e
gdzie x4+, =—mi x-x, =4
m—16>0
s , skad
(—m) —2-4=17

{m<—4 lub m=4
m=-5 lub m=5

Odp.: m=-5 lub m=35. J

Cwiczenie 28, Oblicz, dla jakich wartosci parametru m réwnanie
—x" +mx—m" +2m—1=0 marézne pierwiastki x 1 x, spelmajace
warunek x, +x, =x -x,+1.



30 1. Nigrownosci kwadratowe

Q Odpowiedzi do ¢wiczen
2320 1 m=-1, T m=-11m=1l, b) 1 niestniejetakiem, 2 mekR
, o (5 o 5
24. Rdwnante ma: 0 plerwiastkdw, gdy me[—oo;—])ul\g;+oo . 1plerwiastel, gdy mei-], l,g ;
Fo . 3
2 pierwiastldi, gdy me{—l;])u[];g} 25.a) xp=-2,gdy m=4, x=-2, x; =2-m, gdy m =4,

b) ) 2—1, gdy m:—3', xﬂzl,gdy .P?E:—]; X =O,gd}f m:_z;

1——m? —4m—3 1+—m? —4m—3
= , Xy = yedy me{-3;-2)u{-2: -1}
] — 2 p— gdy me( Ju(=2-1)
azxl a=xl
A0 A>0 2% 220
2. a) | € by 4L ST, A B b 4T O ik sk
* p— 1 b 1 1 3 1 a: = = h
=0 ==l b0 Az0
ol s
b b —=0 —=0
—— =0 —— =0 a a
s a
i e 28 m=1

Zadania utrwalajace

1.33. Rozwiaz rownanie z niewiadoma x:

R

a) x4+ mx—2m—4=0
) x° +mx+4=0,

e) (m2—|—1]x2—x+2:0,

b) (m—3)x*+(m-2)x+1=0,
d) —mx” +(m—2}x+1=0,
f) (m—1) > +4(m—1)x+4=0.

1.34. W zaleznosci od wartosci parametru m okresl liczbe pierwiastkéw rownania:

a) x* +mx+8=0,
¢) (m—1)x" +2x+3=0,
e) (m2+5m—6)x2—(m—1)x—2:0,

1.35. Oblicz wartosci parametru m, dla kiorych ma dwa pierwiastki roznych znakow

réwnanie:

a) 2x° —mx—m+6=0,

1.36. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x° +(m—5}x+2m° +m+ % =0 madwa

pierwiastki dodatme?

1.37. Oblicz wartosci parametru m, dla kiorych ma dwa pierwiastki jednakowych znakow

réwnanie:
a) X2 —mx+3m—5=0,

b) x° —(m—3)x+4=0,
dy (m® =1} +2(m—1}x+2=0,
N (2m2+m—1)x2+(5—m}x—6:0.

b) x* +(m+5)x+2m+7=0.

b) x*-2(m-2)x—4m=0.
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1.38. Dla jakich wartosgci parametru m kwadrat réznicy pierwiastkow réwnania
x>+ mx+10=0 jest téwny 9? Oblicz te pierwiastki. Q

1.39. Ustal, dla jakich wartosci parametru m suma kwadratéw pierwiastkow rownania

x* — mx+m—1=0 ma najmniejsza wartosc.

1.40. Dlajakich wartosci parametru m jeden pierwiastek réwnania x” — (rm+1}x+ Em =0

jest roOwny sinusowl, a drugi cosinusowi tego samego kata ostrego?

1.41. Okresl liczbe pierwiastkéw rownania (#—1}x” +(m+1}x +(m—1}= 0 w zaleznosci
od wartosci parametru #a.

1.42. Ustal, dla jakich wartosci parametru k réwnanie x° —2mx +(4m—k}=0 ma dwa
pierwiastki dla kazdej liczby rzeczywiste) m.

1.43. Ustal, dlajakich wartogci parametru m oba pierwiastki rownania:
a) x° —6mx+9m° —2m+2=0 sa wieksze od 3,
b) x* —6mx+1=0 samniejsze 0d 3, ¢) x”—mx+2=0 nalezg do przedziatu {0;3).

Nieréwnos¢ i funkcja kwadratowa z parametrem

Cwiczenie 29, Funkcja fokreslonajest wzorem a) YA b) yA

£ ()= mx* . Ustal, dlajakichwartosci parametru o
m wykres funkeji jest parabola przedstawiona 1 g : mi- -

na rysunku 1 podaj rozwigzanie nierownosci 0 %

zapisanej pod rysunkiemn. sl e ol

Uwaga

Aby rozwigzac nierOwnosc Z parametrem, kiorej lewa strona jest trojmianem o postaci
f(x}=ax’ +bx +c, rozpatrujemy dwa przypadki: a=0 oraz a = 0.

Jesh:

e q=0 tootrzymujemy merownosc liniowa z parametrem,

e a#0 tootrzymuemy merdwnosc kwadraiowsg z parametrem.

Warunki istnienia rozwigzania nierdwnosci kwadratowej okreflamy, badajac wphyw wartosci
parametru na wyroznik A 1 wepoltczynnik a. Q
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Q rPrzyldad 18. Rozwiaz nieréwnosé mx” +1>0 i okre§l warunki istnienia rozwiazania
w zaleznosci od wartosci parametru m.
Rozwiazanie I.ewa stronanieréwnosci ma postad tréjmianu f(x}= ax® +bx+c, gdzie
a=m, b=01ic=1.Nieréwnoi¢ mx* +1 > 0 rozwiazujemy, rozpatrujac dwa przypadki:
Ba=—0, £ la=10.

2 az0,czyi m=0
1 a=0,czyli m=0 |
m:=0 | m<0
m=0, to Szkicujemy wykres | Szkicujemy wykres
Flx}=0-x*+1, fumkeji f (x)=ma®+1. | fimkeji Flxy=me’+1.
|
czyli f(x}=1. | mx+1=0, gdy x =— —i,
YA YA | x, = 1
v=rx) | m
| y=rE) : T 5 T
e ++++++ — o
0| 1 x ol 1 5 | 0+ >
: / \ y=/®
l | 1
xeR, gdy m=0 xeR gdy m=>0 :xe[—J—;;"—;],gd}J m< 0

’ I ’ 1
Odp.: xR, gdy m=0; xe[— - ——), gdy m<0.
iz 77 J

Cwiczenie 30, RozwiaZz meréwnos¢ z niewiadoma x: a) mx° —1<0, b) mx’ —120.

r Przyktad 19. Rozwiaz nieréwnos¢ x° — mx +1> 0 i okres] warunki istnienia rozwiazania
w zaleznosci od wartosci parametru .

Rozwiazanie Iewa strona nieréwnosci ma postaé trojmiamu f (x} = ax’ + bx + ¢, gdzie
a=1 b=—mic=1 i‘*‘f
Nierdwnosé x* —mx+1>0 jest nieréwnoscia kwadratowa e (e A /F e
(bo a@=1), nakiorej rozwigzanie ma wplyw wyroznik A. TN ol 1
A=(-m)’ -4, czyli A=m’—4. |
Okreslamy wplyw wartosci parametru s na wyroznik A:

Q A=0, gdy m"—4=0 czyli mo=—2 m,=2
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2% =l 2 ;
Rozpatruyjemy trzy przypadki: 1 A=0, 2 A<0, 3 A>0.

1 A=0,gdy m=-21ub m=2

¥
2
o m=-2to ¥’ +2x+1>0, czyli (x+1) >0, ¥ 7=(z+1)
x#—1 o N
-2 0] 1 x
2 : 2
e m=21to x"—2x+1>0, czyli (x-1} >0, 7
it +
2 A<0,gdy me(-2;2) 0l 123%
me(—Z;Z), to xe R. > 3
w V=% —mx+1
+ | T+ +
0‘ X
3 A0, gdy me(—o0—2}(2;+0)
¥ A
eme(—om -2}, tox=———— ="
2 2 + o oY
: -xl\./.xg ¢ =
wiec x <2< 0,
e (=03 ) (o5 + o0)
¥ A
RN GO \
o me(Eie) o 5TV S 4,
2 - ++x %
wiec 0< x < x,. 0lxN\ASx, X

Gdy me(—o0;— 2} (25 +00), to x e (—o0; x, J(x,; + o0}, x & (0034 U {x,3+¢0)

Odp.: x=-Lgdy m=-2 x=zlgdy m=2 xcR, gdy me(-2,2}

{ m—\fm2—4] [m+\.‘m2—4
o= —oo;# | ——

5 ;+oo} gdy me(—o0;—2} U (2 +o0}.

] R




34 1. Nigrownosci kwadratowe

Q Cwiczenie 31. Rozwiaz nieréwnosé x° +mox+4 >0 i okreél warunki istnienia rozwia-
zania w zaleznosci od wartosci parametru #.

rPrzyldad 20. Okresl, dlajakich wartosci parametru m» zbiorem rozwigzan nieréwnosci
(m2 —m— 2]x2 +(m—2)x—1<0 jest zbior liczb zeczywistych.
Rozwiazanie
Lewa strona nieréwnosci ma postaé tréjmianu f (x}= ax’ +bx+c,
gdzie a:mz—m—Z, b=m—-2, c=-1.

Rozpatrujemy dwa przypadki: 1 =0, 2 a=0.
1 a=0,tom -m-2=0,skad m=-1, my=2

o m=—1,t0 -3x-1<0.

Zbiorem rozwigzan nievownosci —3x—1< 0 nie jest

zhior liczh rzeczywistych.
11
o m, =2 to —1<0 (nieréwnos¢ prawdziwa). e ey e e e
Zatem x e R. =1 y=11

2 a0 Zbiorem rozwigzan nierownosci jest zbidr R, gdy parabola, ktdra jest wy-
kresem trojmianu f (x}= (mz —m— 2]x2 +(m—2}x—1, lezy pod osia x. Warunek
ten jest spelniony, gdy a< 0 1 A <0,
R ozpatrujemy ukiad warunkow:

a<0 M —m—2<0
{ , czyli 5 ,
A<0 (m—-2) —4(n’ —m-2}-(-1}<0

me (—1; 2) 5
skad < me|——=:2|.
H me [—E; 2] [ 3 j
5
Podsumowujemy nasze rozwazania i podajemy odpowiedz.

Odp.: me[—%ﬁ). J

Cwiczenie 32, Okresl, dla jakich wartogci parametru k nieréwnosé
Q (k2 - 1].%2 +2(k—1}x+2>0 jest spelniona dla kazdej liczby 1zeczywistej x.

Flx)=0,gdy xeR
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Cwiczenie 33. Dla jakich wartodci parametréw o, b, ¢ funkcja £ okrelona wzorem
f(x):ax2+bx+c: Q
a) jest funkcja liniowa,

b) jest funkcja kwadratowa,

c) w zbiorze R ma wartos¢ najmniejsza,

d) w zbiorze R ma wartos¢ najwieksza,

e) przyjmuje tylko wartosci dodatnie,

) przyjmuje tylko wartogci uyjemne?

Jezeli parametr wystepuje we wzorze funkcji kwadratowej, to je] wlasnosci mozemy okre-
sla¢ w zaleznosci od wartosci tego parametru.

Pokazemy to na przyktadach.

( Przyktad 21. Oblicz, dla jakich wartogci parametr m najmniejsza wartos¢ funkeji
F(x)=x"=2(m—1)x+2m" -7 jest liczbg dodatnia.

Rozwiazanie
Wzér funkeji fzapisujemy w postaci f (x)=ax’ +bx+c, gdzie a=1 b=-2(m—1}

i ¢ =2m? -7, ktorej wykresem jest parabola o ramionach skierowanych ku gérze.

Najmniejsza wartos¢ funkeji fjest liczba dodatnia, gdy rzedna wierzcholka y,, = ;—A
a

jest liczba dodatnia, czyli gdy ;—A >0,
[

—A ; ;
4—>Gla=1, wiec A=[ 2(m D] 4-1-(2m2 T)
L
o 2
—(—4m2—8m+32) A= 4m” Bm+32
4.1 =l A=0, gdy m*+2m 80
4(m2+2m—8) m= 4, my=12

=0
4 +-\ ————— j{-++}
2
m +2m—-8>0 +—4\_/2 g m

me(—ooy —4 (2 +oo),

Odp.: me(—o0;—4}(2;+o0). J

Cwiczenie 34, Oblicz, dla jakich wartosci parametru m najwieksza warto$¢ funkeii
F(x)=—x"+2(m+1)x—2m* -3m—1 jestliczbg ujemna. Q
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Q rPrzykiad 22. Wyznacz te wartosci parametm &, dla ktérych funkcja
Flx)= (k2 + 4k — S]x2 —2(k-1}x+2 przyjmuje tylko wartosci dodatnie.
Rozwiazanie
Wzor funkcji fzapisany jest w postaci f(x)}= ax’ +bx+c, gdzie a=k"+4k -5,
b=-2(k-1), c=2 1 A=—4k"—40k+44.
Funkcja f(x)=ax’ +bx+c przyjmuje wartosci dodatrie dla kazdej liczby rzeczywistej

wtedy 1 tylko wtedy, gdy:
Moziiwe wykresy fiskcfi

0 a==0
{fﬂ b {b=0 , czyli \”I .
e sl + ; £y by EEEE,
4 ak_5=0 E*+4k 50
kK> +4k-5>0 b T A =36, fA =6
—4k* — 40k +44 < 0 Foed b= 5 k=1
y
++\——A|—,f+++,_
=5 1 k
{(k+5)(k1}>(} rﬁ s Jesl ke( o 5)u(l+e0)
lub <k=1
—Ak+11}(k-1}=<0
( He=l) keR 4k 4Dk +44 <0 /i 4)
k& (—o0;— YU (1 +00) 2410k 11=0
lub k=1 A, =144, JA, =12
ke (oo — 11} (1; +00) b= 11 k-1
¥
ke(—m;—ll}u(lg+m]u{l}. T N
-\ r
Odp.: ke (—o0;—11){l;+o0). kel oo 1130(L+oo) J

Cwiczenie 35.

a) Oblicz, dlajakich wartosci parametru m trojmian kwadratowy f (x}=—3x" +noc 3
przyjmuje wartosci ujemne dla kazdej liczby rzeczywiste;.

b) Oblicz, dla jakich wartosci parametru m funkcja kwadratowa f(x}=mox’ —2x+m
przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

Cwiczenie 36, Oblicz, dla jakich warto$ci parametru m zbiorem wartosci funkeji

1
f(x}:—xz + 2mix + m — 2 jest przedzial [—m;—g).



Nierownose | funkcia kwadrafowa z parameirem 37

Odpowiedzi do éwiczen

2@y m =0, xe R bym=<0 xR

|'1 ’1 ’1 1
30.2) xe R m =0, xs[— — —],gd}r m =0, b)xs[—m;— —>u( —;+m],gdym>0.
m m ™ ™M

31 xe R\{2},pdy m——4; x e R\{-2} gdy m =4, xeR, gdy me(—4%4),

[ —m—ﬂ‘mg—lﬁ} {—m+4m2—16 }
xE| —oy 5 1 T 400

s gdy bid) E(—CO;—4)U(4,’+OO}

32. ke (—o;—3) UL+ o) 33.4) a=0, beR, ceR, b) a0, beR ceR, ¢ a>0, beR ceR,
d)a<0, beR ceR, e)a=0b=0c>0luba>01b —dac<h Da=0 b=0,c<0luba<0id —dac<0

34. m e (—o0; 1) (0; +o0). Wekazdwha. —%aﬁﬂ, gdrie a=—1 1 A=—dm® —4m.
i

35. a) m e(~6;6), b) me(l;+oo). 35. m1=_1_2ﬁ, m2=_1;ﬁ.
Zadania utrwalajgce
1.44. Rozwigz merownosc z niewiadoma x:
a) mx” —4 <0, by mx* +4> 0, ¢) x° —mx <0,
dy x* +moc < 0, e) mx* —m >0, f) mocl +m—1<0.

1.45. Okresl, dlajakich wartosci parametru m zbior liczb rzeczywistych jest zbiorem roz-

wi1gzar nierOwIosci:

a) X+ 2x+m>0, b) 3 —mx+3>0,

C) mx” +4mx <0, d) (m—1)x*+4<0,

€) mx2+(m—1}x+m—1<(}, f) (5—m}x2—2(1—m}x+2(1—m}<0.

1.46. Dla jakich wartosci parametru & funkcja f okreslona wzorem
£ (x)=(1-k"}x* —(k+1)x+3 przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdej liczby
TZeczywiste]?

1.47. Dla jakich wartosci parametru & zbiorem wartosci funkcji f okreslonej wzorem
F(x}=he® —4x +k+ 3jest zbidr liczb nieujemnych?

1.48. Dla jakich wartosci parametru m zbiorem wartosci funkciji f okreslone] wzorem
F(xy=(m—1}x>+(m—1}x+m jest zbidr liczb niedodatnich?

1.49. Dla jakich wartosci parametru m zbiorem wartosci funkcji f okreslone] wzorem

fx)=(m—4)x"—(2-m)x+1+0,5m jest zbior ¥, :<%; +oo}.'

R



KH 1. Nigrownosci kwadratowe

1.50. Okresl, dla jakich wartosci parametru m zbidr liczb rzeczywistych jest dziedzing
Q funkcji £, gdy:

a) f(x)=x® —mx+m+3, b) f(x):J - 1+ —
X — X+

&) f(x)=Jm —(m+1)x+1, d) f(x):\/mxz_(;ﬂ}m’

e) f(x}=mi® +4mx+m+3, 0 o (x)= -

mx” +dmx+m43

1.51. Okresl, dlajakich wartosci parametru m wartosci funkeji £
a) =3 dla kazdej liczby rzeczywiste] x mmejsze od wartosci funkcji g, gdy
Fxy=(2m+ 1}.7nc2 +{m-D)x+3m i g(x)=(1-m)x+3
b) sa dla kazdej liczby 1zeczywistej x wieksze od wartosci funkcji g, gdy
Q f(x):(m—l}x2+(2—2m}x+m—2 ig(xy=(2-3mx-2.

= Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Kazdaliczba z przedziatu (-3; 5} jest rozwiazaniem nierdwnosci:

A, (x+3)(x-5}>0 B. (x+3}(5-x}>0 C. (x—3}(x+5)<0D. (x—3}(5-x)>0
2. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowieds sposrod oznaczonych literami A i B

oraz odpowie dz sposrod oznaczonveh literami Ci D.
: : : .1 .
Rozwigzaniem nieréwnosci —E(x +2}(x—6}=0 jest liczba:
A. -6, B.6.

R ozwigzaniem mieréwnosci —(x +4)° +9 <0 nie jest liczba:
C. 4, D. 4.

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Rozwiazaniem nieréwnosci x* —2x+ 13 0 jest kazda liczba nalezaca do zbioru:

A. R, B. R\{-1}, CRALE D. D={1}.
d. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposréd podanych.
o . Jx*<4 . .
Rozwigzaniem ukladu nierownosci " jest kazda liczba nalezaca do przedziatu:
x =9

A {-2;2), B. (-2;2), C. (-2;2), D. (-2;2).



Zestaw powlbrkowy

5. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanyeh.
Dziedzing D funkeji f(x)}=+x>—1—+1—x> jest zbior:
A. D=10}, B. D={-11), C. D={-11}, D. D=(-o0;—1){l; +o0)

6. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Funkcja f(x}=3x"+bx+12 ma dwa miejsca zerowe, gdy:

A be(12;+%), B be(—o—12}, C.he(-12:12} D.be(—oo;—12)(12;+00}
7. Uzupeinij poniZsze zdania. Wybierz odpowieds sposrod oznaczonyeh literami A i B

oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.

Funkcja kwadratowa f(x)}=x"—2mx—m" —4 dlakazdej liczby rzeczywistej m:

A. nie ma miejsc zerowych, B. ma dwa miejsca zerowe.

Funkcja kwadratowa f(x)=x" —mx dlakazdej liczby rzeczywistej m:

(. ma miejsca zerowe, D. nie ma tiejsc zerowych.

8. Zbiorem rozwiazan merdwnosci 2x” +bx+c¢ <0 jest przedziat (3;5).
Czy wtedy b=-16 1 ¢ =307
Wybierz odpowieds T albo N i jef wzasadnienie sposrod A i B,

s B o 5 wiee Fx =2 § 352 el
T | Tak, A. 2 2
b=-16 i c=30

poniewaz b

x,=31ix =5 wiec 3+5=——i 3-5=——, skad
N | Nie, B. hi Bl
b=32 i c=60

9. Ocen prawdziwos¢ podanvch zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
fub F — jesli jest fafszywe.

Rownanie 2x” —(m—1jx =0 ma dwa pierwiastki, =, | 5
gdy me(—oo 1} (L +o0},
Réwnanie (m-+2)x" —4mx+4m—1=0 nie ma pierwiastkow,

9 P|F
gdy me [? +m] :
Dziedzing fimkcji fokreslonej wzorem f(x)=+/x> —mx+m—1 jestzbior e | %
liczb rzeczywistych, gdy me R\{0}.




2. Funkcje trygonometryczne
katow o miarach od 0° do 180°

Pojecie kata skierowanego i okreslenie funkcji trygonometrycznych
katow od 0° do 180°

Dotychczas poznaliscie funkcje trygonometryczne sinus, cosinus 1 tangens katdw ostrych
w trojkacie prostokatnym.

Przypomnijmy

Tangensem kata ostrego w trgjkacie

a b
prostokatnym nazywamy stosunek diugosci tga = E tgh=—

a
przy prostokatnej przeciwlegle) temu katowi a o}
do dhlugoéci drugiej przyprostokatne;.
Sinusem kata ostrego w tréjkacie o, A
a ) b
prostokatnym nazywamy stosunek sing=2  sinp=" b
c c

dhlugoéciprzyprostokatne) przeciwlegle) temu
katow1 do dlugosci przeciwprostokatne.
Cosinusem kata ostrego w trojkacie

prostokatnym nazywamy stosunek dhugosci

b
przy prostokatnej przyleglej dokata e do oS X — E cos B =

dhlugoéci przeciwprostokatne;.

5= Cwiczenie 1. Przerysuj tréjkat do zeszytui jego wierzcholki oznacz takimi literami, aby
rOwWnosC zapisana pod rysunkiem trojkata byla prawdziwa.

a) b) c) d)
Y & Y \8/

A.m
o b V a

=— CDS}/_—, tgﬁ —, .y
gO[

sin f3
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Definicja

Katem skierowanym nazywamy uporzadkowana pare polprostych o wspolnym
poczatku. W kacie skierowanym pierwsza z polprostych nazywamy ramieniem
poczatkowym kata, druga — ramieniem koncowym.

Kat skierowany oznaczamy < A0B (strzalka wskazuje rami¢ konicowe).

Punkt O jest wierzcholkiem kata, polprosta (34 jest ramieniem poczatkowym,

polprosta OB jest ramieniem korncowym.

Kat skierowany < 80A nazywamy katem przectwnym do < 40B, ktory jest skierowany
ujeminie.

qﬁ* i tk A
.$o*bgo O ramie poczatkowe
P
A
O *
ramie poczatkowe
< AOB — kat skierowany dodatmo < AOB —kat skierowany ujemmnie

W rozdziale tym bedziemy sie zajmowac katami od 0° do 180° skierowanymi dodatnio.

o — kat ostry Ia—kqtrozwmty{ o =90° | a=0° | o =180°
YA A A : 7Y : A
| ' | | | |
e || l‘h e > | o > ﬂ&\ >
o[ 1 % of1 ol T X of T x o[ 1 %

Okreslimy teraz funkcje trygonometryczne katdw o mmarach od 0° do 180°.

W tym celu umieszceza sie kat w ukladzie wspohizednych w taki sposob, ze:

e wierzchotek kata pokrywa sie z poczatkiem ukladu (punktem O =(0, 0},

¢ jedno ramie, zwane ramieniem poczatkowym, pokrywa si¢ Z dodatnig polosia x,
e drugie ramig, zwane ramieniem koncowym, w Zaleznosci od miary kata, umiesz-

cza sie w I lub II ¢wiartce plaszczyzny kartezjanskiej albo na potosiach x lub y ukladu
wspohrzednych.
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YA Aby okreslic wartosci funkcji trygonome- YA
Yp1--7 P = (xp, yp} trycznych kgta umieszczonego w tikladzie P= (IPH }’P} ) Jig
L i wspdtrzednych, obieramy na ramieniu kof- i ., ,\
[ ¥ - cowym tego kqgta dowolny punkt B rdZny od I a >
0 XIP x punktu @ =(0,0}, taki Ze P=(xp,yp), xp |0 x

2 s I
gdzie liczhe ¥ = ‘OP‘ = ,’xp + ¥y, nazywamy
promieniem wodigcym punkiu P.

Sinusem kata ¢ nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu
= (xp, ¥ p) (roznego od punktu &) koncowego ramienia kata do Lt
promienia » wodzacego tego punktu.

Cosinusem kata ¢ nazywamy stosunek odcigtej dowolnego punktu Xp
= (xp, ¥ p] (roznego od punktu O) koficowego ramienia kata do &
promienia » wodzacego tego punktu.

Tangensem kata a nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu  tgo =—

P (xp, ¥ p] (roznego od punktu ©) koficowego ramienia kata do F
odciete] tego punkiu.

rPrzykiad 1. Podaj wartosci funkcji trygonometrycznych kata ¢, na ktérego koncowym
ramieniu lezy punkt P, gdy: a) P=(1,3}, b) P=(-4,3)}.

Rozwiazanie Kat o1jego konicowe ramie zaznaczamy w ukladzie wspolzednych.

) YA | b)
3r¢ P=(L3) | P=(-4,3)
e |
o] 1 ot | =1
|
|

P=(1,3), wiec r=v12+3> =10 P=(-4,3), wigc r=1J(4) +3° =5

Korzystamy z definicji funkcji trygonometrycznych:

tgcx:y—‘”, czyli tga:E:S. tgcx:y—*", czyli tga:i:—i

X, 1 X, —4 4 J

sina—y—‘” czyl sin.::-:—i—ﬂ | sina—y—p czyli simz:ve:—E
IR A T AT S B
X, . 1 V10 | X, _ ~
cosor =, czyll cosa = ——-= . cosa =—+, czyli cosa=—=——,
fa J10 10 | F 5 5
|
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Cwiczenie 2. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata ¢, wiedzac, ze na jego
koficowym ramieniu lezy punkt P, gdy:

a) P=(5,12), b) P=(-8,15) ¢ P=(-3,1}

Cwiczenie 3. Na koficowym ramieniu kata leza punkty 4, B, C takie, ze A=(-1,2}
B=(-3,6}, C=(-5,10}. Sprawd?, czy:

) Y _ Wp Ve b) o N I c)y—A:y—B:y—C.
04 || |oc| 04 |os| |oc| Xy Xy X

r_Przykiad 2, W ukladzie wspohzednych zaznacz katy odpowiednio o miarach: 0°, 90°
i 180°. Obierz dowolny purkt P(P= O} nalezacy do koncowego ramienia kazdego
z tych katow 1 wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych tych katdw.
Rozwiazanie P =(x, y} r=|OP|.

YA | y | 17
| I Pe(ey,) ::
1 P:(IP’G) | 1 og° | ﬁm
» - » ’ >
0] 1 & s | oi 1 ¥ |P:—|x::,l}) 0] 1 x
rEx; I =, } y=cle
since=22-9_g | singoe=22-22_1 | sinigoe=2e-%_g
L | Fooy, | L
5, o, & | o % _ 0 | o_F £
eps (=i ] | cos90°= £ = — =) | cosl80° = £ = =
Foox, | rooo¥, ‘ Fooo—x,
tg 0° = Ye - l =0, | tg 90° nie istnigje, bo odcicta | tg 180° = Yo = -0,
Xp Ky | puritu Pjest rowna 0. | T g J

Cwiczenie 4. Uzasadnij, ze jesli koficowe ramie kata alezy w II ¢wiartce ukladu wspot-
rZednych, to: a) sina >0, b) cosa <0, ¢) tga <0

Znaki i wartosci funkeji trygonometrycznych kata a

funkcja (94 0 0% <o =007 2 90° < ¢ < 180° 50
trygonom etryczni (I ¢wiartka) (II ¢wiartka)
sin o 0 + 1 + 0
COS ot 1 4 0 . =
tg @ 0 + nie istnieje - 0
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(Przykiad 3. Narysuj koncowe ramie kata « i zaznacz ten kat, wiedzac, ze:

a) tgea=-2, b) cosaz—%, C) sino:zg.

Rozwiazanie Punkt P={(x,, y, } lezy na koficowym ramieniu kata c.

a) tga =-2, wiec 90° <a < 180° zatem x, <0 1 y, =0.

Poniewaz tgo =2 tg o0 =2, wiec P=(-1,2)
Ap
Tas 72, Ay
¥ -1 = ol [1il%
Przyjmujemy, ze np. x, =—11 y, =2.
|
b) cosex = i wiec 90° < o < 1807, zatem YA
2
x,<01iy, >0 P=(-Ly,) - m
|
. X, . | !
Poniewaz cose = i coser = ——, wiec i m
F 2 : I
Bl s e Y —L o[ 1>
¥y 2 4 6

Przyjmujemy, ze np. x, =-11 r=2.

Zauwazamy, ze punkt P jest punktem przeciecia prostej o rownaniu x =—1 i okregu
o srodku w punkcie O1 promieniu 2.

3
C) sinoc:g, wiec 0°<a<90° lub 90°<a <180° zatem

x,>01y,>0 lub x,<01iy, >0

S 7 S
Pomewaz sino =—— 1 sino =—, WIgC

Fa
Yo _3_6_9 _
Foo5 10 15 7

Przyjmujemy, ze np. y, =3 i r=5.

Zauwazamy, Zze punkt P jest punktem przecigcia
proste] ¥ =3 1 okregu o srodku w punkcie ©1 promieniu 5.
Prosta ta 1 okrag przecinaja sie w dwoch punktach £ 1 A lezacych symetrycznie

J

wzgledem osi y. Zatem sg dwa katy «, i «,, ktorych sinus jest rowny %
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B e 2000 | 90° < o, <180°

YA | YA

= 51 51
y=3 y=3
— 13 i Bi=44,3) I b= (=4 3) 3] ? —

I | :
—t— gl ; ql — | —— f a ——t -
—4 gl 1 4 | x | —4 o1 4 x

Zauwazamy, ze o, =180°—¢,

Cwiczenie 5. Narysuj koficowe ramie kata cri zaznacz ten kat, wiedzac, ze:

a) tgaz—%, by cosa =08, <) Sl'n{k‘:%.

Kazdy kat rozwarty mozna przedstawi¢ w postaci roznicy kata polpelnego 180° 1 kata
ostrego lub jako sume kata prostego 90° i kata ostrego, np. 160°=180°—20°=90°+70°,

W zaleznosci od sposobu przedstawiema kat ow rozwartych, stosujemy rdézne wzory (Zwane
wzorami redukcyjnymi) do obliczama wartosci funkcji trygonometrycznych tych katow.

Twierdzenie
Jesli kat « jest katem ostrym, to:
sin(180°—a}=sina  cos(180°—a}=-cosa  tg(180° - )=—tga.

Z (zedolenie): | T(teza):
o — kat ostry. : sin (180° —& }=sine, cos(180°—a}=—cose,
| tg(180°—a }=—tgar.
Dowod

W ukladzie wspohizednych zaznaczamy
kat a1 kat 180° — ¢, jak na rysunku.

Na koncowych ramionach tych katow
umieszczamy punkty 4 i B takie, ze
|OA|=|0OB| =#. Punkty 4 i B sa syme-
trycznie potozone wzgledem osi y, wiec
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Zatem B=(xg, yp) 1 A=(-x5. y5).

o sing=28 sin(lB(}“—a):yB, wiec sin(180°— e} =siner.
¥ ¥
C.1.IL
g o X XE e o
o coso=-2 cos(180°—¢}="4L=-"5 wiec cos(180°—a}=—cosa.
P P P
C.IHLIL
e tgo=2% tg(lSU"—a):y—A:y—B:—y—B, wiec tg(180°—a )= —tga.
g —Xg TAp g
C.1.IL.
rPrzykfad 4, Oblicz: a)sin 120°, b)cos 135°, c)tg 150°.
Rozwiazanie
a) Obliczamy miare kata ostrego a.
180°—ar =120°, wiec o =180°-120° czyli o =60°.
Zatem sin 120° = sin (180°—60°} = sin60° = £ sin(180°— ) —sina
— 7
120°
b) cos135°:005(18(}"—450}:—005450:—£. cos (180° — ot} — —cosex
e 2
15357
c) tng(}C’:tg(180°—30°):—tg30°:—ﬁ. tg(180°—a)——tgar
o 3
L50°
Odp.: a) % b) _%’ C) —Jg

Cwiczenie 6. Oblicz: a) sin 150°, b)tg 135°, ¢) cos 120°.

Twierdzenie
Jezeli kat o jest katem ostrym, to:

sin(90°+a)=cosa  cos(90°+ o} =—sina tg(9[}°+a)=—ti
go
Z (zalolenie): T (feza):
o — kat ostry. sin(90°+ o }=cosar, cos(90°+a)=—sina,

tg(90°+ o )= —tg%.
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Dowod:

W ukladzie wspohizednych zaznaczamy kat o
1kat 90°+¢r.

Na koficowych ramionach tych katow zaznaczamy
punkty 4 i B takie, ze |04|=|0B|=~.

Zauwazamy, 7e trojkaty prostokatne OCA i ODB
sq przystajace, wiec |OD|=|0C| i [BD|=|AC|.

Zatem xp=-y, 1y, =x,czyli B:(—yA, xA).
Z, definicji funkcji trygonometrycznych kata skierowanego:

o sin(90°+a)}=2% i cosa=74 omz y,=x,, wiec sin(90°+a )= "4 =cosa.

¥ ¥ ¥
C.a.1L,
a _.x_B o _y_A y : ks . e o
o cos(90°+a}=" i sine==4 oraz x,=-y,, wiec cos(90°+a}= =—sina.
F ¥ ¥
C.ALIL,
A =
. tg(9(}°+a):y—3 i tgo =24 oraz { =0 wiec Ypo X4 g0
% 2% X =" X5 Y X,
1
tg(90°+ ot )=——. C.1LIL.
g( I
, A
Cwiczenie 7. Uzasadnij, Ze jesli o jest katem ostrym, to:
a) sin(90°—a)=cosa, b) cos(90°—a}=sing, 90° — or
a
1
c) tg(90°-a)=——. &
( ) tgor O .,xp

Odpowiedzi do éwiczen
1. a) b) M, ) F d)
g y s 4 v B
ey

Wekazdwia, dy tg B ztgLa albo tg%:ctga :

5 12 15 8 15 1 3

2.a) sincx:E, cotr =—, tgor=—, b) sitex=— cosr=——, tger=—"—_ ) siney ==, cosex =———,
13 13 % 17 17 8 2 2

ga=—22_ 3. a)tak, b)tak, c)tak 6. a) % b) -1, ¢ —%.
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Zadania utrwalajgce

2.1. Punkt P nalezy do koficowego ramienia kata <. Oblicz wartosci funkcji trygonome-
trycznych tego kata, gdy:

a) P=(-3,4), by P=(2,3), ¢) P=(-12)
dy P=(8,15}, e) P=(-512} f) Pz[—ﬁ,%}
2.2. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) cos(0°—sin 07, b) sin90° + cos90°, ¢) tgl80°—1g0”,
tg 180° —sin 90° sin® 90°+ cos® 90°

d) sm90°-{cos(° —coslB80°) e . :
) ( } ) coslB0° cosZ180° + sin’ 180°

2.3. Narysuj koficowe ramie kata o1 zaznacz ten kat, wiedzac, ze:

a) tgo =3 b) tg o =-15, C) cos.ﬂ::%,
: : 3
d) cosa=-0,6 e) sina =0,8, ) sino =5

2.4. Skorzysta) z wzorow redukcyjnych 1 podaj wartos¢ wyrazema;
a) sin 1357, b) cos 150°, c)tg 120°,
d) sin 100°, e) cos 160°, fytg 110°.

2.5. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) 2-s5in 150°—4-cos120°, b} 5-tgl120°-tg150°,
c) sin 45°+ sin 90°+sin 135°+sin 180°,  d) sin® 45°+ cos” 135°,

tg150° — cos 150°
sin 120°- cos 120°

e) tgl35°—2-1g45°,

2.6. DoprowadZ do najprostszej postaci wyrazenie:
sin (180°—ar}- cos (180°— ) tg(180°—a)—tgor

a) : b)
Sin & - cos o tgo
c) tg (180 .—o:}-cos (180 —o:}’ d) sin® (180° - o )+ cos” (180°—a ).
sin (180°— o)
2.7. Podaj miare kata «, gdy:
a) tga =1, b) tgo =—1, C) tgcx:ﬁ,
3 V3

d) tga:—-\@, e) tgar = 3 1§ tga:—?.
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2.8. Podaj miare kata o, gdy:
a) cosa:—g, b) cc»so::—l, C) sino::—z.
2 2 2
2.9. Uzasadmyj, ze jesh kat «jest katem ostrym, to:

sin (90°+er) 1 cos(90°+a)_
sin (90° —er ) . cos(90°—a ) a

sin(180°— )
sin(90°+ ¢ }

a) I =tgo.

Przyktady zastosowan funkgji trygonometrycznych
katow od 0° do 180°

Funkcje trygonometryczne wykorzystywane sa w wielu dziedzinach wiedzy, aich znajomosc
jest niezbedna takze do wykonywamia niekiorych zawodow, np. zawodu geodety, architekia,
astronoma, cZy nawigatora. Pokazemy przyklady ich zastosowan.

Twierdzenie

Pole trojkata jest rowne polowie iloczynu dhugosci C

dwoch jego bokow i sinusa kata zawartego miedzy /b@“\

fvmi . L A B
ymi bokami P, ,p- = Eabsm;r : c

7 (zalotenie). |CA|=b, [CB|=a, |4 BCA|=y, | T(teza): Pope = %ab siny.
|BD|=h — wysokosé trojkata.

Dowod B |
|
a/p |
oL A |
D |
“«—bh—» |
W trojkacie prostokatnym CDB:

|
E:sim/, gdzie y—kat ostry. | E:3111(18(39—;»/), skad E:siﬁy,
£ td i)

: gdzie y —kat rozwarty.

Niezaleznie od tego, czy kat y jest ostry, czy rozwarty, mamy siny = E skad i=a-siny.
@

Pomewaz P, - = %h-b 1 h=a-simy, wiec P p- = %absimf. C.. 1.
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Cwiczenie 8. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole tréjkata 4BC.
1) b) €

r Przyktad 5. Najdluzsza przekatna oémiokata foremmego ma dhugosé réwna 2042 Oblicz
pole tego osmiokata.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.
|
Dane: |AE|= 204/2. | Oblicgyé: Pyprppre

|AE| = 2032, wige \AS|:|BS|:%-\AE, czyli
| 45| =|BS| =102.

1
Wielokat ABCDEFGH jest osmiokatem foremnym, wiec y = Iy 360° czyli y =45°.

Dns :%-\AS\-|BS|-Sin 45°, skad P, ;o :%-10& 102 % czyli

Pyips =502, Zatem Ppoppmes =8- 5042 = 40042

Odp.: 4004/2. J

Cwiczenie 9. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole wielokata wy-
rézmonego kolorem niebieskim.

W klasie pierwszej oméwilismy funkcje liniowa f (x}=ax+ b i przyjelismy bez dowodu,
Ze je] wykresem jest prosta o rOwnamu y=ax+b, gdzie ac R 1 b R.

Zanim udowodnimy ten fakt, zdefimujemy kat nachylema prostej do osi x.



Przyiiady zastosowan funkcii trygonometrycznych katow od 0° do 180° al

Przypomnijmy

o Wykresem funkcji liniowej f(x}=ax+b, gdzie xe R, ac R i be R, jest prosta
o rownaniu y = ax +b.

o Wykresem funkcji 7 (x)=ax jest prosta

o rownaniu y=ax, gdzie xe R i ac R. o YA “&mg
W e
e DProsta prostopadta do osi x ma rownanie x = < G
gdzie m< R, 1nie jest ona wykresem funkcji. a cx
s o 0 T
o Wykresem funkeji liniowej f(x}=ax+5 \ %

jest prosta o rownanu y =ax+ b,
ktora jest réwnolegta do prostej o rownaniu y = ax.

Definicja

Katem nachylenia prostej do osi x nazywamy kat migdzy osig x a dang prosta,
ktorego ramie poczatkowe zawarte jest w osi x 1 ma zwrot tej osi, a ramie kofncowe
zawarte jest w tej prostej 1 lezy nie nizej niz os x.

b=0 b0

ot =9
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Twierdzenie
Wykresem funkcji f(x)=ax, gdzie ac R, jest prosta przechodzaca przez po-
czatek uktadu wspohzednych 1 nachylona do osi x pod takim katem «, ze tgo = a.

Z (zalolenie):
o Wykresem funkeji f(x}= ax jest zbidr
punktéw o wspdhrzednych (x, ax ).
e [ —prosta przechodzaca pizez poczatek

T (teza):

1° Kazdy punkt o wspdlrzednych (x, ax)
nalezy do prostej /.

2° Kazdy punkt prostej / nalezy do zbioru

uktadu wspohrzednych i nachylona do punktéw o wspdhrzednych (x, ax .

o8l x pod katem « takim, Zze tga = a.

Doweéd.

Zauwazamy, Zze punkt (0, 0} nalezy do prostej / oraz nalezy ~ p_ (50, 2) I VA

do wykresu funkcji £, bo 0=a-0.

1° Jezeli dowolny punkt P=(x,, ¥, ) gdy x, =0, nalezy r=fu h
do wykresu funkcji £; to z zalozenia P = (xp, axp } 0 =
1 « jest katemn nachylema prostej] OF do osi x. \\%

Z definicji tangensa kata «, gdy 0° <o <90° lub 90° <o <1807, otrzymujemy

ax
tgor =——=aqa.
Xp

Zatem kazdy punkt o wspdlrzednych ( x, ax} nalezy do prostej /.

2° Jezeli dowolny punkt P=(x, yp ) gdy xp = 0, nalezy do prostej / to tgo = a

tgo = YP 7 zatozenia tg o = a, wige e _ a, skad y, =a-xp.

Xp Xp
Zatem kazdy punkt P nalezacy do prostej / nalezy rowniez do wykresu funkcji £
czyli do zbioru punktéw o wspdlizednych (x, ax ). ckd.

Uwaga

Wykres funkeji liniowej £ (x}= ax (prosta o réwnamniu y = ax) jest nachylony do osi x
pod katem:

e ostrym, gdy a >0, s rozwartym, gdy a < 0.

Cwiczenie 10, Podaj miare kata, pod jakim wykres funkeji liniowej fjest nachylony do

osix, gdy: a) f(x}=x b) f(x})=—x ©) f(x}z—gx
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rPrzyklad 8. Wykres funkcji liniowej ftworzy z osigx kat 120°. Napisz wzortej funkeji,

wiedzac, ze do jej wykresu nalezy punkt 4=(-2,1}.

Rozwiazanie

Wykresem funkcji fjest prosta o rownamu y = ax+ b.

Obliczamy wspolczynnik a.
a=1g120°=1g(180° - 60°}= ¢ =tge, gdy a=120°
— —tg60°= —f3.

Obliczamy wspdlczynnik b.
1=—‘\/?_!'(—2)+b Punkt A=( 2,1} nalezy do
1:2\54_5 wykresu funkcji fiezyli y,=a-x,+5.
b=1-243.

Zatem f(x)=—3x+1-23. J

Cwiczenie 11. Napisz wzér funkeji liniowej £, do ktérej wykresu nalezy punkt A4, jesli
wykres tentworzy z osigx kat &, gdy: a) 4=(1,1} o =135° b) A= (-\@, 6], o = 60°.

Odp owiedzi do ¢wiczen

8. a) 15%, b) %Jﬁ, A8 9.4) 2443, b) ok 5944, <)ok 21,8532, 10.2)45° b)135°, ¢) 150°.

11.2) y=—x+2, b) p=+f3x+3.

Zadania utrwalajgce

2.10. Oblicz pole trojkata, gdy dwa jego boki maja dhugogei 12 ecm 1 16 cm, a kat miedzy
nimi zawarty ma miare:

a) 30°, b) 45°, c) 60°, d) 80°, e) 120°, f) 150°.
2.11. Oblicz pole rownolegtoboku ABCD, gdy: D C

a) a=6, b=10, o =30°, b) a=10, b=4, B=135° b

¢) a=b=300, §=150° A= B

2.12. Uzasadnij, ze pole P rownolegloboku o bokach a, b1 kacie ostrym o okreslone jest
D | wzorem P =absina.

{:
F
2.13. Uzasadnij, ze pola trojkatow ABC'i DEF @ ; o T
D[ przedstawionych na rysunkach sa réwne. ‘ D A E
A B
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2.14. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole wielokata wyrdznionego
kolorem niebieskim.
D c

DRV 9 —
D C
& g 6
30

10

2.15. Geodeta chcac obliczy¢ powierzchnie

terenu, podzielil go na trzy trojkaty. Wy-
niki niezbgdnych pomiardw nanidst na
rysunek. Uwzglednij te dane i oblicz po-
wierzchnie tego terenu. Wyniki podaj
Z doktadnosécia do jednego hekiara.

2.16. Do wykresu funkcji liniowej fnalezy poczatek uktadu wspohlrzednych. Napisz wzor
funkcji £, wiedzac, ze je] wykres tworzy z osia x kat:
a) 30°, b) 120°, c) 45°, d) 135°, B). 1507,

2.17. Oblicz tangens kata o, jaki prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspohrzednych
1 punkt P tworzy Z osia x, gdy:
a) P=(2,8), b) P=(-3,6), ) P=(4,2) d) P=(-13).

2.18. Napisz wzor prostej, do ktdrej nalezy punkt A = (-2, 4} i ktéra tworzy z osia x kat:
a)30°,  Db)45° ¢) 60°, d)120°,  ¢) 135 f) 150°.

2.19. Wykres funkcji liniowej ftworzy z osig x kat « 1 do jej wykresu nalezy punkt 4.
Napisz wzor funkeji £ gdy:
a) A=(2,1}i a=60°  b) A=(-L4}ia=120°, ¢) A=(-3,9}1i a=135"

2.20. Do wykresu funkcji liniowej fnalezy punkt 4. Oblicz miare kata nachylenia wykresu
funkcji £do osi x, gdy:

a) f(x)=(3-2m)x+61 A=(-2,8), b) f(x)=(m-B)x+3i 4=(+3,0)

2.21. Oblicz wartosci parametru m, dla kiorych wykres funkceji limiowej fjest nachylony
do osi x pod katem c, gdy:
a) f(x)=mx+310°<a<45° b) f(x)=-mx+2130°<a <60°,
¢) f(x)=(2m-3}x+11120° < £150°, @) f(x}=—mx—m 1 150°<a <180



Zestaw powlbrkowy ab

Zestaw powtorkowy

. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Wartogcig wyrazenia tg135° —cos135° jest liczba:

NZ+2 N2-2 242

A. - . B- s C' 0: D'
2 2 2

. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Jezell o =150°, to:

; 1 :
A tga < cosa, B. smo =- , C.sina—tga>1, D.cosa—tga >0
Coso
. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowieds L5
sposrod podanych.
i : 16
Pole trojkata 4 BC przedstawionego na rysunku @
jest rowne: A £ B
A5, B. 15, C. 1543, D. 30.

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Wykres funkcji liniowej okreslonej wzorem f (x}=—3x tworzy z osigx kat,
ktorego miara jest rowna:
A.60°, B.lZ0x i 1357, D. 150°.

. W ukladzie wspohrzednych umieszczono kat «, kidrego cosa = —%.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Do ramienia koficowego kata o nalezy punkt P o wspohzednych:
A. (-3,4), B. (3,-4) C. (—3,4’?], D. (3,—ﬁ].

1\/37)

. Do konicowego ramiema kata a:nalezy punkt P = [——, — |

Czy prawda jest, ze o =120°?
Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.

1

1 .
T | Tak, A. | sing=- — 1 Si_anOo:—E.

poniewaz

N | Nie, B. tg o = % : [—%J — —-JE;T i tg 120° = —-J?:_

l:1
2




3. Prosta na plaszczyznie kartezjanskiej
| interpretacja geometryczna ukiadu
rownan liniowych

Ciekawostka

René Descartes znany w Polsce jako Kartezjusz (1596—1650) byl pionierem
nowoczesne] matematyki. Po raz pierwszy wprowadzil pojecie wspohzednych
prostokatnych nazywanych dzis wspdlizednymi kartezjanskimi oraz pojecia
zrmennej 1 funkceji. Ponadto wprowadzit znaki ,,+” 1,,— dla oznaczenia liczb
dodatnich 1 yjemnych oraz ,, «” dla oznaczema wielkosgci meskoriczeme duze;j,
a takze potegi dla oznaczenia iloczynu o réwnych czynnikach, np. x-x= x".

Odlegtosé dwoch punktow na ptaszezyznie kartezjanskiej

Przypomnijmy
Dlugosci odcinkow réwnolegtych do osi ukltadu

Odcinek A3 rownolegly do osi x Odcinek A5 réwnolegly do osi ¥

|
s |
y* Yai= Vg

|
A 4 B |AB|—|xB—xA| |
| i b |

1 |
| :0 l | ;_» |AB|—|xA—xB| |
Xy X |
|

Jezeli =) § B=A(%5: )
to odleglos¢ punktow 41 B (dlugosé
odcinka 4 B) okreslona jest wzorem

L g
R oy il N
Xz Xy X
X
Cwiczenie 1. Narysunku odcinek 438 jest podstawa tréjkata & IT
rownoramiennego ABC o polu 18. Oblicz wspdlrzedne 7] Y »
wierzchotka C. 7l J[ *
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Cwiczenie 2. Oblicz dlugosé odcinka o konicach A 1 B, gdy:

a) A=(-L,-1)i B=(-35), b)A=(7,4)}iB=(-1-4),

¢) A=(2,-5)i B=(6,-3}, d) A=(5,a) B=(-3,a}

r Przyktad 1. Sprawdz, czy trojkat ABC przedstawiony na ry-
sunku jest prostokatny.
Rozwiazanie
Z rysunku odczytujemy wspolize dne wierzchotkow:
A=(-2,-1}, B=(6,-3}i C=(0,2}.
Obliczamy kwadraty dlugosci bokow trojkata ABC.
[AB] = (64+2) +(-3+1) =64+4=68
|ACF =(0+2Y +(2+1) =4+9=13
1BCf =(0-6)° +(2+3)" =36+25=61.

VA
2

4

Korzystamy z twierdzema odwrotnego do twierdzema Pitagorasa.

Sprawdzamy, czy |AB| =|4C[ +|BC[".
L=68 P=13+61
68 # 74
L#P.
Odp.: Trojkat ABC nie jest trojkatem prostokatnym.

Crcinek AEB jest
najdiZszym bakiem
trojiagta ABC.

Cwiczenie 3. Sprawd?, czy trojkat ABC jest prostokatny, gdy:

a) A=(2,1}, B=(L5}), C=(-7,3}, b) A=(5,0}, B=(18), C=(-5,2}.

- Odpowiedzi do éwiczen

1. q:[—m, %] (32:[10,%} 2.9) 2410, b) &2, 0 245, as 3. a)Tak, b)nie

Zadania utrwalajgce

3.1. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku

i uzasadnij, ze |AB|=\/(JCB—JCA}2+(}’B—M)2- y, $
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3.2. Odczyta) z rysunku odpowiednie dane i oblicz pole przedstawionego wielokata.

a) - b) C) YA
| cl ||
C B D T
: :\1“ : / kl\
NP * RN
A

3.3. Oblicz obwdod czworokata ABCD, gdy:
a) A=(4,2), B=(6,2), C=(8,5), D=(6,5),
by A=(-2,3), B=(2,5}, C=(0,9), D=(-4,5),
¢) A=(-11}, B=(-3,-4), C=(2,-2}, D=(4,3}.

3.4. Sprawdz, czy trojkat ABC jest prostokatny, gdy:
a) A=(7,-1), B=(3,2), C=(-3,-1), by A=(3,0}, B=(9,2}, C=(7.4),
¢y A=(5,0), B=(L8), C=(-5,5).

3.5. Sprawd?, czy tréjkat ABC jest podobny do tréjkata MPN, gdy: A=(1,0}, B=(3,3},
C=(-14LM=(3,-2), P=(-5-4), N=(-L6).

3.6. Punkty: 4=(0,-3) B=(0,3} C=(2,4), D=(2, —4) saodpowiednio wierzchotkami
RI_ trojkatow ABC 1 ABD. Uzasadmy, ze trojkaty ABC 1 ABD sa przystajace.

3.7. Sprawdz, czy czworokat ABCD jest rombem, gdy:
a) A=(-13), B=(2,1}, C=(53}, D=(2,5),
by A=(-4,-2), B=(2,0), C=(0,4), D=(-6,2}.

3.8. Oblicz dlugos¢ przekatnej BD czworokata ABCD, gdy A=(-1-1}, B=(1,0},
@={2/3} 1.D=10,2},

3.9. Punkty 4= (—3, J&T] B={0,0), 6= (2@, 6] sg kolejnymi wierzchotkami czworokata
ABCD. Uzasadnij, zejesli D= (Z\E ~3,43+ 6], to czworokat A BCDjest prostokatem.

3.10. Odcinki AB 1 CD s3 podstawami réwnoramiennego trapezu ABCD, ktory nie jest
rownoleglobokiem. Podaj wspdhzedne wierzcholka D tego trapezu, gdy:

ayA={(2,7% B=421}.C=(5,2); by A=(-2,3}, B=(6,3), C=(4,1}
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Rownanie prostej w postaci ogolnej

Niektore figury plaskie opisuje sig¢ zaleznosciami miedzy wspohrzednymi x 1 y punkiow
nalezacych do tych figur w postaci réwnan, nierdéwnosci lub ukladéw réwnan 1 ulkdadow
nierownosci. Taki opis figury nazywa sie opisem analityczmym, a dziat geometrii, w kiorym

stosuje sie te metody, nazywa si¢ geometria analityczna.

W geometrii analitycznej np.:

e punkt okresla sie za pomoca pary liczb,
e prosta okresla si¢ za pomocg rownama liniowego z dwiema niewiadomymi.

Réwnanie Ax+By+C=0, gdzie 4°+B°>01i AcR, Be R, C € R, nazywamy
rownaniem ogolnym proste].

Liczby A, B, C nazywamy wspolczynmnikami liczbowymi tego rownamia.

Réwnanie 4x+ By+ C =0 okresla zwiazek miedzy wspohzednymi x oraz y punktéw
nalezacych do tej prostej.

Cwiczenie 4. Punkty A, B, C, D, E i F zaznaczono kolejno na plaszczyZnie kartezjar-
skie] wedlug pewnej reguty okreslajace) zaleznosc pomiedzy wspohzednymi x1 y tych
punktow. Odkry) te regule 1 zapisz w postacl 4x+ By+C =0.

4 ] - 4
'F
1+ B 1 + -E
} +— 3 Cho 14 D
0] 1 x SRR » AN U S Caly
— b5 & Ee 0] A } -
ABQDEF F» " B 0 1 ¥

r—Przykiad 2. Sprawd?, czy punkty Mi K, gdzie M =(1,3}i K = (1—«/5, 1+ 2\5) naleza
do prostej { o rownaniu 2x+ y—3= (.

Rozwiazanie

Punkt nalezy do proste; /, jezeli jego wspdhrzedne spelniaja rownanie tej prostej.
Z2x+y-3=0.
T }"; L — lewa strona rownania,

Sprawdzamy, czy punkt Af =(1, 3} nalezy do prostej /.

L=2.143-3=2, P=0, wiec L#P. Zatem M ¢/.
Sprawdzamy, czy punkt K = (1—\5, 1+2~J’E] nalezy do prostej /.

L=2-(1-+2}+(1+242}-3=0, P=0, wigc L=P. Zatem K€l

P —prawa strona rownaniia.

g€ —hie naleZy
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Uwaga
e Punkty, ktore naleza do jednej prostej, nazywamy wspolliniowymi.
e Kazde dwa rozne punkty sa wspolliniowe.

Cwiczenie 5. Napisz réwnanie prostej / w postaci ogdlnej Ax—+ By +C =0, gdy:
ay A=-1 B=4 C=2, bY.4=3 B==12 C==6
Sprawd#, czy punkty K i L, gdzie K =(1000,250} i L=(2, 0}, naleza do prostej /.

( Przyktad 3. Wykaz, ze rtéGwnania 1 x-26y+11=01 2 0.2x-52y+22=0
Opisujg te samg prosta.
Rozwiazanie
Zauwazamy, Ze jesli obie strony rownania 2 pomnozymy przez 5, to otrzymamy
rownanie 1 .
0 2x~5,2y+2,2=0 /-5
x—26y+11=0.
Odp.: Rownania 1 1 2 opisyjg te sama prosta.

Cwiczenie 6. Uzasadnij, ze rtéwnania 1 2x-3y+1=0 i 2 —8x+12y=4
opisuja te sama prosta.
Uwaga
Dwa rownania Ax+ By+C =01 A x+B,y+C, =0 opisuja te¢ sama prosta
: A B C : :
wtedy 1 tylko wtedy, gdy —=—=— czyligdy A=%k-4, B=k-B 1 C=£k-C,
Al ‘Bl Cl
gdzie k # 0.

Cwiczenie 7. Uzasadnij, ze réwnania
1 3x-12y+21=0, 2 2x—-8y+14=01 3 35x-20y+35=0
opisuja te sama prosta.

Cwiczenie 8. Uzasadnij, ze jesli A= 0 i B =0 to do prostej o rtéwnaniu

Ax+ By + C =0 nalezg punkty Pl:[(},—%] 15 :[—%,GJ.
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(Przykiad 4, Narysuj prosta / okreslong rownaniem ogdlnym:
a) 2x+y—4=0, b) 2Zx+6=10 c) v—2=0
Rozwiazanie
Aby narysowac prosta / o rownaniu ogolnym Ax + By + C =0, wystarczy zna¢ wspol-
rzedne dwoch punktow nalezacych na niej.

YA
a) 2x+y—4=0,gdzie 4A=2 B=1 C=-4. 2l g |0 BB \
Jezeli A=0 1 B #0, to wyznaczamy yl4|0 N 4 4
wspohizedne punktow 2%+ J—B=0
F{:[O,—Ej 1 Pz:[—g,(}} czyli punk- : 5 »
B A [ o 12\ [ *
tow przeciecia sie proste] z osiami uktadu. | | !
. YA
b) 2x+6=0 gdzie A=2 B=0, C=6 x |33 _
r
Jezeli A= 0 1 B =0 to do prostej naleza y|0]2 : 1
2
€ : 2
punkty P = [_E y], gdzie ye R. - -3 401 %
Punkty nalezace do prostej / L1 T2x+ 6=0
tonp. £ = (_3’ 2} 1 5= (_3’ U}' prosta { prostopadia do osi x
&) y—2=0 gdzie A—=0, B=1 C=—2 )
Jezeli A=01 8B =0, to do proste] nalez x|21]0
8 proste) q y-2=0|p P,
punkty P= [x = E] gdzie x < R. y|2]|2 "
) >
Punkty nalezace do prostej / 401 x
tonp. £=(0,2)1i B =(2,2).

prosta { rownolegia do osi x J

Cwiczenie 9. Narysuj prosta okreslona réwnaniem:
a) x+y—2=0 by y—4x=0 ¢) y+5=0, d) 2x+4=0.

Cwiczenie 10. Sposrod réwnan prostych oznaczonychod 1 do 10 wskaz proste
rownolegle: a) do osi x, b) do os1 y.

1 x=-100, 2 y=-20, I x+2=y, 4 y-1=ux, 5 x+3=0
. 1=x 7 v+3=3 g8 x-1=-1, 9 x+y=0, 10 y—x=1
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Uwaga
Réwnamnia osi ukladu wspohrzednych:

o rdwnanie osi x VA | e rownanie osi y YA
|
¥ 4 : 5% i
$—i >
0 1 E | of 1 x
|
Odpowiedzi do éwiczen
4. Wazystlzie punldy majg: a) te samg rzedng rowna —2, ceyll y=-2 1 xe R zatern O-x+p+2=0,
b) te sang odeiety rowng 2, czyll x=-21 ye R, zatermn x+0-p+2=10,
c) rzedng o dwa wiekszg od odeiete), czvll y=x+2, zatem x—yp+2=0
5 —x+4y+2=0, Kel, Lel, b) 3x-12y—6=0, Kel, Lel  10.2)(2), (7, b)Y (1}, (3, (&), ()
. . yA
Zadania utrwalajgce F
o
3.11. W prostokgtnym ukladzie wspolizednych zaznaczono L
punkiv A, B, C, D, E, F, G, H. Wspdhzedne kidrych 1 . 1€ -
punktéw spelniaja rownanie x —y =32 0} 1 x
H B G
3.12. SprawdZ, czy punkty 4, B, C, takie ze 4=(0,3}), fA

B=(2,6) C= [—%, 1} naleza do prostej ! okreslonej réwnaniem 2x—y+2=0.

3.13. Narysuj prosta o réwnaniu:
a) x—y+1=0, b) 3x+9=0, c) 4y—2=0,
d) Zx+y-3=0, e) y=2 Diw=—1.

3.14. Kolejne wierzcholki 4 i B kwadratu ABCD nalezg do prostej o rownaniu y—4=0.
Napisz rownanie proste) CD, gdy:
a) C=(4,0), b) C=(-4,-4), c) C=(8,8}).

3.15. Sposrod réwnan prostych oznaczonych cyframi od 1 do 8 wskaz proste
prostopadle:
a) do osi x, b) do osi y.
=1y, 2 x—4=0, 3 y+\5:0, 4 x+y=0,

5 x+2=y, 6 y-2=n=x 7 v+1=2, 8 +—10=+2.
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3.16. Podaj trzy pary liczb spelniajacych rownanie:
a) y=3, b) x=-2, c) y=2Xx, d) x+y=0.

3.17. Podaj dwie pary liczb, ktdre spelmajg rownanie —x+ 2y —1= 0 oraz pare liczb, ktora
nie spelma tego rownania.

3.18. Okresl, dlajakich wartosci parametru mpunkt P =(1, —1} nalezy do prostej o réwnaniu
m’x + my — 20 = 0. Dla wyznaczonych wartosci m narysuj te prosta.

3.19. Uzasadnij, ze punkt P=(m, 2m} nalezy do prostej o réwnamniu 2x —3y +4m = 0.

D[

3.20. Uzasadnij, ze réwnamnia x+2y-3=0 i (m—2}x+(m—1}y=m opisuja te samg
Dl prosta, gdy m=3.

Rownanie prostej w postaci kierunkowej

Przypomnijmy

r . ; : VA a=tgo

Wykresem funkcji liniowe) okreslone;j y= f(x)
; 4
wzorem f(x}=ax+b jest prosta
o réwnaniu y = ax+ b, nachylona 1_\<fh
do osi x pod katem « takim, ze a=tgao. ol 1 -
&

a —wspolczymnik kierunkowy proste] y =ax+5 ‘*‘%
b — wyraz wolny réwnania proste] y=ax+5b x

( Przyktad 5. Rownanie prostej / podane w postaci ogolnej Ax+ By+ C =0 przedstaw
w postaci kierunkowej y = ax + b. Wyraz wspolczynnik kierunkowy a1 wyraz wolny b

tego rownama w zZaleznosci od wspodltczynmkow 4, B1C.

Rozwiazanie

Przeksztalcamy rownanie Ax+ By+ C =0 do postaci y = ax+b.
C

: ol
e Gdy B=0, to yz—g.x—%, czyli a:_E 1 bz—E.

o Gdy B=01 40, to rownania Ax+ By + C =0 nie da sie przedstawi¢ w postaci
kierunkowej.

Prosta / jest rownolegla do osi y 1 jej rownanie ma posta¢ Ax+C =0, [x = —%] J




64 3. Prosta na pfaszczyznie karfezjanskig) | inferprefacia geomelryczna ukiadu rownan liniowych

Cwiczenie 11, Napisz w postaci kierunkowej (o ile istnieje) réwnanie prostej i podaj jej
wspolczynmk kierunkowy oraz wyraz wolny, gdy:

a) 2x—y-3=10, b) 5v+4=10, C) x—%y:(], d) 2x=6.

Cwiczenie 12, Réwnanie kierunkowe prostej przedstaw w postaci ogélnej, gdy:

a)y:%x—ﬁl, b) y=-3x++2, c)y:%, d) 3x—y=5.

Uwaga

e Kazde rownanie prostej podane w postaci kierunkowej mozna przedstawic takze
W postaci ogolnej.

e Rownanie proste] podane w postaci ogolnej Ax + By + C =0 mozna przedstawic
w postaci kierunkowej tylko wtedy, gdy B = 0.

Jezeli znamy wartos¢ wspolcz ynnika kierunkowego proste) 1 wspohzedne punktu, kiory do
niej nalezy, to mozemy napisa¢ rownanie tej proste] w postaci kierunkowe;.

W tym celu udowodnimy twierdzema.

Uwaga
Prosta o wspolczynniku kierunkowym a przechodzacaprzez punkt 4, gdzie 4= (.x iy )

ma réwnanie y—y, =a(x—x,}.

Uzasadnienie:
y=ax+ b Rownanie kerunkowe prostej
- {yA =ax,+b Punkt A nalezy do proste].
Y-ys=ax—ax,+b-b Ode jmujemy rawnania Stronami.

YR TEM,

Wiigczamy wspoiny czyniik a
przed nawias.

y=yy=a(x—x,)

y:a(x—xA)+yA.
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rPrzykiad 6. Napisz rownanie prostej o wspdlczynniku kierunkowym a, do ktorej nalezy
punkt P, gdy a=31i P=(-1, 4}

Rozwiazanie
I sposob | I sposcb
Korzystamy z wzoru | a=3 wiec y=3x+b.
y=a(x—xp}+yp gdy a=31i P=(-14) | Punkt P nalezy do prostej,
p=3(x+1)+4 | wiec 4=3-(—1}+5,
y=3x+7 : skad b=7.
| Zatem y=3x+7. )

Cwiczenie 13. Napisz réwnanie prostej o wspdtczynniku kierunkowym a, do ktorej
nalezy punkt P, gdy a= —% i P=(L1}

(Przyklad 7. Napisz réwnanie prostej nachylonej do osi x pod katem 150°, do ktérej
nalezy punkt P = (v”g, 1].
Rozwiazanie
Obliczamy wspolczynnik kierunkowy a.
a=1gl50°=1g(180°-30°}=

=—tg30°= —g.

a=tgo

Korzystamy z wzord y=a-(x—xp }+ Vp.
y=- Y (e B)1
3

=
L

Odp.: y :—€x+2

J

Cwiczenie 14, Napisz réwnanie prostej, do ktorej nalezy punkt P = (-2, 4}, inachylonej
do os1 x pod katem: a) 45°, b)120°, ¢) 135°.

Cwiczenie 15. Napisz rdwnanie prostej, do kiérej nalezy punkt P = (0,2}, nachylonej

do osi x pod takim katem «, ze: a) tga=-3, b) cosaz—%.
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Ciekawostka

Prosta moze mie¢ inne réwnanie niz kierunkowe lub ogolne.
Jednym z takich rownan jest rownanie odcinkowe prostej. R 6wnanie to otrzymujemy,
przeksztalcajac réwnanie kierunkowe lub réwnanie ogdlne proste;.

y=ax+b gdzie a-b#0 | Ax+By+C=0, gdzie 4-B-C#0

|
—ax+y=b/:b : Ax+By=-C /:(-C}
A ¥ X h%
—+==1 — =
R e
z | A B
Definicja
Réwnaniem odcinkowym proste] nazywamy rownanie postaci %+ i 1,
it

gdzie k-m=0.

Cwiczenie 16. Narysuj prosta o réwnariu;

a)§+11=1, b) 3x+4y—12=0, c)y:—%aﬁ—z.

Cwiczenie 17. Przedstaw w postaci odcinkowej réwnanie proste;:
a) Zx+5y—-4=0, b)yx-2y=1L

Odpowiedzi do éwiczen

11.a) y=2x-3, a=2, b=-3, b) y:—%, a=0, b:—%, ) y=2x,a=2, b=0,

d) nie istnieje postad kierunkowa

12.2) 2x—3y—12=0, b) 3x+y—~2=0, ¢ 4y—3=0 d) 3x—yp-5=0 13. y=—%x+%
14.8) y=x+6, b) y=—3x+4-23, &) y=—x+2

X ¥ X ¥
15.8) y=-3x+2, b) y=—fx+2  17.2) Z+—2_=1, b) =+ L =1
) ¥ » B # YTt Mgt

Zadania utrwalajgce

3.21. Przedstaw (jeshi to mozliwe) w postaci kierunkowe] rownanie prostej podane w po-
staci ogolne;j:
a) 2x+y—-1=0, b) v+2=0, c) 3x—4y=10, d) Zx+3=0.
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3.22. Przedstaw w postaci ogolnej rownanie kierunkowe proste;:
3 1
a) y:—ZJH—Z, b) y:—x+5, C) y:ﬁ, d) J’Z4_2\E-

3.23. Napisz rownamie proste] o wepolczynniku kierunkowym «, do kiore) nalezy punkt P,
gdy:

a) a=01 P=(L3},

9 a=+21i P=(—2,2},

by a=-11i P=(-1-1},

a) a:—§ i P=(0,3,-0,3),
1

€) a:\EJrliP:(-\E—L—Z], f) a=¥6 i P=(J-36,-6}.
3.24. Podaj miare kata nachylemia prostej do osi x, gdy:
a) y=+3x-4, b)yzg—x, 9 y:—?3x+3,
d) y=—3x+1, e) y=+3-x f) y=(V2-x}3++3.
3.25. Napisz rownanie prostej nachylonej do osix pod katem «, do kiorej nalezy punkt P,
gdy:

a) @=30°% P=(+3,2) b)o=135°, P=(4,-4) ¢ a=0°, P=(-2,3),

d) o =150°, P=(3-J§,—3), e) o =120°, P:{?,JE} D o =60°, P:[?,—l].

3.26. Napisz rownanie proste] nachylonej do os1 x pod katem ¢, do ktorej nalezy punkt A7,

gdy:

3 3.
a) tgar=" iM=(11)}, b) tgar=—7 iM=(-12)
C) sino::% iM=(-24), d) cosa:%iM:(—él,—?»}.

3.27. Prosta o rownaniu y = ax+ 5 mie jest rownolegla do osi x. Prosta ta przecina os y
w punkcie o rzednej:

a) ujemnej 1 przechodzi przez ¢wiartki I, 1111 TV,
b) dodatmiej 1 przechodzi przez ¢wiartka I, IT1 III.
Okresl znak iloczynu a- b.

3.28. Oblicz, dla jakich wartoci parametrn m prosta o réwnaniu y = (|m|—2}x+3 jest

3
nachylona do osi x pod katem «takim, ze sino =——
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Rownanie proste] przechodzacej przez dwa punkty

Przypomnijmy

Aby narysowac prosta, wystarczy znac¢ wspohrzedne dwoch roznych punktow, ktore
do niej naleza. Np. do proste] o rownamu:

y=2x+1naleza : ¥ =—3x nalezg y=—2naleza : x =3 naleza
punkty(x, 2x+1), | punkty (x,—3x), | punkty (x,—2}, | punkty (3, »},
gdzie x= R, | gdzie x € R, gdzie x e R, : gdzie ye R,

np. (0,1)i(1,3), | np. (0, 0)i(l,—3), | np.(0,~2)i(1,~2), |np. (3,—2}i(3,0}

|
|
| |
y : A : YA
| il | 1
| 11 | 11
| | | | |
| o] 1L | ol 11 B »
| e e | ®
| 1 y:_2 | x=3
| |
| |

Jezeli punkty 4=(5,0} i B=(1,8) nalezg do prostej o réwnamniu y= ax+5, to

d=5.g+ 5 a=-2 Punkt A naleZy do prostej AE.
R=1-a+b skad H=10 Funkt B naleZy do prostej AE.

Zatem y=-2x+10.

Cwiczenie 18, Napisz réwnanie prostej 4B w postaci kierunkowej y = ax + b, gdy:
a) A=(L,-2}i B=(3,4), b)A=(-3,11}i B=(-13}.

Uwaga

Jezeli punkty 4={(x,, y,} 1 B=(x;, y5) naleza do prostej, to mozliwe sa przypadki:

1 xA:xBiyAin,: 2 .y, v 3 x 2xpiy,#ys
o : -
sz;m;iiiloﬁa : Réwnanie prostej ma postac kierunkowg y = ax +b.
|
= | =0y : y=ya=alx—x,}
fub | fub | fub
= | Y=Y | y—yB—a(x—xB}
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f Przyktad 8. ProstadB, gdzie A=(x,, y,} i B =(x;, y ) maréwnanie w postaci kierun-
kowe] y=ax+b. WyraZ wspdlczynnik kierunkowy a w zaleznogci od wspdhrzednych
punktow 4 1 B.

Rozwiazanie
Prosta.4 8 ma réwnanie w postaci kierunkowej y =ax+ 5, wiec x, # x;.
ya=ax,+b Punkt A nalezy do prostej AB.
_{yB =axy +b Punit B halezy do prostej AB.
Vy— Vg =0X,—QXp Cde jmujemy rownania witadu stronami.
T R
alxg—x}=y5—1g /1 (x5—2x4) oty
g_B Y4
Xp—X,4 J

Cwiczenie 19. Oblicz wspdtczymnik kierunkowy @ prostej AB, gdy:
a) A=(—4,-1}i B=(6,-3} b) A=(-51}i B=(-2,-4}

Uwaga
Jezeli prostadB, gdzie 4=(x,, y,}1 B =(xp. 5} mardéwnanie w postaci kierunkowej
¥ =ax+ b, to wspolczynnik kierunkowy a okreglony jest wzorem a = Ia—Jd too.
kg kg
( Przyktad 9. Napisz réwnanie prostej A8, gdy A=(-7,2}1 B=(-4,8)}.
Rozwiazanie
Zauwazamy, Ze x, # Xy, wiec prosta 48 ma réwnanie w postaci kierunkowej.
X2 6 ) Obliczamy wspdtczynnik kerun-
=——— —=— cZyh a=2 v,y
—4-(-7) 3 kowy z wzort a=22 <4
X X
Korzystamy z jednego z réwnan wynikajacych z tego, ze: v
punkt 4 nalezy do proste; lub punkt B nalezy do prostej.
J”_J"A:a(x_xA} | J"_J"B:a(x_xs)
y-2=2(x+7) | y-8=2(x+4)
=2x+16. =2x+16.

Cwiczenie 20. Napisz rownanie prostej AB, gdy:
a) A=(3,-2) i B=(5,6), b) A=(-2,4)i B=(2,-6).
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Uwaga
Réwnanie prostej A8, gdy A=(x,,y,}, B=(xz, y5}

i x, # x5, ma postac y:M(x—

Xp— Xy

Cwiczenie 21, Wykaz, ze rownanie prostej 4B, gdzie A={x,, y,}i B=(x;, y;) oraz

X, # Xg, MOZNA Zapisa¢ w postaci (y—yA)(xB —xA)—(yB —yA)(x—xA): 0.

rPrzykiad 10. Napisz réwnanie prostej AB, gdy A=(-2,1} i B=(-3,5} w postaci:
a) ogdlnej,  b) kierunkowe;j.
Rozwiazanie
a) Stosujemy wzor (y -y, Jxs —x, ) — (¥ — v, J(x—x,} =0, gdzie:
Xep= =B Y=l X =31 Jo=15.
(y—1)(-3+2)—(5-1}(x+2}=0
(1) (1) 4 (x+2) =0
—p+1-4x—-8=0
—y—4x—7=0. Zatem 4x+y+7 =0 postac ogolna

y=—4{x+2}+1
Zatem y=—4x—7.

b) I sposob | I sposob
Stosujemy wzor | Rozwiazujemy uktad réwnan
yZyB_yA(I—JCA}'FyA : y=ax,+b
Xp — Ay | yB:axB—Fb .
5-1
= x+2}+1 —2a+b= =—4
P~ e p | ¢ ,skad 197
| —3a+b=>5 =7
|
|

v=—4x—-"7 posta kderunkowa

Cwiczenie 22, Odczytaj z rysunku odpowiednie dane i napisz réwnanie prostej 43.
a) A b) y A C) yA
Pl

/ o] 1 |

ek
-+ l::lh
1 ixt

an
¥

B
>
x

A
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A
Cwiczenie 23. Odczytaj z rysunku odpowiednie dane i napisz 1 A
rownania prostych zawierajacych boki trojkata ABC. | e | | B}
0] 1 %
Ciekawostka
Nachylenie stokow gor, wzniesien, schoddw, dachow itp. czesto
podaje sie w procentach. Na znakach drogowych informacja,
ze nachylemnie stoku jest rowne 20% oznacza, ze stok tworzy ‘
Z poziomem taki kat o, ze tga =0, 2.
Cwiczenie 24. Przerysuj tabele do zeszytu i uzupehnij ja.
Nachylenie stoku 10% | 20% | 30% [ 40% | 50% [ 75% | 100%

Miara kata nachylenia stoku 11:5*

Cwiczenie 25. Naszlaku turystycznym geodeta zmierzyl (przyrzadem zwanym teodoli-
tem) nachylenie zbocza gory od jej podndzai wywiesil informacie, Ze nachylenie stoku
jest rowne 40%. Wiedzac, ze odleglos¢ w linii proste] od podndza gory na jej szczyt jest
rowna 1,5 km, oblicz wysokos¢ gory. Wynik podaj w kilometrach.

Odpowiedzi do éwiczen
18.a) y=3x-5b) y=—4x-1 19. a) —%, b) —g. 20.a) y=4x-14, b) yz_%x_l'
22.a) y=x+2,b) y=1 ¢ x=4 23. AB: y=1, BC: y=—2x+411 A y=§x+%. 25, Oloto 0,5 km

Zadania utrwalajace

3.29. Oblicz wspolczynnik kierunkowy prostej AB (jezeli istnieje), gdy:
a) A=(0,0} i B=(-1,2), b) A=(-4,-2}i B=(1,-12},
) A=(-10})1 B=(3,-4)}, d) 4=(-800,0}1 B=(-0,0},
) A=(-2v2,43} i B=(v2,-2¥3}, 1 A=(12,300}i B=(12,-300).

3.30. Sprawd?, czy istnieje wspolczynnik kierunkowy prostej, do ktorej naleza
punkty 4 1 B, gdy:

a) A=(4,-3} i B=(-4,3), b)A:(%,l}iB:[?;l}
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3.31. Napisz rownanie prostej 458, gdy:
a) A=(0,-2) i B=(3,0}, b) A=(3,-5} 1 B=(0,-5),
¢y A=(2,3} i B=(2,-3), d) 4=(0,0} i B=(-4,-8).

3.32. SprawdZ, czy punkty A4, B, C sg wierzcholkami trojkata, gdy:
a) A=(1000,-998}, B=(-1000,1002} i C=(0,0),
b) A=(-50,-104), B=(0,-4}1i C=(120, 236}.

3.33. Oblicz wartos¢ m, dla ktorej punkty A, B 1 C nalezg do tej samej proste, gdy:
a) A=(-1,1} B=(4,5), C=(7,m), by A=(m,0}), B=(-2,-6) C=(2,-3)}.

3.34. Okresl, dlajakich wartosci s prosta / tworzy z osig x kat rozwarty, a dla jakich war-
tosci m kat ostry, gdy rownanie prostej £, to:

m—1

3

a) y=(m—2)x+3 gy liee

X.

x+2y—-3=0, c)y:‘
3.35. Oblicz, dlajakich wartosci parametru & prosta, do ktorej naleza punkty o wspohrzed-

nych (4, o 1] i (2,3), jest nachylona do osi x pod katem ostrym.

Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie kartezjanskiej

Przypomnijmy

Dwie proste na plaszczyZnie moga

by¢ prostymi rownoleglymi przecinac si¢

niepokrywajacymi sig pokrywajacymi sig
- 1=k 4
r i r

N7 —czyiamy
prosta p» nie jest
réwnolegta do proste) »

ml|| n — czytamy
»prosta m jest rownolegla
do prostej #”

Twierdzenie

Proste ki /orownaniachk: y=gx+5 1 I y=a,x+b, sarownolegle wtedy 1 tylko
wiedy, gdy ¢, = a,.
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Udowodnimy twierdzenie proste.
Z (zadotenie). k|1, gdzie k y=ax+b, | T{eza) a=a,
L y=ax+b, |

Proste k1 / 53 tOwnolegle, wiec s3 nachylone do osi x
pod takim samym katem &, gdzie / »

; : k/ 0 V %
g =tgal q =1ga, wWiee g = a,. ckd

Cwiczenie 26. Sformuluj i udowodnij twierdzenie odwrotne.

Uwaga

Dwie proste okreslone rownamiami y=a;x+5 1 y=a,x+5,:

o sarownolegle, gdy ich wspotczynmki kierunkowe sarowne, tzn. @, = 4, , Przy czym
» jezell B # b, , to proste rownolegle nie majg punktow wspolnych,
» jezell & =b,, to proste si¢ pokrywaja,

s przecinaja sie, gdy ich wspdlczynniki kierunkowe sa roine, czyli @, # a, .

vk 1 A b

I /‘ v 2x+4

/ oy T=x+1

1 Il I | L-l"——'-

B aun e e Wi

TN N
1t :

al:aZZELbl;ébz A = d =4a,

Cwiczenie 27. Sposroéd prostych okreslonych réwnaniami od 1 do 8 wskaz pary
prostych rownoleghych.

1 ay=2x-1, 2b4x-6y+3=0, 3¢ y:—gx—\@, 4 d2x—y-1=0,
5k x+2y-1=0, 6 I x+v2y+J6=0, T m y:§x+%, 8 m2x+4y=4.

Cwiczenie 28. Przepisz réwnania do zeszytu i w miejsce [ll wpisz taka liczbe, by proste
okreslone tymi rownaniami byly rownolegle.

a)yzgx—liyz.x—l-l, b)y:.xiy:—gx—ﬁ,

¢) y=2"x—4 1 y=Px+2", d)x-2y+1=01 y=Px+1.
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rPrzyldad 11. Napisz réwnanie prostej &, doktorej nalezy punkt 7, 1 ktora jest rownolegla
do prostej /, gdy:
al 3x+y-5=01P=(2,5), byl y=4iP=(-1-2} olx=21iP=(-41}

Rozwiazanie
a) 3x+y—5= 1} Wi§c y=-3x+5, zatem a= -3 Zrownania prostef [ obliczamy
wspotczyinik a | podstawiamy go
k. y=-3x+0b. do rownania k: y = ax+ k.

Punkt P nalezy do prostej k&, wigc Do prostej k nalezy

5=-3-2+b,8kad b=11 punkt P —(2,5).

Prosta & ma réwnanie y=-3x+11.

by y=4, wiec a=0

} Prosta k jest rownolegla do osi x
ke y=0-x+b, gdaie b=y i nalezy do niej punki P —(-1,-2).

Prosta &k ma rownanie y=-2.

C) x =2, wigc prosta £ ma tylko postac ogolna,
X=xp Prosta k jest rdwnolegla do ozt y
. ] i naledy do nief punkt P —(-4,1).
Prosta &k ma rownanie x+4 = (.

Odp.:a) y=-3x+11, b) y=-2 ¢) x+4=0 J

Cwiczenie 29, Napisz réwnanie prostej &, do ktérej nalezy punkt P i ktéra jest réwno-
legta do proste; /, gdy:

Al y=—x+41iP=(-21}, WL x—y+2=01iP=(1-2},

gl x—2y=01iP=(0,0), dk y+3=01 P=(1000,0}.

Cwiczenie 30, Przepisz réwnania do zeszytuiw miejsce Jll wpisz taka liczbe, by proste
okreslone tymi rownaniami przecinaly sie.

a) y=x+31 y=lx+3, by y=x—-11 x+y-1=0,

) y=2iy=Mx+2, dy y=Bx i x-2y=0.
P
Szczegolnym przypadkiem prostych przecinajacych sie sa proste
prostopadle, czyli takie, ktore przecinaja sie pod katem prostym. ﬂ P
-
p Ly —czvtamy ,prosta p jest prostopadia do proste) #°. 4 5.1
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Twierdzenie

Proste ki / o réwnaniach kierunkowych J"A/

kB y=ax+h 1l y=a,x+5, y=mxth g~ i a5 =l

ga prostopadle wtedy 1 tylko wtedy, = »

ap P Y11y i 5 — 0| ~2Z

gdy &, a,=-1. A
Udowodmmy twierdzenie proste.
Z (zalolenie):. : T (feza):

kll gdaiek: y=ax+b,} y=ax+b. a -a,=-1
Dowéd

=ax+h
Przyjmijmy oznaczenia jak narysunku, gdzie prosta & jest = 2+ b
; y=ax

nachylona do osi x pod katem «, a prosta / pod katem 8. VA T
Proste /1 / sg prostopadle, wiec trojkat ABC jest prosto- C
katny.

|4 ABC|=90°-¢, wiec B=180°-(90°—q}, czyli

B=90°+a. ddle BSOS,
a7 U BRiE
tgor
@ :tga-[—ijz—l. ckd
tgor

Cwiczenie 31. Sformuluj twierdzenie odwrotne i udowodnij je.

Cwiczenie 32. Sprawdz, czy proste ki / sa prostopadle, gdy:

Ak y=2x-3, I x+2y+10=0, Dbk y:%JH—l, L 6x+y-3=0,

1 I
c) k: y:Ex—T, L x-2y+5=0, dyk 3Ix+y+1=0, & yzgx—z.

Cwiczenie 33. Przepisz réwnania do zeszytu i w miejsce JJll wpisz taka liczbe, by proste
okreslone tymi rownamami byly prostopadte.
a) y=-2x+41 y=Mlx+4, by y=x i y=—x-3,

C) y:%x—l 1 y=x+1, d) y=x-41 y=1%x+2.
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r Przyktad 12. Napisz rownanie prostej &, do ktérej nalezy punkt P =(6,2} i ktora jest
prostopadta do prostej o réwnamu y=3x-1.

Rozwiazanie .
y=3x—-1, wiec ¢ =3, zatem agz—g. &-& ——1, wige ﬂf—ai
Do prostej knalezy punkt P = (6, 2}, wiec:
I sposob | 1T sposobd
Piszemy wzor szukanej prostej w postaci kierun- | Korzystamy z wzoru
kowej y = a,x +b, i obliczamy wartosc b,. i il (x 5 )
S TR e )
! |
=——x+h 1
SRl ok | J’—2=—§(I—6}
1
2=——-6+b,,skad b, =4.
3 580 | y—Zz—%x+2

Zatem y:—lx+4. 1
3 | Zatem y=—§x+4.

J

Cwiczenie 34. Napisz réwnanie prostej k, do ktérej nalezy punkt P =(—4, 0} iktdra jest
prostopadta do prostej o rownaniu y=—2x+2 .

Jezeli proste k1 / nie sa rdéwnolegle do osi ukladu wspdlrzednych i okreslone s3 rownaniami
ogolnymi, to ich wzajemne polozenie mozemy zbadac poprzez porownanie stosunkow ich
odpowiednich wspolczynnikdw liczbowych.

4
Jesh k Ax+By+C, =01 A #0 oraz B, =0, ak——ﬁ
- 4
L Ax+B,y+C,=01 A, #0 oraz B, #0, a}_—B_j
to proste ki £
, 4 _4,
» ggrownolegle, gdy —=—%, a,=a
d 21, gdy B, B, =
* mie sg rownolegle, gdy il iﬁ, G *H
B, B
* gg prostopadle, gd i-i:—l. Gy ——1
ap P gdy B, B, P

Cwiczenie 35, Uzasadnij, ze dla prostych k i { podanych powyzej mozna warunek:
a) rownolegloscl zapisac w postaci 4,8, — 4,8, =0,
b) prostopadtosci zapisa¢ w postaci 4,4, + B B, =0.
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r_Przyklad 13. Sprawd?, czy proste ki I sarownolegle czy prostopadie, gdy:
a) k: 6x+8y-19=0, £ 21x+28y+5=0, bk 4x+3y-1=0, [ 12x—-16y+5=0

Rozwiazanie
a) k. 6x+8y—19=0 L 21x+28y+5=0
6 A Z1
8 28
6 21
8 28

Proste k1 { 33 rdwnolegle, czyli k£ ||{.

by & 4x+3y—-1=0

Y
)

L 12x-16y+5=0

Iy
iz

4 12

37 16

Proste &1 / przecinajq sie, czyli A 1.

i.[_Ej_i.(_i
3\ 16) 3\ 4

J--L

Proste &1 / sa prostopadle, czyli £ L[,

Odp.:a) k||, by kLi

Cbliczamy ilorazy i i 4
B B
i porawiijemy je.
n_3
16 4
4 4
Sprawdzamy, czy === 1
5 ¥, 2y 2 B

Cwiczenie 36. Sprawdz, czy proste k i / sa réwnolegle lub prostopadte, gdy:

a) kr 10x—-25y+1=0, I

- —2x+12y-4=0,

by & 5x+2y+4=0, [ 6x-15y—-4=0,

c) k: 12x—18y+9=0, &

—Ax+6y-7=0.

Proste k1 / o réwnaniach kierunkowych y=gx+4 1 y=ax+b sa

rownolegte (k|| 1), edy

przecinajace sie (k' H1), gdy

prostopadle (k 1.1), gdy

=8

.7t

- a, =-1

Proste & 1 { o rownaniach ogélnych 4x+ 53+ C =0 1 Ax+ 8 y+C, =0 sa:

rownolegle (k|| 7), gdy

przecinajace sie (k'H.J), gdy

prostopadle (k L 1), gdy

AB, —A,B =0

AB,—A,B #0

A A +BEB, =0

17
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Uwaga
Jezeli prosta okreslona jest rownaniem Ax+ By+ C = 0, to prosta do niej:

e rownolegla moze mie¢ rownanie Ax+By+C, =10,

» prostopadia moze miec rownanie —Bx+ Ay+C, =0.

r Przyktad 14. Prosta fmaréwnanie 4x —3y+ 2 = 0. Napisz réwnanie prostej /, do ktorej
nalezy punkt P=(-1,3} iktorajest:
a) rtownolegla do prostej &,  b) prostopadta do prostej &.
Rozwiazanie
a) & 4x—-3y+2=10

oy

I dy— 3y + Cl _0. Rownarnie prostej i rawnolegle; do prostef &

Punkt P nalezy do prostej /, wiec 4-(-1}—3-3+C, =0, skad C, =13,
Zatem [ 4x—3y+13=0.

by & 4x-3y+2=0
e

Fownanie proste} prostopadie] do proste}
—(3}x+4y+C, =0

L 3x+4y+C, =10
Punkt P nalezy do prostej /, wiec 3-(—1}+4-3+C, =0, skad C, =-9.
Zatem [ 3x+4y-9=0.

Odp.: a) 4x—3y+13=0, b) 3x+4y—-9=0.

Cwiczenie 37. Prostakmaréwnanie 2x + 5y —1 = 0 . Napisz réwnanie prostej /, do ktorej
nalezy punkt P=(4,-2} i ktérajest:
a) rownolegla do proste) &4,  b) prostopadla do prostej k.

Symetralna odcinka

Przypomnijmy
. : : A
Jezeli punkt § = (xg, ¥} jest srodkiem J’J,; _________ B
odcinka 4B, gdzie A=(x,,y,} 1 B=(xg, y3},to 5 |
§— X +XxXg Vit+Jp xAyS“_! i »
= 2 . 2 . i 0 X Xz X
A7V
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Cwiczenie 38, Podaj wspdlrzedne $rodka odcinka 4B, gdy:

a) A=(-6,2}1 B=(-2,-4), by A=(-1-4}1i B=(34}.
Przypomnijmy
Definicja Ax
Symetralng odcinka nazywamy prostg prostopadia do e
tego odcinka, ktora dzieli go na polowy. A~ ) Slﬁ —B
» Srodek odcinka nalezy do jego symetralnej. b ,f’r

o Jezeli punkt X nalezy do symetralnej odcinka AB, to [4X|=|BX]|. 2T

rPrzykIad 15. Napisz réwnanie symetralnej / odcinka AB, gdy A=(-2,-3}i B=(6,5}.
Rozwiazanie
Réwnanie prostej /mapostaé y — ys = @, (x —x¢ ), gdzie a to wspolezynnik kierunkowy
symetralnej /i punkt .5 jest srodkiem odcinka 45.

Obliczamy wspdhzedne srodka S odcinka 48

S:[—zm? —3+5]:(2,1)_

2 2
Wspdlczynnik kierunkowy a prostej AB to
a:yﬁ_y*q:5+3:1,wif-;c a,=-1  aag--1

Xpg—x, 6+2

Zatem y—1=—(x—2} czyli{ y=-x+3.

Odp.: y=—x+3.

Cwiczenie 39, Napisz réwnanie symetralnej odcinka 48, gdy:

a) A=(2,-4)1i B=(-4.6), by A=(-1-1}i B=(-5-5)

Cwiczenie 40, SprawdZ, czy punkt P nalezy do symetralnej odcinka 48, gdy:

a) A=(-13}, B=(3,-1}1 P=(99,99}, b) A=(0,2) B=(6,0}1 P=(6,10).

Odpowiedz do ¢wiczen

1.0 9@ ik ;&6 23.33,”"rE

2 10 1
L L 29. ) y——x—1,
b)) y—x-3, @ y=%x, d)y y=0. 30.Kazdaliczba rzeczywistaréinaod:a)1, bh) -1, )0, d) %
32.a) Tak, b)nie, ¢)nie, d)tak. 33.a) % »1, ¢ -3, d —%. 34. y—%x+2.
6. 0N Ik, WILk, o |k 37.2) 2x+5y+2—-0, b) S5x+2y+24-0.

3 8
38. a) (—4,-1}, b) (1 0) 39.2) y=TAHT, b) y——x—86. 40. 2) Tak, b)tak
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Zadania utrwalajgce
3.36. Okresl wzajemne polozenie prostych k1 /, gdy:
Ak 2x—y+1=01 L x-2y+6=0, bYh: y=x+21 & x—y-3=0,

)k 2x+6y+4=01 1 y:—%x—% D x+2y-2=011 2x—pyp-1=0

3.37. Napisz roOwnanie prostej &, do kiorej nalezy punkt P 1 ktora jest rownolegla do pro-

stej £, gdy:
a)l: y=2x-1 P=(3,1), b) I %x+y+2:0,P:(—2,6),
ol y=5 P=(0,-3} dyl x=-2, P:[4,—%].
3.38. Napisz rownanie prostej &, do kiorej nalezy punkt P i1 ktora jest prostopadta do pro-
stej £, gdy:
a) /. y:—éx, P=(1,-6)}, by L x+2y+2=0 P=(-4,1}
oyl x=-5 P=(2,-3}, Ayl y=4, P=(-35).

3.39. Okresl, dlajakich wartosci m proste /1 k 83 rownolegle, gdy:
a) I y= [%”—3]3:4— 5 k y=-2x+5,
by I y=2x+5 k (m-1)x—y+2=0.

3.40. Okresl, dlajakich wartosci s proste /1 & sg prostopadle, gdy:

a) /: y:[

m_

3+1]x—2, k. y:%x, b) I y:%x—l, ke (m+2)x—y-1=0.

3.41. Oblicz, dla jakich wartosci m proste k& 1 { 83 prostopadte, a dlajakich m proste te s3
rownolegle, gdy:
a)k: 2x+my+3=0, £03x+0,2y-7=0, Dk y=(m+3}x+2 Ly=(m-1}x-3.
3.42. Okresl, dlajakich wartosci parametru m pokrywaja sig proste o rownamach:
: 1
a) 2x+y+m- =0 i x—|—5y—|—2: 0,
b) 8x—10y+1=0 i —24x+30y—m’ —2m=0.

3.43. Uzasadmij, ze jezeli proste o rownaniach kierunkowych y=ax+b, y=bx+¢
D[ ¥ = cx+ a maja punkt wspolny, to a=b=c.
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Interpretacja geometryczna uktadow dwoch rownan liniowych

o 2 g i g ax+by=c
Aby podac inter pretacje geometryczna ukiadu réwnan liniowych ,
ax+by=c,
gdzie af +57 >0 i o +b2 >0, nalezy narysowaé¢ w jednym ukladzie wspolrzednych
proste, ktore sa okreslone rovwnaniami uktadu.

Pokazemy to na przyktadach.

-

2x—-y=1

s

Przyktad 16. Podaj interpretacje geometryczng ukladu réwnan {

x+2y=8

Rozwiazanie

Obrazem geometrycznym kazdego z rownan uktadu jest
prosta. Rysujemy proste o rownaniach:

o 2x—y=1 o x+2y=28.
X 0 10,5 X 0
y=2x-1|-11 0 y=—0,5x+4

Narysowane w uktadzie wspohrzednych proste okreflone réwnaniami 2x—y=11 x+ 2y =8,

sg interpretacja geometryczng ukladu réwnan :
x+2y=28 J

Proste 2x—y=11 x+2y =8 przecinajg si¢ w punkcie o wspéhrzednych (2, 3).
Punkt (2,3} jest interpretacja geometryczng rozwigzania uktadu réwrnarn.

Taki uklad nazywamy ukladem oznaczonym lub ukladem rownan niezaleinych.

Cwiczenie 41. Narysunku przedstawiona jest interpretacja geometryczna uktadu réwnar.
Napisz go 1 podaj jego rozwiazanie.

a b C
; y=3 A I ; A ) yAx—y=2
| =4 |
1+ Xty =097 1+
:0“1: 2: :: bt :0“ —t :4 :- —t :0_/ } ::
x=2 | A | yEP3
—4t ™ /_3
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rPrzykiad 17. Rozwiaz algebraicznie 1 podaj interpretacje geometryczna uktadu réwnan:

e Byed Zdp=2
a . b) 1 :
2x—4y=0 x+Ey:1
Rozwiazanie
Oba uklady rozwigzujemy metoda przeciwnych wspolczynmkow.
—x+2y=4/2 }b) 2x+y=12
Zx—4y=0 | x+%y:1f-(—2}
—2x+4y=8
2x+y=2
2x—4y=0 + {
—2p—gpe=—2
(x+0y=28
0-x4+0-p=0

0-% .
SPFZECZROSE 0=10 pmwda

Rysujemy proste okreslone rowna-
niami uktadu.
—x+2y=4 1 2Zx—4y=0

Rysujemy proste okreslone réwnania-
mi uktadu.
; 1
2x+y=2 1 x—|—5y:1
1 : 1
y:Ex+2 L p=g® P=DAHD e P 2RA2

YA

L 4

ikl

Odp.: a) Uklad nie ma rozwigzania. Odp.: b) Uklad ma nieskoficzenie

Uktad ten nazywamy ukladem wiele rozwigzan. Sg to punkty,

SPrZecZnym. ktorych wspolizedne x 1 y spelniaja
' R

Interpretacija geometryczng ukladu e X € .

SprzZecznego sa proste rownolegle y=2-2x

niepokrywajgce sig. Uktad ten nazywamy ukladem nieozna-
CZONnym.
Interpretacja geometryczng ukladu

Nieoznaczonego sg proste rownolegle

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| | N
| |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
s ajace sie (jedna prosta).
| pokrywajace si¢ (jedna p

J
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Cwiczenie 42. Rozwiaz algebraicznie i podaj interpretacje geometryczna uktadu réwnan:

x+y=6 4x—yp=3 Zx—y=2
a) ., b) ,  ©) :
x—y=2 2x—-05y=15 —2x+y=10
Uwaga
—|— =
Uktad réwnan {alx hy=a . gdzie of +57 >0 i af +b> >0, pierwszego stopnia
ax+by=c,

z dwiema mewiadomyin nazywanmy:

yA by
¢ oznaczonym (lub ukladem rownan \ EELONTG
niezaleznych), gdy majedno ax+hy=qg
rozwigzanie. /] "
\

0
Interpretacja geomelryezng wkiladu ozna- //
czonego sq dwie proste przecingjgee sie.

A

¢ nieoznaczonym (lub uktadem réwnan \3 axvhy=g
zaleznych), gdy ma nieskoriczenie \“ ax+hy=c
wiele rozwigzan. z >
Interpretacjq geomeltryezng ukladu nie- \
ozRaczone go sq dwie proste rownolegie
polrywajace sie. mr

\ ax+by=c

e sprzecznym, gdy nie ma rozwiazania. x
Interpretacjq geometryczng ukiadu 6\\ »
SPrzecziego sq dwie proste rownolegle \e/ % ax+hy=c,
miemdigoe punkiow wspolnveh. N

Cwiczenie 43, Sposréd réwnan, ponumerowanych cyframi od 1 do 8, wybierz
wszystkie mozliwe pary rownan, ktore beda tworzyly uklad taki, ze:

a) nie bedzie mial on rozwigzania, b) bedzie mial jedno rozwiazanie,

¢) bedzie mal meskoficzeme wiele rozwigzan.

Rozwiaz 1 podaj interpretacje geometryczne utworzonych uktadow.

1 y=3x-1, 2 6x—2y-1=0, 3 y:%x, 4 x-2y+1=0,

5 -2, 6 2(x-1)=y+2, P 12x-4y=2 @ 3x-y=0.
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Cwiczenie 44. Podaj, jakie liczby nalezatoby wpisa¢ w miejscal 11 (), zeby

- .| Ze—Gp=l
uklad réwnan byt:
x—0y=6

a) oznaczony, b)nieoZnaczony,  C) SPrZecziy.

Odpowiedzi do ¢wiczen

a0 (23, »it . (4-4), {7 REE
y=3 x+p=0 x—yp=2
ey : ) . . . . |xeR . .
42, a) , b)) nieskoficzente wiele rozwigzarn, , © brak rozwigzan
y=2 y=4x-3

43.Mp:a) 112, 117, 118, b)1i13, 114, 11 8§, c)niematakief pary prostych.
4. Np. ) 112, B) 12118, 9213

Zadania utrwalajace

3.44. Na rysunku przedstawione sg proste
0 rownaniach:
g =72, 2 v=7,
3 x+y=0, 4 x+y-5=0.
Podaj przyklady par rownar, kidre
tworzg uklad rownarn:

a) oznaczony,

b) sprzeczny,

C) M eOzZ1nacz ony.

3.45. Rozwiaz algebraicznie i podaj interpretacje geometryczng ukladu réwnan:

2x—y=2 x+y="7 Ix+2y—4=0
5 b) , c) ;
3x—y=>5 x+y=3 y—2=0
. —4x+3y=1 Zx—y=17 x=35
, € ; ’
3x+4y=18 4x—2y=14 3x—y=10

3.46. Podaj, jakie liczby nalezatoby wpisaé miejsca i, zeby uktad réwnan
[Ix+2y=3
3x+Oy=9

a) nieoznaczony, b) oznaczony, C) Sprzeczny.

byt:
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3.47. Do réwnania:
a) 4x+3y=35, b) y=-2x+5, ¢) 3x=2(y-3} d)y=2
dopisz drugie rownanie, aby otrzymany uktad réwnan:

1 nie mial rozwiazania, 2 mial jedno rozwigzanie,

3 mial nieskonczenie wiele rozwigzar.

3.48. Odczyta) z rysunku odpowiednie dane 1 napisz rownama ukladu rownan, kiorego
interpretacje geometryczna przedstawiono na rysunku.
a) L by  rA o c) A

15

/201_:;“*-:\3:' /3

=t N3

1

ipais

5

xY

3.49. SprawdZ, czy proste o réwnaniach 6x—y—-2=0, 2x+y—-4=01 4x+y=0
przecinajg sie w jednym punkcie.

Odlegtos¢ punktu od prostej i odlegtos¢ dwoch prostych
rownolegtych

Przypomnijmy

Odleglos¢ punktu P od prostej { to dlugosé
odcinka PF, gdzie A jest punktem
przecigcia si¢ proste] / z prosta do mniej
prostopadla, do ktorej nalezy punkt P.

Jezeli chcemy obliczy¢ odleglosc punktu P od proste] / na plaszcezyZmnie kartezjanskiej, to:
e piszemy rownanie prostej &, ktora jest prostopadia do prostej /1 do ktorej nalezy punkt P,
e obliczamy wspolrzedne punktu £ przecigcia sig prostych ki /,

e obliczamy dlugosc¢ odcinka PF .

Pokazemy to na przyktadach.
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rPrzyldad 18. Oblicz odleglos¢ d purktu A =(3,—4) od prostej / gdy prosta / ma réw-

nanie y =x—3.

Rozwiazanie

Zauwazamy, 7e odleglos¢ punktu 4 od prostej /jest rowna dlhugosci odcinka. 4D, gdzie D
jest punktem przeciecia prostych &1 /. Prosta & jest prostopadia do prostej /1 przechodzi

przez punkt 4. Piszemy réwnanie prostej 4
a,=1, wigc g, =-1, skad k& y=—x+05.
Punkt 4 =(3, —4)} nalezy doprostej &, wiec & y=—x—1

Obliczamy wspohzedne punktu .
{y:x—B , skad {le , czyli D=(1,-2}).
y=-x—1 y=-2
Obliczamy odleglosc d.
d=|AD|=J(1-3) +(-2+4) =22
Odp.: d=2/2.

Stosujac metode opisana w przykiadzie 18., mozemy wyprowadzi¢ wzor na odleglosc

punktu od prostej.

Twierdzenie
Odleglosé d punktu P = (xp, 35 )
od prostej o rownaniu Ax + By+C =0,
gdzie A*+B* =0, okreglonajest
| Axp + By, +C]|
JAz2+ B

wzorem d =

f-f
0

Ny

Aby zastosowac powyzszy wzor do danych z przykladu 18., nalezy:

1° rownanie proste] £ y =x—3 przedstawic w postaci ogolne] x—y—3=10,

1-x,—1-x5 -3

1P

2° odleglosc d obliczy¢ z wzoru 4 =

1-3-1-(—4)}-3]
N =242,

czyli d=

, gdzie A=(3,-4},

Cwiczenie 45. Oblicz odlegtos¢ d punktu P =(-2,1) od prostej /, gdy prosta / ma

rownanmie: a) x=3, b) y=0, ) y=—x+1



Odlegfosc punkiy od prostef i odiegiose dwéch prostych rownoleglych a7

Cwiczenie 46. Zastosuj wzér podany w twierdzeniui oblicz odleglosé dpunktu P = (-2, 4),

od proste] o rownamu: a) 3x—4y+1=0, b) yzéx—?y.

Cwiczenie 47. Wierzcholkami tréjkata ABC sapunkty 4 =(—4,—2), B=(8,2), C=(0, 8).
Oblicz dlugos¢ wysokosci trojkata ABC poprowadzone] z wierzcholka C.

rPrzykI'ad 19. Proste rownolegle ki / majg réwnaniak: y=2x i I y=2x+3.
Oblicz odlegtosc d prostej & od prostej /.
Rozwiazanie
Odleglos¢ prostych réwnoleglych & 1 / jest rowna odle- YA
glogci dowolnego punktu P nalezacego do jednej z nich | /
od drugiej prostej. VAT je=2x
Naprostej kwybieramy dowolny punkt 2, np. P=(-1,-2},

a nastepnie obliczamy odleglos¢ punktu P od prostej / o 3
7 WZOoTl d/
| Axp +Byp +C|
= :
V4 1B i/ k
Rowmnanie prostej / w postaci ogodlnej to 2x — y+3 =0, wiec A= 0~ 1.6—3
d:|2XP_yP+3|:|2'(_1}_(_2)+3‘: 3 :3‘5_ e
22 4+ (-1) V5 505

Odp.: Odleglosc d prostej k od prostej [ jest rowna % J

Uwaga
Jezeli proste rownolegle £ 1 / okreslone s3 rownaniami ogolnymi,
fe et By O =0 1 L Avt Byt =1

to ich odleglosc d okreslona jest wzorem o = M .
V4> + B

Cwiczenie 48. Oblicz odlegtosé¢ prostych réwnoleghych /i k, gdy:
)l 3x—y+5=01 k& 3x—yp+12=0, byt y=-2x+31 &k y=-2x-7,

¢yl —3x+4y=21k —-6x+8y+1=0, d) £ y:—%x+3 1k y+%x:?.
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Odpowiedzi do éwiczen

5.4 d=5 by d=1, )d=+2. 46.3).51’:%, b)d:@_ 47, i

T;"[l}_ﬂ, b) 245, )—, d)i

48. a)

Zadania utrwalajgce

3.50. Oblicz odleglosé punktu P od proste] o rownaniw:
a) y=3x+1, gdy P=(2,5), b) V2x+y=0, gdy P=(+2,7},

€) 3x-2y+3=0, gdy P=(-10) d) 5+2x-8J2y-19=0, gdy P=(~2,52})
3.51. Oblicz, dlajakich wartosci parametru s odleglos¢ punktu P od prostej / jest rowna d,

gdy:
a) P=(m,2), d=11 & 5x—12y-1=0,
by P=(1,1} d=1 il x+y+m=0,
c) P=(-

(

Lm), d=+7 il 3x—/Ty-3=0,

d) P=(5,-2), d=5J2 i I mx—my+3=0.

3.52. Oblicz odleglos¢ prostych réwnoleglych k1 [, gdy:
Ak 2x+y-1=0 1 I 2x+y+3=0 bYk y=4x-2 i I y=4x+2,
)k 4x+2y-5=0 1 L y=-2x+43, d)& 15x-12y+6=0 1 I 10x—-8y+4=0.
3.53. Oblicz, dlajakich wartosci parametru m odleglos¢ prostych k1 / jest rowna d, gdy:
Ak y=2x+m, L y=2x+5 1 d=45,
bk 5x+12y-3m=0, [ S5x+12y+m—-1=0 1 d=3

: 3
)k 15x+8y+2m-3=0 I 15x+8y-m-9=0 i d:E |+ 2|
3.54. Napisz rOwnania prostych zawierajacych dwusieczne katow utworzonych przez proste

o réwnamiach:
a) x—2y+1=01i 2x+yp-3=0, b) 3x—4y=01 6x+8y—-9=0.

3.55. Prosta / ma rownanie 5x+12y—3=0 Napisz rownanie proste] & rownolegle) do

prostej £, ktorej odleglos¢ od proste; / jest rowna 14—3
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Zestaw powtorkowy
. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Do proste] o rownamu x = 2 nalezg punkty:

A, (021 (2,00 B(2,2)i(0,0) €.(2,5)i(2,0)% D:(02}i(52)
. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Jezeli K=(1,2} i L=(0,4), to prosta KZ ma réwnanie:

A x+y=4, B. Zx+y=4, C. x+2y=4 D. 2x—y=4
. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Do prostej k&, ktora jest rownolegta do prostej o rownaniu 20x— 4y = (} nalezy

punkt P=(—20, 4}. Prosta k ma réwnanie:

A, y:éx+8, B. yz—éx, C. y=5x+104, D. y=5x496.
. Czy proste o rownaniach y = (\E+ 1]x+ 2 (\E— 1]x+ ¥ —1=0 g3 prostopadle?

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposvod A i B.

T | Tak, _ A | (VZ+1)-(v2-1)=1
poniewaz
N | Nie, B. | (V2+1)-(1-+2)=-1
. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
x+y=1
Interpretacja geometryczna ukladu rownan { > 4 przedstawiona jest na rysunku:
X—y=
A. \y\g B. YA . \yA D. YA
N7 74 g

>
0 x

L=

fub F — jesli jest fafszywe.

:\. L . | .
| 4 I * o] 1 \; 01 \

. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

HY

Odleglogé¢ punktu P =(-2,4} od prostej o réwnaniu 2x+y=>5 jest 5|
réwna /5.

Odleglos¢ miedzy prostymi o rtownaniach 3x+ y+8=013x+ y =108 |
jest liczba z przedziatu (3;4).
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4. Wektory

Pojecie wektora

ST AL ik

W zyciu codziennym mamy do czynienia z przemieszczaniem

przedmiotow. = > 5
Jednym z rodzajow przemieszczern jest przesuniecie.

Aby zilustrowac przesunigcie przedmiotu z punktu do punktu,

nalezy wskazac, ktory z nich jest pierwszy, a ktory drugi.

Okreslenie kolejnosci punktow 4 1 B zwigzane jest Z pojeciem wektora.

Nabrinig
A DRl L ]

Wektorem zaczepionym (zwigzanym ) nazywamy uporzadkowang pare punktow.
Pierwszy z tych punkiow nazywamy poczatkiem wektora, a drugi punkt koricem
wektora.

Wektor o poczatku w punkcie A4 i koicu w punkcie B oznaczamy AB.

Wektor AB ilustrujemy, fgczage punkt A

B
-'1_ > koniec z punktem B I zaznaczajge uporzgdkowarnie
poczatek wekios punktow grotem strzalki,
wekfora

T aall

Gdy A= B, czyli poczatek wektora AB pokrywa sie z jego koncem, to taki
wektor nazywamy wektorem zerowym, co Zapisujemy AB=0.

B .-
Wielkosci charakteryzujace wektor to kierunek, A/ j{ﬁ
zwrot i dhugosc. ﬂma o
- Kle'

¢ Kierunek niezerowego wektora wyznacza prosta, na ktorej lezy wektor 1 wszystkie
proste do niej réwnolegle. Kierunek wektora zerowego ( 0) nie jest okreglony.

e Zwrot niezerowego wektora tojeden z dwoch sposobow uporzadkowania pary punk-
tow.

e Dlugoscia wektora AB nazywamy odleglos¢ punkiow 4 1 B, co zapisujemy ‘Aﬁ“
Dhugos¢ wektora w fizyce to jego wartosc.

Np. prosta.48 wyznacza kierunek wektora AB, grot pokazuje B .-

zwrot wektora, a odleglos¢ miedzy punktami A 1 B jest dlugo- /’ -
Scig wektora AB, czyli ‘Aﬁ“ =|4B| e
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Definicja
Niezerowe wektory AB i CD nazywamy:
e rownoleglymi, gdy proste 451 CD sg

rownolegle, "
e prostopadlymi, gdy proste AB1CD sa

prostopadle. \ /
Wektor 0 jest rtownolegly i prostopadty do AB L CD
kazdego wektora.

Cwiczenie 1. Przeanalizuj rysunek i podaj te pary wektoréw, ktore maja ten sam:

a) kierunek,

b) kierunek i zwrot,

¢) kierunek i przeciwne zwroty,

d) kierunek i zwrot oraz rowne dlugoscei.

247 \\/

Definicja
Dwa wekiory AB i CD NAz ywamy rOWInyimni (|AB| |C'D
gdy maja;

e ten sam kierunek ( AB || CD),
e zgodne Zwroty,

e rowne diugosci (|A.§| :|Cﬁ[).

Cwiczenie 2. Kazda para sposréd punktéw 4, B, C, D réwnole-
globoku 4ABCD okresla pewien wektor. Wskaz pary wektorow
rownych. Odpowiedz uzasadnij.

Uwaga

Jezeli punkty K, P, R, L mie leza najednej prostej, to wek-
tory KL iPR sa rowne wiedy 1 tylko wiedy, gdy punkty
K, P, R, L s3 kolejnymi wierzchotkami rownolegloboku.

" 4B=CD
D c

,,/ /
i R
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Dwa wektory AB i €D nazywamy przeciwny, gdy maja: 5,00
e ten sam kierunek ( AB I C’ﬁ), AB ch

® przeciwne zwroty, D

e rowne dlugosci (|A§|= |C’ﬁ[) 4 A ABe—CP

Wektor przeciwny do wektora AR oznaczamy BA lub —AB, czyli —AB=BA.

Cwiczenie 3. W oémiokacie foremnym ABCDEFGH kazda para sposrod F_E
punktow: A, B, C, D, E, F, G, H okresla pewien wekior. G

Podaj wszystkie wektory: . H c
a) ote] samej dhugosci co wektor AD, } 3 2

b) o tym samym kierunku co wektor AD,

¢) o tym samym zwrocie co wektor AD, d) réwne wektorowi AD,

e) przeciwne do wekiora AD, ) prostopadle do wektora AD.

Suma i réznica wektorow swobodnych

Wlasnogcl rownoscl wektorow:
1 AB= AB, 2 jezeli AB=CD, to CD=AB,
3 jezeli AB=CD i CD=EF, to AB=EF.

Wlasnosci rownosci wektorow umozliwiaja wprowadzenie pojecia wektora swobodnego.

Y i
i o g
1 i f=]
4

Wektorem swobodnym wyznaczonym przez wektor AR
nazywamy zbidr wszystkich wektoréw majacych te sama / B /

—

dlugosc, ten sam kierunek i ten sam zwrot co wektor AB.

¢ Wektory swobodne oznaczamy zwykle matymi literami, / Q/ . | /

—

np: 0] @ Pyuees
e Wektor swobodny nazywamy kritko wektorem.

= B
e Kazdy wektor swobodny mozna zaczepi¢ w dowolnym V p /
punkcie plaszczyzny.

= Cwiczenie 4. Przerysuj do zeszytu kwadrat ABCDiwektor W, taki D c
T ze W= AC. Zaznacz wektor: a) DK =1, b) BL =1 =
34 A B V
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Na rysunku zaznaczono wektory AC i CB, wzdluz ktorych poru- ) 0
szala si¢ kula bilardowa z punktu A do otworu (fuzy) w punkcie B.
Zauwaz, ze ten sam efekt uzyskatby gracz, gdyby skierowal kule
do otworu B wzdhuz wektora AB.

Wektor 4B jest suma wektorow AC i CB.

Jezeli koniec wektora # jest poczatkiem wektora O, to suma _ v
wektorow i + U jest wektor w, kidrego poczatkiem jest poczatek

wektora #, akoficem — koniec wektora u.

Cwiczenie 5. Przedstaw wektory 4B, B4, BC w postaci sumy wektorow
wyzZnaczonych przez wierzcholki trojkata ABC. P 5

Suma wektoréw # i U o roznych kierunkach,
zaczepionych w punkcie A4, jest wektor w, taki ze W= AC,
gdzie i = AE‘, G =AD oraz punkty A, B, C, D

53 wierzcholkami réwnolegloboku ABCD.

(Przykiad 1. Na plaszczyZnie dane g3 wektory # 1 G,
gdzie uftv. Wyznacz wektor w, taki ze w=u + 0.

Rozwiazanie
Zasada rownolegtoboku Zasada trojkata
- D
PR
1° Zaczepiamy wektor O
1° Zaczepiamy wektor U w poczatku wektora i. w koficu wektora .
2° Znajduyjemy wierzcholek Créwnolegloboku ABCD,  2° Wektor, wyzZnaczony przez
w ktorym € = AB=DC i ii=AD=BC. poczatek wekto-
3° Wekior, ktorego poczatkiem jest punkt 4 (wspolny ra # ikoniec wektora v,
poczatek wektoréw # 1 U), akoncem punkt C, jest jest sumg wektorow
suma wektorow i 1 0, czyli W= +0. #1U,czyli w=#+0. J

—

Cwiczenie 6. NaplaszczyZnie zaznaczone sa wektory d, b, .
Stosujgc zasade rownolegltoboku, sprawdz konstrukcyjnie, czy

spelniona jest rOwnosc¢ (Ez' + 5]4— c=a-+ (54— E].
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Q rPrzykiad 2. Wyznacz wektor w, taki ze w=u+0, gdy #||D.
Rozwiazanie Rozwazmy dwa przypadki.
I Wektory i i U maja zgodne zwroty

Przesuwamy wektor & tak, aby jego poczatek pokryt

1 U
% - P o sie z koncem wektora . Wektor w, ktdrego poczatek
1 U ; : o .

--- 5 - pokrywa sig z poczatkiem wektora #, akoniec pokrywa
i el I sie z koficem wektora o, jest suma wektordw # i U,

przy czym || =[] +|5] .
IT Wektory # i U maja przeciwne zwroty

Wektor w, ktorego poczatek pokrywa sie z poczatkiem

7 U
i }_—h———— E & . - —
B wektora #, akoniec pokrywa sie z koficem wektora v,
i . ; e i = e
- »-—-  jest suma wektordw # i U, przy czym [ =|lii|-15].
W=H+U U |
-—- - J

Cwiczenie 7. Predkos¢ wlasna motoréwki plynacej po rzece to v, , apredkosc pradu rzeki
to v,. Podaj predkos¢ vmotoréwki, ktora ptynie: 1 wgorerzeki, 2 wdotrzeki, gdy:

a) U, =0, b)|0)]<|5,].

Definicja
Réznica wektordw # i U nazywamy
wektor, ktory jest suma wektora # 1 wektora S +7
przeciwnego do wektora U {czyli wektora —U). ';\; : £ v
_L}
i-0=#+(-0)
r Przyktad 3. Na plaszczyZnie zaznaczone sa wektory # i 0. »

—

Wyznacz wektor w, taki ze w=1u—0U.

=l
\

Rozwiazanie Roznicg wektorow # 1 U jest suma wektora # 1 wektora przeciwnego do
wektora 0, czyli w=u+(-0).
Stosujac zasade rownolegloboku lubtrdjkata, wyznaczamy wektor w, takize w=i — .
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Cwiczenie 8. Na rysunku przedstawiony jest trojkat ABC.
Przedstaw wektor: a) AF w postaci réznicy dwoch wektordw,

b) Bd w postaci rézmcy dwoch wektorow. 4 B

Odpowiedzi do ¢wiczen
2. AB=DC, AD=BC, CD'= B4, PA=CB. 3.b) DA, BC, CB, HE, EH, GF, FG, d) HE.
S. 4B=d4C+CB, BA=BC+CA4, BC=Bd+ AC.

7. 1 a)motordwla stol w miejscu — ¥ = 0, b) metoréwka cofa sle— V=V, + (—1'51),

2 a) V=7,+5, =20, b) V=7 +7, 8.a) 4B=AC—BC,b) Bd=BC-4C.

Zadania utrwalajgce

4.1. Kazda para sposrod punktow A, B, C, D kwadratu A BCD okresla pewien wektor. Wie-
dzac, ze bok kwadratu ma dlugosc 2, wypisz wektory, ktore:

a) 84 Zerowe, b) s3 przeciwne do wektora CD,
¢) maja te samg dlugosc co wekior CD, d) maja dlugosé 24/2.

4.2. Kazda para sposrod punktow A, B, C, D, E, F szesciokata foremnego A BCDEF okresla
pewien wektor. Wymien wektory:
a) o tej samej dhugosci co wektor AE, b) o tym samym kierunku co wektor AE,
C) O tym samym zwrocie co wektor AE, d) rowne wekiorowi AE,

e) przeciwne do wektora AE.

4.3. Kazda para sposrod punkiow A, B, C, D, S okresla pewien wekior. Wiedzac, ze czwo-
rokat A BCD jest kwadratem, wypisz wszystkie wektory:

D C
s E: 7
a) prostopadle do wektora C§, b) prostopadie do wektora CD, \\\(/
¢) rowne wektorowi BS, d) przeciwne do wektora AD, /@ M
= A ~B
e) rownolegle do wektora AS.
4.4. Kazda para sposrod punktow A, N, O, P, R, §, A okresla pe- R p
wien wektor. Wiedzac, ze wielokat AMMNOPRS jest szesciokatem
foremnym o boku majacym dlugosc @, podaj liczbe wektorow 8§ 4
majacych dhugosei:
acy 2 MW

a) a b) 24, ) av3.
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4.5. Kazda para sposrod wierzcholkdw trojkata przedstawionego na rysunku okresla pewien
wektor. WyraZz wektor wyrozniony kolorem niebieskim jako sume oraz roznice dwoch

innych wektorow.
a) R b) X ) M KO d) CWB
Pé/iiilg ;tihhu N 4
- - D
4.6. Przerysy) do zeszytu czworokat ABCD. Narysu) wektor réwny C
e wektorowi:
" a) AD+ AB, b) AD+ DC, ¢) BC + AD, 4 B
dy AC+BD, e) AB—DC, fy AB+ BC+CD+DC
4.7. Przerysu) do zeszytu prostokat ABCD. Zaznacz wektor réwny ¢
= Wekt?romi o y .
a) DA+ DC, by AD-BC,
¢) AB+ (D, d) 4D +(DC-BC), e) AB+BC+ CD+ DA

4.8. Na plaszczyznie przedstawione sg wektory a, b,éid. Przerysuj rysunek do zeszytu

7z 1wyznacz wektor w=a+b+c+d.

b) <) d)
éﬂ i F‘ W*
é; Afm— d
— r_ g | | [8] ] )
¢ lgj l* *b
l+ C

) g _ B

K ch b

e iy o=

b 1, Y e E
¥ - d
d,

4.9. Wykaz, ze jeshi punkty K, L, M sg niewspotliniowe, to:
D[y 2ad+ MK~ LE =3, b) LM+ KM — LA + ME =0,

4.10. Wiedzac, ze punkty 4, B, C, D sa wierZzchotkami dowolnego czworokata ABCD,

Dl wykaz, zZe :
a) AB+BC = AD+DC, b) AC +BD= AD+ BC.
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lloczyn wektora swobodnego przez liczbe

TR
Lletinicia
JCIING o

Iloczynem niezerowego wekiora # przez liczbe rzeczywista k,

i
24

gdzie k# 0, jest wektor w, taki ze w = k#, o wlasnosciach:

1° wektor # maten sam kierunek co wektor w (w|| ),

2° @ gdy k=0, to zwrot w jest zgodny Ze zwrotem #,
przy czym 1-# =1,
® gdy k<0, to zwrot w jest przeciwny do zwrotu #,
przy czym (—1}-# =—ii,

3° [l =&l [

Jesli &k =0, to wektor w=ku jest wektorem zerowym.

f Przyktad 4. Zaznacz na plaszczyZnie dwa rézne punkty 4, B, a nastepnie narysuj
oo
—- AB.

wektor CD rowny wektorowi: a) AB, b) 2AB, C) g

Rozwiazanie
Dwardzne punkty 4, B wyznaczaja prostak. Wektor CD zaznaczamy na prostej /, ktora
jest rownolegla do prostej k.

a) b) )
B g B st B gt
A A A
k/,/ . k/,/ . ;c/,/ »
- - - D - -
D i
i,-f?/ 1|k J Ik L5 % Ik
L .
— — — — — ]_ -
CD= AB CD=2-AB CD=-_-AB

Z

Cwiczenie 9. Zaznacz na plaszczyZnie trzy niewspotliniowe punkty 4, B, C, a nastepnie
narysuj wektor:
a) rowny wektorowi AC, ktory jest zaczepiony w punkcie B,

b) przeciwny do wektora AB, ktory jest zaczepiony w punkcie C,

¢) roéwny wektorowi %Aﬁ' ktory jest zaczepiony w punkcie C,
d) rowny wektorowi —2- AC ktdry jest zaczepiony w punkcie B.

Cwiczenie 10. Punkty 4, B, C, D s3 kolejnymi wierzcholkami réwnolegloboku.
Wykaz, Ze AB+2BC+ BA=24D.
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Dziatania na wektorach wykorzystujemy do dowodzenia niektorych twierdzen geometrii.
Pokazemy to na przyktadzie.

Twierdzenie
W dowolnym trojkacie odcinek taczacy srodki dwoch bokow jest réwnolegly do
boku trzeciego, ajego dlugosc jest rowna poltowie diugosci trzeciego boku.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C
Z (zaloienie): | T (teza): DE|AB,
D — srodek boku AC, | 1 D &
, | |DE|=—~|4B|
E — srodek boku BC. | 2 i
B
Dowad.
Zauwazamy, ze
i DE=DC+CE Dodajemy stranami
D}_j =DE+A§+BE rownania wktaduy.
2DE =DC +CE + DA+ AB+BE DC= DA i CE= BE
2DF =—DA—BE + DA+ AB+ BE = AB
s Wektor DE Jest tloczynem
DE == AB, wigc DE| AB e AL =
2 liczhby = I wektora AB.
= B = I A= = =
DE|=|-AB|==|4B |DE| = |DE| i |4B|- |43]
2 2

|DE| = %\AB\. ckd.

Cwiczenie 11, Udowodnij twierdzenie:

Twierdzenie
Odcinek taczacy srodki ramion trapezu jest réwnolegly do podstaw trapezu,
a jego dlugosc jest rowna sredniej arvtmetycznej dlugosci podstaw,

Odpowiedzi do ¢wiczen

D C
EF =F4{+ AB+ BF o
11. Fskazdwka, Fauwaz, zey - - - .. B
EF=FED+DCH+CE
A )
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Zadania utrwalajgce

4.11. Przerysy do zeszytu czworokat ABCD. D
<= Narysy wektor réwny wektorowi: C
| a) Al?+ A%” b) AD:+D§", ) .
c) BC+ AD, d)y AC+BD,
e) AB—DC, f) AB+BC+CD+DC.
4.12. Przerysu) do zeszytu prostokat ABCD. D c
4= Zaznacz wektor réwny wektorowi:
I o) Di+DE, b) AD - BC, 4 B
¢) AB+CD, d) AD+(DC - BC),

e) AB+BC+CD+ DA.

4.13. Narysuy dwa dowolne nierdwnolegle wekiory # 1 ¥, a nastepme skonstruwj taki

wektor w, Ze:

.1

a) w=—2ii, by W==%, ¢y w=2i—7, d) =i 27,

b | —

€) w=—2ii +3V, t)i‘u=—%(ﬁ+ﬁ), @) Ww=3(zi -V }+ =i

ba | =

4.14. Punkty A, B, C, D sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegloboku. Wykaz, ze:
Ma) 2.BC = AC +BD, b) 2-DC=AC- BD.

Wektor na ptaszczyznie kartezjanskiej
Rozwazmy wektor, ktérego poczatek 1 koniec zaznaczono w ukladzie wspohzednych.

Jezeli A=(x,, y,}1 B=(xz, y;) to wspohzednymi
wektora 4B nazywamy liczby (v, —x, } i (y5—v,)
co Zapisujemy:
Al_i”:[xﬁ—xﬂ,yﬁ—yfq] lub Aﬁz{xﬁ_x’q} :
Y~ Vy
e Liczbe x, —x, nazywamy pierwszg wspolrzedng
wektora AB.
e Liczbe y,—y, nazywamy druga wspohzedna
wektora AB.
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Q ( Przyktad 5. Oblicz wspéhizedne i diugosé wektora 4B, gdy A=(-1,1} B =(-3,6).

R

Rozwiazanie
Dane: A=(-1,1} | Obliczpé: AB=[xz— x4 y5—74]
B=(-36).

AB=[-3-(-1),6-1]=[-2,5]

‘Aé‘:J(xB —IA}2+(}’B _yA)2 ='J(—2)2+52 =J20

Odp.: AB=[-2,5] |4B|=V25.

Cwiczenie 12, Oblicz wspshrzedne wektoréw AB i BA, gdy:
a) A=(-3,2), B=(L-4) b)A=(-6,-2) B=(0,-3}

¥ A
Cwiczenie 13. Odczytaj z rysunku odpowiednie dane B /D
1 oblicz wspolrzedne wekiorow AB i CD. / Ilc
4 AL x

(Przykiad 6. Wektory AB, €D i EF 53 TOWIIE. i Y *

Odczytaj z rysunku odpowiednie dane 1 oblicz ]

wspolrzedne wektorow: e Al F

a) AB, CD, EF, b) BA DC, FE. My f L

Zapisz swoje spostrzezenia. . E[ *

Rozwiazanie i

Z rysunku odezytujemy, ze 4=(-2,2), B=(-1,5), C=(-1,-3} D=(0,0},
E=(6,—-1) F=(7,2).

ay AB=[-1-(-2), 5-2]=[L3]
CD=[0—-(-1), 0—(-3}]=[1,3]
EF =[7-6, 2—(-1)]=[13]

b) BA=[-2-(-1), 2-5]=[-1-3]
DC=[-1-0, -3-0]=[-1-3]
FE=[6-7, -1-2]=[-L-3]

Zauwazamy, Ze:

e wektory rowne majg takie same wspolrzedne,

e pary wektorow AB i BA CD i DC, EF i FE sa wektorami przeciwnymi.
Wektory przeciwne maja wspohrzedne, ktore sg liczbami przeciwnymi.
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Cwiczenie 14. Wektory AB, CD i EF sa1owne. v y? c
Odczyta) z rysunku odpowiedme dane i oblicz 1
wspé?zt—;dile wildoréw: 1:E D
a) AB, CD, EF, T e N[
b) B4, DC, FE.

F

Uwaga
e Wspohzedne pary wektordw rownych sa rowne.
¢ Wspohzedne pary wektordw przeciwnych sgliczbami przeciwnymi.

Cwiczenie 15. Sprawdz, czy wektory AB i CD 89 TOWTE cZy przeciwne, gdy:
a) A=(-15), B=(-4,10), C=(6,-7) D=(3,-2),

by A=(-4,1} B=(-2,-3} C=(3,2) D=(16},

¢) A=(-5,2), B=(-31), C=(-8, -5} D=(-10,-1}.

f Przyktad 7. Oblicz wspélrzedne punktu B, wiedzac, ze wektor AB=[-2, 1]
i punkt 4=(3,2).
Rozwiazanie
Dane: AB=[-2,-1] A=(3,2).

Xg—X, =—2 1 Yp—yy=-"1 A=(3,2) B =(xz, v;)
xp—3=-2 yp—2=-1 *
xz=1 yp=1 [_2: _1]
Odp.: B=(11} J

Cwiczenie 16. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz wspohzedne punk-
tuA, gdy:
a) A B=(-56) b) A B=(-5,6)
. g oot .
[-5. 6] [-5,6]

Cwiczenie 17. Oblicz wspohzedne punktu 4, gdy:
a) AB=[4,-3] i B=(-7,0) by BA=[-2,1] i B=(-3,2}
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Q r Przyktad 8. Punkty A=(-4,1}, B=(-2,-3), C=(3,2) sg kolejnymi wierzcholkami
rownolegloboku ABCD. Oblicz wspolzedne wierzcholka D.
Rozwiazanie D—=(xp,vp) C-(3,2)
Wierzcholki réwnolegloboku A BCD wyznaczaja
wektory parami rowne, np. AB=DC, AD=BC.

. . A=(41) B—(-2,-3)

Korzystamy z rownosci AB= DC.
AB = [2:_ — 4] Cbliczamy wspotrzedne wektora AB.
D [3_ Xp, 2— 5, ] Whznaczamy wspdirzedne wekfora DC,

- - gzie D=ix,, v, }
Jezeli AB=DC, to G2 25)

3-x,=212-y,=—4, skad x,=11 y,=6.
Odp.: D=(1,6} )

Cwiczenie 18. Punkty 4=(2,—1}, B=(5,3) C=(2,7) sg kolejnymi wierzchotkami
rownolegtoboku ABCD. Oblicz wepohzedne wierzcholka 1.

Uwaga

e Wektor w przedstawiony za pomoca

wspotrzednych w, 1w, czyli w postaci yi By
W= [wx, wy], jest wektorem swobodnym = K777 TTTTTTT éfi,L
1 mozna go zaczepi¢ w dowolnym punkcie. %
’:Q |
o Jezeli poczatkiem wektora w= [Wp wy} jest i ‘:?S;‘(‘x;};‘)‘ K i
punkt O=(0,0} tojego koficem jest punkt P, A A .
taki ze P =(xp. ¥p } | o
s ; = : ' ——
o Jezeli poczatkiem wektora w= [wx, wy} jest 0 % Fx x

punkt X, gdzie K = (x;, yg ) tojego koricem jest
punkt Z, taki ze L:(xg—l-wx,yg—l-wy).

Cwiczenie 19. Wiedzac, ze %= OP, gdzie O = (0, 0} podaj wspdhrzedne punktu P, gdy:

a) w=[-3,-4] byw=[2-8] o w=[50] d)#=[0,-1]

Zaznacz wektor w w ukladzie wspolrzednych.

Cwiczenie 20, Oblicz wspéhrzedne: a) punktu B, gdy W= 4B, 4= (—4,7)1iw=[-38]
R by punktu K, gdy # =KL, L=(-20,-8)1i#=[2,5]
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Uwaga

Jezeli A=(x,,v,) i B=(xz,v;) oraz 48 =1, to:

wspélrzedne wektora AB dlugosc wektora AB

Aé:[xs_me’B_J”A]

|A’§|: \/(xg _x.d)z +(7 _J"A)2

Aézﬁr:[wx, wa ‘Aé‘:w:w:,}wi-l—wi

Cwiczenie 21. Oblicz dlugos¢ wektora AB, gdy:
a) A=(-3,1} i B=(0,0), b) A=(0,0}) i B=(-5,-2}
) A=(4,2) i B=(-3,1), d) A=(0,-3) i B=(4,0).

Cwiczenie 22. Oblicz diugoséé wektora w, gdy:

a) w=[-2,-1] by w=[0,5] ¢} w=[-2,0]
Twierdzenie
Srodek S wektora AB, gdzie § = (e vk yA
el P e
A=(x, y,} i B=(xz, y5) mawspdlizedne . |
x Y3 i
_ Xyt Xp _YitYs 7 - CR
Xg = 9 = 2 : AI___EAS X

Z (zatoenie): A=(x,,y,)
B:(xﬁayﬁ}'

S:[JCA+IB J”A+J”3j_
2 72

T (teza): Srodek wektora AR to punkt

Punkt § jest srodkiem wektora AB, wiec:

AS =SB, gdzie AS=[x;—x, ys—y,] i SB=[x5—x5 ¥5—¥s]

2 _IA—FIB
E 5 Xo—X,=Xp—X S
AS =SB, wiec {S AT Skad &
Vo Vg Mo M _Yat Vs
e ¢
2
Zatem S:[xAerxB , 24 eryB ] ckd.

Cwiczenie 23. Oblicz wspéhzedne srodka S wektora AB, gdy:
a) A=(0,0) i B=(-2,1} b A:(JE,—l] i B :(—JE,4].
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Odp owiedzi do éwiczen
12.a) 4B =[4,-6], BA=[46], b) 4B=[5,-1], B4=[-6,1] 13. 4B=[2,4], cO=[1,2]
14.a2) 4B=[2,~4], CD=[2,-4], EF=[2,—4], b) Bd=[-2,4], DC=[-2,4], FE=[-2,4]

15. a) AB = Cﬁ, b AB = —Cﬁ, c)nie s rOwWne 1 nie 5g preaciwne.

16.3) A=(0,0), by A=(-10,12). 17.a) A=(-11,3), b) A=({-5,3)
18. D=(-1,3) 19.9) P=(-3,-4), b) P=(2,-8), 9 P=(50), & P=(0,-1)
20.49) 5=(-7,15), b) K=(-22,-13) 21. a) |A§|=J1_D, b) |A§|=Jz_9, ) |A,§|=5JE, ) |A§|=5_

22. a) |ﬁ»|=J§, b) [#=35, o =2 23, a) S=[—],%} b) S=[D,%].

Zadania utrwalajagce

4.15. Kazda para punktow bedacych wierzchotkami wielokata okresla pewien wektor.
Wskaz dwie pary (jesli 1stmeja) wektorow:

1 rownych, 2 przeciwnych, 3 prostopadlych.

a)  yA c b) ¥ A c) A
| ?77c b1
Ay 5 PVAND SARNEE ﬁ7 5
T - AEEENGEE

4.16. Oblicz wspohzedne wektora ARB, gdy:
a) A=(2,5), B=(-3,1} by A=(-3,-2} B=(L2}
¢) A=(4,-1} B=(-2,-1} d) A=(-8,3), B=(-§,7).

4.17. Oblicz wspohzedne wektora AR oraz wspolizedne wekiora do niego przeciwnego,

jezeli:
a) A=(3,-1} B=(2,-1} by A=(-3,0}, B=(4,1}
¢) A=(-4,-5), B=(0,0}, dy A=(-1,8), B=(L -8}

4.18. Oblicz wspohrzedne konca lub poczatku wektora AR, wiedzac, ze:
a) AB=[7,5] i 4=(2,3), by AB=[4,-1] i 4=(0,-3)
c) AB=[6,—1] i B=(2,3), dy AB=[4,4] i B=(44).
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4.19. Odczyta) z rysunku odpowiednie dane 1 oblicz wspol- VA
rzedne wektorow AE’, C’ﬁ, Eﬁ, Eé, HK . Wskaz pary A TF
wektordw rownych oraz pary wektorow przeciwnych. N S T D
Gﬁ./?/ﬁ_’)gﬁf
4.20. Oblicz wspohrzedne punktu: I wlf: il
a)A, gdy B=(2,1) AB= i ﬁf:[—z,—l], H_ﬁ,c..-w-**”’ﬁ:
b) B, gdy C=(~1,0), BC= w=[0,-1],
OMedy N=(-8,3) MN=a i a=[-83]
dyD,gdy E=(-2,-2), DE=b 1 b=[0,1].
4.21. Wiedzac, ze O=(0,0) i OP =4, oblicz wspohrzedne punktu P, gdy:
a) i =[4, 4], by i =[-3,2] ¢y u=[1,—-5] dy i =[0,7]
4.22. Oblicz wspolizedne srodka § 1 dlugos¢ wektora AB, gdy:
a) A=(-1-1} i B=(-13}, by 4=(2,-3) i B=(3,-3),
c)A:[—l,zlj i B:[zl,—l} d) A=(VI8.427} i B=(VZ,43}
2" 7 " 2
4.23. Oblicz dlugosc wektora i, gdy:
a)ii=CD oraz C=(4,7} i D=(-14,-11) b) ii = —2-1,42+1]

c)ﬁz[(};ﬁ] oraz i =0, d) u=-0 oraz 0=[-816]

4.24. Oblicz wspohizedne wierzcholkdéw B i C tréjkata ABC, w ktérym A =(4, 2} oraz:
a) AB=[-7,-3] BC=[4,-3]. by AC=[-7,-4] C(B=[2.8],
¢) BA=[4,-6] BC=[-9,-6].
4.25. Wiedzac, ze punkt S jest srodkiem wektora AB, oblicz wspotizedne wektora:
a) AS, gdy A=(1,3} i B=(3,7), b) BS, gdy A=(6,-3) i B=(0,3)
©) 4, gdy 4=(6,3) i B=(-10,-1), d) SB,gdy 4=(0,0} i B=(-3,6).

4.26. Na rysunku § jest punktem przecigcia si¢ przekatnych >'( S 5)
rownolegloboku ABCD. Uwzglednij dane przedstawione na
rysunku 1 oblicz wspdhzedne wierzcholkow C1 D. A= (1 2) B=(4,1)
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Q Dziatania na wektorach w uktadzie wspotrzednych

Dodawanie 1 odejmowanie wektorow mozna wykonac w ukladzie wspohzednych.

Pokazemy to na przykladzie.

( Przyktad 9. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku v A

Obliczamy wspohrzedne punkiu A.
CD=[4,—4]i BH =[x, —6,74 —6]
wiec H=(10,2}.

Obliczamy wspohrzedne punktu &'
CD=[4,-4] i GB=[4,—-4] wiec
—BG=[-44]i G=(2,10)

i podaj wspélrzedne wektora: ay AB+CD, b) AB—(D. 6: =
Rozwiazanie 1
A=(2,3), B=(6,6), wiec AB=[4,3] T 1.
C=(4,2), D=(8,—2), wiec CD=[4,—4] HEEE \ T,
Aby wyznaczy¢ wektor, kiéry jest sumg albo réznicg 0 4 ¥ \8 *
Y , . i D
wektorow AB 1 CD, zastosujemy zasade trojkata.
a) CD=BH 'b) CD=-BG i -BG =GB
|
v A
YA | jo | &
6l B | T
' L8
3+ A 4B+ 75 : i \aln ¥
cl H P
1 * | I
| BRSNS | oA
0] 1 4 | % 8 | 10% {
2" “;‘ | 14 \\
11 D | ::::::‘\::::}
t o| 1 4 [ ™) 8 X
| *
| 2] L
|
|
|
|
|

Zatem AH =[8,—1]. AG=[0,7]
Odp.: a) AB+CD=AH =[8,~1] b) AB—CD=AG=[0,7]. J
Zauwazamy, Ze:
_[4B=[4.3] _{Afﬁ"=[4,3]

CD=[4,-4] CD=[4,-4]

Q A§+C5=[4+4?3+(—4)]. E_Cﬁ:[4_4’3_(_4}]'
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Twierdzenie

Jezeli # = [ux, u},] oraz v = |:Vx, v},}, to

| X x> %y y“ Bz(wx,wy)
ﬁ:[vx v},] | ﬁ_{;:[”x_vx uy_vy:| W v
A _’ ___________________ @Jf
Dowod: 7 FA=(u,u,)
Wektory # 1 v sa swobodne. Dla dowodu zaczepimy je jak na = »
X

rysunku, gdzie # = 04, O= (0,0} V= AB.

AB=v= vx,vy] 1 AB:[wx—u ,wy—uy}, wiec

x
Wx:E{x—FVx

WyZHy-FVy

—

Cwiczenie 24. Oblicz wspohzedne wektora if = Ww+6 i [ =w-0, gdy:
a) w=[-2,1 6=[4,-3] by w=[0,-5] ©=[0,5]

c) w=[4,-5] 6=[45] d) w=[~2,43] 6=[L1]

rPrzykIad 10. Na plaszczyznie kartezjanskiej zaznacz wektory swobodne d=|2,0]
b=[-3,0] ¢=[0,-2] d=[0,3] Zapisz swoje spostrzezenia.
Rozwiazanie YA
Aby zaznaczyC wektory, zaczepiamy kazdy z mch w do- T l
wolnym punkcie, a wspohzedne ich kofcdw obliczamy, 1|A 1

dodajgc do wspolrzednych poczatku odpowiednie wspol-
rzedne wektora.

3 a3 FEEEgN
» Jezeli d=AB=[2,0] inp. A=(2,3), to B=(4,3).

» Jezeli b=CD=[-3,0]inp. C=(5-2) to D=(2,-2) ] R




108 4 Wekfory

Q Zauwazamy, Ze:
» drugie wspohrzedne wektoréw a i b sa rowne 0 1 te wektory sg rownolegle do osix,
» pilerwsze wspolrzedne wektordw ¢ 1 d sa rowne 0 1 te wektory sa rownolegle do os1 y.

Uwaga

1) Wektor #, taki ze & =|[p, 0] gdzie p =0, jest rownolegly do osi x i ma zwrot:
» Zgodny ze zwrotem osi x, gdy p = 0,
» przeciwny do zwrotu osix, gdy p < 0.

2) Wektor U, taki ze 6 =[0, ¢] gdzie g = 0, jest rownolegly do osi y i ma zwrot:
» Zgodny ze zwrotem osi y, gdy g = 0,
s przeciwny do zwrotu osi v, gdy g < 0.

3) Wektor zerowy ( 0= [0, 0]) jest rownolegly i prostopadly do kazdej osi uktadu.

Cwiczenie 25. Sposréd wektoréw: @=[-2,0] b=[0,-2], #=[8,0] d=[0,4]
é=[8,8] f=[-8,0] g= [(}, \E} h = [0,0] wybierz te, ktére sa réwnolegle:

a) do osi x, b) do osi y.

Kazdy wektor lezacy na plaszczyzme kartezjanskiej jest suma dwoch wektordw réwnole-
glych do osi ukladu wspohrzednych.

Uwaga
Jezeli w=|p, g] to w=[p,0]+[0, ¢]
|_:;_.| _,‘_’;_I
7 B

Wektory # =[p, 0] i 6 =[0, g| nazywamy

sktadowymi wektora w=|p, ¢|.

H = Cwiczenie 26, Przerysuj rysunek do zeszytu i zaznacz na nim skladowe wektora i
oraz podaj ich wspohzedne.

a) A by ¥ A L) A D ya
_/ ﬁ.- 4 +
I ) li.’J 4 4 } I 4 4 { } } } 4 4 .1“ﬁ| 4 I } 4 |1“ 4 Tq }
Aol 1 [ [ llela > [ | o[ [%* [fe]1]][%
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Cwiczenie 27. Podaj wspdhrzedne sktadowych wektora w, gdy: Q
ayw=[-1L4] byw=[7.-2] cw=[-30] & w=[05]

Cwiczenie 28, Zaznacz na plaszczyZnie kartezjanskiej wektor réwny wektorowi w, gdy:

ayw=[-13] b w=[2-1 ¢w=[3-1 dw=[0,-2]

Przypomnijmy
Jezeli w=Fk-m, to:
1 w|u 2 zwroty wektordw u i w sa: 3 |w=|k||#|
—zgodne, gdy k>0,
—przeciwne, gdy k< 0,

Twierdzenie
Jezeli wektor w = [wx, wy] pommnozymy przez liczbe rzeczywista £k,

to k-w=[k-w,k-w,]

rPrzykIad 11. Wiedzac, ze w =[1, 2], oblicz wspohrzedne wektora:
a) a=3-w b)b=-2-i
Rozwiazanie
Zaznaczamy wektor w na plaszczyZnie kartezjanskiej, przy czym w=u+0,
gdzie # =[1,0] i 6=[0, 2]. Nastepnie zaznaczamy wektor & oraz wektor b.
a) a=3-w=3:[1,2]=[3-1,3-2]
by b=-2-%=-2-[1,2]=[2-1,-2-2]

Odp.:a) @=[3,6] b) b=[-2,-4] )

Cwiczenie 29, Zaznacz w ukltadzie wspohzednych wektor % =[-1,—2] a nastepnie
zaznacz wektor rowny wektorowi:

a)a=2-w, b)b=-3W ¢ c=—wm

b | =

Cwiczenie 30. Wiedzac, ze # =[-1,2] 1 6 =[3, 5] oblicz wspétrzedne wektora #, gdy:

a) w=-50, b)w=3u ¢ w=—(i+06) d)w=3u-20. Q
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Uwaga

e Niezerowe wektory # 1 U sgrownolegle wtedy 1 tylko wiedy, gdy istmeje liczba
rzeczywista k taka, ze w =% -0.

o Jezel ﬁ:[ux,uy], EJ':[U t ] gdzie v _#0 1 v, #0, to wektory 1 1 U sa

ot

: w, M,
rownolegle, gdy £=-—2=4F
D)

X D}'

—

Cwiczenie 31, Sprawd?, ktory z wektoréw &, b, ¢, d jest réwnolegly do wektora

ii=[2,-1] gdy a:[—s, ﬂ b=[-1,2] ¢=[-2,1] d=[10,-5]

Cwiczenie 32, Oblicz, dlajakich wartosci m wektory @ i b saréwnolegle, gdy & = [m, 3]
i b=[2,6m]

Cwiczenie 33. Sprawd?, czy wektory AB i CD saréwnolegle, edy 4=(-3,2), B=(5, 4),
C=(1L2)-B=(53)

Odpowiedz do ¢wiczen
24,4y d—[2,-2], t —[-6,4], By T [0, 0], £ —[0,-10], & Z—[C, 0], f —[8-10],
& E-[1-VZ,1+3], - [V2-L3-1] 5.9 4. ¢ . h Wb, d, gk ¥

27.a) [-1,0] i [0.4], B [7.0] i1[0.-2] o [-3.0]i[0,0] & [0,0]1]0, 5]

30.a) [-15,25], b) [-3,6], © [1,—%}, dy [-9,16]. 29.Np.: ¢

.

3.7id.  32.m—-1,m=1  33.Tak 0

Zadania utrwalajgce
4.27. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz wspohzedne wektordw # i U,
gdy ii=AB+CD oraz G = AB— CD.

a b C d
) VA ) VA ) VA ) Sk

L° :: Y L p /"
. .. | A
7] \C 7° Al s (A

o N ¥ A/o_/’; EEDEEERN NN
il D. 4 i

¥
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4.28. Wiedzac, ze # =[1,—3] i 0 =[-2,1] oblicz wspdlrzedne i dlugos¢ wektora w, gdy: Q
a) W=1+0, by W= -0, ¢) w=-2i, d) w=1iu+20,

e)ﬁ;:%ﬁ—zﬁ, f) w=ii—(6-7) g w=2(a+6)  h) w=-3(5-2#).

=

4.29. Zaznacz na plaszczyznie kartezjanskiej wektor rowny wektorowi w, kiorego poczat-
kiem jest punkt 4, gdy:
ay w=[-2,-1] i A=(L1}, by w=[4,-2] i A=(-2,1}
¢) w=[-3,3] i 4=(2,0) dy w=[3,3] i A=(-3,-3).

4.30. Wiedzac, ze A=(-2,3), B=(1,—2} C=(4,5), oblicz wspohzedne w, gdy:

a) #=AB +BC, b) 7= ( AB + AC }+( 4B - BC)
¢) w=AB+BC+CA, d) 7= AC~(AB+BC),
€) Ww=248-34C, f) W=-2(4B+ AC}+3( AB - BC)

4.31. Wiedzac, ze A=(3,-2), B=(1,3), C=(-2,5} i D=(-4, -2} oblicz wspdhrzedne

punktu £ spelniajacego warunek EA+EB+EC+ED=0.

4.32. Punkty M1 N dziela odcinek 4 B na trzy rowne czesci. Oblicz N M N B
wspohrzedne punktow A1 N, gdy:
a) A=(2,1} i B=(11,4), b) A=(-3,7} i B=(6,13)

) A=(-12,12) i B=(12,-12).

4.33. Punkty K, K., ..., X _, dzielg odcinek 48 na nréwnych czesci. Oblicz wspdhrzedne
punktow K, K,, ..., KX __, gdy:
a) A=(-13), B=(3,5} i n=2, b) A=(-8,4), B=(4,-8) i n=3
) A=(-1-1} B=(23,23} i n=4, d) A=(0,0), B=(-50,50) i n=5

4.34. Oblicz min, gdy a=[-5,3n], b= [m,—n]| oraz G+b= [2m, 8].

4.35. Oblicz m, gdy: w7, w=#d+V, i=[7+m,5-2m] V=[2-m, 5m+1],

f=[3,3-2m] R
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i

Zestaw powtorkowy

. Punkty C, D, E, F sg wierzcholkami czworokata CDEF. E

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych. g
Wektor 0 jest wynikiem dzialtania;
A. CD+DE, B. FE-FD, ¢

C. CD+DE+EF. D. ED+DC+CF+ FE.

i
Na bokach AC 1 BC trojkata A BC obrano punkty D1 E takie,
58 AT == § CE—GB 2
4 2 D
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod poda- A
mych.
Jezeli Dﬁza-A5+b-C§, gdzie a=0 1 b0, to:
A.a:libzl, B.azéib:l, C.azéib:i D.a:lib:i
2 2 =} 2 < 4 2 4

Wektor v mawspohzedne w=[-3,1-a]
Uzupetnij poniZsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami Ci D,
Dhigosc wektora w jest rowna 5, gdy:
b B. a=-5.
Dhugos¢ wektora w jest rowna 3, gdy:
o =—1 D. a=1

Punkt C jest érodkiem odcinka 4B, gdzie A=(3,1} i B=(-1, 7} Zatem:
A AC=[-23] B.BC-[-23] €. cd=[2-3] D:AC-[24]

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
W trdjkacie ABC A=(1,3), AB=[2,—1]i BC=[4,2] Punkt C ma wspéhzedne:
A. (3,2), B. (7,4}, C. (6,1} D. (=10}

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Jezeli @ ||V oraz # =[-3,4-3m]| v =2, m-5] to:

13 7 23

A . m=1 B. m C.m=—— D. m=—
9 3

®



5. Katy w kole 1 styczna do okregu

Kat srodkowy i pole wycinka kota

Przypomnijmy

okrqg

Definicja Definicja
Okregiem o srodku O 1 promieniu »

nazywamy zbior wszystkich punktow

Kolem o srodku O 1 promieniu » na-
zywamy zbior wszystkich punkiow
plaszczyzny, ktorych odleglosc od plaszczyzny, ktdorych odleglosc od
punktu O jest rtOwna promieniowl r.
o(O, r} —okrag o érodku O

1 promiemu 7.

punktu © jest mniejsza lub rowna
Promieniowl .
k(O, r} —kolo o érodku O

1 promieniu r.

Uwaga
Kazde dwa rozne punkty nalezace do okregu dzielg go na dwie czesci.
Kazdg z tych czesci nazywamy hukiem okregu.

hik AB
(tuk okregu) kh’ag‘r' pétkole
- B
]a‘ew A . B
0O
A
pékole

(huk okregu)
e I.uk okregu oparty na srednicy nazywamy polokregiem.

Cwiczenie 1. Narysuj okrag, ktérego najdiuzsza cieciwa ma dugosé 8 cm.
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Cwiczenie 2. Narysuj okrag o promieniu 3 cm.
a) Jaka dlugosé ma srednica tego okregu?
b) Przyjmujac, ze ajest dlugosciag dowolnej cigciwy okregu, okresl przedzial, do kidrego
nalezy liczba a.

B Definicja
e .
ADB —hik, na ktérym

Kat srodkowy w okregu (w kole) to kat, ktérego wierz- oparty jest kat 3

chotkiem jest srodek tego okregu.

O kacie srodkowym AOB mowimy, Ze jest oparty na tuku 4B.
Polproste OA4 1 OB wyznaczaja w kole o srodku O dwa katy
srodkowe. Aby uscislic, o ktorym kacie srodkowym mowimy,
wskazujemy dowolny punkt lezacy na luku 48.

Kat srodkowy a jest oparty na fuku ACB (kolor czerwony), TP -tk na eyt

kat srodkowy B jest oparty na tuku ADB (kolor niebieski). oparty jest kat o

O hlikach ACB 1 ADB mowimy, ze sglukami dopelniajacymi sie.

Uwaga
e Miara kata srodkowego jest taka o= L 260° = 60°
czescig miary kata pelnego (kata ” G
360°), jaka czescig okregu jest
hik, na ktorym ten kat jest oparty. A
D
e Katy srodkowe oparte na row- E{ sp0 5 C A okregn
nych lukach tego samego okregu ’ Q G
53 TOWTIE. F 0 5
A

Cwiczenie 3. Oblicz, jaka czedcia okregu jest huk, na ktérym oparty jest kat srodkowy
O mmierze rOWIe]:
a) 30°, b)60°, ¢)90°  d)180° e)240°, 1)270°.

Cwiczenie 4. Oblicz miare kata srodkowego opartego na tuku okregu, ktérego dhugosé
jest rowna:
a) i dhigosci okregn,  b) é dhugosci okregu, ¢) % dhigosci okregu.
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Cwiczenie 5. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku
1 oblicz miare kata AOD oraz miary katow wewnetrznych
czworokata ABCD.

Wskazowka. Trojkaty AOB, BOC, COD1 DOA sa rowno-
ramienne.

Nazwa i opis figury Rysunek Pole P i1 obwod L
Kolo
O — $rodek kof
$rode a Pyl
r — promien kol
L —obwod kola (dHugosc okregu) L=2nr
Wycinek kota o
y C P = -wr?
L= o]
O — srodek kola 4 B 360
4 r e
r — prowien kola o Y L, - |ABC|
L, —dlugasd hubne wycinka kofa H\\ _/f o 5
P, —pole wycinka kola R w3600 -

( Przyktad 1. Uwzglednij dane przedstawione narysunku, gdzie O jest

srodkiem kola, 1 oblicz:
a) dlugosc luku wyrdézmonego na rysunku kolorem niebieskim, @ ]
b) pole wycinka kola wyrdznionego na rysunku kolorem zotym.
Rozwiazanie
5 ; _ 700 .. 14 o
a) a =70°% r=12 wiec Lw_3 00-2:@-12, czyli LW_?:fr. Ly e

b) Wycinek kota wyrozniony na rysunku kolorem zottym jest oparty na tuku, kioremu
odpowiada kat srodkowy o mierze roéwnej 360°—70°, czyli B = 290°

200° 2
P, = = sl skad Pw=—9-:-’r-144=116?r. £~ ﬁa"wz
260° 36 3l
O, o B, =y, ) BT

Cwiczenie 6. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku,
gdzie O jest srodkiem kola, 1 oblicz:

@ B
a) dlugos¢ luku wyrdézmonego na rysunku kolorem niebieskim, y
F

b) pole wycinka kota wyrdznionego na rysunku kolorem zottym.
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| Odpowiedzi do éwiczent

) 1 1 ) % - 9
| 2.b) (0:6). 3.a) S P 9% 95 95 Do 48907 )30 9300°

| 5. |440D|=140°. Katy czworokgta: 657, 85°, 115% 95°.  6.4) 127, b)27x

Zadania utrwalajgce

5.1. Podaj, jaka czescig okregu jest tuk, na kiorym oparty jest kat srodkowy zaznaczony
na rysunku kolorem niebieskim.

a) b) ) d) v
5.2. Oblicz dlugosc huku okregu o promieniu 3, na ktorym oparty jest kat srodkowy o mierze:
a)60°,  b) 120°, ¢)240°, d)270° e)315°.

5.3. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie punkt O jest
srodkiem okregu, 1 oblicz miary katow trojkata ABC.

5.4. Na rysunku punkt O jest srodkiem okregu, a L jest dlugoscia tuku zaznaczonego
kolorem miebieskim. Oblicz miare kata srodkowego o, gdy:

4
a) L, =12z b) L,=27 4B ©) L,=105z

o

5.5. Oblicz pole wycinka kota o promieniu 6 1 kacie srodkowym o mierze:
a) 40°, b) 80°, c) 135°, d) 150°, e) 225°, ) 330°,

5.6. Na rysunku punkt O jest srodkiem kota, a P, jest polem wycinka wyroznionego ko-
lorem miebieskim. Oblicz miare kata srodkowego o, gdy:
a) P, =25z by P =27z c) P, ,=56n

@®

B
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a) b) l
trojkata AOB, gdy:

5.7. Narysunku punkt  jest srodkiem kot wspotérodkowych. Uwzglednij dane przedsta-
wione na rysunku i oblicz pole figury wyrdznionej kolorem niebieskim.

5.8. Punkt O jest srodkiem okregu o promiemu #. Oblicz pole
a) r=8 1 or = 30°, b) r=+3 i o =60°, A
Q) r=101a=120° d)r=1ioa=135° e

B

5.9. Punkt O jest srodkiem kola o promieniu . Narysunku B s
DO CIE,
D | kolorem niebieskim wyrdzniono odcinek kola. kota
a) Uzasadnij, ze pole P tego odcinka okreslone jest wzo-
rem P=———. zp? —lrz -sino.
360° 2 A4

b) Oblicz pole odcinka kola, gdy:

1 ,—-J2ia=45 2 ,-10ia=150° 3 ,21ia=90°

5.10. Punki Ojest srodkiem kota. Uwzglednij dane przedstawione narysunkui oblicz pole
figury wyrozmone] kolorem niebieskim. W obliczeniach przyjmij =z = 3,14 Wymk
podaj z dokladnoscia do 0,01.

5.11. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie punkt O jest srodkiem okregu,
1 oblicz dlugos¢ cieciwy AB.

B 0)

by
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Kat wpisany 1 jego zwiazek z katem srodkowym

Definicja
Kat wpisany w okrag (kolo) to kat wypukly, kiorego wierzcholek lezy na okregu,
a jego ramiona 83 polprostymi zawierajacymi cigciwy okregu.

2L ASE  — kgt wpisany w okrge o Srodku O oparty na biku ACB
a —miara kega ASB

poiproste SA i SB — ramiona kgta ASB

S —wierzchokk kata wpisanego

s = Cwiczenie 7. Narysuj okrag o $rodku O i obierz na nim punkty A, B, C. Zaznacz:
a) kat srodkowy oparty na tuku BAC,  b) kat wpisany oparty na luku BAC.
Czy kat wpisany oparty na tuku BAC jest tylko jeden?
Cwiczenie 8. Punkty A, B, C, D leza na okregu. Wskaz tuk, na ktérym oparty jest kat
srodkowy « oraz kat wpisany 8, gdy:

a) b) D C) C
g
0
. ﬂ 4 @ B
! $ B
\ / D
C
Cwiczenie 9. Na rysunku punkty A, B, C, D leza na okregu

o srodku O, a odcinek 48 jest jego srednica. A
a) Podaj miary katow srodkowych ai 8. A % B
b) Na jakim hiku oparty jest kat o, a na jakim 8? M
¢) Na jakim hiku oparty jest kat ¥ ?

d) Najakim tuku oparty jest kat &?

Twierdzenie o katach wpisanym i srodkowym opartych na tym samym tuku okregu

Miara kata wpisanego w okrag
(kolo) jest réGwna polowie miary kata
srodkowego opartego na tym samyimn
hulu okregu co kat wpisany.

|<3EACB|:%\%KAOB|:H
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Z (zeloienie):. | T(feza):
B — kat srodkowy oparty na tuku 4B, : B=20, czyli o = %)3_
a — kat wpisany oparty na tuku A3, |

Zauwazamy, ze mozliwe sg trzy przypadki:

1 C 2

Srodek okregu Srodek okregu Srodek okregu
lezy na ramieniu lezy wewnatrz lezy poza
kata wpisanego kata wpisanego katem wpisanym

Udowodnimy przypadek 2 .
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Promien OC podzielil kat wpisany ena katy ¢, i a,.
Zauwazamy, ze trojkaty AOC 1 BOC
83 TOwWnoramienne, wiec
|« CA0|=e; i [xCBO|=¢,
= 360“—[|{AOC|+|{BOC\],
gdzie |« AOC|=180°-2¢, i [« BOC|=180°-2a,
B =360°—[(180°— 20, }+(180°— 20, }| = 2(ex, + 1, }=2cr.  chkd.

Cwiczenie 10. Udowodnij przypadki 1 i 3 twierdzenia.
Wskazowka 1 C 3

Cwiczenie 11, Uzasadnij, ze katy wpisane oparte na réwnych
hikach s3 rowne.
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r Przyktad 2. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i podaj miare kata c.

Rozwiazanie

Zauwazamy, ze na kazdym z rysunkdw kat srodkowy 1 wpisany sa oparte na tym
samym luku.

a) 3:1-80"’:40", b) 3:1-60":30“,
2 2
C) %-a =30°, skad a =60°, d) o :%-280" =140°.
Odp.: a) & =40° b) a=30° c¢)a=:60° d) a=140° J

Cwiczenie 12, Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i podaj miare kata cx.

a) 0 )
&
v

Cwiczenie 13. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku,
gdzie O jest srodkiem okregu, 1 uzasadnij, Zze katy o1 B sg rowne.

Rozwiazanie

Przyjmujac oznaczemnia jak na rysunku, zauwazamy, ze kat ACB
jest katemn wpisanym opartym na tym samym tuku co kat srodko-
wy ACB.

Poniewaz |x AOB|=180°, wiec |x ACB|= %hﬁ AOB|=90° cn.u.
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Cwiczenie 14. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie O jest srodkiem okregu,
1 podaj miare kata cx.

a) ’ Vi )
O/ S \_/

Uwaga

e Kazdy trojkat wpisany w okrag, ktdrego jednym z bokdw jest stedmica okregu, jest
trojkatem prostokatnym.
e O kacie wpisanym opartym na potokregu mowimy rowniez, Ze jest oparty na srednicy.

Cwiczenie 15. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku,
gdzie Ojest srodkiem okregu, a odcinek AC jest jego srednica,
1 oblicz miary katow czworokata ABCD.

Whioski z twierdzenia o katach wpisanym i Srodkowym
opartych na tym samym luku okregu

Kat wpisany oparty na polokregu jest Suma miar katéw wpisanych w okrag
katem prostym. opartych na tukach dopelmiajacych sie

jest rOwna 180°.
/A = — =
A ‘B |-=IASB|_ 1|{AOB|—90°

Katy wpisane w okrag oparte na tym sa- Katy wpisane w okrag oparte na lukach
mym tuku maja rowne miary. rownej dhugosci maja réwne miary.
G

YN
23

B
A

|« AC,B| =]« AC,B|=|« AC,B|=« Jesli |APLB| =|C1%DL to o = f3
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Odpowiedzi do ¢wiczen
3. a)Tuk ADC, Py tuk ADB, Stk ADE  9.a) «=pF=180", b)anatilm ADS, Snatuku ACE, ) ADE, d)ACE
12. a) 105°, b)45%, ¢)135° 14.a)70°, b)45%, ¢y 30° 15, 105°, 90°, 75% S0°

Zadania utrwalajgce
5.12. Oblicz miary katow srodkowego 1 wpisanego opartych na tuku okregu o dhugosci:

1 2 1 1
3okt b) — okr =0l d) — okregu.
a) 4 OKTEEU, ) 3 OKTE2L, c) 10 OKT&ZL, ) 6 OKTEZU

5.13. Uwzgledm) dane przedstawione na rysunku i podaj miary
EI_ katow aroraz . Odpowiedz uzasadnij.

5.14. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie Ojest srodkiem
okregu, 1 oblicz miare kata:
a) COA, b) ACB, ¢) CAB, d) CBA.

5.15. Uwzgledmj dane przedstawione na rysunku, gdzie punki © jest srodkiem okregu,

1 oblicz miarg kata «.

5.16. Uwzglednj dane przedstawione na rysunku, gdzie punki O jest srodkiem okregu,

1 oblicz miary katow a1 B.
b) C)

C
5.17. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie O jest srod-
P .

kiem kola, 1 oblicz pole figury wyroznionej kolorem zoktym.
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5.18. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie O jest srodkiem okregu, 1 oblicz
miare kata o

5.19. Uwzgledmj dane przedstawione na rysunku, gdzie O jest srodkiem okregu, 1 oblicz
diugosc cigciwy AB.

€
5.20. Wierzcholla trojkata ABC lezg na okregu o srodku O. 4 ,
Oblicz srednice okregu, gdy |AC|=5 i |« ABC|=40°.

Wymk zaokraglij do dwdoch miejsc po przecinku. 2
e
[ 5.21. Uzasadnij, ze jeshi ramiona kata o wpi-
El_sanego w okrag o srodku O 1 promie-
niu # maja Z mim punkty wspolne 4 1 B,
to |AB|=2r sinc. A
B
— D a C
5.22. Uzasadnij, ze jesli punkty A, B, C, D leza na okregu o srod-
D[ ku 01 sa kolejnymi wierzchotkami kwadratu, to kazdy kat ol oW a
wpisany oparty na tukach A8, BC, €D, DA itukach do nich (gﬁi’w\\ :?
dopetniajacych ma miare roéwna 45° albo 135°. A — s B

[ 5.23. Cieciwa AB jest prostopadia do promienia OC okregu
El_ o srodku ©. Uzasadnij, ze:

a) |« AOC|=|«COB,|,

b) |« ACO|=|«BCO)|.
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Styczna do okregu i jej wlasnosci

Prosta 1 okrag na plaszczyznie moga me mie¢ punkiu wspolnego, moga miec jeden lub
dwa punkty wspdlne. Aby okresli¢ wzajemne polozenie prostej 1 okregu badasie odleglosc
srodka okregu od tej prostej.

Wzajemne polozenie prostej i okregu

Prosta styczna Prosta sieczna Prosta zewnetrzna

N
KIINIcLAa

ol

Styczna do okregu Prosta, ktéra Prosta jest zewnetrzna

nazywamy prosta, 7 okregiem ma dwa dla okregu, gdv nie
ktora ma z okregiem punkty wspdlne, ma z nim punktéw
jeden punkt wspdlny. nazywa sie sieczna. | wspdlnych.

>

|OA|:rirJ_k |OA|<r |OA|>?‘

Odlieglos¢ srodka O okregu Odleglosc siecznej k od srod~ | Odleglosé srodka O okregu
od stvcznef k jest vowna jego | ka O okregu jest mniejszaod | od prostej zewnetrznej k jest
promig Riowi F. promieniar wieksza od promienia r.

Aby skonstruowac styczna do okregu, niezbedna jest znajomog¢ konstrukceji prostej pro-
stopadte] do podanej prostej.

Konstrukcja prostej prostopadtej do prostej m przechodzacej przez punkt 4

[
1° Z punktu A kreslimy okrag | 2° Z koncéw odcinka BC

0 promieniu wiekszym kreglimy okregi o jedna-
niz odlegloé¢ punktu A od | kowym promieniu 7,

prostey . T %|BC\.

3° Przez punkty DiA prowa-
dzimy prosta.

CHrzymijemy prosig

Chrzymijemy punkly Bi C. CXrzymidiemy punkt D,

prostopadiqg do prostej m.
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Konstrukcja stycznej do okregu w punkcie 4 nalezacym do niego

1° Prowadzimy | 2° Zaznaczamy punkt B taki,
polprosta OA. | ze |OB|=2-|04|

| 3° Kreglimy symetralna
odcinka OB, ktéra jest styczna
do okregu w punkcie A.

i

B
&

|
|
|
|
|
| A
|

|
|
|
| B
|
|

Kat miedzy styczna a cieciwa okregu poprowadzong z punkiu
stycznoscl nazywamy katem dopisanym do okregu.

Czedcia wspdlna kata dopisanego i okregn jest luk 43,

Ce Mowimy wtedy, ze kat dopisany jest oparty na Tuku 4B.

o — miara kqta dopisanego opartego na hiku ACB,

B — miara kqta dopisanego opartego na huku ADB.

A
C
Cwiczenie 16, Przerysuj do zeszytu rysunek i zaznacz na nim:
a) kat ostry dopisany w punkcie 4 oparty na luku AC,

b) kat rozwarty dopisany w punkcie B oparty natuku BC. N B

Twierdzenie o kacie migdzy styczna a cigciwa okregu
Kat miedzy styczng a cigciwg okregu poprowadzona
z punktu stycznosci jest réwny polowie kata
srodkowego opartego na huku, kidrego koncami sg
korice tej cigciwy.

Z (zalolenie): | T (teza):
[« AOB| =20, |« C4O|=90°, [« CA4B| =%|{AOB| —a.
C — punkt lezacy na styczne;j.

Dowod:

Tréjkat ABO jest réwnoramienny, wiec |« ABO|= 8.
20+ 2 =180°, skad 5 =90°—«.
[« CAO| = 90°, wiec [« CAB|=90°— B.
90° - B=90°-(90°-ar}=0r. ckd.




126 5. Kaly w kole | siyczna do okregu

Cwiczenie 17. Uwzglednij sytuacje przedstawione narysunkach 1 oraz 2 i udowodnij

1
twierdzenie o kacie miedzy styczng a cigciwa okregu, to Znaczy, ze o = 5 B.

rPrzykIad 4. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku
1 oblicz miare kata c.
Rozwiazanie
Zauwazamy, Ze:
e kat o mierze 75° jest katem dopisanym, wiec
|« AOB|=2-75°=150°,

* |« AOB|+|« BOC|=180° wiec |«BOC|=30°
|« BOC|=|« DOE|, wiec |« DOE|=30°,

e naluku DFE (kolor czerwony) oparty jest kat srodkowy DOE 1 kat wpisany DFE,

zatem ¢ = |« DFE|= %|{DOE ,czyli o =15°, J

Cwiczenie 18. Uwzglednij dane przedstawione
na rysunku 1 oblicz miare kata .

Konstrukcja stycznej do okregu przechodzacej przez punktlezacy poza okregiem

1° Prowadzimy symetralna 2° Prowadzimy okrag o érod- | 3° Prowadzimy

: I : i ;
odcinka OP. | kuSipromieniu [ |  prosteAPiBP.
- A
A I § I
I I
F
S
I '
S I I
I I
Otrzymujenty punkt S. | Otrzymujemy punkiv Ai B. | Otrzymuyjemy styczne APi BE
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Cwiczenie 19. Narysunku proste AP i BP sa stycz-
ne do okregu o frodku w punkcie O 1 promieniu #.
Uzasadmj, ze trojkaty OAF 1 OBP gq przystajace.

Twierdzenie o odcinkach stycznych

Odcinki dwoch stycznych poprowadzone do okregu
Z punktu zewnetrznego wyznaczone przez ten punkt
1 punkty stycznogci majg rowne dlugosci.

r Przyktad 5. Uwzglednij dane przedstawione na rysunkui oblicz:
a) dhugosci odcinkow stycznych AP 1 BP,
b) odleglosé srodka & okregu od punktu 7,
c) pole figury wyroznionej kolorem niebieskim.

Rozwiazanie

Zauwazamy, Ze r = |OA| = \OB\ =4,

a) Odcinek OF zawiera sie w dwusiecznej kata srodkowego AOB, wiec
|« AOP|= |« BOP| = 60°.

W trgjkacie prostokatnym OAF:
@:tgﬁoﬂ, wiec [4P|=44/3. tg60°=~3
P
b) ‘C:—H =cos 60° wiec |OP| =8. cos60° = %

¢) Pole figury wyroznionej kolorem niebieskim jest rowne rozmicy

pola P_ czworokata AOBP 1 wycinka P kota, czyli P=F_—F,

1
ﬂzzz-%-r-|AP\:4-4J§:16J§, Pmng-r-\APl
1200, 16 o,
¥ o, -4 =—n. B = - TF
Y360° 3 360°

Zatem leéﬁ—%:zr ~16 [ﬁ—%}

Odp.: a) 43, b) 8, ¢) 16 [wﬁ—%)
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Cwiczenie 20, Uwzglednij dane przedstawione na rysunku
1 wyraZ pole P figury wyrdznionej kolorem niebieskim
w zaleznosci od promienia ¥ okregu o srodku O.

Twierdzenie o odcinkach siecznych okregu
Jezeli jedna sieczna przecina okrag w punkiach 4 1 B, a druga sieczna przecina
ten okrag w punktach C'i D oraz sieczne A8 1 CD przecinaja sie w punkcie 7,
to iloczyn odleglogci punkiu P od punktdw 4 1 B jest rowny iloczynowi odlegloscei
punkiu # od punkiow C1 D.

|P4| | PB|=|PC| |PD|

1° Z (zatoienie):
Sieczne AB 1 C'D przecinaja sie w punk-
cie P nalezacym do kola o srodku O.

2° 7 (zalolenie):
Sieczne AB1 CD przecinaja sie poza
kolem o srodku O.

4

T (teza): |PA|-|PB|=|PC|-|PD|.

1° Dowdéd: 2° Deowod.
Koty wpisane aparte na fuki AC
|{ADC|:‘{ABC’ (kalor pomarariczowy) |{ADC|: ‘iABC’
_ Egty wpisane oparte na fuku BD -
[« BAD|=|«BCD)|, olor michiest) | % BAD|=|«BCD|,
|« 4PD| = |« CPB] Farakgiow | Kaly preyiegte do. | 4pyp| | o CBP|
wierzchoticowych | rdwnych kgtow

Na podstawie cechy (klkk) wynika, ze trojkaty 2401 PCB sg podobne.
Zatem || M, skad |PA|-|PB|=|PC|-|PD)| chd.
\PD| |PB

W techmice przydatna jest znajomosc¢ zaleznosci pomiedzy dlugosciami odeinkow wyzna-
czonych przez dwie sieczne okregu.
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Twierdzenie o odcinkach stycznej | sieczne]
Jezel z punktu P lezacego na zewnatrz okregu o srodku O poprowadzimy prosta,
ktora jest styczna do tego okregu w punkcie A, oraz sieczna, kidra przecina okrag
w punktach A4 1 B, to 1loczyn dlugosci odcinkow £4 1 PB jest rowny kwadratowi
dhugosci odcinka PAL.

|PM|* = |PA|-|PB|

Cwiczenie 21. Z punktu P nalezacego do siecznej AB

okregu o srodku O poprowadz ono styczng do tego okrggu
w punkcie M jak na rysunku. Wykaz, ze:

a) |« PMB| = |« PAM|, b} APMB~ APAM,
|PM|  |PB|
P4  |PM

, czyli |PM]|’ =|P4|-|PB|

0)

f Przyktad 6. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dlugosé odcinka x.

a) | b) 2 _p | ©) C
| ‘ ST N 4
/A v a
| | 15
| |
| | D
Rozwiazanie

Z twierdzenia o odcinkach siecznych okregu wymka:

a) |PB|-|PA|=|PD|-|PC]| | by |PB|-|P4|=|PM][’ ¢) |PB|-|PA|=|PC| -|PD|

|
|
3-(3+x)=2-(2+7) | 2-(2+x)=4 | wrx=3715
0+3x=18 | 44+ 2x=16 | x* =45
=3 | ap =ity | x=34/5. J

Cwiczenie 22. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz diugosé odcinka x.
a) ¢

b) C) P
L 22 f 3\
4 RN >
i 12
M C
4
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Odpowiedzi do ¢wiczen

17. Wskazdwhka, 2 AABC jest prostokatny, [0 CAB|=90°—«,
|« 4BC|=90°, wiec |4« ACB|=c.

18. o =40° 20. P:rz-[l—i}
B 4

22.a) x=6, b)Y x=27, ) x=7

Zadania utrwalajace

5.24. Uwzgledmnj dane przedstawione na rysunku, gdzie O jest srodkiem okregu, 1 oblicz

5.25. Na rysunku punkt O jest srodkiem okregu
0 promieniu # a proste AP 1 BP g3 do niego
styczne. Oblicz dlugosc¢ odcinka:
a)AP, gdy r=4 i |OP|=10,

b) OP, gdy 200=60° i r=343,
€)AB, gdy 20 =120° i |OP|=12.

5.26. Przez konce cieciwy dzielacej okrag w stosunku 1: 2 poprowadzono styczne. Oblicz
miare kata ostrego zawartego miedzy jedng z tych stycznych a cieciwg.

5.27. Okrag podzielono na trzy czesci 1 przez punkty podziatlu poprowadzono styczne do
tego okregu, kiore przecinajg sie w punktach 4, 81 C. Oblicz miary katow trojkata A BC,
gdy okrag ten podzielono na czesci w stosunku:

a) 3:4:5, by 5:6:7, cy 255 19,

5.28. W katy przylegle o wierzcholku P, z ktorych jeden ma miare
60°, wpisano okregi o srodkach 0,1 O, kazdy o promieniu r.
Oblicz odleglos¢ punktu P od srodkow tych okregow, gdy:

a) r=1, by =2, c) =10, d) r=200.
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5.29. W kat arwpisano okrag o grodku €1 promieniu 1, ktdry jest styczny do jego ramion.
Oblicz dlugosci odcinkow stycznych, gdy:
a) o =60°, biier=90%, Cla= 1208, dyee=2p

5.30. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dhugos¢ odcinka x.

a) b) < 0
AB . D
P A
ik ¢
c 4

5.31. Uwzgledm)j oznaczenia na rysunku i wykaz, ze:

a) |PB|-|P4|=|PC|-|PD
¢
A,ﬂ A
s
P D

Okregi styczne i ich wtasnosci

: b) |PC|=|PD|.

{'k.cl [ e oy
Lefnicja

Dwa okregi nazywamy stycznyimi, gdy maja jeden punkt wspolny.

Okregi moga byc styczne:
® Zewnetrznie, ® wewnetrznie.

"‘ 00,]=lr 7
& s Bl D)
0.0, =1 +7, " 1K 25

Cwiczenie 23. Okredl, czy styczne sa okregi o érodkach O, i O, oraz promieniach

odpowiednio réwnych x i #, gdy:
)| O, =5, e, m=l, by @k =8, B B,
) |00,|=10, =4, r=6, d) |00,|=2, =242, r,=2.



132 5. Kaly w kole | siyczna do okregu

rPrzykiad 7. Okregi o promieniach r1i 2 sg styczne wewnetrznie w punkcie P. Z punktu P
prowadzimy dowolng cigciwe okregu o promieniu 2#. Uzasadnij, ze okrag o promieniu »
dzieli te cigciwe na polowy.

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku, gdzie odcinek PB jest
dowolng cigciwa okregu o promieniu 2#. Zauwazamy, ze katy
PAO, 1 PBC sa proste, jako katy wpisane oparte na srednicach
okreg Ow.

Trokaty PAO, 1 PBC sq podobne (kkk), wiec % = i—; = %
Zatem @ = l wiec |PB|=2|P4|. C.ILIL

\PB| 2 J

Cwiczenie 24, Okregi o promieniach r i 4 sa styczne wewnetrznie w punkcie P.
Z punktu P prowadzimy dowolna cieciwe okregu o promieniu 4r. Uzasadnij, ze okrag
o promieniu # dzieli ja w stosunku 1: 3.

Twierdzenie

Jezeli okregi o promieniach #1 R, gdzie R =7,
53 styczne Zewnetrznie i 83 styczne do prostej
w punktach 1 Q, to

PO =27 2R, czyli |PQ|=2r-R.
x=2Jr-R

Cwiczenie 25. Uzasadnij, ze jesli do okregdw stycznych zewnetrznie poprowadzimy
wspolng styczng do obu okregow, to kwadrat odleglogci punkiow stycznosci jest rowny
iloczynowi srednic tych okregow.

Cwiczenie 26, Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dlugos¢ odeinka x.
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rPrzykIad 8. Dwa okregi styczne zewnetiznie sg styczne do ramion kata o mierze 60°.
ZnajdZ zaleznos¢ miedzy promieniami tych okregow.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku.
Zauwazamy, ze srodki O, 1 O, okregow lezg
na dwusiecznej kata o mierze 60°.
W trojkacie prostokatnym O.KO;:

R-r 1
=—, skad
5 kg

e sin30°, czyl
R+r R+r

2R—2r=R+r, wiec R=3r.

Cwiczenie 27. Dwa okregi zewnetrznie styczne s
styczne do rarmon kata prostego. Okresl zaleznosc
migdzy promiemar tych okregow.

Odp owiedzi do ¢wiczen
23.a) Mie, b)tak, otak, d)tak 25, Wekazdwia, Zastosy] twierdzenie Pitagorasa.
R—¥ JE

R+r 2

26.4) x=5, b) x=4f6, ¢) x=9. 27. R={3+22)-r Wskazdwka.

Zadania utrwalajace

5.32. Okredl, czy styczne sa okregi 0(O,, 7 ) 1 0(0,, 7, ), gdy:
a) |00,|=7 R=3ir=6, b) [C0,|=0,72, =014 i r, =036,

1 2
VO3B = in=
d) [00,|=17, K=& i r,=+10.

5.33. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dhugos¢ odcinka x.

b) 4 MNE g
v}
, 2
O
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5.34. Odleglos¢ srodkoéw dwoch okregow stycznych wewnetrznie jest rowna 6, a okrag
o mniejszym promieniu dzieli odcinek taczacy srodki obu okregow na potowy. Oblicz
promienie tych okregow.

(535 W katy przylegle, z kiorych jeden
D'| ma miare 60°, wpisano okregi
w sposob pokazany na rysunku.
Uwzglednij dane przedstawione na

rysunkuo i wykaz, ze R =37,

5.36. Do okregow stycznych zewnetrznie w punkcie C
D | poprowadzono wspolng styczng A8. Uzasadmi,
ze |« ACB|=90°.

i
0 a
r |
A B

5.37. Trzy okregi o srodkach 4, B 1 C s3 styczne Zewnetrznie. Uzasadnij, ze trojkat ABC
D | jest prostokatny, gdy promienie tych okregdw sg rowne:
a)l: 2.3 b) 2, 3, 10, £)3:5, 12,

5.38. Okregi o srodkach B i C sg styczne zewnetrznie, a kazdy
D | z nich jest styczny wewnetrznie do okregu o srodku A4 1 pro-
miemuR. Uzasadmj, ze obwod trojkata 4 BC jest rowny 2K. " |

Cong

7=  Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposréd podanyeh.
Na rysunku punkt & jest srodkiem okregu. Miara kata o jest rowna:
A 270°, B. 300°,
Gl D. 330°.

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Na rysunku punkt O jest srodkiem okregu.
Miara kata o jest rowna;
A B0 B. 120°,
G135 D. 150°.
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. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Punkt O jest érodkiem okregu. Kat ¢, ktorego miara jest réwna 80°, przedstawiony

jest na rysunku:
A,

(%5

. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Na rysunku punkt O jest srodkiem okregu.
Dhugosc odcinka x jest rowna: m
c g25d4 4

G D.

A. J485, B. 420, *
C. 36, D. J10. X

. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Punkty O, 1 O, sasrodkami okregow stycznych zewnetrzme

1 stycznych do prostej AB. Odcinek x ma dhugog¢ rowna: L2

A. 85, B. 162, @' 16
I O

C. 2442, B; 128 E

. Prosta k& jest styczna do okregu w punkcie 4. Prosta / jest prostopadta do proste) &
1 przecina ja w punkcie L oraz przecina okrag w punktach A1 N. Oblicz promuerl tego
okregu, wiedzac, ze |AL|=3 i |MN|=8.

. Okregi o srodkach Qi O, oraz promiemiach » s3 styczne zewnetrznie w punk-
cie O, ktory jest srodkiem okregu o promieniu 2». Uzasadnij, ze wspodlna styczna

do okregow o promieniach » wyznacza w okregu o promieniu 27 cigciwe majaca
dlugosé 47 albo 243~

. Shipy w ksztalcie walca, ktorych przekroj jest kotem o srednicy 40 cm, s3 przewozo-
ne po 6 sztuk na platformie kolejowej. W celu ich zabezpieczenia na czas transportu
spina si¢ je stalowymi pasami. Czy mozna zabezpieczy¢ przewozone shupy pasami,
ktorych dlugosé nie przekracza 3,5 metra?



6. Okregi na plaszczyznie kartezjanskiej

Rownanie okregu

Przypomnijmy
Definicja
Okregiem o srodku § i promieniu # ( # > 0) nazywamy zbior
punktéw P plaszezyzny, ktorych odleglos¢ od punktiu S jest
rowna r.

G(S, r)— okrag o srodku .51 promieniu # = ‘SP|

f Przyktad 1. a) Na plaszczyZnie kartezjanskiej zaznacz taki zbidr punktow P, ktérych

odleglos¢ od punktu § jest rowna ».

b) Napisz wzor okreglajacy zaleznog¢ miedzy wspolrzednymi punktu P1ijego odlegltoscia
od punktu S.

Rozwiazanie

a) Zauwazamy, ze zbior szukanych punktow P jest YA
okregiem o srodku w punkcie S 1 promiemu #,
gdzie P= (x, y), M (a, b) 1 |SP| =

b
b) |SP|=ri |SP|=of(x—a) +(y—b)’, wige

0 a 1
J(x—a)2 +(y—,5}2 —7, skad \\/

(x— a)z + (y—b}z =7
Odp.: b) Zbiérwszystkich punktéw P jest okregiem oréwnaniu (x—a)’ +(y—b)° = rz.J

Cwiczenie 1. Napisz réwnanie okregu o srodku § i promieniu r, gdy:

a) S=(-L3} i r=2 b) $=(3,0} i r=3
& 8S=(-2,-2) i r=+2, d)y S=(0,0) i r=1
Uwaga

Réwnanie (x— a)z +(y- b}z = »* jest rownaniem okregu o srodku w punkcie S, gdzie
S={(a, b}, i promieniu » (» > 0).

o (x—a) +(y—b) =+ —posta¢ kanoniczna réwnania okregu.
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Jezeli w réwnaniu okregu (x—a)’ +(y—b) = r*wykonamy wskazane dziatania, to otrzy- Q

mamy rownanie  x° + y° —2ax—2by+a® + b* -2 =0 & +b ri=c
¢
X2+ —2ax—2by+c=0, gdzie c=a’+b*—#%

skad r=aitbl—c, gdy P +b—c>0.

Uwaga

2

Réwnanie x°+ y° —2ax—2by+c=0, gdzie c=a’ + b~ i & +H —c>0,

to postaé ogolna réwnania okregu o srodku §'=(a, b} i promieniu r.

( Przyktad 2. Odczytaj wspohrzedne srodka Si oblicz promien » okregu o rownaniu:

a) (x—1) +(p+3) =25, b) 2417 —4x+8y—16=0.

Rozwiazanie

a)  (x-1Y +(yp+3) =25
(- + (D)) =5 (x af+ly 8 -7
gl PaeF gl

b) 7 sposob IT sposob

Korzystamy z wzordw skroconego mnozenia.

Obliczamy wspohrzedne ai b
x2+y* —4x+8y—16=0

srodka § okregu.
x2—4x+)° +8y—-16=0

(x*—4x+4)—4+(3"+8y+16}-16-16=0
(x—2Y +(y+4) =36
(-2 +(p-(4) =6

X+ 3°—2ax—2by+c=0

2a=-4, 2b=8§
a=2 b=,

Obliczamy promien » korzystajac

zwzoru r=va® +b* —c.
r=qJ2°+(—4Y —(-16) =6
Odp.:a) S=(L -3}, ¥=5, b) S=(2, -4}, r=6. ) Q

|
|
|
|
|
X+ —4x+8y—16=0 |
|
|
|
|
|
|

Cwiczenie 2. Podaj wspdlrzedne srodka i promiefi okregu o réwnaniu:
a) (x+2F +(y—4Y =8 b) 22+(p+7V =81, ) x>+ +2x—6y+9=0,
d) x>+ 3*=10y-16=0, € X’ +16x+3°+36=0, ) x*+37>+8x-2y+12=0.
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Cwiczenie 3. Przedstaw w postaci kanonicznej réwnanie okregu:
a) x> +3°+8x—2y+12=0 b) x> +3* -10y-16=0,

©) x*+16x+y*+36=0.

rPrzykiad 3. Okrag o érodku w punkcie S i promieniu » opisany jest réwnaniem
(x—3) +(y—2) =4 Oblicz odlegtos¢ d punktu K od tego okregu, gdy K = (6, 6),
Rozwiazanie

W matematyce przyjmuje sie, ze odlegloscia punktu od okregu
jest dlugosc najkrotszego odceinka, kiorego jednym koricem jest

ten punkt, a drugim punkt nalezacy do okregu.
Zatem odleglos¢ d punktu K od okregu mozna opisa¢ wzorem:

d =|PK|=|SK|-r, gdzie §=(3,2} i r=2 skad
d=J(6-3) +(6-2f —2=3.

A
[\

Cwiczenie 4. Oblicz diugosé najdiuzszego odcinka, ktérego jednym koncem jest punkt
K =(6,6) a drugim punkt lezacy na okregn o réwnaniu (x—3Y +(y—2)" =4.

Wzajemne potozenie dwoch okregdw o( S, 1 } i o(S,, , } zalezy od odleglosci ich srodkéw

|SlSz\0raz ich promiem # 1 #,.

Okregi moga by¢ wzgledein siebie:

roztaczne rozlaczne wewnetrznie
zewnetrznie niewspotsrodkowe wspolirodkowe
=)
=
&
=
E k o ¥
[S,8,] > 7 +7 0 <|8,5|< |5 -2 15,8,|=01 5 =,
- ; styczne wspotsrodkowe
przecinajace sie : i P ————
zewnetrznie wewnetrznie POKTYWajqoe Sig
=
Dl
gﬂ
s 13 s &
)
=
=

[$:8,=01in=n
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Cwiczenie 5. Okresl wzajemne polozenie okregéw o srodkach §, i S, oraz promieniach
odpowiednio réwnych % 1 r, gdy:

a):S=13,2),. :8,=06.28 =2, =] b) §,=(0,0), $,=(3,0}, r=2, =5
Cwiczenie 6. Okresl wzajemne polozenie okregdw o réwnaniach:

a) (x+3F +12 =25 (x+4Y +1°=4 by x2+(y—2) =49, P +(y+8) =9
C) ¥ +y*—4x+2y—-4=0, x>+ +2x-2y-2=0.

( Przyktad 4. Dla jakich wartosci parametru m okregi o rownaniach Q
o (x=3Y +(y+4Y =16 i oy x*+y" =m’ —6m+9 sqstyczne zewnetrznie?
Rozwiazanie
Okregi o,i o, sg styczne zewnetrznie, gdy [S,S,|=# + 5, gdzie S, =(3, -4},

S, =(0,0), 5 ~f16=4, 1, =Nm —6m+9 =|m—3].
5,8, |=5, wiec okregi o1 o, 83 styczne zewnetrznie, gdy
4+|m-3|=5
lm—3|=1
m—3=11lub m-3=-1
m=4 lub m=2
Odp.: Okregi o1 o, 83 styczne zewnetrznie, gdy m=4 lub m=2. J

Cwiczenie 7. Dla jakich wartosci parametru m okregi
o X +y° —8y+12=01 oy (x+ 3}2 +y*=m* —10m+25za;
a) styczne zewnetrznie, b) rozlaczne zewnetiznie. Q

Definicja
Kolem o $rodku S i promieniu # ( # > 0) nazywamy

zbior punkiow plaszczyzny, kidrych odleglosci od
punkiu S sg mniejsze lub rowne 7.

k(S, r) — koto o érodku .S'i promieniu 7 |SP| £r
Uwaga %
r
Nierownosé (x—a) +(y—b) <7 opisuje koto o érodku S

“Y

w punkcie S =(a, b} i promieniu #( r > 0). (ﬂ
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Cwiczenie 8. Oblicz odlegtoéé¢ punktu A od srodka kota okreslonego nieréwnoscia
O +(p+ 2}2 < 4. Okreél potozenie punktu 4 wzgledem tego kota, gdy:
a) A=(0,0, byA=(-L-1), c¢)A4=(2,2)}

Uwaga

Okrag okreslony jest téwnaniem (x—a) +(y—b) =72

Punkt P, taki ze P =(xp, y; ), lezy:

 naokregu, gdy (x,— a)z +(¥p —b}z =7

o we wnetrzu kota ograniczonego tym okregiem, gdy (x, —a) +(yp—b) <#
* na zewnatrz kola ograniczonego tym okregiem, gdy (x, —a) +(y,—b) > 7>

Odpowiedz do cwiczen
1 2 2 3 2 ; 2, 2

) (x+1)V+(p-3) =4, b) (x-3)"+»" =9, ) (x+2) +{p+2) =2, ) " +y =1L
2.2) §=(-2,4), r=242, b) 5=(0,-7), r=9, ¢ §=(-13), r=1, d) §=(0,5), r=+41,
& =(-80), 1=, ) 5=(-4,1), r=+5. 3.a) (x+4Y +(p-1" =51 2+ {y-5F =41,
A (x +S)2 P =h 4.7 5. Okrggi sa: a) styezne zewngtrznie, b) styvezne wewnetrznie.
6. Okregi sg3: a) rozlaczne wewngtrznie, b) styvezne zewngtrznie, €) przecinajace sig.

7.4) m=2, m=8 b) me(2;8). 8.PunktA lezy: a) naokregu, b)we wngtrzu kola, c) na zewnatrzkola.

Zadania utrwalajace

6.1. Napisz rownanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu r, gdy:
Q) §=(-2,3), r=35 b) §=(0,-1} r=§ Q) §=(-7,0), r=+2.

6.2. Poda) wspolrzedne érodka S oraz promien # okregu o roOwnamu:
a) x* +(y+1) =5, by (x+2) +3° =9, O (x—2Y +(y+4Y =12,
d) x*+y*—6x—16=0, e) X+ —2x+2y—-2=0, ) x* + y* —8x—10y=-28

6.3. Napisz rownanie okregu, ktdrego srednicg jest odcinek 48, gdy:
a) A=(-2,5), B=(4,-1}, by A=(-7,8}, B=(-3,2}
¢) A=(0,—-7), B=(0,15), d) 4=(5,0), B=(-8 0}

6.4. Napisz rownanie okregu o srodku w punkcie S, do ktdrego nalezy punkt P, gdy:
a) S=(-3,3)i P=(-3,0}, by S=(1,-3}i P=(3,5)
¢} S=(-8,2)i P=(-3,7), d) S=(9,-4}i P=(0,0}
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6.5. Oblicz odleglosé¢ punktu P od okregu o rownaniu:
a) (x—3) +(y-2) =4 gdy P=(7,7),  b) x*+1° =16, gdy P=(12),
&) (x=5F+(y—51 =25 gdy P=(0,0), @) X*+(y—3¥ =9 gdy P=(0,6).

6.6. SprawdZ, cZy okrag moze by¢ opisany rownaniem: Q
a) X+ —2x—6y+9=0, b) x* +3° —2x—6y+10=0,
Q) ¥ +3*—6x+2y+12=0, d) x* +3° —5x=0,
€) x*+3>—8Bx+10p+25=0, 0 xX*+32+2x+2y+2=0

6.7. Oblicz, dlajakich wartosci parametr m okrag jest opisany rownaniem:

a) x*+y° —5+m=0, b) x*+3° —9+m° =0,
Q) ¥+ —2x+4y+m—1=0, d) (x+2) +(y=1 =|m+1]
&) (x—3V +(y-1Y :‘m2—4‘, ) x° +3° — 2moc —8my + 20m> — 25=0. R

6.8. Okresl wzajemne polozenie okregow o roéwnaniach:
a) (x—1F +y2=1  (x-3F +%=9,
by > +(y-1F =4, (x-2P+(p-5) =49,
O (x+1¥+(y+2)°=9, (x-1Y+(y-3) =16
d) x2+ )% —6x—4y—12=0, (x-3)+(y—5) =4, R
e (x+2F +(y+1)°=5 2" +)" -8x—4y-25=0,
N XX+’ —4x+4y—-8=0  x*4+3*—10x—4y+28=0,
g) X +1°—8x+15=0, x*+(y-3) =4,
h) x* +3° +8x+4y—5=0, x*+3p° +8x+4p+15=0.

6.9. Oblicz, dla jakich wartosci parametru s okregi o réwnaniach:
a) (x—3) +(y+4) =16 i x*+y*=m’>—6m+9 sastyczne zewnetrznie,
by x°+3° —8y+12=0 i (x+3Y +3”=m’—10m+25 sarozkaczne zewnetrznie,
Q) (x—my +(y—2m)y =1 i (x—2F +(y+1)F =16 sarozlaczne wewnetrznie.
6.10. Zilustry) w ukladzie wspohrzednych zbidr punkiow, ktdrych wspohrzedne spelniajg

T EerOWNOSC:
a) X +y° <l b) (x—2) +3° <4, O x*+(y+2) <9. R
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Wzajemne potozenie prostej i okregu

Jezeli znamy rownania prostej i okregu, to zeby okreslic¢ ich wzajemne polozenie, wystarczy
obliczy¢ odlegtosc érodka tego okregu od proste] 1 wyciagnac wniosek.

Pokazemy to na przyktadach

r_Przykiad 5. Okredl wzajemne polozenie okregu o réwnaniu (x— 1}2 +(y— 5}2 =0

1 proste] opisanej rownaniem: a) x+ y =0, by x—y+6=0,

Rozwiazanie

c) v—2=0

Obliczamy odleglosc d srodka S okregu od prostej 1 porownujemy ja z promieniem #.
Z réwnania okregu odczytujemy wspdlrzedne jego frodka S =(1,5}i promiefi r=3.

A

1-1+1-5+0f T i

) VP +17 oy 2 _
£ 5198
W25 T o\ L

Prosta 1 okrag nie maja punktow wspdlnych.

1-1+(-1}-5+6
:‘ +(-1) :‘:\E
JEE (1)
V2 <3,
Prosta i okrag majg dwa punkty wspolne.

b) d

\0-1+1-5—2|_3
N0 +12 .

Prosta i okrag majg jeden punkt wspolny.

C) d=

Odp.: a) Prosta jest zewnetrzng do okregu.
b) Prosta jest sieczna okregu.
¢) Prosta jest styczng do okregu.

Cwiczenie 9. Sporzadz odpowiedni rysunek i podaj liczbe punktéw wepélnych okregu

oréwnaniu x° + (y —1) = 25z prosta majacaréwnanie: a) y=2x, b) y=6 ¢ x=6.
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Uwaga

Jezeli okrag i prosta maja réwnaria (x—a)’ +(y—b)’ =#°, Ax+By+C =0 oraz
d jest odleglodcig srodka S okregu od tej prostej, to prostajest:

® zewnetrzna, gdy 4 > r, e styczna, gdy d =r, ® sieczna, gdy d < r.

r_Przyklad 6. Dla jakich wartosci parametru m prosta k o réwnaniu x+ y + = 0 jest: Q
a) styczna, b)sieczna, c¢) Zewnetrzna
do okregu o réwnaniu (x—4) +(y -3} =50
Rozwiazanie
7 réwnania okregu (x—4) +(y—3)" =50 odczytujemy wspéhzedne srodka S okregu
i obliczamy promien #:

=(4.3), r=50=5J2.

Obliczamy odleglosc d srodka S okregu od prostej &

d:‘4+3+m|:|?+m‘. R e
N2 N5 N e

a) Prosta & jest styczna do okregu, gdy 4 =r, czyli gdy % = 542.

‘7+m|:5'\l§ oS ‘7+m|:1(}, |a|=b,gc£z;’eb>£},
gdy a=blub a——b

m=-17 lub m=3.
b) Prosta k& jest sieczng okregu, gdy 4 < », czyli gdy ‘ N5 | < 542

74 la| < b, gelzie b0,
‘Em|<5\/_<:> |7+ m| <10, et a

—17<m<3

¢) Prosta k jest zewnetrzna do okregu, gdy 4 > », czyli gdy % > 52,

>5‘\/§ > |7+m‘>1(}, la| = &, gdzie b =0,
gay a<-b lub azk

|7+m|

NG

m=<—17 lub m>3.

Odp.: Prosta k& jest: a) styczng do okregu, gdy m=—17lub m=3,
b) sieczna okregu, gdy me(-17;3),
¢) zewnetrzng do okregu, gdy me (—oo;—17 (35 + o0}, J Q
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Q Cwiczenie 10. Dla jakich wartoci parametru m prosta / o réwnaniu y = 2x + m jest:
a) styczna, b)sieczna, ¢) zewnetrzna
do okregu o réwnanin x* + y* —2x+6y+5=01

Odpowiedzi do ¢wiczen
9.a)2, )0, 1  10.a) my=-10, my =0, b) me(-1G0), < me(—ox -10)u(l; +oo)

Zadania utrwalajgce

6.11. SporzadZ odpowiedni rysunek 1 podaj liczbe punktéw wspolnych prostej 1 okregu
o rownaniach:
a) y=x—11 (x=1¥ +3°=1, by x=31i (x-2F+(y+2) =4

€) y+2=01i x*—6x+y>+5=0, d) x+y—2J§:0 i *+y*=4

6.12. Okres]l wzajemne polozemnie prostej 1 okregu o rownaniach:
a) 4x—3y+2=01i (x+2) +(y—3)" =1
b) 6x+8y—15=01i (x—1P+(p+2) =9,
c) x—y—-1=01 (x—3}2+(y+2)2 =8,
d) x—2y+5=01i (x+3) +(y-1) =5,
e) x=351 x*—60x+y”>—36y+1199=0
Q 6.13. Okresl, dlajakich wartofci parametru s prosta & jest:
1 styczna, 2 sieczna, 3 zewnetrzna
do okregu o, gdy:
Ak x—y+m=0 1 o: (x—3)2+y2:18,
by x+y-m=0 1 o x2+y2:4,
Ok x—2y+m-1=0 1 o (x—2}2+(y+3}2:5,
Dk x+y+2m—4=0 i o x*+y* =32,
ek x—y+2=0 i o x*+)* =m’

R Dk 3x—4y+4=0 1 o: (x+3}2+y2:m2—4m+4.
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Wyznaczanie rownan stycznych do okregu
Przypomnijmy

Prosta styczna jest prostopadla do promienia okregu,
kiorego jednym z koncow jest punkt stycznosci.

SP Lk "

Aby napisac¢ rownanie stycznej do okregu, wystarczy znac jego rownanie (srodek S 1 pro-
mien r) oraz mp.:

e wspohzedne punktu F, przez ktory ta styczna ma przechodzié, przy czym |SP| >,

e rOowname proste], ktora ma spetnmiac okreslone warunki wzgledem tej styczne;.
Pokazemy to na przykitadach.

[ Przyktad 7. Napisz réwnanie stycznej k do ckregn o réwnaniu (x—3) +(y+2)° =25,

do ktérej nalezy punkt 4=(-1,—5}.
Rozwiazanie

(x—3) +(yp+2)° =25 wiec S=(3,-2) i r=5.
Sprawdzamy polozenie punktu 4 wzgledem okregu:

4| =f(-1-3Y +(-5+2)" =5. LN O O
|Si4| = 7, wiec punkt 4 nalezy do okregu. A
kL AS, S=(3,-2}i A=(-1,-5), wiec

yS‘J’A__Z"'ﬁ_E /

o = =
A xg-x, 341 4 1o

: 1
@ oo 3

4
Zatem k: y+5:—§(x+1}. key—v, — 6, (x—x,)

A7 -
[
nY

Odp.. k 4x+3y+19=0. J

Cwiczenie 11, Napisz réwnanie stycznej do okregu o rtéwnaniu (x+2) +(y-3)" =4
do ktore] nalezy punkt A, gdy:
a) A=(-21), b 4=(0,3} ¢ 4=(-3,3-3)
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Q rPrzykiad 8. Napisz rownanie stycznej do okregu o rownaniu x° + y* =25, do ktérej
nalezy punkt A =(7,1).
Rozwiazanie
x*+y° =25 wiec §=(0,0)i r=5.
Sprawdzamy polozenie punktu A wzgledem okregu:
|584] = J(7- 0 +(1-0F =54/2.
|SM | > r, wiee punkt Aflezy pozakotem o srodku.$
1 promieniu .

sk 542 =5

Prosta o wspolezymmiku kierunkowym «, do ktorej
nalezy punkt A4, ma rownanie

y—l=a(x-7), czyli ax—y+1-Ta=0.
Obliczamy wspdtczynnik kierunkowy a stycznych.
@ 0-1-0+1-7d) 1-7d4

5, eyl s —mhy
612+(—1}2 @ +1 |a-xs—1~y3+1—?a| -
1-7d/=5da’ +1. Jo+ (-

Obie strony rownania sa nieujemne, wiec mozemy kazda
z nich podnies¢ do kwadratu:

2
Ul_TdDZ = (5 a+ 1) Jezeli a=b,to o = b,
(1-7a)’ =25(a” +1} laff =
12¢> —Ta—12=0, skad « :—%, a, :g_ A_625 JA _25

Podstawiajac do rownania ax— y+1— 7a =0 za a kolejno liczby —%i g otrzymujemy
rownania stycznych.

Odp.: 3x+4y—-25=01 4x-3y-25=0. J

Q Cwiczenie 12, Napisz réwnanie stycznej do okregu o réwnaniu x° + y? —4x—8y +18 =0,
do ktérej nalezy punkt P =(0, 0).

Uwaga

Réwnanie stycznej do okregu o srodku S 1 promieniu r, do ktorej nalezy punkt P, moz-
na napisac tylko wtedy, gdy |SP|=r, czyli gdy:

s punkt P nalezy do okregu o érodku Si promienin », wtedy |SP|=r,

o punkt P lezy poza kolem o érodku S i promieniu r, wtedy [SP|> 7.
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rPrzyklad 9. Prosta & ma rownanie x—2y =0 Napisz réwnania stycznych do okregu
: ; 2 2 :
o réwnaniu (x—1)" +(y+3) =5, ktére sa:

a) rownolegle do prostej &,  b) prostopadte do prostej £.

Rozwiazanie yA 'LE”;Q
2 2 : ) ol
(x—1)" +(y+3)° =5 wiec §=(1,-3)}i r=4. by
o /"}
a) x—2y+C=0 Rownanie prostej row-
Rolegte| do prostej k. s
d =7, wiec d — odleglosc stycznef od srodka 5 l
1-2.(-3}+C
‘ 2( ) - |:_J§’ Ska{d ey
1" +(-2)
|7+ C| =35, wiec
Ci=—12, €, ==2
b) 2x+y—|—C:U Rawnanle prostef pro- yA o =0
stopadie} do prostej k. 5
d=r, wiec \ s
BB 8} 3
= /5, skad
V22 412
~1+C| =5, wigc
C,=—4 C,=6. s
Odp..a) x—2y—-12=01 x-2y-2=0, b) 2x+y—-4=01 2Zx+yp+6=0. J

Cwiczenie 13. Prosta k ma réwnanie 2x+4y — 5 = 0. Napisz réwnania stycznych do
okregn o réwnaniu (x+2) +(y—1) = 20, ktére sa;
a) rownolegle do prostej k&,  b) prostopadte do proste; k.

. Odpowiedzi do éwiczen
1l y—1-0, B x=0, o Pxr+3y—9+643—0. 12. x—v—0 i Tx—y—0.
13.2) x+2y—-10—-01 x+2y+10—0, b) 2x—y-5—-01 Zx—y+15—-0.

Zadania utrwalajace

6.14. Sprawdz, czy punkt 7 nalezy do okregu o réwnaniu:
a) (x—4Y +(y+2) =3 gdy P=(4,-2)

by (x+1) +(y+2)° =9, gdy P=(-11}
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6.15. Sprawdz, czy przez punkt P mozna poprowadzic styczng do okregu o rownaniu:
a) (x+2) +(y-3) =3 gdy P=(-2,4)

by (x—7) +(y+4) =52 gdy P=(10),
) (x—1¥ +(y+2) =16 gdy P=(2,2).

Q 6.16. Napisz (o ile to mozliwe ) rownanie stycznej do okregu, do ktorej nalezy punkt P,

gdy:

ayal a4 e i PeiL L b) (x—1F +(y+5 =16 1 P=(-2,-4)

¢) X’ +y° =41 P=(6,-2) d) x*+y° —4x+2y-5=01 P=(50},

e) X +3° —2x—-4=01i P=(3,1) f (x+5 +(y-3)=41i P=(-7.9)
R g) x> 137 =41 P=(0,4), hy (x+3) +(y+1¥ =51 P=(-2,2)

6.17. Do okregu o réwnanin x” +y° —8x —2y —8 = O nalezy punkt A4 = (0, ). Oblicz
wspohrzedna m 1 napisz rdwnanie styczne] do danego okregu w punkcie 4.

6.18. Cialo porusza sie ruchem jednostajnym po okregu o rtéwnaniu x* + y° — 2x+4y =0,
W pewnym momencie, gdy to cialo znajduje sie w punkcie M =(3, -1}, przestaje
dziatac sita dosrodkowa 1 cialo zaczyna poruszac si¢ po linii prostej. Napisz roéwnanie
proste], w ktore] zawiera si¢ tor tego ruchu.

6.19. Napisz rdwnanie okregu stycznego do obu osi ukladu wspdhzednych o promieniu:
a) 5, b) r.

6.20. Napisz rownanie okregu stycznego do obu osi ukladu wspolzednych, do ktdrego
nalezy punkt P, gdy:

a) P=(0,3), by P=(-5,0} c) P=(4,8), d) P=(6,-3}

6.21. Napisz rownama stycznych do okregu o, kidre sa;
1 rownolegle do proste) £, 2 prostopadie do prostej &, gdy:
a) o x°+y°=11ik 2x—y+17=0,
by o: (x+6) +(y—-1Y =201 k 2x+y-19=0,
Q) o (x+1Y +(y—2Y =451 ke x-2y+19=0,
dy o: (x—1F +(y+3) =12 1 k x—2y-26=0,
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i

Zestaw powtorkowy

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Srodkiem okregu opisanego rownaniem x° + y° —4x + 6y —1= 0 jest punkt o wspol-
rzednych:

A.(-2,-3) B. (-2,3), C. (2,-3), D. (2,3}

. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Liczba punktéw wspélnych okregu x° + 3> +4y—5= 01 prostej x+ 4= 0jest réwna:
A0, Bl .2, D. 3.

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Prosta o rownaniu y =x+ 2 ma dwa punkty wspolne z okregiem opisanym rowna-
niem:

A x4yt =2, B. xX*+3y?—4x+4y—10=0,

C. x>+ +2y=0 D. x> +3*+4y=0

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Okrag o réwnaniu (JC+1)2 + (y—2)2 =16 jest styczny do prostej:
A 3x+4y+9=0, B.3x—-4y-9=0  C.3x—-4y=10 D. 3x+4y=0

. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Okrag styczny do osi y w punkcie A = (0,2} ma réwnanie:
A (x-2f +(y-2)=2 B. (x—3)+(y-2)" =9,

C. (x+3)2+(y—1}2:10, D. x> +3*—6x—4y+9=0.

. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F — jesli jest fafszywe.

Styczna do okregu o réwnaniu (x+1)2 +(y —2)2 =5 iréwnolegla
do proste] y =—2x jest prosta o réwnanm Zx+ y+5=0.

Styczna do okregu o réwnaniu (x— 2)2 +({y+ 4)2 =521 prostopadta

do proste] 2x+ 3y —3=0jest prosta o réwnaniu y = %x +20.




7. Uklady rownan z dwiema
niewiadomymi, z ktorych przynajmniej
jedno jest drugiego stopnia

Uklady dwdch rownan z dwiema niewiadomymi, z kiorych przynajmniej jedno jest stopnia
drugiego, nazywamy ukltadami drugiego stopnia.

Przypomnijmy
Przyklady rownan drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi:
2 %o Dpecspe=dtt D=l (x—3}(y+1}=0, (x—3)2+(y+4}:9, xy=8.

Przyklady rownan pierwszego stopma (rownama liniowe):

=3yl pelx=S

Uktady réwnan z dwiema niewiadomymi, z ktérych jedno jest
liniowe, a drugie stopnia drugiego

Uklad réwnan z dwiema niewiadomymi, z ktorych jedno jest liniowe, a drugie stopnia
drugiego, najczescie] rozwiazujemy metoda podstawiania. 7 réwnania liniowego wy-
Zznaczamy jedng z niewiadomych 1 podstawiamy do réwnama drugiego stopnia, a nasteprie
rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe z jedng niewiadoma.

rPrzyldad 1. Rozwiaz uklad réwnar:
2 R B2 s
2) {x +2xy—y ?(x y}, b) {x +y=4 .

2i=p =8 ZX P
Rozwiazanie
2) Wi Dyt :7(x—y]
Zx—yp=3
y=2x—35 Zrownania 2x—y =5 wyzrnacza-
. 4 my ¥ I podstawiamy do rownania
x° +2x(2x—5)-(2x—5) =7[x - (2x~5)] 4oy -y =T(x—y)

P=ZH =D
P +17x-60=0
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Rozwigzujemy rownanie
P +17x—60=0, A=529, JA =23,
20 opme=d
y=2x-5=2:(-20)-5=-45
y=2-x-5=2-3-5=1.

Odp.: a) Uklad réwnan spelmajg pary liczb {

2 a—,
b) {x +y=4 _
2x—y=-5

x==20  |[x=3
1
y=—45

Mamy kilka mozliwosci sprowadzenia ukladu do rownania kwadratowego.

I sposob (metoda podstawiania) | 17 sposob (metoda przeciwny ch wspétezynnik 6w)
e y=4 +{I2 +y=4 Dodajemy ;fdwmm’g
N PO,
S =B =5
2 — —
y:—x2—|—4 x4+ 2x=-1
x4+ x:—4=-—5 Rozwigzujemy réwnanie:

2
2x+x*+1=0 (x+1) =0 skad x,=-1

o ; s x, =1 podstawiamy do réwnania:
Rozwigzujemy rownanie:

X 4+2x+1=0 Ix—y=-5
(x+1=0 2(-1)-y=-5, skad

|

|

|

|

|

|

| 8 =
{yx2+4 | X +2x+1=0

|

|

|

|

|
x+1=0, wiec x,=-1 :

=3,
y=—(-1y +4=3

x=-1

y=3 ]

Odp.: b) Uktad réwnan spelnia para liczb {

Cwiczenie 1. Rozwiaz uklad réwnan:
1

5 a2
Xx—y=—2 Zx +y=1 =3
a1, 5 . b) . 0O

x4y —-2=0 ]
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[

2 >
. — 437 =0
Przyktad 2. Rozwiaz uklad réwnan v
x+2y=10
Rozwiazanie
1 [x¥*—4y*=0
2 |x+2y=0
{x2 _ 4y2 -0 Zréwnania 2 wyznaczamy x= 2y
i padstawiamy do rdwnania 1.
X==y

(-20) 4% =0
X==dy

=0
x:—Zy'

Zauwazamy, ze réwnanie (—2y) —4y> =0 jest spelnione, gdy ye R (0=0), wiec
uklad rownan ma meskonczenie wiele rozwigzan, ktorymi sa pary liczb [x, = x].

Pary tych liczb sa wspolizednym punktow nalezacych do prostej o rtdéwnaniu x+ 2y = U.J

Uwaga

Rozwiazaniem uktadu rownan, z ktérych jedno jest liniowe, a dimgie stopnia drugiego
z dwiema niewiadomymi, jest kazda para liczb spelniajaca oba roéwnania ukladu.
Uktad ten moze miec:

e ( rozwigzan,
e okreslong (skonczong) liczbe rozwigzan — jedno lub dwa rozwigzania,

e nieskoriczong liczbe rozwigzan.

Cwiczenie 2. Rozwiaz uklad réwnan:

2 .2 2 .2 2 _ a2
2) x -y =0 b Ox"—y~ =0 - 4x° =9y |
GRS Ix+y=0 2x+3y=0

Odpowiedzi do éwiczen
1.a) (-1,1), b) [—JE, %J [\E, %j ey (3,30 (1,3}

2. Mieskoficzenie wisle rozwigzan, kbérymi sg pary liczb: @) {x, x), b) {x,—3x), © [x,—%x], gdzie xe R,




Interpretacia geometryczna ukladow rownan drugiego sfopnia z dwiema niewiadomymi 153

Zadania utrwalajgce

7.1. Rozwiaz uklad réwnan:

= x—y=2 B; 9x° —43% =0 5 x+(y-2) =6-4y
x=y>—4 x—2y+4=0 §r= .
7.2. Rozwiaz uklad réwnan:
2 2 3 g 88 i B
4y? = 4 4 —4 =4
) X" +4y , b) X"+ y ’ 5 x“—y |
=1 x—y=0 x+y=2
7.3. Rozwiaz uklad rownarn:
2 2 2 2
—4y =0 +y=4 2y+x"—2x+5=0
2) 9x° —4y , b) x“+y , 5 y+x —2x |
x—2y+4=0 2x—y=-5 2y ley

7.4, Uzasadmj, ze nie ma rozwiazama uktad réwnan:
Dl ) x+3y=4 b) (x+y+3){x+y-3)=0
a : :
¥+ 3yt =1 Pl

7.5. Uzasadnij, ze uklad rownan
D[

2 2
+2xp+3y°—1=0 : " :
{x Y ma nieskonczenie wiele rozwiazan.

y=1-x

Interpretacja geometryczna uktadow rownan drugiego stopnia
z dwiema niewiadomymi

Uwaga
Obrazami graficznymi rownan drugiego stopnia z dwiema niewiadomym sa krzy-
we drugiego stopnia.

Przypomnijmy
Przykilady krzywych drugiego stopnia
Parabola Okrag Hiperbola

Cbrazem graficziyim row- Obrazem graficzrym rowhania Ohrazem graficzinym row-
nania x*+x-y+2-0 (x—2Y +(y—1Y =9 jestokrgg ~ nania xy=3 jest hiperbola

Jjest parabola. o $rodiu S —(2,1) i promieniu 3. , _ 3

, , 0 FOwWHaniu y=—.
y A yA (x=2) +(y-1) =9 4 4
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Szczegolnym przypadkiem réwnania drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi jest
rownanie, kiore opisuje figure zlozona z dwoch prostych. Taka figure nazywamy rowniez
krzywag drugiego stopmia.

f Przyktad 3. W prostokatnym ukladzie wspdhrzednych naszkicuj figure, do ktorej naleza
punkty o wspohrzednych spetniajacych rownanie:

a) x*—1=0, b) xg—iygzi}, ¢) (x+yHx+y+2)=0.
Rozwiazanie
a) x*-1=0 b) x _iyzzﬂ ©) (x+y}(x+y+2}=0
(x—1}{(x+1}=0 : 1 x+y=0 lub
x=1Iub x=-1. EX—EJ)][JHEJ)]:U x+y+2=0.
y=2x lub y=-2x
v A R
B R r 1 |
‘:_‘“ﬂfx —1=0 (x+y)(x+y+2):[}

|
|
|
|
|
|
| _
| 1
| Jla g
__ | AT =0 1IN
| | e ———
T x 1 4
|
| _ |
|
|
|
|

] x
o I & \\
Obrazem graficznym row- Obrazem graficzirym row- : Obrazem graficzavm row-
napia x° —1=0 jestfigura oo o _ly 0 st | mﬂﬂ (x+y).(x+y+2)=0
zlozona z prostych o rowna- 4 Jest figura ziozona z pro-
Sl 2 | fieura ziozona z prostych | stych o réwnaniach
B - | o rownaniach

| ¥=2x1y=-2x

| =g Eapeex—2,

' J

Cwiczenie 3. W prostokatnym uktadzie wspétrzednych narysuj figure, do ktérej naleza
punkty o wspodhrzednych spetniajacych rownanie:
Q) y¥’=4 b)4x’-3»*=0, o (y-2}(2x—y+4}=0.

Podobmnie jak sporzadzalismy interpretacje geometryczng ukladu réwnan liniowych, wwielu
wypadkach mozna wykonac interpretacj¢ geometryczng uktadu réwnan drugiego stopnia
Z dwiema niewiadomymi.
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Uwaga

s Sporzadzic interpretacje geometryczng uktadu rownarn, to znaczy narysowac
w jednym ukltadzie wspohzednych figury, ktore opisija poszczegdlne rownania
tego uktadu.

e Rozwiazaniem ukladu réwnan sa pary liczb ( x, y ), ktére sa wspolrzednymi
punktow przeciecia sie figur opisanych rownaniami uktadu.

Z interpretacji geometrycznej uktadu rownan mozemy czesto odczytac jego rozwiazanie.
Odczytywanie rozwigzan ukladu rownan z jego interpretacji geometryczne] nazywane jest
rozwigzaniem graficznym ukladu.

f

(x—y+2}x+y-2}=0

Przyktad 4. Rozwiaz graficznie uktad réwnan { )
y =

Rozwiazanie

Obrazem graficznym pierwszego rownania
sg dwie proste o rownamach x—y+2=0
1 x+ y—2=0 (kolor niebieski), a obrazem !
graficznym drugiego rownamnia jest prosta y=1
v =1 (kolor czerwony). '

Proste opisane rownaniami ukladu przeci- /~2 Y
najg sie w punktach A=(-11}i B=(L1}.

=1 |x=l
Odp.:{ 1{ :
y=1 y=1 J

Cwiczenie 4. Wykonaj interpretacje geometryczng ukladu réwnani podaj jegorozwiazanie.

% {xz—yzz(l’ b) {(x+y](x—y—3):(} |
y=2x

( Przyktad 5. Figury przedstawione na rysunku przecinajg sie w punktach 41 B. Odczytaj

wspohrzedne tych punkiow.
a) vA b)
1 =x*=0
y=1 Y, 2
4 4
A, 8| |
DIRARE g

Rozwiazanie
a) A=(-L1}, B=(L1}, b) A=(0,2}, B=(2,0), © A=(L1), B=(-1,-1). J
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rPrzykiad 8. Oblicz wspohzedne punktow wspdlnych prostej i paraboli okreslonych réw-
naniami y+2x=3 1 y= 2% —4x+3 Podaj interpretacje geometryczng rozwigzania.
Rozwiazanie
Aby obliczy¢ wspolizedne punktow przecigcia si¢ prostej 1 paraboli okreslonych danymi
rownamaini, rozwigzujemy uklad rownarn.

1 |y+2x=3

2 |y=2x"—4x+3

y=3-1x Zrownania 1 wyznaczamy y=3 2x
2 Py =T2x"—4dy+3 i padstawiamy do rownania 2 .

2x*—2x=0

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe Wyznaczamy punkty wspolne
y=3-2x prostej 1 paraboli
{Zx(x - 1) =}

{y—?:zx

Prosta i parabola przecinajg sie w punktach A1 B.
Odp.: A=(0,3}, B=(1,1}, )

Cwiczenie 5. Sporzad? interpretacje geometryczna i podaj rozwiazanie uktadu réwnan:

2) y:—x2—|—2x b) y:xz
y=1 ’ y:—x+2.

Cwiczenie 6. Oblicz wspohzedne punktéw przeciecia sie prostej i paraboli (o ile istnieja)
okreslonych rownanmiami w ukladzie rownarn:

x—y+2=0 dx+y+3=0 x—2y+6=0
a) . b} ;I

y:x2 y:x2+1 y:—x2+4x—1.
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rPrzykIad 7. Wyznacz punkty wspolne prostej i okregu okreslonych réwnaniami

x+y-5=0 i (x—1) +(y—4)° = 4. Oblicz ich wspohzedne.
Rozwiazanie
Sprawdzamy, czy prosta 1 okrag majg punkty wspolne, obliczajac odleglosc d srodka S
okregu od proste] x+ y—5=10:

o 1-1+1-4-5|

VIZ412

Punkt S =(1,4} nalezy do prostej o réwnaniu
x+y-5=0.
W jednym ukladzie wspdhrzednych rysujemy
okrag 1 prosta o rownaniach
(x—ﬂz+bh402:4i.x+y—520.
Na rysunku zaznaczamy punkty K 1 L, jako punkty
wspolne prostej i okregu.

g Axs+ By
N4+ B

S Ly =2

=0, wiec d<r.

Aby obliczy¢ wspohzedne punktow K i L, rozwigzujemy uklad rownan:
{x +y-5=0

Z rOwWRaiia proste] wyZnaczamy niienhg ¥
2 2 . . ; .
(x - 1} + (y —4} =4 i padstawiamy do rdwnania okvegi.

i =S
{(x1}2+(5x4)24

s
{(x—1}2+(1—x)2_4 '

Obliczamy niewiadoma x z réwnamia {x— 1)2 +(1- x)2 =4.

»n=5-(1-+2}, y,=5-(1++2} x=1=+2 b x-1=—/2
h:4+JZ .ﬁz4_J§ =241 lub x=1-+2.
Odp.: L=(1-+2,4442} i K=(1+42,4-42} J

I sposob I sposob
X —2x+1+1-2x+x2 =4 : (x-1P+(x-1 =4  (a-b)-(b-a)
24° —4x-2=0 /:2 | 2-(x-1y =4
x> —2x-1=0 | (x-1) =2 JZZ =
A=8 VE=22 : Jx-17 =42
xlzl—\E, x2:1+~.5 : |x—1|:-ﬁ
|
|
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Cwiczenie 7. Oblicz wspédhrzedne wspdlnych punktéw prostej i okregu okreslonych
rownaniami:
a) x—y=0 i (x+1 +(y-37 =8 b) x—p+1=0 i (x+1]+(y-3)=9.

Q ( Przyktad 8. Okresl w zaleznosci od wartosci parametru m liczbe rozwiagzan ukladu

o =l
rownan :
y=mx+2
Rozwiazanie
=i +2)=1 g =
Xy x(mx } mix” + 2x 1.
y=mx+2 y=mx+2 y=mx+2

1° Jedli m=0, to réwnanie mox® +2x=1 jest réwnaniem liniowym 2x =1, ktore
; s 1
ma jeden pierwiastek x, = =

2° Jesli m= 0, to réwnanie x(mx+2}=1 jest tébwnaniem kwadratowym postaci

mx” +2x—1=0 o wyrdzniku A =4+ 4m, ktore:

ma jedno rozwiazanie, | ma dwa rozwiazania, | nie ma rozwiazania,
gdy A=0:44+4m=0, | gdy A>0: 4m+4=>0, | gdy A<0: 4m+4 <0,
m=-—1 : m>—1 : m<—1
Odp.: Uklad rownan:
nie ma rozwigzama, gdy m <—1,
ma jedno rozwigzanie, gdy m=—-1 lub m=0,
ma dwa rozwigzania, gdy me(—1; 0} (0; 400}, J

o w a : ; =1 ;
Cwiczenie 8. Okredl liczbe rozwiazan uktadu réwnan {xy w Zaleznosci
y=x+m

Q od wartosci parametru m.

Odpowiedzi do ¢wiczen

3. a) yh b) 0 yA,
EEREEL | i
2] | & 2
Cana VALY
> ———t . . »
,n__1¢3_x _ 2ol 1 x
5 i
T (¥ 2)(2x y+4)=0
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Odp owiedzi do ¢wiczen

4.3) (0,0), b) (1, -2). 5. ) (1,1), b) (-2, 4), (L1).

A ¥

—
| I

oy

6.a) (1,1}, (2,4), b) (-2,5), <) brak rozwigzania
7.a) (1,1), b) (-1,0), (2,3} 8. Dwarozwigzania, gdy m e R

Zadania utrwalajgce

7.6. Rozwiaz uklad rownarn 1 sporzadz jego interpretacje geometryczna;

2 2 2 2 2 2
=2V +({y+1} = +y° = +pt=2
R L N s o [Fri=2
x+y-1=0 x—y=1 x+y=2
7.7. Rozwiaz uklad réwnan i sporzad? jego interpretacje geometryczng:
2
y=x"—4x 2 2
=i =x +x+3
a) . b){y , c){y .
y:Ex—Z y=2x-1 y=3x-7

7.8. SporzadZ interpretacj¢ geometryczng uktadurownarn oraz oblicz wspolrzedne punktow
przecigcia sig proste) hiperboli 1 prostej, okreslonych rownamami tego ukladu:

x-y=2 x-y=10 xy=6
a) : b) ; c) :
x+y—-1=0 x+y+7=0 x+y=>5

7.9. Napisz uklad réwnan, ktorego interpretacja geometryczna przedstawiona jest na
rysunku.

a
4l
21
1_
NEEA . BEIERES
2
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7.10. Rozwiaz uklad réwnan i sporzad? jego interpretacje geometryczna:

a) {xz—yz—O 5 {(x—y—l)(x—y—ﬁ}:(}.

y=x+1 ’ y=x+4

7.11. Boki prostokatamajg dlugosc 6 14. Oblicz, oile nalezy powigkszy¢ dhuzszy bok tego
prostokata 1 o ile zmmiejszy¢ krotszy bok, aby pole tego prostokata me zmienito sig,
a obwod byl rowny 22.

7.12. Oblicz, dla jakich wartosci parametru s prosta o rownaniu y =mx— 2 jest styczna
do okregu o rtéwnaniu x* + y* =4. Podaj interpretacje geometryczna zadania.

7.13. Okresl, w zaleznosci od wartosci parametru m, liczbe punktow wspolnych proste;
y=x+m iparaboli y=x*—4x+5

7.14. Okresl, dlajakich wartosci parametru m uklad rownar:
1 nie marozwigzania,
2 majedno rozwigzanie,
3 ma wiece] niz jedno rozwigzanie, gdy:

3 x+y=m b) y=Xx—im o x2+y2:2 a0 x2+y2=2m2.
1 x2+y2:m, ’

Uktady rownan z dwiema niewiadomymi, z ktorych kazde jest
drugiego stopnia

Uklady rownan, z ktorych kazde jest drugiego stopnia, mozna takze rozwiazywac graficz-
nie. Jezeli kizywe, ktore sa obrazami rownan uktadu, przecinaja sie w punktach kratowych
(w punktach o wspohzednych calkowitych), to z interpretacji geometryczne] mozemy
odczytywac rozwigzania ukladu. Pokazemy to na przykladach.

rPrzykiad 9. Sporzad? interpretacje geometryczng ukladu réwnan, podaj liczbe jego
rozwigzarn oraz wspohzedne punktdéw wspolnych obrazow graficznych réwnar ukladu:

2) (x_2}2+(y—3)2=4, b){y—xgﬁl | c){ngr(yl)z—l
(x=3) +(y-3) =1 K —dx+4+y=0

N {wl . {cy—x}(y+x)=o |

P +yr=9" X4y =2

»

Pi=5"
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¥ A
Rozwiazanie 1 Q
Rawnartie okregil o Srodi T
(x — 2)2 4 (y - 3}2 =4 8, —{2,3) i pramieni r =2.
4 a 5 Rdwnanic okregu o srodiu
(JL‘— 3) . (y — 3) =1 8, —(3,3) ipromieni ry=1
Uklad rownan ma jedno rozwiazanie, ktorym jest paraliczb | | I
bedaca wspdlrzednymi punktu A =(4,3). Ul b *
A
2 i . 2
=xre—g R abal =x*—4
» P, e e
x°—dx+4+y=0 7 B
2\ [0 3
Uklad rownan ma dwa rozwiazania, ktorymi :
s pary liczb bedace wspohzednymi punktow y=-(x-2)
ekl U
A1iB, gdzie 4=(0,—4}1 B=(2,0}. a1
2 9 — i y A 08
x° 4+ (y - 1) =1 Rdwnanie okregu o Srodiu \ / gy
C) 5 8 —(0,1) i promients n =1 s
y=x | Réfumm'e pamb.oh' B/l \ /4 .
Ukdad réwnan ma trzy rozwigzania, ktorymi sg I ESE 6 -1y =1
pary liczb bedace wspohzednymi punkiow A, B T >

iC, gdzie A=(1,1} B=(-1,1}i C=(0,0}

Rownanie hiperboli

d) {xy_l y:l,gca?z.t'e x=0
2,2 *

x4y =9 Réwnanie okregu o Srodi

8 —(0,0) i promieniu r=3
Uklad rownan ma cztery rozwiazania, kidrymi
sq pary liczb bedace wspohzednymi punkiow
A, B, C1D. Wspolrzednych tych punktow nie

mozna odczytac z rysunku.
Xy =9
Edwnania prostych
&) (y_x}(y+x}:0 ¥=x i ¥_—x
x2 4+ y2 =2 Edwnanie okregu o Srodiu

5 —{0,0) ipromieni r= J2

Uklad rownan ma cztery rozwiazania, kidrymi
sgq wspolrzedne punktow A, B, C1 D, gdzie
A=(-1 -1} B=(L,-1}, C=(L1}i D=(-11}.




162 7. Uktady rownan z dwiema miewiadomymi, z ktorych przynaimnigf jedno jest drugiego stopnia

Cwiczenie 9. Wykonaj ilustracje graficzna uktadu réwnani podaj liczbe jego rozwiazar:

ay+1=0

2 2 2
x4+ =25 =x"+1 xy=1
a) Y ., b) Y ,  C) ., d) 1 -
2 2 B i g . 5
y=—x +1 x“+y =2 X4y =—

X =3
Aby rozwiazac algebraicznie uklad rownan drugiego stopnia z dwiemaniewiadomymi,
nalezy tak przeksztalcic rownania ukladu 1 sam uklad, by w wyniku otrzymac rownanie
kwadratowe z jedna niewiadoma lub réwnania liniowe z dwiema niewiadomym.

Pokazemy na przykladach sposoby przeksztalcania danego uktadu tak, by otrzymac row-
nanie kwadratowe lub jedno albo dwa réwnania liniowe.

_y+1=0
Przyktad 10. Rozwiaz uklad roéwnan x2 4 i wykonaj jego interpretacje
X +2x+y-3=0
geometryczna.
Rozwiazanie

X —y+1=0 _ , _
Porzgdiijerny rownaria widadi.
x> +2x+y-3=0
{ y= 41 Cdlefmugemy rownania witadu stronami.
B
y=-x"-2x+3 Otryynuijemy rownante kwadratowe
=72 x2 +2y—2 /2 z Rlewiadome x, kore rozwiqzijemy.

x* +x—1=0, skad
~1-45 —1+45

i v =
2 2 2

5445 . -
1 o= :
2 2

[—1—5 5+J§] i [—1+J§ 5—5]
=, , .

x]_:

W=

Odp.:

Z s 2

Cwiczenie 10. Rozwiaz uklad réwnan algebraicznie i wykonaj jego interpretacje geo-
metryczna;:

2 2 2
a) {y b){ '

x2—4x+4+y:(}’ y=—x
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rPrzykiad 11. Rozwiaz uktad rownan:

) x2+y2—2x—6y+9:(} b) x2+y2:25
a 5 :
X +3° +2x—2y—3=0 xy =12
Rozwiazanie
X2+ -2x—6y+9=0 . - :
a) — Y ¥ Cdejmujemy stronami rownania
X2 +y* +2x-2y-3=0 I otriynuijenmy rdwnanie liniowe.
—4x—-4y+12=0
x=3—y Wyznaczamy jedng z niewiadomych, np. x.
(3—y}2+y2—2(3—y}—6y+9=0 | Fodstawiany xfB—ydo
plerwszeco rawnarma ukiadu.
y2 —5y+6=0 Rozwiqzujemy ofrzymane rownanie
kwadratowe z niewiadomag y.
W= y=3
2 2
b) Xy =2 Frzeksztatcamy rownania tak, aby po dodaniu fodjeciu)
xy=12 /.2 rownah strorami atrzymad wyraZenie, do korego moZna
5 5 zaztozowad wzdr skydconego mnaZenia.
iy =23
_|_
2xy =24
2 2 2
X +2xy+y° =25+24 X+ 2%+ y" = (x+ )
(x+y) =49 Ja® = o]
x+y=T7 lub x+y=-7. Otezyprugiemy dwi réwnania liniowe.
Na przyklad rozwigzujemy uklady: Do ofrzymanych rownait liniowych dopisujemy
x+y=17 x+y=—T Jedno z rownan drigiego stopiia
5 g Iub ; i rozwigzijemy ofrzymane uktady.
Xy =28 agr=12

Uklady te rozwiazujemy metoda podstawiania i otrzymujemy:

x=3 x=4 x=-3 x=—4
lub ., Inb , lub .
y=4 y=3 y=-—+4 y=-3

Odp.: Rozwigzaniem ukladu sg pary liczb:

a) (1,2), (0,3), by (3,4) (4,3} (-3, -4). (-4, -3). J Q




R
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Cwiczenie 11. Rozwigz uklad réwnan:
X2+ y°=5(x+y}=8 b x* +)* =169 X X+ 2xy+y° =4
x2+y2—3(x+y):28 ’ xy+60=0 ’ x+y+xy+3,25:0.

Odpowiedzi do éwiczen
9. a) Trzy rozwiazania, b) jednorozwigzanie, o) dwarozwigzania, d) brak rozwigzafl

10.2) (0,-4), (2,0}, b) (1,-1), (-L-1}.
T Y i

1L.9) (3,7), (3,3), b (<12,5), (=5,12), (5,12}, (12,-5), © {_E’E]’ [E’_Ej’ {-3%} [%-%j

Zadania utrwalajgce

7.15. SporzadZ interpretacje geometryczng uktadu rownan 1 podaj liczbe jego rozwigzan
oraz, jesh to mozliwe, odczyta) rozwigzania tego uktadu:

5 {y—_g(x+1)2+2, . (x_3)2+y2:4 {(xy+l}(x+y1}0.

y=x*+2x-3 (x—2)2+(y—1)2:%’ X4yt =9

7.16. Wykonaj ilustracje graficzng ukladu réwnan i podaj liczbe jego rozwiazan:

B ol 2
x“+y =9 = xy=-1
) 2 yz » b) yz 2 : ©) j’ 2 :
x—y =0 x“+y =4 R ST
5 2
+2Y +y° =4 =2 =X xy=1
ap T = Y =5 ﬂ{ v |
x°—4=0 y=2x xy+1=0

7.17. Rozwiaz algebraicznie 1 wykonaj interpretacje geometryczng ukladu rownan;

Y y:2x2+4x—1 b) y:(x—2}2+3 9 y:—Z(x+1}2+2
y+xt =5x+3 ’ y+x2—4x+5=0, y=x"+2x+3

7.18. Rozwiaz algebraicznie 1 wykonaj interpretacje geometryczng ukladu rownan:

i) x4y =4 b) x2+(y+1)2:4 9 X+y+4=0
, X+ +4y+3=0

=

p=x"-2 p=x>+1

7.19. Rozwiaz algebraicznie uklad rownan:
B o 2 2 2 2
+ 3 =58 36x° +36y° =125 2x°+2y° =5
a {x X b) { i i 0 { e

xy+21=0" Ixp=1 ’ dxy=35
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7.20. Rozwigz uklad réwnan:
X+ —6y+5=0 x> +3*—10x—4y-7=0
a) b)

x2+y2—6x—6y+1?:09 x2+y2—6x—8y+2520.

7.21. Rozwigz uklad rownan 1 wykonaj jego ilustracje graficzna:

) {xy(} b {(xE}(}H—B}O, 5 {xyS

x2+y2:16, xy =4 y:xz.

7.22. Oblicz dlugosc wspolne) cieciwy okregdw o rownamach:
¥+3y'=21 % +(y—2}2 =2

7.23. Oblicz dtugosci bokow prostokata, ktorego:
a) pole jest rowne 20, a obwdd 18,
b) pole jest rowne 18, a kwadrat dhigosci przekatnej 45.

7.24. Bok kwadratu ma dlugosc 10. Oblicz diugosci bokow takiego prostokata, ktory ma
dwa razy wieksze pole oraz dwa razy wiekszy obwod niz dany kwadrat.

7.25. W trojkacie rOwnoramiennym ramiona majg dlugosci réwne 5. Oblicz dlugosci pod-
stawy tego trojkata, wiedzac, ze jego pole S jest rowne:
a) S=12, b) S=19,5.

7.26. Prostokatny plac ma powierzchnie 3000 m?. Dobierz jego wymiary tak, by na jego
ogrodzenie zuzy¢ 255 m siatki oraz zainstalowac brame wjazdowq szerokosci 5 m.

7.27. Pan Bartek dojezdza samochodem do miejsca pracy odleglego o 15 km od domu.
Po zmianie nawierzchm drogi mozliwe stalo sie zwiekszenie sredniej predkosci prze-
jazdu o 15 % co spowodowato skrocenie czasu przejazdu o 5 minut. Oblicz, z jaka

predkoscig pan Bartek pokonywat t¢ odleglosc przed naprawa nawierzchmi i ile czasu
mu to zajmowato. 7 jaka predkoscigjezdzi obecnie?

7.28. Uzasadnij, ze nie ma rozwigzania uklad rownan:
D 2 P —2xHy+2xi=0
) {x +(y-1) =1 b) {(J’ oy ) ,

’ x2+(y—5)2:1

¥4y =16

9 (x+3}2+(y+1)2 =4
X+ —6bx+2y+6=0 .
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Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
xy=0

2 2

jest para liczb:
x“+y =3

Rozwigzaniem ukltadu réwnan {

A. (0,-43) B. (3,0} C.(—/3,-43),  D.(+3,0).

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
V= e |
y= ‘x = 1|

A0, B. L G 2 D:3.

Liczba rozwigzan ukladu rownan { jest rowna:

3. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.

5

Uktad rownan {y =EFIEL

=

ma jedno rozwigzanie, gdy a=—1 lub a=3

nie ma rozwiazania, gdy a < (—o0; —1}(3; +oo)

4. Patryvk sporzadzit interpretacje geometryczng ukladow rownan 1 zapommat je opi-
sac. Wykonaj to za miego. Przyporzadkuy rysunkom oznaczonym literami A, B, C1D
odpowiednie ukltady oznaczone cyframiod 1 do 4 .

B. vA D.




8. Rodzaje trojkatow i ich punkty
szczegolne
Rodzaje trojkatow

Przypomnijmy c

Trojkatem nazywamy wielokat o trzech b a
bokach. Jezeli wierzchotki trgjkata oznaczymy

literami A, B i C, to katy o tych wierzchotkach ALE z B B

przyjeto oznacza¢ odpowiednio literami: a, 8 a, b, ¢ —boki tréjkata A BC
o, f, y—katy tréjkata ABC

1 3, ktore spelniaja warunek o+ £+ —180°

Cwiczenie 1. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz miare kata .

a) b}) c)
44
50° 70° 110° a

W technice trojkat nazywany jest figura sztywna. Ksztalt trojkata zmienia sie tylko wtedy,
gdy zmieni si¢ dlugos¢ przynajmniej jednego z bokdw. Jego model 1 whasnosé sztywnosci
wykorzystuje sie do wzmacniania konstrukeji, np. belek stropowych, stupdw wysokiego
napiecia, mostow itp.

Fragment kota widokowego

L Slhelet dachu budynku Wieza radarowa
Londyfaskie oko

Cwiczenie 2. Podaj przynajmniej trzy przyklady ze swojego otoczenia, gdzie wyko-
rzystano model trojkata jako wzmocnienie konstrukeji. Udokumentuj to zdjeciem lub
szkicem oraz opisz to miejsce.
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Podzial trojkatow ze wzgledu na katy

Trojkat ostrokatny Trojkat prostokatny Trojkat rozwartokatny
C B
y i C
% Y
: X P B B
a .
4 B C prayprosiokana
Kazdy kat wewnetrzny Jeden kat jest prosty, Jeden kat jest rozwarty,
tréjkata jest ostry. a pozostale katy sa ostre. a pozostale katy sa ostre.
o < 90° B <80° y «50° o+ f3=90° o+ < 980° ¥ >50°

Podzial rojkatéw ze wzgledu na boki

Trojkat roimohoczny
(trojkat o bokach Tréjkat rownoramienny Trojkat rownoboczny
parami roznych)

azbh aze bz, =Rl

a=f, axy, By

Cwiczenie 3. Okre$l, jakim trojkatem (ostrokatnym, prostokatnym czy rozwartokat-
nym) moze byc trojkat, ktdrego suma miar dwoch jego katow jest rowna;

a) 90°, b)80°, ) 100°.

Podaj przykladowe miary katow dwoch takich trojkatow.

Uwaga® C
e W dowolnym trojkacie naprzeciw b 7Y a
najwickszego kata lezy najdhuzszy bok, 4
a naprzeciw najkrotszego boku lezy %! - B
najmmniejszy kat. 7y
e W trojkacie naprzeciw rownych katow lezg v ;
c>a>

boki o réwnych dlugosciach.

# Dowdd whasnosd zawartych w uwadze poznasz w nastepnej klasie.
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Cwiczenie 4. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i okredl, ktory bok trojkata
1. 2 czy 3 jest: a) najdluzszy, b)najkrotszy.

1 c 2 C 3 C

Cwiczenie 5. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i okresl, ktéry kat tréjkata
1, 2 czy 3 jest: a)nayywiekszy, b)najmmniejszy.

1 2 3 c
C C
4 10 4 AN 6 i /N g
AA{?};\B AAB AB
6

r Przyktad 1. Na rysunkach przedstawione sa trojkaty:
1 ostrokatny, 2 prostokatny, 3 rozwartokatny.

10 10 10

Oblicz kwadraty dhugosci bokow trojkatow 1 porownaj kwadrat dlugosci najdhuzszego
boku z suma kwadratéw pozostalych bokow.

Rozwiazanie
Trojkat ostrokatny | Trojkat prostokatny | Trojkat rozwartokatny
Piusosal 6,9, 10 6,8, 10 6,7, 10
bokow
Kwadraty
i : 36, 81, 100 36, 64, 100 36,49, 100
dhugosci bokow
100 <36 +81 100=36+64 100 > 36449

Cwiczenie 6. Okresl, jakim tréjkatem (prostokatnym, ostrokatnym czy rozwartokatnym)
jest trojkat, ktorego boki maja dhugosci:
a)4, 5, 6, b) 5, 12, 13, 08, 13, 17.
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Uwaga®’ Jezeli liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokow tréjkata, przy czym c jest najdhuz-
sZyim bokiem oraz:

o ¢ <a®+b, totrojkat jest ostrokatny,

o ¢ =a’ + b to trojkat jest prostokatny,

o ¢ >a’+b to trojkat jest rozwartokatny.

Cwiczenie 7. Obwdéd tréjkata réwnoramiennegojest réwny 13,5 cm. Jeden z jego bokéw
ma dhugosc réwng 3,3 cm. Czy moze on byc¢ jednym z réwnych bokéw? Odpowiedz
uzasadnij.

Jezeli znamy diugosci trzech bokow trojkata, to mozemy okreslic nie tylko, czy ten trojkat
jest roznoboczny, rownoboczny czy rownoramienny, ale takze czy jest on prostokatny, roz-
wartokatny czy ostrokatny. W tym celu korzystamy z odwrotnego twierdzenia Pitagorasa.

b i a b — przyprostokatne
1 B ¢ — przeciwprostokcia

&

Twierdzenie Pitagorasa

Odwrotne
Jezeli w trojkacie kwadrat dlugosci jed-
nego 7 bokow jest rowny sumie kwadra-
téw dhugosci dwoch pozostalych bokow,

Proste :
Jezeli trojkat jest prostokatny, to kwa- :
drat dhugogci przeciwprostokatnej jest
rowny sumie kwadratéw dlhugosci :
przyprostokatnych. | to trojkat jest prostokatny.
I
I
I
I
1

Z (zalolenie): Z (zalolenie):
trojkat ABC jest prostokatny. ct =a* + b
T (teza): T (teza):
=a’+ b trojkat ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 8. Uzasadnij, ze tréjkatem prostokatnym jest tréjkat o bokach dtugosei:
3
i 012143  @)3/2 314112

| 4=

a5, 12113,  b)

th | b
Lh

Cwiczenie 9. Oblicz dlugosé odcinka x.

a) b) 9 3 d)
* 5 VI3 * 12,5

# Dowdd whasnosd zawartych w uwadze poznasz w nastepnej klasie.
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Cwiczenie 10. Ile istnieje tréjkatow réwnoramiennych o bokach dlugosci:
a)2cmid cm, b)2 cmi1 3 cm?

Odpowiedzi do éwiczen

1.a)60", b)35%, ¢)145° 3. Trojleat jest: a) prostolegtoy, np.: 207, 60°, 30% 90°, 50°, 40°, b) rozwartolgtny,

np.: 100°, 20°, 607 1007, 40°, 40°, ¢) ostrokatny, np.: 80°, 20°, 807, 80°, 50°, 50°, rozwartclgtny, np.: 80°, 95°, 5%
80°, 91°, 9%, prostoleatny: 80°, 107, 907 4. 1 ) AR, bYAC, 2 a) BC, b) AR lub AC (rdjkat rdwnoramienny),
3 a)BC, byAC 5 1 a)y b)Y 2 a)%0° b)E 3 a)y b) a=§5

6. Trijleat jest: a) ostrokgtny,  b) prostolegtny, ) rozwartolegtoy 7. Mie Wehkazdwka, 2-3,34+x=13,5

1 x<2-33, x<2,33, gdriex jest dlugodeig treeciego boku trojlkata 9. a) 3-\5, ME o2 o

10. a) Jeden trojkat o bokach diugosci 4, 4, 2, b)) dwa trdjkaty o bokach dfugoge: 2,2, 3 lub 3, 3, 2.

Zadania utrwalajace

8.1. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i okresl, czy trojkat 4ABC jest ostrokatny,
prostokatny czy rozwartokatny.
a) % b) B

4 ¢ A o
8.2. Okresl, czy katy «, B1 ymoga by¢ katami tego samego trojkata, jezeli:
a) o =44° B=56°1 y =100° b) ax=27° B=43°iy=110°

8.3. Okresl, czy bokami jednego trojkata moga by¢ odcinki, kidre majg dlugosci:
a)2, 2, 5, b) 20, 20, 5, ) 3, 4, 5,
d) 31 3, J3+1 e) 4—+/2, 7, 4++2, 0 a, 2a, 3a gdy a>0.

8.4. Okresl, czy trojkat jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny, gdy jego boki majg
dlugoscei:
a)4, 4,7, b) 0,03; 0,04; 0,05; ) 5, V10, /14,

8.5. W trojkacie roznobocznym dwa jego boki maja dhugosgei 31 6. Podaj dlugosc trzecie-
go boku, wiedzac, ze lezy on naprzeciw najwiekszego kata 1 jego dhugosé jest liczba
naturalna.

8.6. Uzasadnij, ze jezeli boki trdjkata maja dlugosci: x, x+2 1 x+4,to xe(2; +oo).

D[
8.7. Oblicz dla jakich wartosci @ mozna zbudowac trojkat réwnoboczny z odcinkéw ma-
jacych dlugosci: a) a°, 2a+24, 16, b) 2a-5, 4a-9, a-3
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Srodek cigzkosci trojkata i jego wlasnosci

| T e T
efinicia

C érodkowa CD, gdzie D

Srodkowa trojkata nazywamy :
odcinek laczacy wierzchotek tréjkata /N tozmecexboun A8
ze srodkiem przeciwleglego boku.

4 D B

-

Aby poprowadzi¢ srodkowe w trojkacie, potrzebne jest wyznaczenie srodkéw jego bokow.

Wyznaczanie Srodka odcinka

> >R
| )L/ W konstrukcji korzystamy z wlasnosci,
| |
A._TS_'B A._g’_.B Zt.? é['f)dkie].‘ﬂ o.dcinka jest p@ przecie-
| cia sig z mim jego symetralnej.
-

Twierdzenie o srodkowych trojkata
Srodkowe tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktory dzieli kazda z nich
w stosunku 2 : 1, liczac od wierzcholka tego trojkata.

Doweéd.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku, gdzie odcinki 44,

1 CC, s3 srodkowymi trojkata ABC.

1° Zauwazamy, ze odcinek AC jest rownolegly do odcin-
ka AICI*), wiec trojkaty ACS1 A C\S sa podobne (kkk).

Zatem ‘AC‘ =]
[4¢)
2° Z punktu 1° wmoskujemy, ze Mz ‘CS| =2
[S4] |SC)|

3° W tym samym trojkacie ABC prowadzimy srodkowa BB,
ktdra przecina srodkowa A4, w punkcie L.
4° Zauwazamy, ze trojkaty ABL1 A B L s3 podobne (kkk),
wiec 7|AB| =2 zatem @: ‘BL| =7,
4,5 4| |LB)
3° Z punktow 2° 1 4° wnioskujemy, Ze @ :@ =2 oraz —|BL| = —‘ CS‘ =
LA |54 lLB,| |sc]
punkty L 1 5 pokrywajg sig, czyli srodkowe trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

2, wiec

g Przypomnijmy, ze odcinek taczacy srodki dwach bokow trojkata jest rownolegly do trzeciego boku.
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Punkt przeciecia sie srodkowych trojkata nazywamy Srodkiem ciezkoSci tego
trojkata.

Uwaga

e W kazdym trdjkacie mozna poprowadzié trzy
srodkowe.

e Srodek ciezkosci trojkata dzieli kazda ze
srodkowych w stosunku 2 ; 1, gdy liczymy od
wierzchotka, co zapisujemy:

48] _ les] _ [BS] _

|4S|=2|SE| |CS|=2|SD| |BS|=2|SF| 1ub -
ISE| |SD| |SF

Cwiczenie 11. Ze sztywnej kartki wytnij dowolny tréjkat i narysuj trzy srodkowe tego
trojkata, a nastepnie podeprzyj go w srodku ciezkosci. Zapisz swoje spostrzezenia.

rPrzykIad 2. W trojkacie rownoramiennym 4 BC, w ktorym podstawa 48 ma diugosc 6,
a ramiona AC 1 BC majg dlugosc 10, poprowadzono srodkowe. Oblicz dhugosci tych

srodkowych.

Rozwiazanie C

Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku. Zauwazamy, / \

ze wysokosc¢ CD jest rtowniez srodkowsa trojkata ABC. 10 £ 10

W trojkacie prostokatnym 4DC obliczamy dlugosci odeinkow: / \
[€D|= J|4CF | 4Df = 5D 3 °

1
|SD|=—-|CD\=—"9 . .
3 3 Z wilasnadcl srodkowych
W trojkacie prostokatnym 4DS obliczamy: [45|=2-|SE] i |4E] =3-|SE]

3
= oo |AE| = =|485].
|AS‘:J|SD‘2—|-‘A_D‘2:% WE€C| ‘ 2‘ |
&
45]= 2 |a5]-
Odp.: |CD|=+01 =|BF|=~/43 J
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Cwiczenie 12, W tréjkacie réwnoramiennym ABC dlugosé podstawy 4B jest rtéwna 18,
a ramiona AC 1 BC maja dlugosé 15. Oblicz dhugosci srodkowych CD, AE 1 BF tego
trojkata.

Cwiczenie 13. Na rysunku odcinki AE i BD sa érodkowymi trojkata
réwnoramiennego 4ABC. Uzasadnij, ze |AE|=|BD|.

Cwiczenie 14, Na rysunku punkt S jest srodkiem ciez-
kosci trojkata rdwnoramiennego ABC. Oblicz dlugosc
srodkowej CD, gdy |4B|=1243 i [4E|=947.

Odpowiedzi do éwiczen

12. |cp|=12, |4E|=|BF|= %Jsﬁ 13. Wskazéwia. Zauwaz, ze A ABE ~A ABD (bkb) 14.36.

Zadania utrwalajgce

8.8. Narysuj dowolny odcinek, a nastepnie konstrukcyjnie znajdz jego srodek.

8.9. Na rysunku odcinek CD jest srodkowa trojkata prostokatnego 4 BC. Uwzglednij dane
przedstawione na rysunku, gdzie |CD|=|DB|, i oblicz miary katow tréjkata ABC,
a) ¢ b)

c

120° A Sl B
A D
% B

8.10. Srodkowa CD tréjkata ABC podzielila go na dwa trdjkaty, z ktorych jeden jest réw-
D | noboczny, a dmgi réwnoramienny. Uzasadnij, ze trojkat A BC jest prostokatny.

8.11. Oblicz odleglosc srodka ciezkosci trojkata prostokatnego od wierzcholka kata pro-

stego, gdy jego przyprostokaine maja dlugosci 181 24.
g

8.12. W trgjkacie rownoramienmnym 4 BC poprowadzono z wierz-
cholka 4 naramie BC srodkowa AE. Oblicz dlugosci ramion
tego tréjkata, gdy [4B|=8 i [4E|=9.
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8.13. Oblicz dtugosci srodkowych tréjkata prostokatnego, kiorego boki maja dlugosci
4, 43 i 8.

8.14. Wykaz, ze jezeli srodkowa trojkata rowna jest polowie boku, do ktdrego zostata po-
D | prowadzona, to trojkat ten jest prostokatny.

8.15. W trojkacie prostokatnym wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego po-
dzielita przeciwprostokatng na dwa odcinki . Oblicz dhugosci srodkowych tego trojkata,
gdy przyprostokatne maja dtugosci 6 i 6+/3.

8.16. Wykaz, ze suma dhigosci srodkowych trojkata jest mniejsza od jego obwodui wieksza
D | od polowy obwodu tego trojkata.

8.17. Narysunku odcinek CDjest srodkowa trojkata ABC.
D | Uzasadmij, ze pole trojkata 4DC jest rowne polu troj-
kata DBC. 4

Srodek okregu opisanego na trojkacie

N e e
latfinicla
LieTini W)l

Okrag nazywaimmy opisanym na trojkacie, jezeli
wszystkie wierzcholki trojkata naleza do tego okregu.

C
D B
Okrag opisany na trojkgcie oznacza to samo co trojkat P B
wpisany w okrag.
R —promieni okregu opisanego na tréjkacie

Cwiczenie 15, Na ktorym sposrod rysunkéw 1, 2, 3 czy 4 okrag o srodku Ojest
opisany na trojkacie?
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Twierdzenie

W kazdym trojkacie symetralne jego bokéw przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowéd:

Prowadzimy symetralne dwoch bokow trojkata 4 BC' — symetralng C

boku 4B 1 BC, kiore przecinaja sie w punkcie O. CNGE

Zauwazamy, Ze:

1° punkt O lezy na symetralnej boku AB, wigc |A0|=|BO

2° punkt O lezy na symetralnej boku BC, wiec |BO|=|CO

Z punktéw 1°1 2° wynika, ze [40|=|CO|, wigc punkt O lezy na symetralnej boku AC.
C.1LiL.

> A | . B
K

Uwaga

o Na kazdym trojkacie mozna opisa¢ okrag. Srodkiem tego okregu jest punkt
przecigcia sie symetralnych jego bokow.

e Aby wskazad srodek okregu opisanego na trojkacie, wystarczy poprowadzic
symetralne dwoch jego bokow.

Cwiczenie 16, Narysuj tréjkat ostrokatny, prostokatny oraz rozwartokatny i konstruk-
cyjnie wyznacz srodki okregdw opisanych na tych trojkatach.

Uwaga

Trojkat ostrokatny Trojkat prostokatny Trojkat rozwartokatny

B
W trojkacie ostrokatnym W trdjkacie prostokatmym W trdjkacie rozwartokatmym
srodek 2 okregu opisanego lezy | srodek <2 okregu opisanego lezy | srodek 2 okregu opisanego
wewnatrz trojlkata. w srodku przeciwprostokatnej lezy na zewnatrz trojkata.

troj keata.

Cwiczenie 17. Ustal, gdzie lezy $rodek okregu opisanego na tréjkacie, w ktérym dwa
katy maja miary: a)60° i 55°, b)42° i 48°, ¢)61° i 28°.
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Twierdzenie €

W trojkacie prostokatnym srodek O okregu :

opisanego na tym trojkacie lezy w srodku i R \‘\. %
przeciwprostokatnej, ajego promien R jest roOwiy R O R

polowie dlugosci przeciwprostokatnej.

Cwiczenie 18. W tréjkacie prostokatnym ABC poprowadzono symetralna EF przypro-
stokatne] BC (rysunek 1)1 symetralng GH przyprostokatne] AC {rysunek 2). Uzasadnij,
ze punkty F 1 H pokrywaja sie.

1 C%a 2

B

A 7F B

Cwiczenie 19. Narysunku przedstawiony jest tréjkat prostokatny ABC. ¢

Oblicz promien R okregu opisanego na tym trojkacie, gdy: 5 5
a) |AC|=|BC|=4, b) |[AC|=9 i a=60°, Wz 5
¢) tgor =3 i |BC|=30. c

[ Przyktad 3. Na trojkacie réwnoramiennym 4ABC, w ktérym |4B|=16
i |4C|=|BC| =10, opisano okrag. Oblicz promien R tego okregu.

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku i zauwazamy, Zze |« ACB|~ 108,
bo sin(« ACD)=0,8 i |« ACB|=2-|«ACD| L
Wmniosek: trojkat ABC jest rozwartokatmy. i U
AADC: |CD‘2 = |AC|2 —|AD‘2 Ztwierdzenia Bitagorasa A \\f\f@/ B
2 % R R
|CD|" =10" -8 0
|CD|” =36, skad |CD|=6.
A AOD: |40|" =|4D| +|0D[’, gdzie |40|= R, |OD|=R—6, |4D|=8

R2=8+(R—-6)
RP=64+R*_12R+36

12R =100
25

R:?. J
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Gwiczenie 20. Na trgjkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |4C|=|BC|=10
i|AB|= 10/3, opisano okrag. Oblicz promieri R tego okregu.

Odpowiedzi do éwiczen
15429 17. Srodek ckregu opisanego na trojkacie lezy: a) wewnatrz trojkata, b) w érodlku przeciwprostokaine
tréjkata, ©) na zewnatrz tréjlkata. 19.8) R=2+42, b) B=9, ) R=35J10. 20. R=10.

Zadania utrwalajace

8.18. W trojkacie prostokatnym symetralna przeciwprostokatne) przechodzi przez wierz-
cholek kata prostego. Podaj miary katow ostrych tego trdjkata.

8.19. Promien R okregu opisanego na trojkacie prostokatnym jest réwny dhugogcei wysoko-
sci poprowadzonej Z wierzchotka kata prostego na przeciwprostokatna. Oblicz obwod
tego trojkata, gdy R=35.

8.20. W trojkacie prostokatnym wysokos¢ poprowadzona
z wierzcholka kata prostego na przeciwprostokaing ma
dhugosc¢ 243, a spodek te] wysokosci lezy w odleglosci 2 23
od srodka okregu opisanego na tym trojkacie. Oblicz:

a) promien R okregu opisanego na tym trojkacie, Pl °
b) dlugosci przyprostokatnych tego trojkata.

8.21. W trojkacie rownoramiennym kat przy podstawie ma
Dl miare «. Uzasadnij, ze symetralne ramion tego trojkata Gy :

tworzg kat, kiorego miara jest rowna 2. A‘
A B

8.22. W trojkacie rownoramiennym ABC kat przy wierzcholku € ma miare 120°. Syme-
tralne bokdw tego trojkata przecingjg sie w punkcie D. Wiedzgc, ze |C’D| =6, oblicz
obwod trojkata ABC.

: 5 73 :
8.23. W okrag o srodku €1 promieniu R = TJ_ wpisano

trojkat ABC, ktorego boki maja dlugosei 5, 7 1 8.
Oblicz sume odleglosci srodka O tego okregu od
bokow trojkata.
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8.24. Uzasadnij, ze trojkat roéwnoramienny, kidrego boki maja dhugosci:
El_a) 13, 13, 1342 jest prostokatny, b) 13, 13, 10 jest ostrokatny,
c) 13, 13, 24 jest rozwartokatny.

8.25. Oblicz promien R okrggu opisanego na tréjkacie rownoramiennym, ktdrego boki
maj3 dlugosci:
a)6, 6, 642, b)8, 8§, 8, cy13, 13, 24, dy:10, 10, 12.

8.26. Na osiedlu Parkowym bedzie zalozona osiedlowa
sie¢ infernetowa. Miedzy ulicami Platanowa, Lipowa

1 Kasztanowa zostanie ustawiony maszt telekomuni-
kacyjny wtaki sposob, aby sygnal mogl by¢ odbierany
w kazdym domutego osiedla. Jak wyznaczyc miejsce
masztu na planie osiedla? OdpowiedZ uzasadm;.

Ortocentrum tréjkata i jego wiasnosci

Przypomnijmy
Definicja
Wysokosc¢ trojkata to odcinek, kiory jest prostopadly
do boku trojkata lub jego przedhizenia, a jednym
z jego konicow jest wierzcholek trojkata, albo jest to
odleglos¢ wierzcholka trojkata od proste) zawieraja-

cej przeciwlegly bok.

Twierdzenie o odcinkach w trojkacie prostokatnym
Jezeli odcinek CD jest wysokoscig trojkata C
prostokatnego ABC o kacie prostym ACH, to:
o |ACT =|AB-|4D} o |BCT = |4B]-|8D),
o |AC|" +|BC| =|4B], o |CD[ =]|4D|-|DB|

= Cwiczenie 21. Narysuj konstrukeyjnie prosta pro- m

A
stopadta do proste] m i przechodzacy przez punkt 4 /
nalezacy do tej proste;j.
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Twierdzenie
Wysokosci trojkata (lub ich przediuzema) przecinaja sie w jednym punkcie zwanyim
ortocentrum.

Rozwazamy przypadki, gdy trojkat jest prostokatny, ostrokatny lub rozwartokatny.

Przypadek 1
Trojkat ABC jest prostokatny. Z definicji wysokosci

0 orfocentium
&
wynika, ze wierzcholek C kata prostego jest punktem i /T\RM}IB
4 h L
f C
40— e B

wspolnym wysokosci ki, hy 1 A tego trojkata, wiec

jest jego ortocentruim.

Przypadek IT
Trojkat ABC jest ostrokatny. B
1° Przez wierzcholki trojkata A BC prowadzimy
proste rownolegle do przeciwleglych bokow tak,

ze BIC, | BC, 4B | AB i AC | AC.
2° 7 punktu 1° wnioskujemy, Ze:
o i, LBC, hy L AC, h. 1 AB,
e czworokaty ABCE,, ABAC1 ACBC sgrownolegltobokami.
3° 7 punktu 2° wnioskujemy, ze
|AC|=|B4|=|BC| |BC|=|4B|=|AC

- |AB|:‘631|:‘CA1|'

4° Z punktow 2°1 3° wnioskujemy, ze wysokoscl h,, h; 1 A. zawilerajg si¢ w syme-
tralnych bokdw trojkata 4 B C,, wiec przecinajg sie w jednym punkcie.

Cwiczenie 22, Na rysunku tréjkat 4BC jest rozwartokatny

oraz ABH AB, BC H BCi AC H AC. p oftocentrum
Uzasadnij, ze punkt 7 jest
punktem przeciecia sie pro- 3
stych zawierajacych wyso- -
kosci h,, hy i h. trojka-

ta ABC.

Cwiczenie 23. Poszukaj w Internecie informacji dotyczacych ortocentrum, takich jak:
a) prosta Eulera, b) okrag dziewigeciu punkiow zwany okregiem Eulera.
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Cwiczenie 24. Narysuj tréjkaty ostrokatny, prostokatny i rozwartokatny. Wyznacz kon-
strukcyjnie ich ortocenira. W kazdym z tych trgjkatow okresl polozenie ortocentrum
w stosunku do trojkata.

Cwiczenie 25. Narysuj dowolny tréjkat i poprowad? trzy jego wysokosci. Na podstawie
usytuowania punktu przeciecia tych wysokosci okresl, jaki to jest trojkat.

Uwaga
Trojkat ostrokatny | Trojkat prostokatmy | Trdjkat rozwartokatny
| C |
3 i, |
| ke |
| 4L B |
4 | b |
W trgjkacie ostrokatnym | W trojkacie prostokatnym | W trojkacie rozwartokatmym
wysokoéci przecinaja sie wysokosci przecinaja sie proste zawierajace wysokoéci
wpunkcie lezacym | wwierzchotku kata prostego. | przecinaja sie wpunkcie ~
we wnetrzu trojkata | ‘ lezacym poza trojkatem.
{(na rysunku w punkcie &). | |

rPrzykIad 4. Na rysunku przedstawiony jest trojkat ABC, w ktorym kat B
przy wierzcholku C jest prosty, a odcinek CD jest jego wysokoscia.
Punkt Dpodzielil przeciwprostokatng 4 B na dwa odcinki B2 1 DA takie,

_|BD| 4 . e . . . =
ze — =—. Oblicz dlugosci odcinkéw BD i DA, wiedzac, ze |AC|=5.
|D4] 1 g A
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku, gdzie x = 0. B
Zauwazamy, ze jeé]i ‘A‘D‘ =x, to ‘BD| =4x. Ztwierdzenia o odoinkach %
| A C|2 » | AB| : ‘ AD| w trdjkgeie prostokgtnym
¥
52=5x-x A
B A
25=5x" 5
x =415, wiec 4x =435
Odp.: [DA| = /5, BD)| = 445, J
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Cwiczenie 26. W tréjkacie prostokatnym 4BC, w ktérym kat przy wierzcholku C jest
prosty, poprowadzono wysokos¢ CD. Punkt D podzielit przeciwprostokatna A3 na
dwa odcinki 3721 D4 w stosunku 5 : 3. Oblicz dlugosci tych odcinkdw, wiedzac,

ze |CB|= 6410 .

Cwiczenie 27. Podaj nazwe tréjkata, ktéry ma:

a) trzy wysokosci rowne,

b) dwie wysokosci rowne,

¢) dwie wysokosci, kiore sg wzajemme prostopadie,
d) dwie wysokosci, ktore sg takze jego bokami.

Odpowiedzi do éwiczen

26.9115 27, Trdjlegt jest: a) réwnoboczny, b) rdwnorarmienny, <) prostokatny, d) prostolzatoy.

Zadania utrwalajace

8.27. Narysunku trojkat A BC jest prostokatny, a odcinek CDjest jego wysokoscia poprowa-
dzong z wierzcholka kata prosteg o na przeciwprostokatna 4 B. Oblicz dlugosc¢ odcinkax.

a) G b) cy C
Bed b Wl
. XN |
/ I
A 4 A ' B
3 D 6 = e i 2 N
c

8.28. W trgjkacie prostokatnym wysokosc A& poprowadzo-
na z wierzcholka kata prostego podzielila przeciw- I
prostokatna na odcinki o dlugosciach 10 cm 1 20 cm. i h
Oblicz dlugosci bokow tego trdjkata. [

A B

10 cm D 20 cm

8.29. Najkrotsza wysokosé trojkata o bokach dlugosci 8, 642 1 24/10 ma dlugosé 6. Oblicz
dhigosci pozostatych wysokosci tego trojkata.

8.30. Oblicz pole trdjkata rownobocznego, w ktorym ortocentrum znajduje sig w odleglosci:
a) 4 od bokdw tego trojkata, b} d od wierzcholkow tego trojkata.

8.31. Uzasadnij, ze w trojkacie rownobocznym srodek ciezkosci jest ortocentrum tego
Dl trojkata.
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8.32. W trojkacie prostokatnym jeden z katow
ostrych ma miare 60°. Oblicz miare kata & za-
wartego miedzy wysokoscig a srodkowa, ktore
sg poprowadzone z wierzcholkakata prostego. A

8.33. W trojkacie ABC poprowadzono wysokosci BD1 CE.
D | Uzasadni, ze |« ABD|=|« ACE|

8.34. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku i oblicz dlugosc
odcinka CD.

8.35. W trojkacie prostokainym wysokosci maja dlugosci: 12, 15 1 20. Oblicz diugosci
odcinkow, na jakie przeciwprostokatng podzielita wysokos¢ poprowadzona z wierz-
chotka kata prostego.

8.36. Trojkat prostokainy A BC ma przyprostokatne o dlugosci a1 b. Podaj odleglosc miedzy
ortocentrum 1 srodkiem cigzkosci tego trojkata.

Srodek okregu wpisanego w tréjkat i twierdzenie o dwusiecznej
kata w trojkacie

| By T Ty

e b=

Oqug nazywamy wpisanym w tréjkat, jezeli jest on
styczny do wszystkich bokow tego trojkata.

Okrag wpisany w trojkat oznacza to samo, co trojkat
opisany na okregu.

¥ —promien okregu wpisanego w trojkat

Cwiczenie 28. Okresl, naktérym sposrodrysunkéw 1, 2, 3 czy 4 okrag o érodku O
jest wpisany w trojkat.

Umiejetnos¢ rysowania dwusieczne] kata jest potrzebna do wyznaczania srodka okregu
wpisanego w trojkat, bo srodek ten jest rowno oddalony od bokow trojkata.
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Przypomnijmy
Definicja
Dwusieczna kata nazywamy polprosta,
ktora dzieli kat na dwie réwne czesci.

Dwusieczna kata wypuklego jest zbiorem
punkiow réwno oddalonych od jego ramion.

Jezeli punkt P nalezy do dwusiecznej kata, | Jezeli odleglosci punktu P od ramion

| . i _
dwusieca | kata sg rowne, czy]; |P4|=|PB

‘LP ¥ ,} P

®

to jego odleglosci od ramion kata sa

|
|
| B
|
TOWNE. |

to punkt P nalezy do dwusiecznej kata.

Konstrukcja dwusiecznej kata

1° Z wierzcholka A 2¢ Z punktéw B i C kreslimy ‘ 3¢ Rysujemy potprosta.AD.
kata & kredlimy tuk okregu tuki ojednakowym pro- ‘

Padprosta AD jest
dwusieczig kagta o

o dowolnym promieniu | mieniu (tuki czerwone). & \\C
{(kolor czerworry). | ‘ a3 i
C | L | A 7 \
/g( | \ 7LD | & /B
a | 2

a | A T |

A I8 | 1B |

| |

Citrzyinmijemy punity Bi C. CErzyvimijemy punkt 1.

Twierdzenie
W kazdym trojkacie dwusieczne jego katow przecinaja sie w jednym punkcie.

Deowdd.

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

Prowadzimy dwusieczne dwoch katow trojkata ABC,
dwusieczna kata « 1 dwusieczng kata 5. Zauwazamy, Ze:
1° punkt O nalezy do dwusiecznej kata o, wiec |OK|=|0L|
2° punkt O nalezy do dwusiecznej kata 5, wiec |OK\ = |OM\

Z punktéw 1° i 2° wynika, ze |OL|=|0M|, wiec punkt Olezy
na dwusiecznej kata y. ckd.
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Uwaga

o W kazdy tréjkat mozna wpisac okrag. Srodkiem tego okregu jest punkt przeciecia sie
jego dwusiecznych katow.

e Promien okregu wpisanego w trojkat jest rowny odleglosci grodkatego okregu od
dowolnego boku trojkata.

Konstrukcja okregu wpisanego w trojkat

1¢ Kredlimy dwusieczne b 2o Kredlimy prosta przechodzaca | 3% Kreélimy okrag o srodku &
dwoch katéw trojkata. przez punkt i prostopadta i promieniu r=|OK|.
do boku AF.

Odcinek Q& jest promi en em

Otrzymujemy punkt O. Otrzymujemy punkt £, ckreswpisinepow Akt
Cwiczenie 29. Skonstruuj okrag wpisany w tréjkat:
a) prostokatny, b) rozwartokatny.
f Przyktad 5. W trojkat ABC wpisano okrag o érodku '

w punkcie O, styczny do bokow trojkata w punktach X,
L 1M Oblicz dlugosci odcinkow, najakie podzielity boki

trojkata te punkty stycznosci, gdy |4B|=24, |BC|=20
i|4C|=18.

Rozwiazanie

Wprowadzamy oznaczemnia, np. x = |AK , astep-

nie kazdy odcinek, ktorego koncem jest punkt
stycznosci 1 wierzchotek trojkata, wyrazamy w za-
leznosci od x.
[MC|=|LC| i |MC|=18—x oraz
ILC|=20-(24-x), wiec
18—x=20-(24—x), skad x=11

Odp.: |AK| =|AM|=1],

KB|=|LB|=13,

MC|=|LC|=T. J
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Cwiczenie 30. W trdjkat ABC, w ktérym |4B|=12, |4C|=10,
Oblicz dlugosci odcinkow, na jakie punkty stycznosci podzielity boki tego trdjkata.

BC|=8, wpisano okrag.

rPrzykiad 6. Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat, ktérego boki maja
dhugosci 12, 10, 10.
Rozwlgzanle 0 s edgier e
Przyjmujemy oznaczema jak na rysunku, na kiérym l[
punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat 3
réwnoramienny 4BC 1 odcinki rowne] dlugosci wy-
rézmone sa tym samym kolorerm. l

Obliczamy wysokos¢ k=|CD|

h=+10° -6 =8.

Do trojkata prostokatnego OFC stosujemy twierdzenie Pitagorasa.
|cof =|oF| +|cF|
(8—1ﬂ22r2+42
64—16r+7° = +16 skad r=3
Odp.: Promien okregu wpisanego jest rowny 3. J

Cwiczenie 31, Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz promient okregu
wpisanego w trojkat ABC.
a) & b) &

Twierdzenie

W trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych a¢i b

oraz przeciwprostokatnej ¢ promien » okregu wpisanego
a+bh—c

okreslony jest wzorem r = S

Z (zaloienie):
a, b — dhugosci przyprostokatnych,

¢ — diugos¢ przeciwprostokatne;,
¥ — promietl okregu wpisanego w dany trojkat.
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Dowod:
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. B \
Zauwazamy, ze |DC|=r i |CF|=r. T E &
o |[BD|=a-ri|Fd|=b-7, aD.j o \
o |BE|=|BD|=a-r i|AE|=|4F|=b-r, l’:\ 47

CrpF 4
* |4B|=|AE[+[EB =<, < b .
wiec c=b—r+a—r, skad r:a—l—z—c. ckd.

Cwiczenie 32. Na rysunku przedstawiony jest trojkat
prostokatny 4 BC. Oblicz promien # okregu wpisanego
w ten trojkat, gdy:

a) a=b=A/2, b) o =30° i |BC|=6,
cyc=201 tgB =1

Przypomnijmy
Jezeli bok trojkata rownobocznego ma diugosc g, to dlugosc jego wysokosci A
okreslona jest wzorem A= %.

Cwiczenie 33. Uzasadnij, ze w trdjkacie téwnobocznym srodkowe i wysokosci zawie-
rajg sig w dwusiecznych jego katow 1 w symetralnych jego bokow,

Cwiczenie 34. Uzasadnij, ze jezeli w tréjkacie réwnobocznym bok ma diugosé a
oraz r1 R s3 promieniami okregow wpisanego w trojkat 1 opisanego na mm,
a3 . a3
——— R = —
6 3

to r

Cwiczenie 35. Trojkat ABC jest réwnoboczny. Uwzglednij dane przedstawione na ry-
sunku, gdzie punkt S jest srodkiem okregu, 1 oblicz pole niebieskiej figury.

a) o b) @ c) e d) @
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Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie

C
Dwusieczna kata wewnetrznego trojkata
dzieli bok przeciwlegly na dwa odcinki, |AD | i |AC|
ktorych stosunek diugosci jest rowny A ‘ |DB\ \BC’|
stosunkowi dhigosci pozostalych bokow. D B
i

Dla dowodu przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku, gdzie pol- A
prosta CD jest dwusieczng kata BCA (kata y) w trojkacie ACB. ]
Przez punkt B prowadzimy prosta réwnolegla do dwusiecz- |
nej CD, ktéra na potprostej AC wyznacza punkt S. '

4D iAc]

T (1 : = :
ez g~ ac]

1° Zauwazamy, zZe trojkat CBS jest trojkatem réwnoramiennym, bo:

|3 ASB|=| ¥ ACD| = % Dwa kety odpowiadajace
|2 CBS|=|%BCD|= % Zatem |BC|=|CS]| Dwa kgty naprzemianlegie
2° Korzystajac z twierdzenia Talesa, otrzymujemy % = %
3° |BC|=|CS| wiec % = %. ckd.

Cwiczenie 36. Poszukaj w Internecie innych dowodéw twierdzenia o dwusiecznej
kata w trojkacie 1 przeanalizuj je. Zapoznaj sie rowniez z unogdlnionym twierdzeniem
o dwusiecznej kata.

rPrzykiad 7. Narysunku odcinek CD zawierasie w dwusiecznej
kata prostego trojkata prostokatnego ABC. Oblicz dhugosei
odcinkoéw AD1 DB.
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Rozwiazanie
Obliczamy dlugosc¢ przeciwprostokatne) A5:
|AB|=v6* +8° =10,

Korzystamy z twierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie ABC:

%=% , gdzie |AC|=6, |BC|=8 i |DB|=10-|4D|
%=g, skad \AD|=37U_
Zatem \DB|:1(}_3_0:4_0_
7 7

Odp.: \@\:4% i \DB|:S%.

Cwiczenie 37. Na rysunku odcinek 4D zawiera sie
w dwusieczne] kata C4B prostokatnego trojkataA BC.
Oblicz dlugosci odcinkéw CD1 DB.

4 - - . . . C
Cwiczenie 38. W trojkacie ABC dwusieczna kata : ;
wewnetrznego przy wierzchotku C przecieta bok : ':
1
AB w punkcie D. Wiedzac, ze |4B|=10, |BC|=7 P i D
i |AC|=6, oblicz diugos¢ odcinka AD. | =
- 10 >
Odp owiedzi do ¢wiczen
30.4B: 715, AC 713, BC 513 31.a) 6- 32, b) 3.
32.9) r=+/2-1 b) r=3J3-3, O r=102-10. 35.2) 257 b)Y 273, © 363 -12x, ) 361 273
< |4::1:>|=E i |DB|=§. 38, 50
3 3 13

Zadania utrwalajace
8.37. W trojkat A BC wpisano okrag. Oblicz dlugosci odcinkow, na jakie punkty stycznosci
podzielily boki tego trojkata, gdy:
a) |[AC|=12, |BC|=16 i |4B|=20, b) |AC|=|BC|=16 i |4B|=12.

8.38. Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat rownoramienny, ktorego boki maja
dlugosei:
ay3. 3, 6, b) 13, 13, 24, C):35; 135, 36
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8.39. Narysunku przedstawiony jest trojkat prostokatny 4ABC.
Oblicz promien # okregu wpisanego w ten trojkat, gdy:
a) a=511 b=68, b}y a=55 i ¢=143,
bET2 0.6 ="78

8.40. W trojkacie ABC dwusieczna kata o wierzcholku A przecina bok BC w punkcie D.
Wiedzac, ze |AC|=6, |4B|=10, |BD|=4, oblicz:
a) dlugosc odcinka CD,
b) dlugosci odcinkow, na jakie podzieli bok A8 dwusieczna kata przy wierzcholku C.

8.41. W trojkacie prostokatnym rownoramiennym dwusieczna kata ostrego dzieli przypro-
stokatna na dwa odcinki, z ktérych jeden ma dhugogé /2. Oblicz diugosé drugiego
Z tych odcinkow.

8.42. Wykaz, ze w rownoramiennym trojkacie A BC dwusiecz-
D | ne AD 1 BE katow przy podstawie trojkata maja rowne

dlugosci.

[ 8.43. Przez srodek O okregu wpisanego w trojkat C

EI_ABC poprowadzono prosta rownolegla do ODH AC
boku AC' 1 prosta rownolegla do boku BC. OE|| BC
Proste te przeciely bok AB tréjkata odpo-
wiednio w punktach 721 £. Uzasadnij, ze A
obwod trojkata DEO jest rowny dhugosci
odcinka 4B. |AB|=|0D|+|DE|+|OE|

B
‘D EN

—. C
8.44. Przez srodek O okregu wpisanego w trojkat ABC popro-

D | wadzono prostg réwnolegla do boku 4B, ktora przecicha
boki AC 1 BC odpowiednio w punktach 21 E. Uzasadnij,

bf 0 \E
ze |DE| =|AD|+|BE| A/ \\/ \B

8.45. Udowodnij, ze w trojkacie prostokgtnym suma dhugosci przyprostokatnych jest rowna
D | sumie srednic okregow wpisanego w trojkat 1 opisanego na tym trojkacie.
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Trojkaty i1 ich punkty szczegolne na ptaszczyznie kartezjanskiej

Przypomnijmy

Punkty szczegolne trojkata:

e Srodek ciezkosSci — punkt przecigcia srodkowych bokow trojkata,

e ortocentrum — punkt przeciecia wysokosci trojkata,

e Srodek okregu opisanego — punkt przeciecia symetralnych bokow trojkata,

¢ Srodek okregu wpisanego — punkt przecigcia dwusiecznych katow
wewnetrznych trojkata.

Jezeli znamy wspohzedne wierzcholkdw trojkata lub réwnania prostych zawierajacych
jego boki, to na plaszczyznie kartezjanskie] mozemy:

e okreslac rodzaj trojkata,

e wyznaczac¢ wspolrzedne jego punkiow szczegolnych,

e napisac¢ rownanie okregu na nim opisanego lub okregu w niego wpisanego.
Pokazemy to na przyktadach.

[ Przyktad 8. Okresl rodzaj trojkata ABC, gdy A=(3, -2}, B=(9,2} i C=(-4,1).
Rozwiazanie
Obliczamy kwadraty dlugosci bokow trojkata 1 porownujemy je.

|ABf =(9-3F +(2+2) =52
|ACT =(—4-3) +(1+2)" =58
|BC|® = (—4-9Y +(1-2)" =170,
Zauwazamy, ze |BC'|2 > ‘AB\z +‘AC|2, wiec trojkat jest rozwartokatmny. J

Cwiczenie 39. Okreél rodzaj tréjkata ABC, gdy:
a) A=(1,3), B=(4,7) C=(2,8),
by A=(-4,-3) B=(7,-4) C=(L2)

Cwiczenie 40. Okresl rodzaj trojkata, wiedzac, ze jego boki zawieraja sie w prostych
0 rownamach:

a) x—y—-2=0, 3x—y—-2=0, x+3y-14=0,

b) 4x+3y-21=0, x+2y—-4=0, 3x+y-7=0.
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Jesli znamy wspohrzedne wierzcholkow trojkata, to jego srodek cigzkogei mozemy wy-
znaczyc, rozwigzujac uklad skladajacy sie z dwoch rownan srodkowych albo skorzystac
z twierdzema, ktore teraz udowodnimy.

Twierdzenie
Jezeli punkt 8 =(xg, ys ) jest punktem prze- yh C=(xc,5¢)
ciecia sie srodkowych trojkata ABC, gdzie S = (x5, ¥s)
A:(xﬂ,yA}, B:(xB,yB}i C:(xc,yc), to /
>
: +y, + ~\
xS:xA+xB+xC . yS:J’A Y+ Ve [ [ -
3 3 A:(xﬁ,y‘d) B_(xB?yB)
5 — srodek ciezkosci trojkata A5C
Z (zaloienie): | T (feza)
A=(Z sy, ) B=0s ) C=(Eane) : xs:miyszhﬂﬁﬂ”c_
§'={x, ys} —punkt przeciecia sie | 3 3
srodkowych trojkata ABC. |
Dowdd: C

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku, gdzie punkt M =(x,,, ¥, }

jest érodkiem odcinka AB i M:[xﬁgxﬁ,yﬂgyﬁl
hY

a punkt S jest srodkiem cigzkosci trojkata 4 BC'. A e B

Skorzystamy z rOwnosci wekiorow:

MS = %ME’ gdzie

Srodek cieZkosci dzieli rodkowe
tro flegia w stosuitku 2:1.

Obliczamy wspdtfrzedne

MS'=[xs —Xpp, Ys =¥ | 1 MC =[x =20, Yo = Ve ] wektordw MS | MC.
Cbliczamy wspolrzedne
1 = | e - -
Sl = 26 M,yc Y e
3 3 3 3
Wektory rdwie maj
— KXo~ Xy Ve~ ¥y : ry . -
[xs Xy Vs~ Ve ] o 3 3 rowne wapcirzedne.
Ao — Xy : Yo — Vir
Xg = Xpr = 1 Vs =V =
3 3
X-—X X, +Xxp+Xx P b
X = C— Ma ek e yg = C M+yM_ CTYATYR o
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f Przyktad 9. Oblicz wspohizedne srodka ciezkosci trojkata ABC, gdy 4 =(0, 0},
B=(8,4)iC=(2,6)

A
Rozwiazanie 6l |4 S,
I sposob T \\ y:
Przyjmujemy oznaczenia jak narysunku, gdzie §, 1 S, 4] 5w i
Y
sa srodkami bokéw AB 1 BC. T // £
Piszemy réwnanie prostych CS, i AS,, w ktérych za- :}4"/’: || :Sl L]
wierajg sie srodkowe trojkata: 01 | 3 8 x
8+0 4+0 | 2+8 6+4
(O it P 7 Faht™o 2T 08 &
S22 w69
|
Yo YE Ya— Vs
CS, Y¥—¥e= l(x—xc) | ASy y-y,= L(x—x,)
Lo — kg | A
6-2 0-5
y—6=—".(x-2 | | s OO
y=-2x+10. | P

Obliczamy wspohzedne srodka cigzkosci, rozwigzujac uklad rownan:

x_m
=—2x+10 T 10 10
{}’ x , skad 2 . wiec S:[_’_}
Y= _10 373
=73
If sposob
Korzystamy z wzoru S = [xﬂ +x§ X i Ya +Jv’33 + Yo ]:
S—[0+8+2 U+4+6]_[E E]
3 > 3 3 - 3 B

Cwiczenie 41. Wierzchotkami tréjkata ABC sg punkty A =(—4,5), B=(-1, -2),
C=(3, 6). Oblicz wspéhrzedne srodka ciezkosci tego tréjkata.

Cwiczenie 42. Na rysunku punkty A =(2,4), B=(6,0) sa
wierzcholkami tréjkata ABC, a punkt S =(7,3) jest jego

srodkiem cigzkosci. Oblicz wspohrzedne wierzcholka C.
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r Przyktad 10. Proste o réwnaniach 4x+5y=0 1 x—3y=0 zawieraja dwie $rodkowe
tréjkata ABC, w ktérym A4 =(2, — 5}. Oblicz wspohrzedne wierzchotkéw Bi C.
Rozwiazanie
Sprawdzamy, czy wierzcholek 4 nalezy do kidrejs z podanych prostych:

dx, +5y,=4-245-(-5}=-17 i -17=0,

x,—3y,=2-3-(-5)=17 i 17=0. Azasyen O
Punkt 4 nie nalezy do zadnej z podanych prostych. g ¥
Obliczamy wspolrzedne punktu S przeciecia si¢ srodko-
wych, rozwigzujac uktad réwnan: 4 1 B
—3p=0
oy x-3y=0 4
, skad §=(0,0).

x—3y=10

Zatdzmy, ze:

o punkt B=(x;, y;} nalezy do prostej o réwnamiu 4x+5y =0, wiec 4x +5y; =0,
skad yp = —%JCB. Zatem B = [IB>_§IB}

o punkt C =(x., .} nalezy do prostej o réwnaniu x—3y =0, wiec x,—3y. =0,
skad Ve :%xc. Zatem C:[xc?%xcj.

Aby obliczy¢ wspohrzedne wierzcholkow B 1 C, rozwiazuyjemy uklad rownan:

mzo S_[x_{+x3+xc y_{+y3+yC]
3 g5 s B 3 g 3
4 1 , skad <° ;

—S——x+—x Xo=3
5 2 g7¢ ¢ : :

=* 0 B—{xsa_gxs) C_[xﬁ?:gxc)
3
Odp.: B=(-5,4}i C=(3,1}. )

Cwiczenie 43. Proste o réwnaniach x—y =0 i 4x+2y =0 zawieraja dwie srodkowe
tréjkata ABC, w ktérym 4 =(—4, 2}. Oblicz wspdlrzedne wierzchotkéw B1i C.

Rozwiazujac odpowiedm uklad rownan, mozemy obliczy¢ wspolrzedne punktu nazywanego
ortocentrum trojkata oraz srodek okregu opisanego na tym trojkacie.
Pokazemy to na przyktadach.
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rPrzyklad 11. Oblicz wspohzedne punktu W, ktéry jest ortocentrum trojkata ABC, gdy
A=(-4,-2) B=(10,2} i C=(4,6)
Rozwiazanie A
Piszemy rownania prostych, w ktorych zawieraja sie ;

wysokosci h, 1 A, poprowadzone z wierzchotkéw 41 C: ./ \

5 v B 2 | . _2+2 2
-4 03 1 1044 7
3 | 7
&, = : . :_E’
Y= Y=ty (I_XA} | YYo=ty (x—xc)
2 | 7
+2=—(x+4 —6=——(x—4
y+2="(x+4) R 7 (x—4)
3 |
Obliczamy wspohzedne ortocentrum W trdjkata 4 BC, rozwigzujac uklad rownan:
3 I
y:5x+4 x:Sg | 4
, skad , czyli W:[3—,8—].
7 4 5 5
y=——x+20 y=8—
2 5 J

Cwiczenie 44. Oblicz wspohzedne punktu W, ktéry jest ortocentrum tréjkata A BC,
gdy A=(3,0) B=(2,5)i C=(-2,1).

rPrzykIad 12. Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A =(-2, -1},
B=(-1,2}i C=(6,3}. v A
Rozwiazanie i c
Zauwazamy, ze punkty 4, B, C sa wierzcholkami L
trojkata ABC. /T '

I sposob | » I

Piszemy rownania dwoch symetralnych bokow trojkata.

R ownanie symetralnej boku 4B:

| Réwnanie symetralnej boku AC:
|
315 . 2—-i-1 _ Sl
&w:[__'ijl Ayp = ( )_3 | Se=(21} i a= ( ):
|
|
|

1
> T 6—(-2} 2
a=—2

a=——

3
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1 3y 1 1 |
= +5:—§x. | yp=—2(x—2}+1=-2x+5.

Wyznaczamy wspolizedne punktu S, rozwiazuac uklad réwnan:
——lx R
=y , skad { , czyli §=(3,-1}.
=-1
y=—2x+35

Obliczamy promien » okregu opisanego natrojkacie A BC jako odleglosé punkiow S1.A4.

pe(S| ={B B w1 i) =5
IT sposob
Do okregu naleza punkty A, B 1 C, wiec wspdhrzedne
tych punktéw spetniaja réwnanie okregu (x— a}z +(y— b)z =r

1 |(-2-a)f +(-1-b)' =+ a’ +b°+4a+2b+5=r"

1

2 J(—1—af +(2-bY =r* , skad 3 <> +b>+2a—4b+5=7

3 |(6—af +(3-by =+ 3 |&+b°—12a—6b+45=7"
(_

Obie strony rownania 2 mnozymy przez 1) 1 olrzymujemy:
@+ +4a+2b+5=p"

—a" B -2a+4b-5=—+"

a’+b —12a-6b+45=r"

Dodajgc stronami rownama 1 1 2 oraz rOwnamia 2 1 3, otrzymujemy:

{2a+65:0 {azg
., skad ;
—14a—-2b+40=0 b=-1
Odp.: (x—3) +(y+1)° =25. J

Cwiczenie 45, Napisz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC,
gdy A=(L1} B=(-1 -3}i C=(4,2).

Cwiczenie 46. Sprawdy, czy tréjkat ABC jest prostokatny, gdy A=(-5,0), B=(4, -3)
i C=(-2,3). Jedli tak, to napisz réwnanie okregu opisanego na tym tréjkacie.
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r Przyktad 13. Boki tréjkata ABC zawieraja sie w prostych o réwnaniach:
x+y-2=0 3x-5y-14=0, x—y—-2=0.
a) Oblicz wspdlizedne ortocentrum trojkata ABC.
b) Napisz rownanie okregu opisanego na tym trojkacie.

Rozwiazanie A P
Zauwazamy, Ze proste o rownamach x+y—-2=0 \ ﬁﬁ’

1 x—y—2=0 saprostopadlte, wigc trojkat ABC 1 __\\C+ =
jest prostokatny. T .

a) Wierzcholek kata prostego w trdjkacie
prostokatnym jest jego ortocentrum.
Obliczamy wspohzedne wierzcholka C,

rozwigzujgc uklad rownan:

{x—y—zz(]

kad ¢ =(2. 0}
x+y—2:0’ wed (’ )

b) Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest srodek przeciwprosto-
katnej AB, a promien K tego okregu jest rowny polowie jej dhugosci.
Obliczamy wspolrzedne wierzcholkow A 1 B, rozwigzujac uktady réwnan:

x—y—-2=0

, skad A=(-2, -4},
Ix—5y-14=0 e ( )

wspohzedne wierzcholka A: {

x+y—2=0

kad B=(3,-1}
3x—35y—14=0" it (3-1)

wspohzedne wierzcholka B: {

Obliczamy dhigos¢ przeciwprostokatne] 45:
48| = (3 +2F + (-1+4)° =33, wiec R :%Jﬁ

Wyznaczamy srodek .S okregu (srodek przeciwprostokatnej) 1 piszemy rownanie

okregu:
S:[xA+xB?yA+yB} WEC;S:[_2+3,_4_1]:[1,—£]
2 2 2 2 2" 2
2 2 2
(43
2 2 2
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Cwiczenie 47. Boki tréjkata 4 BC zawieraja sie w prostych o réwnaniach:
x—y+3=0 3x—y-7=0, x+y-1=0.

a) Oblicz wspolrzedne ortocenirum trojkata ABC.

b) Napisz rownanie okregu opisanego na tym trdjkacie.

¢) Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat ABC.

Odpowiedzi do éwicz e

39. Trdykat jest: a) ostrolzatny, b) prostokatny 40. Trajlzat jest: a) prostokatny, b)) rozwartokatoy

41, [—%,3} 4£2.C=(135). 43.B=(22)icC=(2-4). 4 W:[%,%}
1M 3y
45. (x- 4V +{p+3Y"=25.  46.Tak, [HEJ +[y+5] =22,5.
cha 7 a5 W2{3-45)
47. a) (—],2), b) [I—EJ +[}'—£j =?, C) f

Zadania utrwalajgce

8.46. Wierzcholkami trojkata ABC sa punkty:
a) A=(2,1) B=(4,3), C=(1,4), b) A=(50,30), B=(90,30), C=(80, 60},
¢) A=(-15), B=(5-1}, C=(2+33,2+33)
Okresl rodzaj trojkata ABC ze wzgledu na boki.

8.47. Okresl rodza) trojkata ze wzgledu na katy, gdy jego boki zawieraja sie w prostych
0 rownamach:
a) x—y—2=0, x+y-2=0, x—8=0,
by 2x—p+2=0, x-2y—-6=0 y-—-4=0
€} 3x+2y-10=0, x+6y-14=0, x+2y-10=0.

8.48. Sprawdz, czy trojkat ABC jest prostokatny. Jesli tak, to oblicz dlugos¢ promienia R
okregu opisanego i dhugosc promienia r okregu wpisanego w ten trojkat:
a) A=(-2,0), B=(42}iC=(2,5), b)A=(L0} B=(-2,3})i C=(-4,1),
¢) A=(-5,0} B=(-3,2)iC=(-45) d) A=(5-3} B=(3,3} i C=(-3,1}

8.49. Punkty A=(-2,0}, B=(2,-2}1 C=(4, 6} sa wierzchotkami trojkata ABC. Oblicz
wspolrzedne:
a) srodka ciezkosci tego trojkata, b) srodka okregu opisanego na tym trojkacie,
C) ortocentrum.
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8.50. Napisz rownanie okregu opisanego na trojkacie ABC, gdy:
ay.A=(2,.3) -B=(~1,3)-C= (3,1} b) A=(-1,6) B=(3, -2} C=(-4,-9}),
¢) A=(2,2), B=(-5,-5), C=(L5)}.

8.51. Punkty A=(2,-1} i B=(6,-1} sa wierzcholkami tréjkata réwnobocznego 4BC.
Oblicz wspdhzedne wierzcholka C.

8.52. Punkty A=(-1,1}i B =(5,1} sawierzchotkami tréjkata réwnobocznego. A BC. Napisz
rownania prostych zawierajacych boki AC 1 BC tego trojkata.

8.53. W tréjkacie ABC, gdzie A=(1,1) i AB=[4,2], punkt S =(4, 6} jest jego stodkiem
ciezkosci. Oblicz wspdhrzedne pozostalych wierzcholkow tego trojkata.

8.54. Punkty 4=(1,0)}, B=(2,1} i C=(5,—2) naleza do okregu o réwnaniu postaci
X4V —2ax—2by+c=0.
a) Oblicz wepdlczynniki a, bi c.
b) Napisz réwnanie tego okregu w postaci (x—a ) +(y—b) =r*

Zestaw powtorkowy
1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyceh.
Boki trojkata maja dhugoscei: 7, 8, 10. Zatem:

A. trojkat jest ostrokatny, B. trojkat jest prostokatny,
C. trojkat jest rozwartokatny, D. nie da sie okresli¢ rodzaju trdjkata.

2. W trojkacie prostokatnym przyprostokatne majg dlugosei 1218. €
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod poda-

nych.

Odlegtosc srodka ciezkosci § od wierzcholka B tego trojkata

jest rowna:

A. 10, B. 2—0 C. 10, D. 15.
3 3

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Srodkiem okregn wpisanego w trojkat jest:
A. srodek najkrotsze] wysokosci trojkata,
B. punkt przecigcia sie symetralnych bokow trojkata,
C. punkt przeciecia sie dwusiecznych katow trojkata,
D. srodek najdiuzszego boku.
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4. W trojkacie prostokatnym przyprostokaine maja dhugosci 6 1 8.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposréd podanyeh.
Promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowmny:

A2, B. 5, e 7 D. 10.

5. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Promien okregu opisanego na trojkacie jest rowny polowie dlugosci jednego z jego
bokow. Trojkat ten jest:
A, rozwartokatny, B. rownoboczny,

C. prostokatny, D. ostrokatny roznoboczny.

6. W trojkacie ABC poprowadzono srodkowe: AD, BE 1 CF,
przecinajace sie w punkcie S. Odcinki AD 1 EF przecinaja sie
w punkcie A jak na rysunku.
Ocen pravw dziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie

fest prawdziwe, lub F — jesli jest falszywe.

\SD\=%|AD| P|F \M_’D\=%|AD| P|F ms|=L1ap| | p|F

7. W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dhugosci 51 12.
Lzupetnij ponizsze zdania Wybierz odpowiedz sposvod oznaczonyeh literami A i B
oraz odpowie dz sposrod oznaczonveh literami Ci D.
Promietl okregu wpisanego w ten trojkat jest réwny:
A2, B..2,5.
Rdéznica miedzy promieniami okregu opisanego na tym trojkacie 1 wpisanego w ten
trojkat jest rowna:
C.4, D. 4,5.

8. W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dlugosci a1 b, a wysokos¢ opuszczo-

D :
—l_na na przeciwprostokaing ma dlugosc A Wykaz, ze kl_z = iz + biz
@

9, Napisz réwnanie okregu, do ktérego naleza punkty A=(2,3} i B=(5,2}, ajego fro-
dek Snalezy do osi x.



9. Obrazy figur w symetrii wzgledem
osi uktadu wspolrzednych i wzgledem
poczatku tego ukiadu

Obrazy figur w symetrii wzgledem osi uktadu wspoétrzednych

W szkole podstawowe] poznaliscie pojecie punktdw symetrycznych wzgledem prostej
Zwanej 0819 symetrii oraz intuicyjne pojecie odbicia lustrzanego, kiore jest scisle zwigzane
Z pojeciem symetrii OFlowe] .

Definicja
Symetria osiowa S, wzgledem proste] / zwanej o813 symetrii, nazywamy
przeksztalcenie plaszezyzny, ktore kazdemu punktowi 4 przyporzadkowuje taki
punkt A, ze jesli:

punkt A nie nalezy do osi symetrii 7,
to prosta / jest symetralng odcinka 44",

punkt.A nalezy do osi symetrii /, to
obraz A" pokrywa sie z punktem 4.

|
|
|
Ael [ | Aei |1
|
d |
|
AA' 11 i |4P|=|PA| | lA4'|=0

e Jezeli obrazem figury F w symetrii o osi / jest ta sama figura (S, (F } = F),
to nazywamy ja osiowosymetryczna, a prosta / jej osia symetrii.

Cwiczenie 1. a) Wirdd wzordw wycinanek towickich wskaz te, ktére sa osiowosyme-
tryczne. Dla kazdej z tych wycinanek podaj liczbe jej osi symetrii.

b) Podaj przyklad wielokata, ktory ma dokladnie:
1 jedna os symetrii, 2 dwie osie symetrii, 3 trzy osie symetrii.
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Uwaga
W prostokatnym uktadzie wspéhrzedny ch obrazem punktu P = (x, y} w symetrii osiowe]
{odbiciu lustrzanym) wzgledem:

osi x jest punkt P'=(x, —y} osi y jest punkt P"={(—x, y).

yA P:(x,y)

|
|
. |
: 0|§ B
: | I e -
L o | {0 P"=(—x,)
0 | x -
| | 0 x
. PFI(X,—JJ) | of i

Obrazem punktu P =(x, y} w symetrii wzgledem:
o osixjest punkt P’ taki ze P'=(x, —y), cozapisujemy S, ((x, y)) =(x,—y),

o osiy jest punkt P", takize P"=(-x,y), cozapisujemy S, ((x,y)):(—x, y)-

( Przyktad 1. Narysuj obraz odcinka 48 w symetrii wzgledem: Y B
a) 08l x, b) ost y.
Rozwiazanie
01 iy
a) b) a” 4
VA v A
1 B Punkty symetrycane rdago_L L. B Punkty spmetryczne
ﬁ wzgledem aaixmajy B wzgledem asiy majy
A 1 ! réwne adcigte, a ich J réwne rzedne, @ ich
. ‘>< | i » rzedne sq liczhami I . odciete sq liczbami
! 01 | x PrZecTWiyL. 01 TN prZeciwiymi.
TN AT P
\’ B I
A=(-3,-1} B=(2,3), A=(-3,-1}, B=(2,3}

A'=(-31})  B'=(2,-3}) A"=(3,-1}  B"=(-2,3)

Odcinek A'B' jest obrazem odcinka 4B
w symetrii wzgledem osi x.

Odcinek A"B" jest obrazem odcinka AR
w symetrii wzgledem osi y.
Figura ztozona z odcinkéw AB i A'B Figura ztozona z odcinkéw 481 A"B"

jest figura osiowosymetryczna.

|
|
|
|
|
|
|
|
2 O | \ e
|
|
|
|
|
jest figurg osiowosymetryczng. :
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Cwiczenie 2. Oblicz wspohzedne obrazu punktu P w symetrii wzgledem:

1 osix, 2 osiy, gdy: a) P=(-1,-2} b) P=(4-3) ¢) P=(2,5}
Cwiczenie 3. Przerysuj ry- ) yA b} ¥ A ) v A
sunek do zeszytu 1 narysuj & \ & T A 1 B

- - T .—_.
obraz odcinka.4 B w symetrii 1\] H— H—
osiowe] wzgledem: — U\; > = l ol 1% T T 171 1ol
. . _ ey A | -
1 osix, 2 osiy, gdy: |

rPrzyklad 2. Narysuyj figure symetryczng wzgledem osi y do figury (kolor niebieski)

a) ¥ A

/\1

et

Rozwiazanie

»

X

przedstawionej na rysunku.

T

|
| D) yA c
I
I
I
I
I
|

)]

)
YA

(e
9]

B
|
|
|
|
|
|
|

Aby na plaszczyZnie kartezjanskie] narysowac w symetrii osiowe] obraz:

|
a) trojkata, znajdujemy |b)czworokata, znajdujemy

|
| €} okregu, znajdujemy obraz

Np. obrazem: @ odcinka jest odcinek tej samej dlugosci,

obrazy jego wierz- | obrazy jego wierzchot- | Jjego srodkairysujemy
chotkow i taczymy | kowitaczymy je, | okrag o nowym srodku
18, | YA | 1takim samym promiemniu.

I ; I

YA | i ‘E: }J——\ & |

'lll |

; | \

¢, ¢ | I ol

f:’ )(\ > | B 0| Al N ox |

5’4 Mgl x | \ I |

.A T A' | AI‘ j |

| |

Uwaga

W symetrii osiowej figura i jej obraz sa figurami przystajacymi.

@ prostej jest prosta,

e wielokata jest wielokat do niego przystajacy,
® okregu jest okrag o takim samym promieniu.
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g Cwiczenie 4. Przerysuj rysunek do zeszytu i narysuj obraz przedstawionej figury w sy-

metrii wzgledem osi x.

) b) A ©) ok

rPrzykiad 3. Na plaszczyZnie kartezjanskiej narysuj prosta /o réwnaniu y = x —1 iprosta,
ktorajest jej obrazem w symetrii wzgledem osi x. Napisz rownanie otrzymane] proste;.

Rozwiazanie yA
y=x—1

W symetrii osiowe] obrazem prostej jest prosta. Rysujemy pro-
sta o rownamu y = x— 1, obierajac dwa punkty nalezace do niej,
np. punkty 4=(0,-1} i B=(1,0)}.
Wyznaczamy obrazy punktow 4 1 B w symetrii wzgledem osi x:
o S.(4)=4, S.((0,-1}}=(0,1), wigc A'=(0,1}
e punkt Blezy naosix, ktorajest osigsymetrii, wiec S (B)=B.

Rysujemy prosta A'B. Réwnanie prostej 4’8 wyznaczamy, korzystajac z wzor
Y=Yy :M(x—xAr), gkad y=—-x+1
Xg— X
Odp.: Obrazem prostej o rownaniu y =x—1 W symetrii wzgledem osi x jest prosta
o roéwnaniu y=—x+1. J

Cwiczenie 5. Narysuj prosta o réwnaniu y = —x+ 2 i jej obraz w symetrii wzgledem:
a)osix, b)osiy. Napisz rownanie otrzymane] prostej.

Cwiczenie 6. Przerysuj rysunek do zeszytu i narysuj obraz prostej 4B w symetrii wzgle-

dem: 1 osix, 2 osiy.

) by ., c) VA d) YA
B B
B L
4 B 1, 1
6] 1 > ol 1 > 0 > ol 1 Ay
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f Przyktad 4. Napisz réwnanie okregu, ktdry jest obrazem okregu o réwnaniu
243 +2x—4y—4=0 wsymetrii wzgledem: a)osiy, b)osix.
Rozwiazanie
Z réwnania okregu x° + ¥~ +2x— 4y —4 =0 wyznaczamy jego srodek M = (-1, 2)
1 promien #=3. Wiemy, ze obrazem okregu w symetrii osiowe] jest okrag do niego
przystajacy, wiec wystarczy wyznaczy¢ wspohrzedne obrazu srodka M, by napisac
rownanie symetrycznego okregu.
a) S,(M)=M", S,((-1,2}}=(12) wiec M'=(12}ir=3
by S, (M}=M" S ((-12)})=(-1L-2) wigc M"=(-1-2)ir=3
Odp.: a) (x—1° +(p—2)" =9, b) (x+1) +(p+2)"=9. ]

Cwiczenie 7. Napisz réwnanie okregu symetrycznego wzgledem: 1 osix, 2 osiy,
do okreggu o rownaniu:

a) (x+2) +(y+3)° =16,  b) X+ —6x+2y+6=0

Odpowiedzi do dwiczen

1.a) 1 —8osisymetrii, 2 —1 of symetrii, 4 —2 osie symetrii 2.2) 1 P'={-1,2), 2 P"=(1,-2),
by 1 P'=(4,3), 2 P'={-4,-3), o1 FP=(2,-5), 2 F'=(-25)

3. Odcinek okoficacha) 1 A4'=(1,1), B'={-1,-3), 2 A"=(-],-1), B"=(],3),

byl A=(-21), B'=(-2,-3), 3 A" =(2 -1), 5'=(2,3),

Qi1 A=(-3,-2), F=(2,-2), (8 A=(32), B"=(-2,2)

4. a) Trojkat o wierzchotkach A =(-3,0), 5'=(1,-4), C"=(0,2), b)ckrago srodku (-1, 3} 1 promieniu 2,
c) ten sam okrag 5a) p=x—2, b) p=x+2.

6. Obrazem jest prosta ordwnanin:a) 1 y=-x—-2, 2 p=—x+2, b) 1 y=-2, 2 y=2 (tasama prosta),
g1 y=x, 2 p=x, &) 1 x=2 (tasamaprosta), ¥ x=-2

7.2) 1 (x+2P +(y-3%=16, 2 (x-2)P +(p+3f =16,

1 (x=-37+{y-1¥ =4, 2 (x+3P +{y+1¥ =4

Zadania utrwalajgce

9.1. Na rysunku zaznaczono dziesi¢C¢ punktow.
Wskaz pary punktow symetrycznych wzgledem: D E 7
| % | | by |

a) osi x, b) osi . 0]

0
*
A=
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9.2. Wiedzac, ze S, (P)=PF i §, (P)=P", oblicz wspilrzedne punktow:
a) P'i P gdy P=(-34) byPi P, gdy P'=(2,-3),
QPi P, gdy P'=(-2,0) dy P'i P", gdy P=(0,0)

9.3. Przerysuj rysunek do zeszytu i narysuj obraz przedstawione] figury w symetrii wzgle-
d=n dem: 1 osix, 2 osiy.
A A b) A ¢)
A ;/ B

€.
i /i/l“
12 1+ —t I[} ] —t——
NPEES ii x
B 4

\i‘ D —
AT / x
€
d yA e
) " ) oA ) "
. 1
A 1 A 1+ .
Nl Ly Ck‘d N/'Cx
1
| | B
ST --
B

9.4. Wykaz, ze jesli P=(x,,y,} oraz S (P}=P i S (P}=P", to $rodkiem odcin-
EI_ ka P'P" jest poczatek ukltadu wspotrzednych.

9.5. Napisz rownanie proste] Zawierajacej obraz odcinka A8 w symetrii wzgledem:
1 osix, 2 osiy,gdy:
a) A=(0,0), B=(3,-2)}, by A=(-3,-2} B=(-14}
¢) A=(-2,1}, B=(-13), dy A=(0,5), B=(3,0)

9.6. Napisz rownanie okregu symetrycznego wzgledem: 1 osix, 2 osiy
do okregu o rownamu:
a) (x=3) +(y+2)°=25 b) x*+3°—6y+5=0, ) X+ +8x=0.

9.7. Podstawami trapezu A BCD 53 odcinki A8 1 DC. Wiedzac, Ze osig symetrii tego trapezu
jest prosta /, oblicz wspdhrzedne wierzchotkdéw B 1 C, gdy:

a) A=(-1,-2), D=(2,5,1 x=5, by A=(3,7), D=(-1,-2}, 1 y=—4.
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Obrazy figur w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych

Definicja

Symetrig strodkowg wzgledem punktu © nazywamy przeksztalceme plaszczyzny,
ktore dowolnemu punktowi P przyporzadkowuje taki punkt 7*, ze punkt O jest
srodkiem odcinka PP’.

Symetrig¢ srodkowga o srodku O oznaczamy S, , punkt O nazywamy srodkiem tej

symetrii. C B A
P “'“-P_“':::tarrf’
o N
Puniit O jest Srodkiem odcinka PP . A B’ !
So(P)=P 1 85(F)=P So(A ABC)=A ABC’

e Jezeli punkt O jest srodkiem symetrii, to §,(0}=0.

o Jesh istnieje taki punkt O, ze obrazem figury F w symetrii srodkowej S, jest ta
sama figura (S, (F} = F ), to méwimy, ze figura F jest srodkowosymetryczna,
a punkt O jest srodkiem symetrii tej figury.

Cwiczenie 8. Ktére z figur oznaczonychliterami A, B, C, D, E sa srodkowosymetryczne?

rPrzyklad 5. Punkt P’ jest obrazem punktu P=(2,3} w symetrii wzgledem poczatku
uktadu wspétrzednych. Oblicz wspohrzedne punktu P'.

Rozwiazanie A
Jezeli P' =S, (P}, toz definicji symetrii $rodkowej wynika, P=(2,3)
ze punkt O jest srodkiem odcinka PP'. 2 B ﬁ*
2 + xr _ Un 1 f)l)'/ :
- ; == —2 : x‘ : ,'
: . skad 37 , wigc P'=(-2,-3). o1 x
3"’_}’1_0 yJ:_3 :r"(
3 o
PJ’ 2 xn"’ yn’)

Odp.: S P)=8,5((2:3))=(—2-3). J
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Uwaga
Obrazem purktu P =(x, y} W symetii $rod- YA p_ (e.9)
kowej wzgledem poczatku ukladu wspolrzed- .
nychjest punkt P/, takize P'=(-x,—y}, co D 5
.. o X
zapisujemy i
P (—x, - y) s
So((% y)}=(-x—y}.
Cwiczenie 9. Wiedzac, ze S, (4}= B, podaj wspdtrzedne punktu B.
2) YA b) YA 9 YA 9) YA
e
1 1 1 1
- 5 y - -
ol 3| [ PO Ao 1 > of 1 2

2= Cwiczenie 10. Przerysuj rysunek do zeszytu i narysuj obraz przedstawionej figury w sy-
metrii wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych.

a) b}) ) d)
YA YA YA Y A
e
: ar
B 1 <B7 .1 /D
N > > > ~cC,
&1 % ol 1 % o] 1 5 A\Q{ &
A

rPrzyldad 6. Na plaszczyZnie kartezjanskiej narysuj prosta o rownaniu y = x—2 ijej ob-
raz w symetnii srodkowe) wzgledem poczatku uktadu wspdhzednych. Napisz réwnanie
otrzymane] prostej.
Rozwiazanie
W symetrii srodkowej obrazem prostej jest prosta. Na
prostej o rownamu y=x—2 obieramy dwa punkty, np.
A=(0,—-2}1 B=(2,0}
Wyznaczamy obrazy punkiow 4 1 B w symetrii wzgledem
punktu O =(0, 0).
So(A)=4, §,((0,-2))=(0,2), wiec A'=(0,2)
S,(B)=1R' 5,((2,0)}=(-2,0}, wiec B'=(-2,0).
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Przez punkty 4'i B'prowadzimy prosta i piszemy jej réwnanie.
Y=Y :M(x—quf), skad y=x+2.
Xg— Xy
Odp.: Obrazem proste] o rownanmu y = x—2 W symetrii wZgledem poczatku ukladu
wspohrzednych jest prosta do niej rownolegla o rownaniu y = x + 2. J

4 i Cwiczenie 11. Narysuj w zeszycie prosta /i jej obraz w symetrii rodkowej wzgledem
poczatku uktadu wspohzednych, gdy:
Al y=—x-2, byl v=3 b x=-1 d)i& y=-5x

ERe Cwiczenie 12. Przepisz réwnania do zeszytu i w miejsce [ll wpisz takie liczby, aby proste
"0 podanych réwnaniach byly symetryczne wzgledem poczatku ukladu wspdhrzednych.
a) y=5x+31iy=x+Hll. b)x=—4ix= ¢} y=5x1 y=Mx

d) yv=—+/21 vy=k e) 2x+y+1=01 Bx+ly+B=0.

Uwaga

W symetrii Srodkowej figurai jej obraz sa figurami przystajacymi.
Na przyklad obrazem:

¢ odcinkajest odcinek tej samej dhugosci 1 rtéwnolegly do niego,

o wielokata jest wielokat do niego przystajacy,

o okregu jest okrag o takim samym promieniu,

& prostej jest prosta do niej rownolegla.

Odpowiedzi do éwiczen

8.A BDE. 9.a) (L-2), b) (1,1), o (2,0), @ (01}

10. a) Odcinek o koficach: A"=(0,2), B'=(2,-1), b)trojkat o wierzcholizach: A =(3,-2}), B'=(0,-1},
C'={-2,-3), c)chkrag odrodu F'=(2,-2) ipromieniu 1, d)ten sam czworokat

11. Wekazdwim, Obrazerm jest prosta o rdwnaniu: a) y=—-x+2, b) y=-3, o x=1, d) y=-3x
12.85i-3, )4, 05, A2, 21,1,

Zadania utrwalajace
9.8. Punkiy A 1 B sa symetryczne wzgledem poczatku ukladu wspdhzednych. Przepisz
<= przyklad do zeszytui w miejsce B wpisz brakujace wspotizedne.
 a) 4=(4,3)i 3= W), b) A= @ 1)i 2=2 M)
) A= -8)i B=(-8. M. d) A=@1.MWi B=(0,-4).
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9.9. Przerysyj rysunek do zeszytu i narysuj obraz przedstawione] figury w symetrii wzgle-
2oy dem punktu O=(0,0}

3 ==

a)  ya b)  »ya C) y A d) ¥ A
A B &
1 *—= 1 ].I'B A 1 B
ol 11 [~ LA ] al i 1 1t [ TWliTls
$4

9.10. Przerysyj rysunek do zeszytui narysuj obraz przedstawionej figury w symetrii wzgle-
=== dem poczatku ukladu wspotrzednych.

) ya by ya &) YA ) YA g B
D 5 D c G D
Y AN /1 HN_ /€
0| 1 > Q) > Jol | > ol A B | >
/ B
A B
e) ) g) h)
yA YA ¥ A Ap .
/—\l\ r { C
1
Py O % » /r/\ > A B:-
0| 1 L kel 1B (3 o 1 2
A B

9.11. Kazdej prostej okreslonej rownaniem oznaczonym cyframiod 1 do 4 przyporzad-
kuj prosta sposrod prostych oznaczonych literami A, B, C, D tak, by proste te byly
symetryczne wzgledem punktu O = (0, 0},

1 y=-2x+3, 2 2x—y-1=0 3 Bx-12=10 4 2y-3=0

A 2x+3=0 B 2x+y+3=0  €C y=2x+], D 14y+21=10.

9.12. Punkty 4=(-5,-3} B=(0,-2), C=(-3,1}, D=(-6,—2) sawierzcholkami czwo-
rokata A BCD. Podaj wspdhizedne wierzchotkéw czworokata A', B, C7, D, ktory jest
obrazem czworokata ABCD w symetrii wzgledem punktu O =(0,0},

9.13. Punkt 5 jest srodkiem symetrii rownolegloboku ABCD. Oblicz wspohrzedne wierz-
choltkow C'1 Dtego rownolegtoboku, gdy:
a) S=(0,7), A=(-3,6)i B=(L2)  b) S=(0,0} A=(-2,2}i B=(3,4),
c) §=(-2,0) A=(-4,-2}i B=(1,-3).
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9.14. Na tréjkacie o wierzchotkach 4=(5,5) B=(-2,4) C=(-1,-3) opisano okrag
o srodku § 1 promieniu X.
a) Oblicz wspohzedne punktu §1 promien R tego okregu.
b) Narysuj na plaszczyZznie kartezjanskiej trojkat 4BC i zaznacz punkt S. Czy trdj-
kat ABC jest rozwartokatny? Odpowiedz uzasadnij.
¢) Oblicz wspdhizedne wierzcholkdw trojkata A'B'CY, ktéry jest obrazem trojkata ABC
w symetrii srodkowe] wzgledem punktu S.

9.15. Narysunku przedstawione sa dwa trojkaty pro- VA
stokatne DOB 1 ACB, kiorych stosunek pol jest D
réwy 4. Punkt A4 = (12, —3} jest wierzcholkiem
trojkata ABC. B c

a) Wyznacz wspohrzedne punktu 1. 0 \I x’*

b) Napisz rownanie proste] zawierajace] przeciwprosto-
katne obu trojkatow. A

¢) Oblicz sume pol obu trojkatow.

d) Figura F jest suma trojkatéw ACB 1 DOB. Oblicz wspohzedne wierzchotkow
figury F', ktorajest obrazem figury F w symetrii wzgledem poczatku ukladu
wspohrzednych.

9.16. Napisz rownanie okregu symetrycznego wzgledem poczatku uktadu wspohrzednych
do okregu o rownamniu:

a) (x—3) +(y+2) =25 b) x°+37—6y+5=0, ) x>+ +8x=0.

J= Zestaw powtorkowy

1. Prosta k ma rownanie y=3x— 2.

Uzupelinii ponizsze zdania Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B

oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D,
Prosta symetrycznie polozona wzgledem osi x do prostej &£ ma rownanie:

A, y=-3x+2, B. y=-3x-2
Prosta symetrycznie polozona wzgledem poczatku ukladu wspohzednych do prostej k&
ma rowrarnie:

G yi==3x+4 2 Bl op=3x-L2
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2. Kolejnymi wierzcholkami réwnolegloboku ABCD sg punkty A=(-13), B=(L1)
1 ¢=13,5}
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Srodkiem symetrii réwnolegloboku jest punkt S o wspdhzednych:
A. (4,2, B. (4,4) C. (1,4) D (42,1

3. W symetrii osiowe] wZgledem osi x obrazem punktu A= (— E 2} jest punkt A4', a ob-
razem punktu B =(2,1} jest punkt B'.
Dofkoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposréd podanyeh.
Pole czworokata 44'B'B jest rowne:
A. 18, B.9, C. 8§, D. 6.

d. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Obrazem okregu o réwnaniu x° + y* + 4x—8y + 4 =0 w symetrii wzgledem poczatku
ukladu wspohrzednych jest okrag o rownaniu:

A x4y —4x+8y+4=0, B. (x+2Y +(y+4) =16,
C. x> +3* +4x+8y+4=0, D. (x-2) +(y—4Y =16.

5. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.

Punkty K =(k,—4} i P=(5, p} sa symetryczne wzgledem osi x, i
gdy k=51 p=4.
W symetrii wzgledem osi y obrazem odcinka AB, gdzie A=(2,2)

P|F
i B=(4,5), jest odcinek A'B’, gdy A'=(-2,2} i B'=(-4,5).
Punkty 4=(a,—8)}1i B=(3,b} sasymetryczne wzgledem poczatku -
uktadu wspohrzednych, gdy a=-3 1 b=-8.

6. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Punkt 4'=(-a+2,4} jest obrazem punktu A=(-5,5+3) w symetrii wzgledem
os1 x, gdy:
A a=71b=-7, B.a=-T1b=-7, C.a=715b=7, L ge—Fasb=l.

7. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Punkt B'= (ﬁa +1,— 3] jest obrazem punktu 4= (\E— 126+ 3] w symetrii wzgle-
dem osi1 y, gdy:
A g=11b=3, B. a=-11ib=-3 C.ag=3ib=-1, D.a=1ib=-3
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Przeksztatcanie wykresow funkcji przez symetrie wzgledem osi
uktadu wspotrzednych

Przypomnijmy

Wykres funkcji fjest zbiorem punkiow
plaszczyzny o wspolrzednych (x, y),
gdzie x jest argumentem funkcji f,

a y wartoscig funkcji £dla tego argumentu x. 5 N0 13 »
Do wykresu funkcji f naleza wszystkie \/

punkty o wspolrzednych (x, f(x)). fi2)=1

Cwiczenie 1. Okresl, ktére z punktdw 4, B, C przedstawio- y? ;i
nych na rysunku naleza do wykresu funkeji £ okreslone) 5 i — =

P
[ R X
o B

wzorem f(x}=3-2x.
Zbior wszystkich punktow (x, Fill x)) nalezacych do wykresu funkcji okreslonej wzorem
y=f(x) jest figura geometryczna.
Aby przeksztatci¢ wykres funkcyi f'w symetrii wzgledem osi uktadu wspdhrzednych, wystar-
czy przeksztatcic tylko te punkty, ktore pozwalaja nam narysowac (naszkicowac) wykres
nowej funkcji, ktory jest obrazem wykresu funkcji fw te] symetrii.

rPrzykIad 1. Na rysunku przedstawiony jest wykres WA = ()
funkeji £ Narysuj wykres funkcji: k“r\\“
a) g, ktory jest obrazem wykresu funkcji fw symetnii ERNEREN ;»
wzgledem os1 x, . \
b) A, ktory jest obrazem wykresu funkcji f'w symetrii
wzgledem osi y.

Rozwiazanie

Zauwazamy, ze do wykresu funkcji fnaleza punkty
(252} (L1 (E~2) = 2|12
Aby narysowac wykresy funkcji g1 A, wystarczy znaleZc¢ obrazy tych tizech punktow.

x —-211\|.3
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a)y A=(-2,2) B=(L1) C=(3,-2) yA
' ' - 4 ] e

v y=f(x) | ¥~ B =—fix
a=(2,-2), B=(,-1) C=(32) SR
Zauwazamy, ze S, ((x, y}}={(x,—y}, y=g(x) A"‘ﬁ Ne
wiec g(x)=—f(x).

by A=(-2,2} B=(L1) C=(3-2) A
| ' | AT f(=%)
y=1) || Apsdek [ 7579
A'=(2,2), B'=(-L1} C'=(-3,-2} —/B/'f :“i 1,
6] 1 \\3 ¥
Zauwazamy, ze S, ((x, y}}=(-x y}, y=h(x) cdw 2l e
wige H(x)= £(-x) )
Uwaga
Obrazem wykresu funkcji £

» w symetrii wzgledem osi x jest wykres funkcji okreslonej wzorem y=— f(x),
o w symetrii wzgledem osi y jest wykres funkcji okreslone] wzorem y = f(—x).
e Wykresy funkcji o rownamach

y=fx}iy=-f(x) y= 1)

sg wzajemmnie symetryczne wz gledem osi x.

Wartosci tych funkcji dla tych samych argu- w 1
mentow sa liczbami przeciwnymi. =—f(x) A

Ich dziedziny sa identyczne.

e Wykresy funkcji o rownaniach

y=f(x}1iy=f(-x) IR,

sg wzajemmnie symetryczne wz gledem osi y.

bt ; : b — e
0| 1 X
Wartosci tych funkcji dla argumentow prze- \\/ k \_/

ciwnych g3 rowne.
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2= Cwiczenie 2. Narysunkach oznaczonychnmmmerami 1, 2 i 3 przedstawiono wykresy
funkeji £ Narysuj w zeszycie wykres funkcji: a) y=—f(x}. b) y=f(-x).

1A y=f(x) 2 VA 2 yA y= S
[y i [N
e 1 y=fx) 14
:[}_ 1 —t— :x}- —t—t :[]__ :]J: t :x}- —t— :[}__ ] ——t—t :x)-

Cwiczenie 3. W jednym ukladzie wspdhzednych narysowano wykresy funkeji /i g. Czy
wykresy tych funkcji sg symetryczne wzgledem jednej lub drugiej osi ukladu? Jesh tak,
okresl os symetrii, w ktore) obrazem wykresu jedne] funkcji jest wykres drugiej funkceji
1 zapisz wzorem zaleznos¢ miedzy funkcjami /1 g.

a)

¥=f(x)

rPrzyklad 2. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f YA
okreslonej wzorem f(x}=|x|. Do wykresu funkcji f naleza A
punkty 41 B, gdzie 4=(3,y,} 1 B=(-1 33} NP % y=|y
a) Odczyta) z rysunku wspohrzedne y, 1 y;. ; .
b) Oblicz wspéhzedne punktow 4" i B takich, 0 ¥

ze A'=8 (4}i B'=5,(B)
c) Sprawdz, czy punkty A" i B naleza do wykresu funkcji f.
d) Sprawd?, czy wykres funkeji £ (x}=|x ma of symetrii?
Rozwiazanie
Odczytujemy z wykresw:
a) A=(3,y,). wiec y,=|3=3 zatem A4=(3,3},

B=(-1yz)} wiec yz=|-1=1, zatem B=(-11}
by S, (dy=4, czyli 5,((3,3)}=(-3,3) wiec 4'=(-3,3), 8, (5 y))— (=% ¥)
S,(By=5, czyli §,((-L1}}=(1L1}, wiec B'=(1,1}
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¢) Wspohzedne punktu A’ spelniajg réwnanie y = |x|, bo 3=|-3],

wspohzedne punktu B’ speliaja réwnanie y =|x|, bo 1=|l|,
zatem punkty A" i B naleza do wykresu funkcji £
d) A s A Osia symetrii wykresu funkcji £
jest o8 yi f(—x): f(x)
Bl #p
0| 1 % )

Cwiczenie 4. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f okreslonej wzorem
f(x}=|x|—4.Dowykresu funkcji fnaleza punkty 41 B, gdzie A=(-3,y,} i B=(2, y; }
a) Oblicz wspolrzedne y, 1 y;. A y=|d-4

b) Oblicz wspotrzedne punktéw A" i B takich,
ze A'=S,(4)i B =5,(B) \ T ; [,

¢

c) Sprawd?, czy punkty A" i B’ naleza do wykre-
su funkcji £
d) Czy wykres funkcji fma of symetrii?

Definicja
Funkcje f okreslong na zbiorze D, nazywamy parzysta, jezeli dla kazdego
argumentu x € D, liczba —xe D, oraz f(—x}= f(x}.

Osla symetrii wykresu funkcji parzystej jest o8 y. \?\ A /!(
I I >
o \/j \/ I

Cwiczenie 5. Sposrodd wzordw funkeji oznaczonych cyframi od 1 do 4 wybierz te,

ktore sg wzorami funkcji parzystych:
1 f(x)=x"-4 @ f(x)=3 B3 flx)=2 @ s(x)=-22+2
X

Cwiczenie 6. Wyszukaj w Internecie definicje funkcji nieparzystej i okresl, jaka wlasnosé
ma jej wykres. Podaj przyklady dwoch wzordw funkceji nieparzystych.
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Odpowiedzi do ¢wiczen
| I 3.a)Tak, f(x)—g(—x), bytak, F(x)——g(x), Anie, dytak, flx)——g(x)

2.a) YA b) i
2 1
-— - — 1 1 4
\ol- 14
T Tl i1 i ?
BaN W | B

4.a)y—-1, y; -2, v A —(3,-1), B'—(-2,-2), punkty A i B'naleza dowykresu finkeji f;
d) tal, osig symetri wykreso funkeji fjest oy, 51,24 6.Mp. p=-3x, v= %

Zadania utrwalajgce

== 0.1. Sporzadz w zeszycie wykres funkcji g, ktory jest obrazem wykresu funkcji fw sy-
metrii wzgledem osi x.
a) VA b) y A €) VA

1 _
y=f(x)
ol 1 %

inE L= Q\J“w}/wu) ]

=y

7= 0.2. SporzadZ w zeszycie wykres funkcji g, ktory jest obrazem wykresu funkcji fw sy-
metrii wzgledem osi y.

a) yA b) yA C) YA

y=7(x)

N
X Y/ x

of\ 1
Ly =£(x)

10.3. Dobierz w pary (jesh to mozhiwe) wzory funkeji, kiorych wykresy sg symetryczne
wzgledem jednej z osi ukladu wspohrzednych:

1 fi(x}=4-x 2 fz(x)=—%, D f(x)=

2

x—1

4 f,(x)=20, 8 fi(x)=(-x),

2

1—x

6 fi(x)=—2 T fi(x)=x+4 8 fi(x)=22 9 f(x)=—24" 10 fm(x}:%
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10.4. Napisz wzor funkeji g, ktore] wykres jest obrazem wykresu funkcji fw symetrii
wzgledem 1 osix, 2 osiy, gdy:

a) f(x)=x, b) f(x})=-2 ¢) flx)=x"-x  d) f(x}:i—l

= /= 0.5. Narysunkach oznaczonychnumerami 1, 2, 3 przedstawiono wykresy funkeji f.
Naszkicuj w zeszycie wykresy funkcji: a) y=—f(x), b) y=f(-x,

1 ¥ A 2 3
YA yA
p=tf{x)3 , y=f{x) y— | g
//\» : —;/'
—7 0| 1 > 5|  No| 1| (/5% _7 ol 1 3 %
=g —2
10.6. Wykresy funkcji £ i f, sa obrazami wykresu y A y=7(x)

funkcji f w symetrii wzgledem osi ukladun Jﬂl/: 7. ¥
wspohzednych. Okresl, wzgledem ktorej osi 1 w
ukladu nalezy przeksztalcic przez symetrie wy- ol 1 >
kres funkcji £, by otrzymac wykres funkcji f,

a wzgledem ktorej osi, by otrzymac wykres /" = 4(x) /\
funkeji £

7= 0.7. Sporzadz w zeszycie wykres funkcji gi napisz jej wzor, gdy:
a) g(x}=f(—x) gdzie b) g(x}=—f(x}, gdzie o) g(x}=f(-x), gdzie

Fle)= i Fx)=—x"+3x-2, f(x)zl_lxz'
A
U v 7t
Sg e .41
y=f() 1 f ¥
¥ I I

10.8. Czy przeksztalcajac wykres funkcji fw symetrii wzgledem jednej z osi uktadu, mozna
otrzymac wykres funkeji g, gdy:

a) f(x)zl—x2+x3 i g(x}zl—xz—xa, b) f(x):(x+2)2 1 g(x}:(x—Z}z?
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Przesuniecie wykresu funkcji rownolegle do osi y Q

Przemieszczanie przedmiotow w praktyce oznacza ich przesuwanie, a zmiana polozenia
w matematyce 1 fizyce oznacza przesuniecie o wektor.

f Przyktad 3. Na rysunku przedstawiony jest wykres funk- A
cji f Narysuj wykresy funkcji gi h, ktére powstaja przez .
przesm:ut;ae ro.wnolt’agle wzdhiz 0.31 ¥ Wyk.resu flJI]kC_]lf. ; :f(x)\(:/- c
a) o0 2 jednostki w gore, b) o4 jednostki w dot. — 1 | [B]

Wyraz wzory funkcji g1 s w zaleznosci od wzoru L[ [ Jof
funkcji £ Podaj wspohzedne wektorow przesuniecia.

<y

Rozwiazanie
Zauwazamy, ze do wykresu funkcji nalezg punkty
A=(-3,3), B=(-11}i C=(12}.
a) Aby otr ‘punkty 4, B'i ', ktére nales
) Aby otrzymaé punkty A4, B i ', ktore naleza p I
do wykresu y = f(x}+ 2, wystarczy do 1zed- A _ J c
nych y punktéw A, B1 C dodac 2. 44
A=(-3,3) B=(-11}  C=(12) = f(x) ~

|+2 | +2 ] +2 B0 '.i

A'=(-3, 5}, B =(-1, 3} c'= (1,4).

Zauwazamy, ze  g(-3)=f(-3}+2
g(-l=f L2
g()= f(1)+2.
Zatem g(x)=f(x)+2 1 v=[0,2]= 44"
Dla kazdego argumentu x wartosci funkeji g s3 o 2 wieksze od wartosci funkeji £
b) Aby otrzymaé punkty A4, B" i ', ktére naleza %
do wykresu y = f(x}—4, wystarczy od rzed- Ao
nych y punktéw 4, Bi C odjac 4.

y=f(x)

A=(-3,3) B=(-1,1) C=(L2)
|~ |~ |4
A'=(-3, . 1}, B=(-1-3), C'=(], —'2).
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Zauwazamy, ze ~ h(-3}=f(-3}-4
()= f(-1)-4
(

h(1)= f(1)-4

-5

Zatem

h(x)=f(x)—4 i v=[0,-4]= 44"

Dla kazdego argumentu x wartosci funkcji 4 s3 0 4 mniejsze od wartosci funkeji £

J

Odp.:a) g(x}=f(x}+2 6=[0,2] b) k(x}=f(x}-4, 6=[0,-4]
Uwaga
Jesli g=01 y= . to aby otrzyvmac wvkres yA
e 20 f(x}, to aby otrzymaé wy y=rrg |
cji: —y G
o y=f(x}+gq, przesuwamy wykres i //I
funkeji £ réwnol do osi i zednych SR
cji fréwnolegle do osi y (osi zednych) U://'
o g jednostek w gore, czyli o wektor 6 =0, ¢] W f(x)

o y= f(x)— g, przesuwamy wykres
funkeji frownolegle do osi y (0si rzednych)
0 g jednostek w dol, czyli o wektor 6 = [0, —¢].

yf(XN

y=f(x)

v\

J

T ANy

Cwiczenie 7. Okredl, o ile jednostek i w ktéra strone nalezy przesunaé réwnolegle do
osi y wykres funkcji £, aby otrzymac wykres funkcji okreslonej wzorem:

a) y:f(x)+3, b) y:f(x)—ﬁl,

Podaj wektor przesunigcia.

©) y—2=f(x} dy y++2=f(x).

Cwiczenie 8. Ustal, o ile jednosteki w ktéra strone nalezy przesunaé réwnolegle do osi y
wykres Tunkcji f; aby otrzymac wykres funkcji g. Podaj wektor przesunigcia.

%) A b L
y=r{x) / /\’
H‘jo /7 —> TN,
./._ ./U. x
y=g(x) _

ny(x)

C)

s

7

y=g(x)\

i
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Cwiczenie 9. Funkcja fokreslona jest tabela.

X -3

—2

011

6

28

y:f(x) —4

-1

2| 9

11

80

Przedstaw w postaci tabeli funkcje okreglona wzorem:

a) g(x}:f(x}Jr 6,

b) A(x)=f(x)-12,

¢) k(x}=f(x)-1.

Przesuniecie wykresu funkcji rownolegle do osi x

rPrzykIad 4. Na rysunku przedstawiony jest wykres
funkcyi £ Narysuj wykresy funkcji g1 A, kiore powstaja
przez przesuniecie rownolegle wzdhiz osi x wykresu

funkeji f

a) o 2 jednostki w lewo,

Wyraz wzory funkcji g1 A w zaleznosci od wzoru
funkcji £ Podaj wspohzedne wektorow przesuniecia.

Rozwiazanie

Zauwazamy, ze do wykresu funkcji f nalezg punkty

A=(-3,2), B=(0,-1), C=(4,3}.

a) Aby otrzymadé punkty 4', B" i C', ktére naleza
do wykresu y = f(x+ 2}, wystarczy od odcie-
tych x punkiow A, B1 C odjac 2.

A=(-3,2}
-2
A'=(-5,2),

Zauwazamy, Ze

B=(—2,-1) C=(2,3)

b) o 3 jednostki w prawo.

B=(0,-1)
=2

C=(4,

!

3)

2

2=/ (-3)=2(-5) ezyli g(-5)=f(5+2)

=3

1=/ (0) = 5(-2).coyli 8(-2)= 1 (-2+2)

0

3= f(4)=2(2) ol g(2)=F(2+2)

L

4

Zatem g(x)=f(x+2)1ii=[-2,0].

Funkcja g przyjmuje dla argumentu x taka sama wartosc, jak funkcja f
dla argumentu x+ 2.
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b) Abyotrzymac punkty A, B’ i C', ktére naleza do
wykresu y = f (x—3)} wystarczy do odcietychx A \

punkiow 4, B1i C dodac 3.

TR {;u &t
A=(-32} B=(0,-1} C=(4,3) Aw—:lni _/)
| +3 | +3 | +3 1 :\\".. = \ | b

A'=(0,2) B=(3-1), C'=(1,3)

Zauwazamy, ze —

2= £(=3)=h(0), czyli h(0)=£(0-3)
0

~1= F(0}=h(3), czyli A(3}= F(3-3}
.
3=f(4)=h(7). czyli h({7}=f(7-3}).
Zatem h(x)= f(x—3}1id=[30]= 44"
Funkcja A przyjmuje dla argumentu x taka samg wartosc, jak funkcja f
dla argumentu x—3.

Lad

Odp.: @) g(x}=f(x+2)ii=[-2,0] b) h(x}=f(x-3) 7=[3,0] )
Uwaga ik
Jesli p>0 1 y=f(x), to aby otrzyma¢ wykres y=f(x) 44
funkcji okreslonej wzorem: q"\/ ]
>
o y= f(x- p), przesuwamy wykres funkcji f i 0 X
, o La ) -/'t y=f{x—p)
rownolegle do osi x (081 odcigtych)
0 p jednostek w prawo, czyli o wektor #=| p, 0|, A
L. 0] y=f(x+p) *l @
o y= f(x+ p)}, przesuwamy wykres furnkeji f /yzf(x)
rownolegle do osi x (0si odcigtych) L T e >
H
o p jednostek w lewo, czyli o wektor # =[—p, 0] T

Cwiczenie 10, Ustal, o ile jednostek i w ktora strone nalezy przesunaé¢ réwnolegle do
osi x wykres funkcji £, aby otrzymac wykres funkcji okreslone] wzorem:

a) y=f(x-1) B y=7(x+2} ¢ y=[f(x-10} d)y=f[x+%]-

Cwiczenie 11, Narysuj wykres funkcji g, ktéry jest obrazem funkcji f (x)=x" wprze-
sunieciu o wektor i, gdy: a) #=[0,2] b) #=[0,-1]
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Cwiczenie 12. Ustal, o ile jednostek i w ktéra strone nalezy przesuna¢ réwnolegle do Q
osix wykres funkcji f (kolor mebieski ), aby otrzymac wykres funkeji g (kolor czerwony).
Podaj wektor przesumecia.

b
YA ) A K )
y:g(_x) y=g(x) T y:f(x) T
I A A | y=fx) | |
11 1._#‘ ﬁ/?k y=g(x)
: »>
X

TN RERDSENERFENBT7ARLN B
y=fx | M

i

r Przyktad 5. Napisz wzér funkeji g gdy g(x}= f(x—5), jesli:

a) f(x)=-2x+4 b f(x)= % gdzie x 2-1 ¢ f(x}=—x"+2x.
Rozwiazanie

W kazdym z podanych wzordéw funkcji f'w miejsce x podstawiamy x — 5,
bo g(x}=f(x-5)

a) f(x}: —2x+4 wiec Ib) f(.x): % wiec C) f(.x) =—x* + 2x, wiec

|
|
g(x)=-2-(x—5)+4. | ; | e(x)=—(x— 5P +2-(x—5)
g(x)=-2x+14. x)=—x"+12x-35.
| Zatem g(x}:i, | g( )
| x—=4 |
I gdzie x 4. [

Odp.: a) g(x})=-2x+14, b) g(x}= < , € g(x)=—x"+12x-35.

x—4 J

Cwiczenie 13. Napisz wzor funkcji g, wiedzac, ze g (x)= f (x+2), gdy:

a) f(x)=—x-2, b) fx)= 32.{ gdzie x 23, ) f(x}=2x"-3x+1
rPrzykI'ad 6. Na rysunku przedstawiony jest wykres J;‘*‘
funkcji £ Naszkicuj wykres funkcji g okreglonej y=7(x)
wzorem g(x}= f(x—3)—41 podaj wspdlrzedne
wektora przesuniecia. A . Q
01 3 L] x
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Q Rozwiazanie
Aby narysowaé wykres funkcji okreslonej wzorem y = f (x—3}— 4, nalezy kolejno:
1° Wykres funkcji fprzesunaé réwnolegle do osi x
w prawo o 3 jednostki (kolor czerwony), czyli
o wektor i =3, 0],
2° Wykres funkcji okreslonej wzorem y = f (x—3)
przesunac rownolegle do os1 y w dot o 4 jednost-

ki, czyli o wektor © =[0, —4]. Otrzymamy wtedy
wykres funkcji y= f(x—3}—4 (kolor niebieski).

Zauwazamy, ze wektor przesuniecia w jest suma wektorow # 1 0. J
Y
7 1= Cwiczenie 14. Na rysunku przedstawiony jest wykres \ 50
£, v= fix

funkcji f. Narysuj w zeszycie wykres funkcji g okreslo-
ke J- Narysuj yiele wiykren fnkeil e 1\ T
nej wzorem g(x}= f(x+2}-2 i podaj wspolrzedne >

G 01 6 x
wektora przesuniecia.

Uwaga YA "
Jezeli wykres furkeji y = f (x} przesuniemy o wektor \ ;1@ /;Q\'X
Ww=|[p. ¢ czyli réwnolegle do osi x o wektor i =[p, 0] | 7 ’y ¥

oraz réwnolegle do osi y o wektor & =[0, g] to wzdr Z4p 3

funkcji g, ktorej wykres otrzymamy po przesunieciu, ma S I_,«-"" o

postaé g(x}= f(x—p)+q. o 1 #

o Jezeli punkt P=(x, y} nalezy do wykresu funkcji f; to punkt P’ =(x—p, y+g)
nalezy do wykresu funkcji g, kiory jest obrazem wykresu funkcji fw przesunigciu
Q o wektor w=|p, q|

Odpowiedz do dwiczen

7.a) O 3 jednostlki w gore, [0, 3], b) 04 jednostli 9, o« 2 l=1oa0 1 & | 28
w dét, [0, —4], ¢ o 2]jednostkiw gére, [0,2], y=fle)| <4 [-1] 2|9 |11]80

. = g{x) 2 5 8 13 17 | 86
d) o2 jednostel w dét, [0, —'JE] ol EdEHENEIEIE
8. a) O 2 jednostki w dét, [0,—2] b) o 3 jednostki y=k(x)| 5|2 1]8]W0]7

w gore, [0,3], @ o1 jednostke w dét, [0,—1]
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O dpowiedzi do ¢wiczen

10. a) W prawo o 1 jednostks, czyli o wektor [1, 0], b) wlewo o 2 jednostki, ezyli o wektor [-2, 0],
¢) w prawo o 10 jednostek, ezyli o wektor [1 0, 0], d) wlewo o % jednostki, czyli o wektor |i—%, 0}.
12. a) O 4 jednostki w prawa strong, czyli o wektor [4, 0], b) o 3 jednostki w lewa strong, ezyli

o wektor [—3, 0], ¢) 0 1 jednostke¢ w prawa strong, czyli o wektor [1, 0].

13.a) g(x)——x—4, b) g(x]—é, gdzic x =1, ¢ g(x)—2x% +5x+3. 14. w—[-2,-2].

Zadania utrwalajgce

10.9. Oblicz wspolizedne wektora przesunigcia punktu 4, aby otrzymac punkt B, gdy: Q
a) A=(0,0}1 B=(-2,0), by A=(3,4)i B=(3,-2},
¢) A=(-4,3} i B=(7,3), d) A4=(-8,2} i B=(-8,-8}

10.10. Punkt A przesunigto réwnolegle wzdhiz osi x o wektor [ p, 0] i otrzymano punkt 3,
a nastepnie punkt B przesunieto réwnolegle wzdhuz osi y o wektor [0, ¢] 1 otrzyma-
no punkt C. Zaznacz w ukladzie wspolizednych punkty 4, B, C' 1 podaj wspohrzedne
punktow B 1 C, gdy:

a) A=(0,0}, p=—4, g=2, by A=(0,3), p=4, g=-3,
0 A=(-10) p=2 g=-1 d) A=(2,-5), p=-2 g=-5.
10.11. Okresl wspohrzedne wektora przesunigcia wykresu funkcji £, aby otrzymac wykres
funkcji g, gdy:
a) g(x)=f(x+2) b) g(x}=f(x-1), ¢) g(x}=f(x}+2,
d) g(x)=f(x)}-1 ) g(x)=f(x+1-vZ) D eg(x)=s(x)+2-208 R

== 0.12. Na rysunku przedstawiony jest wykres YA
N funkcji £ Przerysuj do zeszytu wykres =7
funkcji £1 naszkicuj wykres funkcji
okreslone] wzorem: //_\

1

a) y=f(x+4)  b) y=f(x-2)
9 y=f(x}+3 & y=f(x)-1

=Y
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I 10=
L =

niku przesunigcia wykresu funkcji f okre- 82 N
; . YTV
§lonej wzorem £ (x}=~x. 7 .
Napisz wzory funkeji g, i g, oraz podaj 2,
wektory przesuniecia. 1 /
01 X
10.14. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g okre- yh
. Slonej wzorem g{x)=|x|. Stosujac odpowiednie przesu- |
" niecia wykresu funkcji g naszkicuj w zeszycie wykres 1 v =
funkcii £ gdy: I
—— ] } T
a) fx)=|x+2 b) f(x)=|x|-2, 0 X
) fx}=|x+1]|, d) f{x}=|x-3]| T
e) fx)=|x+1]+2 D f(x}=[x-3-2
10.15. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji f- J’f
2 - Narysuj w zeszycie wykres funkeji g, gdy: | PEa =)
DEW-r(0 a7 AN
c) g(x)=r(x)+2 d) g{x}=f(x}-2, = :U__ T xl-

R

(
e) g(x}:—f(x)+2,
g) g(x}=f(x+3}

(
D g(x)=rf(-x)-2
h) g(x}=—f(x+3), i) g(x}=f(x+3}+2.

10.16. Opisz za pomoca wektora przesuniecie, w wyniku ktérego z wykresu funkeji f
otrzymasz wykres funkcji A, gdy:

a) f(x}=3x hA(x)=3x+5

by f(x)=x, A(x}=r—1,

S ), BT a5 D f(x)=% hx)=—,
e) f(x)=x", h(x):xz—ﬁ, ) f(x}:\/J_c h(x)=+x+4-3

10.17. Napisz wzory funkcji gi b, gdy g(x}=f(x—1} i A(x}= f(x}+3, jezeli:

a) f(x)=—x+l  b) f(x)=2 ¢ f(x)="1. gdzie x =0,

d) f(x)=+x, gdzie x>0,

e) f(x)=2" h f(x)=3"
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Wykres funkgcji v = ‘f(x)‘
Przypomnijmy

Definicja

Wartoscia bezwzgledna (modutem) liczby: " |x‘ =x, gdy x>0

¢ mnieujemne]j x jest liczba x, 4 |x‘ —_x, gdy x<0

e ujemnej x jest liczba —x. o ’

co zapisujemy
Wartos¢ bezwzgledna dowolnej x, gdy x=0
liczby rzeczywiste) jest zawsze liczbg *|= —x, gdy x<0

nieujemna, czyli x| =0 dla x< R.

Jezeli y = f(x) i g(x)=|f(x) tozgodnie z definicja wartosci bezwzglednej wzor funk-

Cjl g mozemy zapisac w postaci:

F), edy f(x)20
s()=|s (x)|:{—f(x)= gy f(x)<0

Aby narysowac¢ wykres funkcji g(x)=|f(x)

znaki funkcji £ W tych przedzialach, w kiorych funkcja fprzyjmuje:
e wartosci nmeujemne, wykres funkcji g pokrywa sie z wykresem funkcji f;

(funkcja fma wartosci nieujemne)

(funkcja fma wartoéci ujemne)

, znajgc wykres funkceji £ wystarczy okreslic

e wartosci ujemne, wykres funkcji gjest symetryczny wzgledem osi x do wykresu funkciji £

Na przyktad:

/

2

A A
%S
\/ :

L

+

St
:
\
v
2y

+

5’7 U

v=F(x)

A

v

\/

=Y

»
x

~
Y
b
e

b

/

LY
~

+

/..
]

+

T T

X
»

ki

f
A
]
I
I
I

)
7
r

3= Cwiczenie 15. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £ Narysu) w zZeszycie

wykres funkeji g okredlonej wzorem g(x)=|f (x)|

a) v A b) v A )
T y=rf(x) i
A 1
N
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Q r Przyktad 7. Narysuj wykres funkcji fokreslonej wzorem f (x}= ‘—4x2 +8x—3|

Rozwiazanie

Sporzadzamy wykres funkeji g okreslonej wzorem g(x}= —4x” +8x— 3, obliczajac

je] miejsca Zerowe 1 wspolrzedne wierzcholka J¥ paraboli.
g(x}:—4x2+8x—3 A=16
1 3

.x]_:_, .xQ’:_

v 2
p=1 g=1 wiec W=(L1}.
Rysujemy wykres funkeji £, gdy

7()=le ()} ezst

1 3
d %4
g(x}, gdy x6<2,2>
3

flx}=

2

0 sty xe(-esL)of 0]

Cwiczenie 16, Narysuj wykres funkcji fokreslonej wzorem:

a) f(xy=p"—4,  b) flx)=|4x"+4x-1 ¢) f(x)=|-4x"—16x-15]

Cwiczenie 17. Na rysunku przedstawione sa wykresy funkcji fi g. Wiedzac, ze wykres
funkcji g powstal przez przeksztalcenie wykresu funkcji £ okresl, jakie to przeksztalcenie.

a) VA b) VA c)

Y=g ] b, u

y=fx)

= Cwiczenie 18. Na rysunku przedstawiony jest wykres
funkeji £ Narysuj w zeszycie wykres funkcji g, gdy:

a) g(x}=—f(x) b g(x}=r(-x}
R ) g(x)=f(x-3)-2 @ g(x)=|/(x)
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Odp owiedzi do ¢wiczen

15. a) A b) A A ¥
—t > ——t+— —t—+ o t ¥ | ——

IEENEES o] 1 » Dil_'— >
16. a) yA_. b) v A
5 YR 17.9) g{x)=|(x), ) glx)=r(x-4)-4,
_ / 0 glx)=-F(x)
: i 1 18. Wilres funkeii fest preeksztatcony:
. 1 = » D5, DS, ) o weltor [3,-2],
b X 2
\‘\ d) przez wartoid berwzgledna,
)
‘\ !‘fr

Zadania utrwalajace

10.18. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £ Narysu) wykres
funkeji g(x)=|7(x}|

i 44 .
14 1 _
f ———— . 2
0] 1 X
1 51 ﬂ\
N N T SV —t —t——+ 3
] gl 12 ¥ 0] X
| j- | |

10.19. Narysuy wykres funkcji fokreslone) wzorem:
a) f(x)=[2x—4) by f(x)=|-x+3] 0 flxy=|-"+4

d f(x)=((x-1-2, o f(x)=‘—§‘, Y f(x}=E‘-

10.20. Sporzad?Z wykres funkcji f, gdy:
a) f(x)=p"+20-8,  b) fx)=[22"—x|+1, 0 fxy=|"+1-2
dy f(x)= —‘xz —4\, &) f(x)=x"-3, f) f(x)=—22—7x|+4
10.21. SporzadZ wykres funkcji £, gdy:

2 f(x)= H—z b) f(x)=‘—§ +2,

+1, C) f(x}:—E
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10.22. Narysunku przedstawiono wykres funkcji f- Naszkicuyj wykres funkceji g, gdy:
3 g(x)=r(x-3)
8 z(x)=f(x+1)-1, 6 g(x):‘f(x)‘

1 g(x)=—S(x) 2 g(x)=s(-=x)

& o(x)=f(x)-2
YA

a) vA b) wik c) LI Is
NG ‘
—t— f ] ——t )x-

/
»
x

1 ¢| 1

N o] 1

10.23. Narysunku przedstawiony jest wykres funkeji f- A

Narysuj wykres funkcji g, gdy:

Yy

a) g(x)=|f (x}-1} b) g(x)=|f (x+3), \/
9 2(=lre-0-4  de@=r-9-3 N
&) g(x)=—fF(-x) D glx)=—|f(x+1)-1+2 - P
7= 10.24. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji f okre- ¥ A
| | 3

funkciji g, gdy:

Slonej wzorem f(x}=|x|— 2. Narysuj w zeszycie wykres \ |
1

2) g(x)=|1-2], b) g(x)=-2-(jx-2), - Nel ¥/

C) g(x} = ‘2x|—2 :
Zestaw powtorkowy
YA
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod o\4
podanych. y=Ffx)4 \/
Jezeli na rysunku przedstawiony jest wykres funkeji £ to wy- 1
kres funkcji g okreslonej wzorem g(x}= f(x+2} przedsta- = 5T
wiony jest na rysunku:
YA
Ay B. C. i D. S
\/ ‘ / \/
1 B 1
ol 1 $ % |5 ol 1] % B e[ i % B o




Zestaw powlbrkowy 231

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wykres funkcji f przedstawiony na rysunku przeksztalcono yA

1 otrzymano wykresy okreslone wzorami: ye f(x)
A
loy:f(x)—3 ZOy:f(x+3} 30y:f(x—3) NoTi »
X
4oy:f(x)+3 Soy:f(—x} 6°y:—f(x)
Przyporzadku) kazdemu wzorowi jeden wykres wybrany
sposrod wykresow oznaczonych literami A, B, C, D, E, F.
A yA B JA C i
>
X

.\ /1 s 1 q\ /I . -2 0| 1 2
BNA | Jo] 1 % ol 1IN | 5 | & /'
\z

D YA E YA F yA
1
/{\ . .\\ / »> \//.
Zo| ™2 | % 2 0opV2 X :
ol 12 | %

3. Wykres funkcji okreslonej wzorem f(x}= —2x* +x przeksztalcono symetrycznie
wzgledem osi y i otrzymano wykres funkcji g. Czy funkcja g okreslona jest wzorem
g(x) — 0 )

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposvod A i B.

T | Tak, A g(x) = f(—x), zatem g(x) =23 —x
poniewaz :
N | Nie, B.| g{(x)= f(—=x). zatem g(x)=2x" -x.
4. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji limowe;j f. 7 o
Tt §
Ocen prawdziwost podanych zdan. Wybierz F, jezeli zdanie = 1 1| | ;
jest prawdziwe, lub F— jesli jest falszywe.
Miejscem zerowym funkcji g jest liczba -2, gdy g(x)=f(x—2). P|F
Wykres funkeji g, gdy g(x)= 7 (x)+4, przecina of y w punkcie (4, G). P|F
Do wykresu funkeji g, gdy g(x)= /(—x), nie nalezy punkt (-2, 1). P|F




11. Wzory skréconego mnozenia

Wzory skroconego mnozema pozwalaja sprawnie] wykonywac mnozenie sum algebraicz-
nych. Dotychczas poznaliscie trzy z mch.

Przypomnijmy
o (a+b)2:a2+2¢lb+bz, & (a—b)z —a’-2ab+ 5, @ (a+b)(a—b):a2—b2.

kwadrat sumy kwadret voinicy roznica kwadratow

Cwiczenie 1. Zastosuj wzér skroconego mnozenia i wykonaj dziatania:
D (142), B (-1}, o (W23}, &) (V2-+B)(v2++3)

Istnieje jeszcze jeden wzor pozwalajgcy sprawnie podnosic sume wyrazen do kwadratu,
ktory warto zapamietac.

rPrzyktad 1. Wykaz, ze (a+b+c)’ =a* +b* +c* +2ab+ 2ac+ 2be.
Rozwiazanie
(a+b+c}2 :(a+b+c}(a+b+c):
:a-(a—|—b+c}—|—b-(a+b+c}+c-(a+b+c}:

—attabtactab+ b thetactberc’ =

—a’ +b% + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc. cHW. J
Uwaga
Kwadrat sumy trzech wyrazen jest rowny sumie (a+b+ 0)2 _
kwadratow tych wyrazen powigkszone) przez
podwojone iloczyny par tych wyrazen. =a’ +b" +c” +2ab+2ac+2be

rPrzykiad 2. Zastosuj wzor skroconego mnozenia i doprowad? do najprostszej postaci
wyrazenie (x —xf2 3]2.
Rozwiazanie
(x—\5+3]2 = [x+(—~5]+ 3]2 =
=,ac2+(—JE]2 +3 422 (V2)+2:x3+2:(2}-3=
= +2+9- 22 +6x - 682 =27 +(6- 242 }x +11 J
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Cwiczenie 2. Wykonaj dziatania, stosujac wzor skrdconego mnozenia:

a) (2+x+3). b (x-y+3F O (2a+v2-4), @ (VF-VZ-1}.

Szescian sumy i roznicy dwoch wyrazen

r_Przyklad 3. Wykonaj potegowanie (a+b) .

Rozwiazanie
(a+b) =(a+by (a+by=(a"+2ab+b}(a+b)= Popp
—a’ + a*b+2a’b+2ab* + ab* + B = &’ +3a%b+3ab® + 1.
Odp.: (a+b) = +3a’h+3ab® + b, J

Cwiczenie 3. Wykaz, ze (a—b) = a® —3a°b +3ab® — b,

Uwaga
Wzory skroconego mnozenia
Szedcian sumy dwoch wyrazen (a+ b)3 =a° +3a’h+3ab’ + b
Szescian roznicy dwoch wyrazen (a— b)3 —a® —3a’b+3ab® - B

rPrzykIad 4, Wykonaj potegowanie: a) (2x+y), by (3x—2y).
Rozwiazanie

a) (Zx + [ )3— 2x3+32x2y +3 5 [5)
(2x+ y)3 — (fo + 3(2x)2 y+3-207 +3° =8x" +12x°y + 6xp% + 3.

by (3x—2y) =(3x) —3-(3x)" -2y +3-3x-(2yF —(2y) =
=27x° — 54x%y + 36x° — By’ J

2 &

JF ¥,

Cwiczenie 4. Zastosuj wzory skrdconego mnozenia i wykonaj potegowanie.

3
a) (x=7Y, b) [%m+3], o) (4-x), d) (y-=x).
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Cwiczenie 5. Doprowad? do najprostszej postaci wyrazenie:
a) (a+b)3 —(a—bﬁ b) (a+b}3 + (a—bf, C) a(a+b)3 +b{a+ 5)3.

rPrzykiad 8. Zastosuj wzory skréconego mnozenia i wykonaj potegowanie:
2 (V5+2). by (Y32}
Rozwiazanie
a) (J§+2]3 =(~./§]3+3-(~r’§]2 IR, BT
=545 43041245 +8=38 11745,
b) (B2} =(VB) -3-($B) WZ+345-(VE) (V) =
=33 02+ 643 242 =03 - 1142 )

Cwiczenie 6. Zastosuj wzory skroconego mnozeria i wykonaj potegowanie:

2 (1), b (V2-1), o (2vZ+43), @ (V5-243).

r Przyktad 6. Wyrazenie 8x° —12x° + 6x—1 przedstaw w postaci szescianu roznicy
dwoch wyrazen.

Rozwigzanie Zauwazamy, Ze

8x> —12x +6x —1=(2x) —12x2 +6x—1’. a=2x, b=1
ey b
[

f)
Sprawdzamy, czy (2x— 1}3 =8y’ —12x° +6x—1
(2x=1) =(2xf —=3-(2x)° 143 -2x 2 -1 =8> — 122 + 6x -1
Odp.: 8x" —12x% +6x—1=(2x-1) J

Cwiczenie 7. Przedstaw w postaci szescianu sumy lub réznicy dwéch wyrazen wyrazenie:
) +3x°+3x+1 b) -3 +3y-1 ©) ¥ —6x" +12x—8.

Cwiczenie 8. Dokonaj analizy zapisa-

nych Obok ré“fnos{ci i Odkl'ﬁ’j_pewﬂﬁ e Rt oSSy, ____....____d‘ e ety .._1_.. b gy - g e P
+ =

prawidlowos¢. Stosujac te prawidto-————— v e

wosc, podnies do pigtej potegi wyra- (a:b)la +1 —
. @+5)’= la* + 2ab + 1b2
yenie (ﬂ—Fb}. SR < =0 - T T oy . SN 11 I

iR i 1(!3 i 3‘!25"‘_3&51 . lbs__



Szescian sumy | roznicy dwoch wyrazen 235

TROJKAT PASCALA

1 R
11 Wspolczynniki liczbowe sum al- A
1; 1 gebraicznych, ktore s3 kolejny- o
; ; ; = mi potegami wyraZenia (a+5),
- oy tworzg tablice liczb, kiora na-
1 4 6 4 1 I .
ke a Tk ok o zywa 81¢ trojKkatem Pascala :
1+5:E 10-1-10 +5+1 (czytaj Paskala). Blaise Pascal

(1623—1662)

oooooooooooooooooooo

( Przyktad 7. Skorzystaj z wlasnodci tréjkata Pascala i wykonaj potegowanie (x—3)".

Rozwiazanie

(x=3) =[x+(=3)]
(@+b)-a'tda’b+bab’+lab’+b"

[x+(=3)] =x*+4x° (-3)+ 62 (—3) +4x(-3) +(=3)' =
=P [0 b P T8 ap B 1 )

Cwiczenie 9. Skorzystaj z wlasnosci tréjkata Pascala i wykonaj potegowanie:
a) (2x-3), by (4-2y), o (x-1)"

Odpowiedzi do ¢wiczen

2.8) X2+ 4 2y +dxrdy+4, B s+ 2 +6x—6p+9, O 4a’—16a+4v2a—8d2+18,

d) 6-2v6 243 +242. 4.9) x* —21x% +147x-343, b) %m3+%m2+2—;m +27, ) 64—48x+12x% -,
d) y3 —3y2x+3yx2—x3 =—x +3x2y—31;.-'2 +y3.

5. a) 2% +6a%k, b) 2a° +6ab®, ©) gt +4a°b+ 6a%h + 4ab® +b*

6.2) 643 +10, b) 542-7, ) 3WZ+2743, @) 45-543.  T.a) (x+1P, by (p-1), 9 (x-2)

9. a) Sx° —36x° +34x—27, b) 64-96y+48y° 87, O xF —dx’ +6d —dx+1.

Zadania utrwalajgce

11.1. Wykonaj potegowanie:
a) (x+1), by (3x+y), & (2x-1), dy (2x -3y,

3

3
f) [%x—ély], g) (3x+y), h) (1—x2].
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11.2. Doprowad? do najprostszej postaci wyrazenie:

a) (m+7) +(—m+2) —3(2—m)(m+2) by (4—x) —(x—4),
c) (x+2) —(2x—1) —6x(3x +1), d) Gx—zja - [%x—l— 2]3,
e) (2a+3) —(2a-3) —(2a-3) ) (b—c) +(c—a) +(a—b)

11.3. Zastosuj] wzory skroconego mnozemnia 1 wykonaj potegowarie:

a) (24211, b) (3-43), o (¥2+1),
a) (332}, &) (B -42). n (¥Z+1),

3 3 3
e) (Vo -4}, h) (24532}, i) (427 - $BY.

11.4. Wyrazenie przedstaw w postaci szescianu sumy lub réznicy dwoch wyrazen:
a) x° +9x7 +27x+27, b) x° —9x% +27x-27, ¢) x°+12x% + 48x+ 64,
d) 8x —36x° +54x—27, @) ix3—1x2+x—1, ) Frdn s b
27 3 3 27
7= 1.5. Przepisz przyklad do zeszytu 1 w miegjsce W wrpisz takie wyrazenie, aby prawdziwa

byla rownosc:
a) (l-5v) =8 -W*y+W%°-125" b) (M+W) =27°+ [l + W +64°,

) (2c-l) =8x*-362+ - d (W-4) =037+ -6+

Suma i réznica szescianow dwoch wyrazen

Cwiczenie 10. Wykaz, ze:
a) (a—b)(:f +ab+ bz): a —b', b) (a+b)(a2 — ab+bz): a +b

Uwaga

Wzory skroconego mnozenia

Iloczyn sumy 1 niepelnego kwa- Suma szesciandw

(a+b)(az —Hb—sz]:!IS + B

dratu réznicy dwoch wyrazen dwoch wyrazen

Iloczyn réznicy 1 mepelnego Réznica szesciandw
o = ep £ o (a—b)(a2+ab+b2]:a3—b3 ) o
kwadratu sumy dwadch wyrazen dwadch wyrazen
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( Przyktad 8. Zastosuj odpowiedni wzdr skréconego mnozenia i wykonaj dziatanie:
a) (x+2)(x*~2x+4),  b) (x-3)(x*+3x+9)

Rozwiazanie
a b a ba B
iy e

e~ e

) (x+2)-(x*-2x+4)=x"-2"=+"-38
¢ b & ba PP

L e T e

b) (x—3)(x2+3x+9)=x"—33 =x*—27. J

Cwiczenie 11. Zastosuj odpowiedni wzér skrdconego mnozenia i wykonaj dzialanie:
a) (x—1)(x" +x+1} b) (x+1}-(x* —x+1}
C) (x2—6x+36)-(x+6), d) (x2+8x+64]-(x—8),

€) (3x—v2)- (957 +342x+2} f [\Ey+%j-[5y2—ﬁy+%].

Przypomnijmy

Rozlozy¢ wyrazeme algebraiczne na czynmiki, to znaczy przedstawic je w postaci
1loczynu co najmniej dwdoch czymnikow.

Jezeli zapiszemy wzory skréconego mnozenia w postaci @’ +5° = (a+ b)(a2 —ab+ bz]
ia-b=(a- b](a2 +ab+ bz], to mowimy, ze stosujemy je do rozkladania

sumy a +b° i1éznicy o’ —b” na czynniki.

f Przyktad 9. Zastosuj odpowiedni wzér skroconego mnozeniai zapisz w postaci iloczynu
czynnikow (rozldz na czynniki) wyrazenie 8x° + 27.
Rozwiazanie

& B a b a b a4 ab ¥

R R e TR

8 +27=(22) +3° = (2x+3)[ (25)" -2x-3+3 | =(2x+3)(4" ~6x+9)

Odp.: (2x+3)(4x° —6x+9) J
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Cwiczenie 12, Zastosuj odpowiedni wzér skréconego mnozenia i zapisz w postaci

iloczynu (roztéz na czynniki) wyrazenie: a) 64x° —1, by 0,001+ %", ¢) 125x° —8y".

Cwiczenie 13. Przepisz przyktad do zeszytu i w miejsce ] wpisz takie wyrazenia, aby
prawdziwa byla réwnosc:

a) (x-)(=*++W)=>"- " b) (M+W){x*—2x+4)=5+8

o) (M-W}9x° +6x+4y°)=274" -8y’ a) (2x- ) (W-H+ W) =85 - »*

rPrzykiad 10. Usun niewymiernos¢ z mianownika wyraZenia:

B B e
%E—l’ ~3.@+%@+1'

Rozwiazanie

1 1 P2+ 1 Y3z P+
"Ta L Y2 14310 -1 Fa+ 87+ ¥
a-l—a

=ﬁ+ﬁ+1=ﬁ+ﬂ+1=ﬁ+ﬁ+l.

@y

1 1 B-1 B-1 B b1
BB+ Y7 1451 Bl (%@]3—13 2 s

1 -1

1
Odp- a)@:%_”ﬁ“’ L P 2

Cwiczenie 14, Usuf niewymiernosé z mianownika wyrazenia:
3 11 1

a-—=—— b . C)

"Bz Yoawmeme YB-:

Odpowiedzi do ¢wiczen

1.a) -1, B) x*+1, ¢ X*+216, d) x*-512, ) 27x*-242, D 5£y3+%

12, 8) (4x-1)(1627 + 4x+1), b) (01+%){0,01-0,15+ %7}, O (5x-2)(255” +10sy +4y7)
13. Eolejno: a) xp, yz, by 5,2, O 3x,2y, & 4x* ,ny,y :

14.2) -¥35-235-4 b 3+3ng R g
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Zadania utrwalajgce

11.6. Zastosyj odpowiedni wzor skroconego mnozenia i wykonaj dziatanie:

a) (1-x)(1+x+27), b) (* —x+1}(1+x),
0) (7-x)(49+7x+x") d) (81-9y+ 3" }(9+ )
2 2 'JE
) (zx—JE](ztx +2J€x+6), f) (V2x+0,5) 2x —?x+0,25 .
11.7. Zastosyj odpowiedm wzor skroconego mnozenia i roztoz na czynmki wyrazenie:
a) 125x° + 1, b) 0,008 —x, ) 343a" + 729,  d) 6x° -1,
e) 5x° +1 Ny’ -4, g) x° -2, h) 3x°—23°, D) 2’2,

11.8. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [l wpisz takie wyraZenia, aby prawdziwa
£ = byla rownosc:

a) (x+2y)-(x° - W+l)="+8)" b) (M-} (165" + 4x+1}=64x" -1

o) (M+MW)-(9%° —15%+ 2557} =27x +125)",

d) (8x+27)-(H- W+~ W)=5122"+8" (W+W)(2x* —V6x+3) =242 +345,
n 5v5x’ -242)° =(0-W) - (W+ V10 + H).

11.9. Usun niewymiernosc Z mianowmnka wyrazenia:

a) _z b) 2 C) 4
P+ 3-32 N6+2¥a+4
d) 2z &) 1Z f —8
Yo -6+ Y4 -3y Jo+321+440
11.10. Doprowadz do najprostsze) postaci wyrazenie:
a) 2(3p-1y —(p-2Y, b) —(2p+5)(4p” —10p+25}+(—p-1)"
11.11. Wyznacz liczby catkowite x 1 y, dla kiorych prawdziwa jest rOwnosc:
a) (2-45) =x+ 35, b) (V3+4) =3+,
& (VT-1) =x+347, ) (245 -3) =x+5.

11.12. Wykaz, zZe:
Era) 1 333+3Be32 b) 1 B2
o -3fe 3 ’ P-Ye+d5 5
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Zastosowanie wzorow skroconego mnozenia

Wzory skroconego mmozenia stosujemy miedzy innymi do:
e rozkladania wyrazen algebraicznych na czynniki,

e obliczania wartosci wyrazen,

e uzasadniania podzielnosci.
Pokazemy to na przyktadach.

( Przyktad 11. Zastosuj wzory skroconego mnozenia i rozioz na czynniki

wyrazenie x —1.

Rozwiazanie

Il
e
=

=8
|
[a—
A
—
=
=
+
[a—
R
Il
1
—

xa]z_lz][(xz)iﬂz

+1]-(x4—x2+1]=

[

=(«"—1}(x* +1)-(x

(x— 1}(x2 +x 1)(x+ 1}(x2 —x+ 1)-(x2 + 1)(xd' iy 1).

Cwiczenie 15, Zastosuj wzory skréconego mnozenia i roztéz na czynniki wyrazenie:

a) x'—16, b) ¥ -1, ¢) x"—729.

( Przyktad 12. Oblicz wartos¢ wyrazenia;

a) o ¥,
X X 20

Rozwiazanie

1 |

2
X X X X

b) x3+:—3=EX+%][x2 —xéﬂtxizjz(xjtij[x%xiz—lj:
—[x+i]{[x+ij2—2—1} =1-(1-3)=-2.

X

2
a) x2+i2=x2+2x-—+——2x-—=[x+lj =t L )

gdy x+l:4 ixz0, b x3+i, gdy x+l:1 ixz0
x

Cwiczenie 16, Oblicz wartos¢ wyraZenia;

1 1 : 1 1 :
a) x2+—2,gdy x——=5ix20, b) x3+—3,gdy x+—=31x=0.
x X x x
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f Przyktad 13. Oblicz wartos¢ wyrazenia 4x°y*, gdy x+y=31 x* +3° =9.

Rozwiazanie X4y =9
F+y)(# - +y’)=9 & 4B = (a+B)(d —ab+B?)
[
3
3-(352 —xy+y2]=9f:3
xz—xy—i-yz 52
X%+ 2y — 2o+ y° —xp =3 S
(x+y)2—3xy:3
9—3xy=3 (x+y) -3
xp=2
45y =4-(ay) =4-22 =16 )

Cwiczenie 17. Oblicz wartos¢ wyrazenia xy, gdy x+y=51 x° +3* =35.

r Przyktad 14. Zastosuj wzory skroconego mnozenia i uzasadnij, ze:
a) liczba 18% —15° jest podzielna przez 11, b)liczba 94° —9° jest podzielna przez 17.
Rozwiazanie
Rozkladamy kazda z podanych liczb na czynniki, stosujac wzory skroconego mnozenia.
a) 18°-15° :(184)2—(154]2:(18‘*—15‘*)(18‘*+154):

:[(182]2 —(152]1 .(18“ +15‘*)=(182 —152](182 +152](18‘* +15‘*]=

=(18-15)-(18+15)-(18” + 157 }(18" +15" | = &8 ~(a—b)(a+h)
3 33
=11-9-{18°+157 }{18* +15"} C.ILIL
b) 55!45—5)5':(943]2—(93]2 =(04-9"}(94°+9" )= a b —(a-b)(a+b)
=(94-9)(942+94-949°}.(94 1+ 9%} = @8 =(a—b)(a* +ab+5?)
85
:17-5-(942+94-9+92]-(943+93]. C.ILHL. J

Cwiczenie 18. Uzasadnij, ze liczba:

a) 5°—1 jest podzielna przez 31, by 3" —2"* jest podzielna przez 19.
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Do dowodzenia podzielnosci liczb bardz o przydatna jest znajomos¢ wzoru o réznicy r-tych
poteg dwoch wyrazen.

Twierdzenie
Jezeli » jest liczbg naturalng wigkszg od 1, to roznice n-tych poteg wyrazen a1 b
mozna przedstawic¢ w postaci

fi—bhr= (a = b) (ah_l Y a b atTi e L rab b“_l] ]

R D o
Jezeli n=2,t0 &’ b =a°—ab+ab-b" = a0=a
(
:(az—ab]+(ab—bz]
=a(a-b)+b(a—-b)=
=(a—b}(a+b).

A F Y
& ] Lo ~

Jezeli n=3,to @ -b=ad-a®b+a’h —ab£+ ab’ —b;:
] {0
:(a3 —azb)+(azb—abz]+ (abz—ba]:
= az(a—b}+ ab(a—b)—l—bz (a—b)z
:(a—b}(az +ab+bz].

A Y FY

Jezeli n=4,t0 a'-b*=a"—a'b+a’b —a’p* +a’b° —ab’ +ab’ -b* =
0 0 0

=(a" —a’b}+(a’b— "B |+ (2" —ab’}+ (ab’ - b* ) =
=a (a—by+a’b(a—by+ab’ (a—b)+b (a—b)=
=(a—b}(a’ +a’b+ab’+b’)

Analogicznie dla dowolnej liczby naturalnej » wickszej od 1:

E 7a”_lb‘+ a"'b ra”_2521+ T b2 Tab”_11+ rab”—{ e
0 0 1
a’ — a”_lb] + (a”_lb — a™2b? ) + (a”_z.bQ —g"p ) +..+ (agb"_z — ab™* ] + (ab”_l —b" ] =

a”_l(a—b}+ a”‘zb(a—b)+ a”_gbz(a—b}+ 4 ab™? (a—b}+b”_l(a—b}:

R

(a —b} (a”_l +d b+ a7 B 4 el b"_l). C.H.IL
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Cwiczenie 19. Uzasadnij, ze o’ b’ =(a—b){a* +a’b+a’b” +ab’ + b*}

( Przyktad 15. Zastosuj wzor naréznice n-tych poteg dwoch wyrazen i zapisz w postaci
1loczynu wyrazenie:
a) 3° -1, by 4° - 3°, ¢) a1
Rozwiazanie
a) 3¥-1=3 -1 =(3-1)(3*+3* 1+ 3 P +3. P +1*}=2-(3* + 3 + 3+ 3+1)
b) 4°—3°=(4-3)(4°+4"-3+4 324+ 4>.3° 143"+ F),
& & =l=(e=De™ ba P o g P g P

:(a—l)(a”_l+a”_2+a”_3+...+a2—|—a—|—1). J

Cwiczenie 20. Zastosuj wzor naréznice n-tych poteg dwéch wyrazen i zapisz w postaci

iloczynu wyrazenie: a) 2" —1 b) 5°—3°, c) 1-x".

rPrzykiad 16. Uzasadnij, ze liczba 11 — 7" jest podzielna przez liczbe 72.
Rozwiazanie
12 -72 = (115 - 7%} (11°4 7%} = a =b' ~(a=b)(a+b)
(10 =7°)- (1 + 7} (11°+ 7% ) =
(1

1-7H(11° +11-7+ 7%} 11+7} (112—11 T+ 7 (11547} =

4. 824793(11+7] )

Cwiczenie 21. Uzasadnij, ze liczba:
a) 7 —5" jest podzielna przez 2, by 101" —1 jest podzielna przez 100.

rPrzykIad 17. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej » liczba 6" + 4 jest podzielna
przez 5.
Rozwiazanie
6" +4=6""—1+1 +4=6"—145=
o

2(6—1}(6”‘1+6”‘2+...+ 62+6+1)+5:
:5(6“+ LRI R - 1)—|—5:5(6H—1+6n—2 - +6+2)_

Liczba 6" + 4 jest podzielna przez 5. J
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Cwiczenie 22. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej nliczba 7” + 5 jest podzielna
przez 6.

Uwaga
WZORY SKROCONEGO MNOZENIA
lewadrat sZ escian
(a+8)" =a®+2ab+ 5 (a+8) =a* +3a%h+3ab’ + b°
Sumy sumy
kwadrat sZedcian
o (a—b)zzaz—Zab+bz . (a_b)3:a3_3a25+3ab2_bs
réznicy réznicy
réznica 5 .5 suma W % 3 =
b =(a+b)a-0>b +& =(a+h —ab+ b
lewadratow @ (a )(a ) sZescian 6w @ (a )(a “ )
lkewadrat 2
a+h+e) = roznica
sumy trzech 5 2( 5 ) L as—bsz(a—b)(aerabﬁLbz)
; =g+ +e”+2ab+ 2ac + 2he | SZesclanow
Wyrazow
roznica
a®*—h" = (a — b) (a”_l +a@a" b+ @ BT @b b”_l)
n-tych poteg

Odpowiedzi do éwiczen
15. 8) (x-2)(x+2)( +4}, b) -+ ) +1){x* +1), & (x=H(x+3)[x +30+9)(x* - 3x+9)

16.a) 27, b) 18 17. xp=6.

18. Wekazdwhz. a) 512—1=124-125-(55+1), b) 313—218=(33+23)[£:2J(35 +53+25)(35—53+25).

20. a) (2—1)(25+25+24+23+22+2+1), b [5—3)(55+54~3+53-32+52-33+5-34+35),
Q) {]—x)(]+x+x2+x3+.,,+xn_1).

21. Wekazdwi. Zastosu] wzdr na réznice ntych poteg, gdy: a) 1= 13, b) n=101
2. Wskazowka. 7' +5=7"-141+5=(7" -1}+ 6

Zadania utrwalajace

11.13. Zastosu) wzory skroconego mnozema 1 roztoz na czynniki wyrazemnie:
a) (x+1) -8, b) (x+2) +27, ¢) (2x—1Y —64,

dy (x—2) —(x+1Y, e) (2x—1) +(x-2Y, f) (3x-2) —(2x+3)".
11.14. Zastosuj wzory skréconego mnozenia i uzasadrj, ze liczba 652 —35'% jest podzielna

D przez:
2) 3, b) 5, &) 10.
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11.15. Zastosy) wzory skroconego mmnozenia i uzasadmij, Ze:

El—a) liczba 2** —1 jest podzielna przez 21,

b) liczba 3 —2' jest podzielna przez 19,
¢) liczba 27% —18" jest podzielna przez 15,
d) liczba 105% —5° jest podzielna przez 10.

11.16. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) x°+— ,gdyxﬂ“l—i b)x+ ,gdyx+—_6 c)x%iz,gdyx_l:m_
x X X

11.17. Oblicz wartos¢ wyrazenia 2vy, gdy:

a) x+y=1ix +y =7, by x+y=1ix +y =19,

C) x+y:2ix3+y3:5(}, d)x—y=lix3—y3:61_

3 3 3 3 3 3 3 3

11.18. Oblicz: - 3-2 43 10°-9

+ + +...+ :
o i e oW TR - A SR W 107 +10-9+92

11.19. Wykaz, ze

s =66 3A)

E

11.20. Wykaz, zejesli a+b+c=0,t0 @’ +5" +¢* =3abe.
D |

11.21. Wykaz, 7ze wartos¢ wyrazenia (\E+ \E]E — (\E—ﬁ]g jest liczba niewymierna.

&

11.22. Wykaz, ze:

Rrau) J€+J§:(J€—J§)_l, b) 2—@:(2+J§)_1,
o (2-+2)" = (3+2J_] d) (J§+1]‘3=i(3\/§—5].

11.23. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej # liczba:
El_a) 10" + 8 jest podzielna przez 9, b) 10" + 4" — 2 jest podzielna przez 3.

11.24. Wykaz, ze gdy » jest liczba naturalng nieparzysta, to sume n-tych poteg dwoch

D | wyrazen i b mozna zapisa¢ w postaci
a”+b" =(a+h) (a”‘l s R R W )
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i

Zestaw powtorkowy

1. LUzupetnij poniZsze zdania. Wybierz odpowieds sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowie dz sposvod oznaczonveh literami Ci D,

W réwnosci (2x—3) =8x[ |+ 54x+27 w miejsce [ | nalezy wpisaé wyrazenie:
K363, B. lZ5

Liczba 101* —1 jest podzielna przez:
C. 102 000, D. 10 200,

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Jesli wykonamy potegowanie (B\EJH Sy)a, to w miejsce [ przy iloczynie [ X'y
nalezy wpisac liczbe:

A. 270, B. 125, € 52 D. 452,

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Jezeli a+3b=-51i ab=—1 to warto$¢ wyrazenia @’ + 275" jest réwna
A.-170, B. 140, . 125 D. 170.

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczby ai brézne od zera spelniaja warunek o° + 5° = 0. Zatem:
A. a=b, B. a*+b° =0, C. a+b=0, D. (a—b) =0.

5. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Aby usunac z mianownika utamka % niewymiernosc, nalezy jego licznik

1 manownik pomnozy¢ przez:

A 2-AJ7, B. 7, e: 337, B 2447

6. Wybierz odpowieds T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.
Czy liczba 555 — 333 jest podzielna przez 2222

T | Tak, A. | 555% 333" =(555-333)* =222°
pomewaz
N | Nie, B. | 555 —333% =222-888.




12. Wielomiany

Wielomiany jednej i wielu zmiennych
Przypomnijmy
Jednomianem nazywamy takie wyrazenie algebraiczne,
ktore jest pojedyncza liczba lub pojedyncza litera, lub
iloczynem liczb i liter.
e Jloczyn jednomianow jest jednomianem.

5 az, 2a, E, 4x2y,
3
—Xx, abe, —4x? ¥

¢ Jednomianami podobnymi nazywamy jednomiany, kiore rézmia sig¢ co najwyze]
wspotczynnikami liczbowymi.
| a

—5a, —ga, ;, —d, — jednomi any podobne

kat, tak, akt — jednomi any podobne

ab, a’b, ab’ — jednomi any, ktére nie sa podobne
Sume jednomianow nazywamy wielomianem,
np. a+3, 2a+b, xz—x—|—4, S—yz. a+b,

. . : : : 1
e W zaleznosci od liczby jednomianow w sumie —% ¢ 2itm
(skladnikéw sumy) wyrozniamy: .

i 5 x +3x-2
« dwumiany, np. x—1 x"+2, 6a-25,

= tréojmiany, np. a+b+c, x—y+2 2x2—3x+1, xs—x3+],

Definicja
Wielomianem (funkcjg wielomianowa) stopnia » jednej zmiennej rzeczywistej x
nazywamy funkcje okreslona wzorem W (x}=a,x"+a, x" ' +..+ax+a,

gdzie e N, g =0, g cR acR ., a =R

n — stopiefi wielomianu ¥, co zapisujemy st.[W (x)]
Qs s oo &, — Wspolezynmki liczbowe wiclomianu ¥, gdzie a,# 0

@, — wyraz wolny wiclomianu

Funkcjalimowa oraz funkcja kwadratowa sa przvktadami wielomiamu (funkcji wielomianowe; ).
Wielomiany zmiennej x oznaczamy: W (x), P(x}, Q(x}, R(x) f(x} g(x} itp.
Wielomian #, taki ze W (x}=—x" +3x" —2x+1 jest suma sktadnik 6w

—x?, 3x* —2x 1, ktore nazywamy jednomianami lub wyrazami wielomianu.
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—x? o Jednomian zmiennej x stopnia 2, | —2X o jednomian zmiennej x stopnia 1,

ax? to jednomicm zmiennej x stopnia 4, : 1 1o jednomian stopnia 0.

Wielomian W jest czwartego stopnia, co zapisujemy st.[W(x}]=4.

Uwaga

e Stopien jednomianu ax* zmiennej x jest 1éwny k, gdzie k € IV, gdy wspolczynnik
liczbowy «jest rozny od zera ( a= 0).

o Stopien wielomianu jednej zmiennej jest rowny najwiekszemn z wykladnmkow
potegi te] zmienne], przy ktorej wspotczynnik liczbowy jest rdzny od zera.

Cwiczenie 1. Okredl stopien wielomianu: a) W (x}=3 b) G(x}=5x"—1,
Q) H(x)=1-3x+7x, d) P(y)=(y-3F +(y-2).

Wielomian W (x)}= —x* +3x" —2x+ 1 mozna uporzadkowaé malejaco (lub rosnaco) wedug
malejacych (rosnacych) wykladnikow poteg zmiennej x. Na przyklad:
W (x)=3x"—x"—2x+1 — wielomian ¥ (x) uporzadkowany malejaco,

W(x)=1-2x—x"+3x" — wielomian ¥ (x} uporzadkowany rosngco.

Cwiczenie 2, Wielomian W (x)=x* —2x" —3x+ 5x° + 2x* +3 —x* + 2x7 uporzadlkyj
malejaco 1 okresl jego stopien.

Cwiczenie 3. Napisz wielomian zmiennej y uporzadkowany malejaco, gdy jego kolej-
nyrmi wspolczynnikami liczbowymi sg: a) -1 0, 0,2, b) % -1,0,0, ¢)3,0,-3,0.

Uwaga

Jezeli W (x}=0 dlakazdej liczby rzeczywistej x, to wielomian W nazywamy
wielomianem zerowym i zapisujemy W (x}=0.

Wielomian zerowy nie ma okreslonego stopnia.

( Przyktad 1. Wielomian ¥ okreslony jest wzorem W (x}=5x"+2x° —4x+7.
Oblicz W (0} 1 W (1},
Rozwiazanie
W(0}=5-0°+2-0°-4-0+7=17, czyli W(0}=7,

W(1}=5-1"+2-1°-4-147=5+2-4+7=10, czyli W(1}=10. )
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Uwaga
Jezeli wielomian ¥ okreslony jest wzorem W (x}=a,x”+a,  x" " +..+aqx+a, to:

s W(0)=a,, e W(l}=a,+a, ,+..+a +a,

Cwiczenie 4. Oblicz sume wspdlczynnikéw i wyraz wolny wielomianu ¥, gdy:
a) W(xy=(x" 32" +2x+1}(x+2}  b) W (x}=(4x" - 72" + 35" —1}{3x" + 5x" — 1}

Wielomianem dwoch zmiennych, np. x 1 y, nazywamy funkcje, ktdra jest sumg jednomia-
noéw zmiennych x i y.
Wyrazenie postaci ax®y™ nazywamy jednomianem zmiennych x i y, gdzie a jest ustalona
liczba, kiorg nazywamy wspotczynnikiem jednomianu.
Podobnie definiujemy jednomiany trzech lub wigkszej liczby zmiennych.
Wielomian wielu zmiennych to suma jednomiandw wielu zmiennych, np.:
Wi(x, y}=x"+xy-5 R(x,y)=x"—y —wielomiany dw6ch zmiennychx1i y,
G(x, y,z)= 2 fap+2yz—x P(x,y,z}= 3x”yz® —wielomiany trzechzmiennychy, yiz.
Wielomian 7, taki ze W(a,b)=ab’ —6a’h, jest suma jednomianéw ab’ i —6a°b.
ab® —jednomian ze wzgledn na zmienna & ma stopien 1,
— jednomian ze wzgledu na zmienng b ma stopien 3,
— jednomian ze wzgledu na zmienne a1 b ma stopien 4,
—6a°h —jednomian ze wzgledu na zmienna a ma stopieni 2,
— jednomian ze wzgledu na zmienng b ma stopien 1,
—jednomian ze wzgledu na zmienne « 1 # ma stopien 3.

Wielomian W jest czwartego stopnia, co zapisujemy st. [W{a, b}]=4.

Uwaga
Stopniem wielomianu wielu zmiennych jest najwyzszy stopien jednomianu ( okreslo-
ny zZe wzgledu na te zmienne), ktorego wspolczynmk liczbowy jest rozny od 0.

Cwiczenie 5. Okresl stopiefi wielomianu:

a) Wix, y)= 3xy” —3x* +x?y7, by H(x,y}= 2xy—3x* —3)* + xp—35,
¢) Pla, b)= (a—3]2 +2(b+ 1]2, d)y U(x,y, z}=(x+ y]2 —B(x—y}z +z,
e) O(a, b,c)= 2a°bc— (a2 — bc]z, N Viabx)=(a+ 5)3 —(abx)z.
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Wielomiany dwoch zmiennych, podobnie jak wielomiany jednej zmiennej, zwykle zapi-
suyjemy w postaci uporzadkowanej malejacej, ze wzgledu na stopien jednomianow i ze
wzgledu na potege jedne) ze zmiennych.
Na przyktad wielomian W(x, y) =x*y +x+ "V + Xy + y+ 0t
e uporzadkowany ze wzgledu na zmienng x ma postac

W(x, y} S R A T
e uporzadkowany ze wzgledu na zmienng y ma postac

Wix,y}= P+ 7%+ 35 + 3% + p+x.

Cwiczenie 6. Wielomian Wix,y)=xy— Xy +2xp + x°y+2x— y uporzadkuj
malejaco ze wzgleduna: a) zmienng x, b)zmienng y.

Rownos¢ wielomianow

Wiemy, Ze wielomian jest funkcja, ktorej dziedzing jest zbidr liczb zeczywistych R.
Dwa niezerowe wielomiany jednej zmiennej sa réwne W (x}= P(x}wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej liczby rzeczywiste] majg taka sama wartosc.

Wykazemy na przykladzie wielomianow drugiego stopnia, ze gdy sa one rowne, to maja
rowne wspolczynniki przy tych samych potegach zmiennej.

Z (zalotenie). W (x}=P(x), gdzie | T(teza): a,=b, a=b, ay=b,
W(x}=a,x* +ax+a, P(x}=bx"+bx+b, |

Dowéd.
W(x)=P(x), wiec:

i ; &
1° W (0}=P(0}), skad a,=b, W(0)=a, 07+ -0+a, = a

P(0Y=5,-0°+b-0+b,=b,
2° W (1}=P(1), skad a, +a,=b, +5, W)=y Vra-lta=a+a+a
P(y=b, P +b-1+b,=b,+ b +5,
3° W(-1}=P(-1), skad a,—a, =5b,— b, Wi D=a- Waa- Dray=a, a-+a
P( )=by-( 1V +5-( D+b, =5, H+5
Z warunkow 2° 1 3° otrzymujemy uklad:
+{a2+a1:bz+bl {a2+a1:bg+bl

a,—a,=b,—b

a,—a =b,—b

Zatem a,=b, a, =b, a;,=b,. C.1L 8.
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Cwiczenie 7. Wykaz, Ze jezeli W (x) = P(x), gdzie:
a) Wix)=ax+a,i P(x}=hx+b,to aq=51iaqa,=58,
by W(x)=ax’+ax*+ax+a,i P(x)=bx" +bx*+hx+b,

toa,=b, a,=b, a=h1a,=5,

Aby stwierdzi¢ rownos¢ dwoch dowolnych wielomiandw, korzystamy z nastgpujacego
twierdzenia.

Twierdzenie

Dwa niezerowe wielomiany jednej zmiennej sa rowne wtedy 1 tylko wtedy, gdy
53 tego samego stopnia 1 maja réwne wspolczynniki przy tych samych potegach
ZITI enne].

Jesli W(x} =aqx + an_lx"_l + aﬂ_zx"_z +...+ a, gdzie a, =0
i P(xy=bax"+b,_x"'+b_,x" " +..+b, gdzie b, =0,
to W (x}=P(x}) wtedy i tylko wtedy,
gdviii=Fk a,2b; @u.=b s 0. =h o o @ S

Cwiczenie 8. Sprawd?, czy wielomiany W i O zmiennej x sa réwne, gdy
Wix)= x(x2 —2)— x =1 i O(x}= X —(x+ 1]2.

rPrzyklad 2. Oblicz, dlajakich wartogci m i » wielomiany Wi G 83 réwne, gdy:

a) W(x): 2P +5x° —3x+m i G(x} =2x  +nx®—3x+2

by W(x}=2x"—x"-3x+4 i G(x)=(m—n)x +(4+m)x" +(2m—n)x+4.

Rozwiazanie

a) st (x}]=3 i st[G(x}]=3, czyli st[(x}]=st[G(x}]
Zauwazamy, ze wspotezynniki liczbowe wielomianéw Wi G przy x” i przy x
sa odpowiednio réwne, a zatem wystarczy porownac wspolczynniki liczbowe
przy x* i wyrazy wolne.

FV(JC}:EJC3 +5x2—3x+m

m=72

n=5"

G(x):2x3+nx2—3x+2, wiec W (x}=G(x), gdy {
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b) W(x}:ng—xz—Bx—l-il 1 G(x}:(m—n)x3+(4+m}x2+(2m—ﬁ}x+4,

m—n=2
wiec st. [ (x)]=3 ist. [G(x}]=3 oraz <4+m=-1,
Zmyegr=3
skad m=-51 n=-7.
Odp:ay m=21n=5 bym=-51n=-7. J

Cwiczenie 9. Oblicz, dla jakich wartosci p i k wielomiany P i © saréwne, gdy:
a) P(x)= 3" 4+ px” —6x+2 i Q(x)= 3’ —2x" —kx+2,

b) P(x)= (x—l)(f —Zx] i O(x) = px’ — 6kx® +2x+ p-1.

Cwiczenie 10, Wyznacz takie liczby catkowite x i y, aby spelniona byta réwnosé:

D) (245+1) =xf5-y, B (V3-2) =xB+y.

Odpowiedzi do ¢wiczen

1.2)0, b)2, 3, d)3. 2. Wix)=x —x" +2x +5° —3x+3, st [W(x)]=5.

1
3.2) W{p)=—p"+2, b) W(y)=5y3—y2, Q) W{p)=3y" -3y.
4.2) W(1)=3, W(0)=2, ») W(1)=-7, W(0)=1 s.a)5, B3, 02 42 &4 Do

6. 2) W(x, y)=x3y—x2y3+2xy4 +xp+2x—yp, b) Wix, y)=hy4—x2y3+x3y+xy—y+2x.

B Tak 9.a) p=—2, k=06, b) p=1, k:% 10.8) x=4, y=-21 b) x=15 y=-26

Zadania utrwalajgce

12.1. Ustal, czy podana funkcja jest wielomianem. Jesli tak, to podaj wspolczynniki licz-
bowe wielomianu 1 okresl jego stopiernt:

a) W(x)zbcz—%x—i b) P(y)=5y"—3y" -4y +1,
¢) G(x}=|x|, d) H(x):-efx6+3x4+3x2+1.

12.2. Napisz wielomian W w postaci W (x}=a,x"+..+a, i okresl jego stopien, gdy:
Ay ap=2, &=3 =0 m==1 aD:JE,
b) ay=-5, aq=a,=ay=a,=0, a=+2.
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12.3. Uporzadkuj malejaco wielomian Fi okresl jego stopien oraz wypisz jego wspolczyn-
niki liczbowe, gdy:

a) P(x}:—%x3+x4—x+3x2—5, b) P(y)=y+4-2y" +3y-7y"
0) P(x)=-3(+2x-1)-x(4+3x),  d) P(z)=3(1-z) -3(1+z).

12.4. Oblicz sume wspdtczynnikdéw wielomianu W, gdy:
2) W (x) = (3-2x)" (24 4x-52%)

by W (x)=(4—5x )999(7’—4x3—3x4+x5]5000,

&) W(x)=(log4+2xlog5),

a) W (x)=(¥Bx—-¥2) " (¥0:* + Yox + 47)".
12.5. Oblicz:

a) W(-1), gdy W{x}=x"-3x" +2x> - 2x-1,
b) W(v2} gdy W (x)=x"+(3-v2 )" (14342 }x++2,
Q) W (142} gdy W (x)=x"-22"—(3+2J2}x+6+ 442,
d) W(0,5), gdy W (x)=—x —6x>+12x—3.

12.6. Oblicz wyraz wolny wielomianu W, gdy:
a) W (x)=(x-2) - (x-1),

by W (x)=(x-2) (x-1)",
O W (x) = (x-1)(x-2)(x3)(x4),

dy W(xy=(x-1}{x—2Hx-3} ...(x—9}x—-10}

12.7. Wyznacz wspolczynniki mi n wielomiandw J¥1 P tak, aby wielomiany byly rowne, gdy:
a) Wix)= mx’ —2x% +Tx—3 i P(x) =—x —2x°+mx—3,

b) W(x):mx3+5x2—3x+2 1 P(x):2x3+mcz—3x+2,
C) W(x}:(2x+1}(x2+3] i P(x}=2x3+mx2+nx+ 3.
12.8. Oblicz, dlajakich wartosci a, b, ¢ wielomiany P i O sa rowne, gdy:

a) P(x}:(xz—ﬁ)z 1 Q(x}:x4+(a+3}x3—bx2+(1—c}x—|—25,

b) P(x)=(3-2") i Q(x)=x"+(4-a)x’ —(3-B)x"+(c+3)x+9.
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Suma, roznica oraz iloczyn wielomianow

Dodawanie, odejmowanie 1 mnozenie wielomianow wykomyemy analogiczme do dzialan

na wyrazeniach algebraicznych.

Przypomnijmy
Dodajac (odejrmujac) wielomiany, uwalmamy sie od nawiasdw, 5x® —3x% —3x 41
a nastepnie przeprowadzamy redukcje wyrazéw podobny ch. + Y S <
Mozemy rowniez wykonac te dziatania ,,pisemnie”, w sposob 5x® —5x% +3x—5

analogiczny jak pisemne dodawanie liczb.

Mnozac wielomian przez wielomian, korzystamy z prawa

rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania, a nastepnie (a+5)-(c+d)=
przeprowadzamy redukcje wyrazéw podobnych.
Mozemy rowniez wykonac to dziatanie ,,pisemnie”,
w sposdb analogiczny jak pisemne mnozenie liczb.

—a-ct+a-d+bh-ct+h-d

[ Prayktad 3. Wiedzac, ze P(x)=2x"-3x+5 i Q(x)=x"—5x"+2x-5, oblicz
sume P+ Q oraz roznice P—Q wielomianow P 1 Q.

Rozwiazanie

I sposob IT sposob
Obliczamy sume wielomiandw. 2x% —3x 45 « P(x)
P(x)+Q(x):(2x2—3x+5)+(x3—5x2+2x—5): +{x35x2+2x5 «— Q(x)

=2x% —3x+5+x° —5x2+2x—5=x"-3x"—x. -3 —x+0

— LT =

|
|
|
|
|
Obliczamy réznicg wielomianéw. : P(x)-Q(x)=P(x)+[-0(x)]
|
|
|

P(x)—Q(x):(2x2—3x+5)—(x3—5x2+2x—5): " 2x° —3x+5 < P(x)
—x* 4+ 527 =2x+5 <« Q(x)

:E—3x+i—x3+5x2 —2x+_5:—x3+'?x2—5x+10.

¥V

—x*+7x% —5x+10.

Odp.: P(x}+Q(x)=x"-3x"—x, P(x)-Q(x)=—x +7x" —5x+10. J

Cwiczenie 11. Wiedzac, ze Q(x)=3x"+2x> —4x 1 W(x)=6x"-8x+2, oblicz
sume O+ W oraz rozmce O-W 1 W — QO wielomianow Q1 W.

Cwiczenie 12. Okresl stopien wielomianu ¥, takiego ze Wi(x}y=P(x}+Q(x) gdy:
a) P(x)=-3x"+2x-1 Q(x}=2-3x"+3x"

b) P(x)=2x +2x"—x—1, Q(x)=3x"-2x"+x+],

C) P(.x):(Z—x]ﬁ, Q(x}:(x—l}ﬁ.
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rPrzykIad 4, Oblicz iloczyn wielomianoéw Pi O, gdy P(x)=2x—-3 Q(x)}=4x" +x-1.

Rozwiazanie
I sposob | I sposob
P(x}-Q(x):(Zx—S)(4x2+x—1]: | Ax* +x—1
2x -3
=2x-(4% +x -1} -3 (45" + x—1}= | - *
: , , | —12x*> —3x+3 <——3—(4x2+.x—1)
= 1 i izt = -+
=8x +2x"—-2x—12x"-3x+3= | G 52 % <—2xv(4x2+x—1)
= 8x" —10x° —5x+3. |
| 8x°—10x*—5x+3. J

Cwiczenie 13. Okresl stopien wielomianu W, takiego ze W (x)=P(x)}-O(x), gdy:
a) P(x)=x"+3 Q(x}=x"-3x"+2x-1, b) P(x)=(x+2}, Q(.x):(xz—ﬁ]s.

Uwaga

lNoczyn wielomianu jednej zmiennej stopma m 1 wielomianu tej samej zmiennej
stopmnia » jest wielomianem stopnia i+ .

Cwiczenie 14. Wiedzac, ze W (x)=(2x—1)(x* + 2} i Q(x}=4-2x wykonaj dzialania:
a) Wix}-O(x)h by 3W(x}-50(x}+W(x}0(x} ¢ 3W(x)-0(x)W(x).

( Przyktad 5. Suma dlugosci wszystkich krawedzi prostopadioscianu prawidiowego jest
rowna 32. Napisz wzor wielomianu V7 zmienne] «, ktory opisuje wartosc objetosci tego
prostopadioscianu w zaleznosci od dlugosci a jego krawedzi podstawy.

Rozwigzanie Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

7 warunkéw zadania 8a+4h =32, skad h=8-2a i .

h>01 a>0, wiec I
8—2a>0 a4 ,_.’I-‘:F T

s < ae (0; 4). L a

a0 a0 4

V =a’h, wiec V(a)=a"(8-2a), gdzie ae(0;4)

Odp.: ¥ (a)=-2a" +8a% gdzie ae(0;4). J

Cwiczenie 15. W rogach kwadratowego arkusza brystolu, ktérego bok  » % * x

ma dlugos¢ 20, wycieto cztery kwadraty o boku dlugosci x 1 zrobiono
prostopadioscienne pudelko. Napisz wzor wielomianu ¥ zmiennej x,
ktory opisuje wartosc objetosci tego pudelka. x X
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Odpowiedzi do éwiczen

1. Q(x)+ W (x) =9 1227 ~12x+2, Q(x)-W (x)—3x" +2¢° +4x-2,

wix)-0(x)—3x" —2x% —ax+2 12.9)3, )3, 96  13.a)7, B)1S

14. 8) —4x* +10x3—12x% +20x -8, by <Ax* +16x7 —15x7 +42x-34, ¢ Ax* —axP 4+ 9x% —8x+ 2.
15, ¥(x)— (20— 2x)* - x, gdzie x = (0;10)

Zadania utrwalajgce

12.9. Uporzadkuy) malejaco wielomian W, gdy:
a) Wia)= a —(\/Eaz —a+ 1} b) W(x)= (v’f_axg +5x—1]—(1—sf§x+x3),
c) W(y)= (y2 +J5y+1](y—1}, d) Wix}=x(x—2a}-(x+a)(x—2a}

12.10. Wiedzac, ze W (x}=x" —2x+1, O(x}=—x"+3x i P(x)=2x+3 wykonaj
wskazane dziatania:

a) Wix}+0O(x) b) W (x}-Q(x}), ¢) W (x}—P(x) dy W (x}-Q(x}
ey W (x} P(x), D W(x)—P(x}+0(x), g) 2W (x}—50(x}+W (x} P(x}

12.11. Uporzadkuy malejgco wielomiany Wi H, gdy
W(x}:P(x)JrQ(x} 1 H(x):P(x)—Q(x) OTaz:
a) P(x)=3-x+4 i O(x)=(v2-1)x-3
by P(x)=(m—1}(4-3xy 1 Q(x}=(m+2)(3-4x)"
12.12. Uporzadkuj wielomian, a nastepnie oblicz jego wartos¢ dla podanych wartogci

zmienmnych:
a) G(a,b)y=2(a—b}a+b)—(a+2b}a+2b), gdy a=-3, b=3,

b) H(x, y)=(2x-33}3y+2x)—(2x+3y) +(2x-3y¥, gdy x=-2,5, y=15

12.13. Wiedzac, ze W (x})=ax+b, P(x}=-2x +3x* -1, Q(x)})=2x"-x-1
i W(x}-Q(x)=P(x), oblicz wspdltczynniki a i b wielomianu .

12.14. Wiedzac, ze W (x, y }= ax® +y+b, P(x, y) —4x" —2x°y + 2xp—y°

S(x,p}=2x-y i §(x y}-W(x y}=P(x, )
oblicz wspolczynniki a1 b wielomianu F¥.



Dzielenie wiglomianu przez dwumian 257

Dzielenie wielomianu przez dwumian
Dzieleme wielomianow wykonujemy wedlig podobnego algorytmu jak dzieleme liczb
catkowitych.

rPrzyklad 8. Wykonaj sposobem pisemnym dzielenie liczb:
a) 52625:421, b) 627:51.

15«———  reszta-R =15
-2105 —— —(5-421)

0«~— vreszta: R=0

Rozwiazanie a) 125 by 12
| s
52625 : 421 | 627 : 51
—421— —(1+421) | —51—— —(1-51)
1059 |
1052
| 117
—-842 —(2-421) | —102— —(2-51)
2105 |
|
|
|
|

52625=125-421+0 627=12-51+15 J

Uwaga: Jezeli przy dzieleniu liczby p przez liczbe k rozng od zera otrzymujemy iloraz s
ireszige R, to p=m-k+ K.

rPrzyklad 7. Wielomian W, taki ze W (x}=8x" —12x" + 4x, podziel przez jednomian 2x.
Rozwiazanie
I sposob |17 sposob

(8x3—12x2+4x] : (Zx}: |

|
= & _122;:2 el : +{ (8x3 2 pr +4x] : (@) Pf’/ [sz':(z;)falxz] ]
:E_ 1742 +4_x: : - —(4x2)-2x
2 BEE 2 | +{ -0 TR P = 6
—4x" —6x+2. | 12x% «—— —(—6x)-2x ///
: +{ Ax [4ex:{2x) - 2]
| —Ax «— —(2)-2x
W(x):(4x2—6x+2]-2x+0 T ressia: R(.x)EO*)
Odp.: (8" —12x" +4x): (2x) = 42" — 6x+2. J

*) Zapis R(x] =0 oznacza, Ze da kazdej liczby rzeczywistej x wielomian R jest réwmy 0.



258 12. Wielomiany

Cwiczenie 16, Wielomian P, taki ze P(x)=9x" —18x” +15x, podziel przez jednomian 3x

dwoma sposobami.

Uwaga

Przed wykonaniem dzielenia W (x}: P(x} nalezy wielomiany Wi P uporzadkowaé

malejaco. Dzielnik P nie moze by¢ wielomianem zerowym.

Twierdzenie o dzieleniu wielomianu z reszta

Jezeli Wi P sg wielomianami, gdzie wielomian P nie jest wielomianem zerowyi,
to istniejg takie dwa jednoznacznie wyznaczone wielomiany O1 R, ze

W(I)ZQ(x)'_P(x)—I-}Ii(vi),

—— e et ]
dzielna iloraz  dzielnik reszta

PFZY CZVHt St[W(.x)] = St.[P (x}] ) St[R(.x)] < st.[P(.x)] albo R(x}=0.

rPrzykiad 8. Wykonaj dzielenie wielomianu ¥ przez wielomian P, gdy
W(x)=x"—5x"+4+6x i P(x)=x—2 Okreslteszte R iiloraz O.
Zapisz wielomian W w postaci W (x}=0(x} P(x}+R(x}).

Rozwiazanie

Aby podzieli¢ wielomian W przez wielomian P, postepujemy nastepujaco:

o wielomiany # (x) i P(x) porzadkujemy ma-
lejaco,

® PpIerwszZy WYraz ,,
limy przez pierwszy wyraz ,,»” wielomianu
P(x} a wynik ,, =™ zapisujemy jako pierwszy
wyraz ilorazu Q(x).
Toczyn (x—2}-x° odejmujemy (dodajemy ze
znakiem przeciwrym) od wielomianu # (x),

* wielomianu W (x) dzie-

»  pierwszy wyraz ,, —3x”" ofrzymanego w wy-
niku odejmowania wielomianu —3x> +6x + 4
drielimy przez pierwszy wyraz,,x” wielomia-
nu F(x),

Otrzymany wynik dzielenia ., —3x" zapisuje-
my jako kolejny wyraz ilorazu Q(x).
Toczyn (x— 2] (—Ex) odejmujemy od wielo-
mianu —3x? 4 6x + 4, otrzymujac liczbe 4.

(x3—5x2+6x+4] : (x—Z)
X428 —[(x-2)-o]

_3x’ 16x+4

¥ 3y T
(x3—5x2+6x+4] : (x—Z) T

-
™.
"

—xt 424 \\
4
—3x" +6x+4 (_on. = —Bx)
3x? —6x —(x-2)-(-3x)

4



Dzielenie wiglomianu przez dwumian 259

Liczba4 jest wielomianem stopnia zerowego. Zatem 4 jest reszta z dzielenia wiel omia-
nu W przez wielomian P, czyli R(x})=4.
Torazem tych wielomiandw jest wielomian O, taki ze Q(x}=x"—3x.
Odp.: W{x}=(x"—3x}-(x—-2}+ 4 .
p.: W (x)= (2 ~3x)- (x-2)+ 4

olxy  P® R

J

Cwiczenie 17. Wykonaj dzielenie wielomianu W przez wielomian P, okresl reszte R
i iloraz Q. Zapisz wielomian W w postaci W (x}=Q(x}- P(x}+ R(x} gdy:

a) W(x): e e S T, P(x): k2

b) W(.x}: R T o P(x): Fre]

c) W(x}= X +3x" —5x° +x—38, Plx}=a—2

Uwaga

Jezeli przy dzieleniu wielomianu W przez wielomian P, gdzie P # 0, otrzymujemy wie-

lomian O oraz reszte R, to:

° W(x) = Q(Jc} : P(x), gdy R(.x} =0, (wielomian W jest podzielny przez
wielomian P)

o W(x)=0(x}-P(x}+R(x}) gdy R(x)20. (wiclomian W nie jest pockielny przez
wielomian P)

[ Prayktad 9. Wykonaj dzielenie (6x° —48):(—2x+4}.
Rozwiazanie
Zauwazamy, Ze 6x° —48=6x"+0-x*+0.x—48,
BT
(6}:3 +0-x°+ 0-x—48) : (—2x+4}
—6x" +12x° 3x% - (—2x+4)

12%%+0-x—48
~12x% +24x =« 6x-(—2x+4)

24x—-48
—24x+48 <«——— 12-(-2x+4)

0 «——— R(x)=0
Odp.: (6x°—48}:(—2x+4)=—3x" —6x-12, czyli
6x° — 48 =(—2x+4)-(-3x> —6x-12}, bo R(x)=0. ]
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Cwiczenie 18. Wykonaj dzielenie: a) (x4 + 1): (x+2} b) (8x3 + 2?): (2x+3).

Twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian

Reszta z dzielenia wielomianu W (x} przez dwumian x —r jest réwna
liczbie W (7}, czyli R(x}=W(r}.

Z (zaloienie). R —reszta z dzielenia ' T(eza): R (x}=W{(r).
wielomiamu W przez dwumian x —r. |

Dowdéd.
Dzielac wielomian W przez dwumian x —», otrzymujemy jako iloraz pewien wielomian P
1reszte R, ktorajest liczba rzeczywista, gdyz stopien reszty jest mniejszy niz stopien dziel-
nika (dzielnik x —r jest pierwszego stopnia) lub R(x}=0.

W(x}=P(x) (x—r}+R(x)

0
W(ry=P(r)-(r—r}+R(x)
R(x})=W1(r}. cld.

Cwiczenie 19. Oblicz, nie wykonujac dzielenia wielomiandw, reszte z dzielenia wielo-
mianu ¥ przez dwumian P, gdy:
2) W(x)=x’+2x*-3 i P(x)=x-1 b) W(x)=(x+4) i P(x}=x+3.

Q r Przyktad 10. Dlajakich wartodci parametru mreszta R z dzielenia wielomianu ¥, takiego
ze W(x}=3x"+2x" —5x+m, przez dwumian x—2 jest réwna —4?
Rozwiazanie
Wielomian W dzielimy przez dwumian x—2, wiec »=2 i W(2}=R(x}=—4
W(2)=3-2"42-2"-52+m=46+m,
wiec 46+ m=—4, skad m=-50.
Odp.: m=-50. J

Cwiczenie 20, Oblicz, dla jakich wartosci parametru m reszta z dzielenia wielomia-
nu ¥ przez dwurmian P jest rowna R, gdy:

a) W(x)=x3+5x2—x—n¢, P(x}zx—?;, R(x)ES,
Q b) W(x}:5x4—?x3+8x2+2x+m, P(.x):x, R(.x)zl(}(l
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rPrzyklad 11. Okresl, dla jakich wartosci parametréw a1 b wielomian Q
W(x)=2x"+ax’—13x+& jest podzielny przez kazdy z dwumianéw x—2 i x—3.

Rozwiazanie
Wielomian W jest podzielny przez dwumian:
x—2, wiec R(x}=W(2}=0,
x—3, wiec R(x)=W(3)=0.
Otrzymujemy zatem uklad warunkow:
W (2)=0
o
2.2 +0:22-13-24+b=0
{2-33+a-32—13-3+b=0

da+bh-10=10 a=1
9g+b-15=0" b=6
Odp.: a=1, b=6. J

Cwiczenie 21. Okresl, dla jakich warto$ci parametréw ki m wielomian W jest podzielny
przez kazdy z dwumiandw x—1 1 x+ 2, gdv:
a) W(x):xa—mx2+kx—m, b) W(x}:mxa—kx2+3x+k.

Uwaga
Jezeli r # r, 1 wielomian W dzieli si¢ przez dwumiany x—# 1 x—#, to dzieli sig
réwniez przez iloczyn tych dwumianow, czyli przez (x—#}-(x—# )

Cwiczenie 22. Okredl, dla jakich wartoci ki m wielomian W jest podzielny przez
trojmian O, gdy:

a) Wix)= X mx® +hx—6m i Q(x}:x2—2x—3,

b) W(x}:mf —kl—mx+k i Q(x):xz—l.

Oprocz przedstawionego sposobu dzielenia wielomianu W przez dwumian x—# istnieje
jeszcze inny sposob obliczania wspolczynnikow liczbowych wielomiamu O, kitory jest
llorazem z dzielema wielomianu W przez dwurman x —y oraz reszty R z tego dzielenia.
Jest to tzw. schemat Hornera. Q
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Schemat Hornera

Twierdzenie
Jezelil W(x}=(x—r} P(x}+R(x)gdzie W(x)=a,x"+ an_lxﬂ_] +..tax+a,
i P(x)=5b,_x""+b, ,x"7 +...4+ bx+b, to wspolczynnikami wielomianu P
sg liczby: b =)
S = e B
b=, s trby

ey

bD:a]_+r'b]_ oraz R(Jﬁ):an —I—?‘bﬂ i

Dowod przeprowadzimy, gdy wielomian W jest czwartego stopmia.

Z (zalofenie): | T(teza):
W ()= (x—r)-P(x)+ R (%) : b=
W(ix)=ax'+ax’ +ax" +ax+a, | b=tk ey
Plx)= byx’ +b,x” +bx+b, | b=a,+r-b,
|
| bD = +r'b1
| R(x}=ay+r-h
Dowéd
W ()= (=) (b + bya® + bt by }+ R(x) = W (x)=(x r)-P(x)+R(x)
=y’ (b, —.53?‘).763 +(5 —bzr)xz +(by — b )x—byr+R(x), wiec
o
Wix)= a,x + ax + e + o
(a,=b, (b, =a,
&y =iy by =t ¥,
a,=b-rb, , skad <bh=a,+r-b, . ckd.
& =hy—t-by by=a,+r-b
a,=R(x}-r-b, xR(x}:aD+r-bD

Sposob stosowania schematu Hornera pokazemy na przyktadzie.
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r Przyktad 12. Zastosuj schemat Hormera i przedstaw wielomian
Wix)= x* +2x% —3x—10 w postaci Wix)=(x-2}-P(x}+R(x}
Rozwiazanie

W(x}zl-x4+0-x3 +2-x2+(—3}-x—10

1 0 2 —3 -10
+ = - -
2 4 12 18
| A ol o A
o m wm
r=2 w2 B2 B2 B2 y
1 2 6 9 3

P(x):l-x3+2-x2+6-x+9 i R(x}:S.

Schemat mozemy rowniez przedstawic w tabeli.

1 0 2 -3 | -10
F=2 21122126129
1 2 6 9 8

Odp.: W(x):(x—E)(x3+2x2+6x+9]+8. J

Uwaga
Jezeli W (x}=(x—r} P(x}+R(x), gdzie W(x}=a,x" +a,x° +a,x°" + @ x +a,

P(x)=b,x" + byx” +bx+ by, to schemat Hornera mozna przedstawié¢ w tabeli.

LR t & ey
: - - - -

Yol rb | #ob, | -8 | 75
b b | b | B | RO

Schemat Hornera mozemy stosowac tylko wiedy, gdy dzielimy wielomian przez

dwumian postaci x —r» (przy zmiemnej x znajduje si¢ wspolczynmk 1).

Cwiczenie 23. Zastosuj schemat Homera i przedstaw wielomian  w postaci
Wi(x)=(x—r) P(x)+R(x) gdy: ) r=31W(x)=5x"+3x-1,
by r=-21 W(x) — 2% —4x+ A c) r=—1, W(x): 2xtaxt ot —x—l,
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Odpowiedzi do ¢wiczen

16. 36 —6x+5 170 W(x)=(x+2)("+1}-4, b) W(x)=(x-1)x*-22+1}-2,

9 W(x)=(x-2)(x" +2> 47" +9x410)4. 0. 18.0) (x+2)(x’ —2x” +4x-8)+17,

b) (2x+3){F —6x+9).  19.2) R(x)=W(1)=0,0) R{x)=F(-3)=1  20.a) m=064, b) m=100,

21. a) ﬁ::—%, m:—%, b) k=6, m==3

22.a) k=-11, m=2, b) keR, me R Wskazdwka. a) Q{x)=(x+1}){x-3), b) Q{x)=(x+1){x-1),

23.8) W(x)=(x—3){5x+18)+53, b) W {x)=(x+2){2:" ~4x+4) 5,

O W(x)=(x+1){-25" + 3%~ 4x+3) -4

Zadania utrwalajgce
12.15. Wykonaj dzielenie wielomianu P przez wielomian ¢, gdy:
a) P(x)=x"-4x"—6x+9 i Q(x)=x-1,
b) P(x)=3x"+11x"+8x—4 i O(x)=3x-1,
¢) P(x)=3x"-13x" +16x-4 i Q(x)=x-2,
d) P(x)=x"-1 i Q(x)=x-1.
12.16. Wykonaj dzielenie:
a) (3x*+ a7 — 2045} (x+2) b) (¥°+2x* - 26" + x+2}:(x—2)

) x°:(x+1), d) (x*-16x}: (x-2) e) (x' -1}: (x—1}.

12.17. Wykonaj dzielenie wielomianu W przez wielomian P, a nastepnie zapisz wie-
lomian W w postaci W (x}=0(x} P(x)+R(x) gdzie O jest ilorazem, a R reszta

z dzielema.

a) W(x)=3x"-4x*+2x-7 i P(x}=x+3
by W(x}=x"-3x"+3x-1 i P(x)=x+L

¢) W(x}=3x"-3x+2 i P(x)}=x-2,

d) W(x}=2x"+x" +4x+3 i P(x)=x-1

12.18. Oblicz wartos¢ wielomianu ¥ zmiennej x, gdy x = ». Podaj wielomian, ktory jest

1lorazem wielomianu W przez dwumian x —», gdy:
a) W(x):x3—3x2—2x+2, Pl b) W(.x):f—xz—x—l ¥=12
) W(x}:xa—zxz—erZ, F=1 d) W(x):7x3+2x2—28x—8, g
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12.19. Oblicz reszty z dzielenia wielomianu W przez kazdy z dwumiandw podanych obok.
aQ) W(x)=x" +3x"-4x-12, »+1l, x+2, x+3

by W (x)=4x"-19x"+13x-4, x+1, x-2, x-4.

12.20. Oblicz, dla jakich wartosci parametru m reszta R z dzielenia wielomianu W¥ przez
wielomian P jest rowna R, gdy:

a) W(x]:3x3+2x2—5x+m, P(x}:x—?g R(x}:Z,
b) W(x]:x4+x3+x2+x—m, P(x}:x, R(x}:2004,
C) W(x}:2x5—x4—x3+x2—x+m—l, P(x]:x+l, R(x}:99.
12.21. Podaj przyklad wielomiam ¥ tizeciego stopnia, ktory jest podzielny przez wielo-
mian Q, gdy:
a) O(x}=x+2, b) O(x}=(x-2}(x+3)}, ¢) O(x}=(1-3x}(1+3x)

12.22. Podaj liczbe, jaka nalezy dodac¢ do wielomiamu W, aby byl on podzielny przez
dwumian x+ 2, gdy:

a) W(x):x3, b) W(x):2x3+4x, C) W(x}:x3—6x2+x—6.

12.23. Oblicz, dla jakich wartogci parametru m reszta z dzielenia wielomianu W przez
dwumian x+ 1 jest rowna —11, gdy:

a) W(x)=x+2x" +m’x—8, b) W(x)=x"—m’x" +mx—8.
12.24. Oblicz, dlajakich wartosci parametru m reszta z dzielema wielomianu
W(xy=x""+3x+2—|m|| przez dwumian x+1 jest réwna 4.

12.25. Oblicz reszig z dzielenia, me wykonujac go.
a) [xg —(a—l)f —ax+2a+ 1} : (x—l),

b) [x3—(a—l}xz—ax+2(z+1]:(x+l},
C) (ag—3azb+9abz+ba):(a—b},
d) [.xa —(a—b)f +(a2—bz)x—(a+b}3}:(x—a—b).

12.26. Wielomian W (x)=x" +ax” + bx+3 jest podzielny przez tréjmian x° -1
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu ¥ przez dwumian x + 2.
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Pierwiastki wielomianu jednej zmiennej i twierdzenie Bézouta

Pierwiastkiem (miejscem zerowym ) wielomianu W nazywamy kazdg liczbe
rzeczywistg r, dlaktorej W (r}=0.

( Przyktad 13. Sprawd?, czy liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu ¥, gdy
Wx}=x"—2x>—2x—3. Wykonaj dzielenie wielomianu ¥ przez dwumian x —3.

Rozwiazanie
_ _ o _ _ | 2+ x+l
Sprz.lwdzamy, czy liczba 3 jest pierwiastkiem wie- | (xg T 3] (x-3)
lomianu W | 3 2 0
W(E)eB 2870 BB=0 = ]
( )_ e TET TS | x2—22—§
W(?!) =1, | —x"+3x
Odp.: Liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu 7. | 0 %
—x+
| x
|

0 R(x)EO J

Cwiczenie 24. SprawdZ, czy liczba —2 jest pierwiastkiem wielomianu P, gdy

P(x}=x"—x" —6x. Wykonaj dzielenie wielomianu P przez dwumian x + 2.

Twierdzenie Bézouta
Liczba rjest pierwiastkiem wielomianu W (x} wtedy i tylko wtedy, gdy

wielomian W (x} jest podzielny przez dwumian x — .

Twierdzenie mapostad rownowaznosci, Ralezy wiec udowodnicé dwa twierdzenia (proste i odwrotne).

Twierdzenie proste
Jezeli liczba r jest pierwiastkiem wielomianu W, czyli W (r}= 0, to wielomian W (x} jest
podzielny przez dwumian x — 7.

Z (zalofenie). W(r)=0. : T (teza): Istnieje taki wielomian P(x}, ze W (x}=(x—#} - P(x).

Deowadd:

Wielomian ¥ mozna przedstawi¢ w postaci W (x}=(x—r} - P{x}+R(x}.

W(r]zo 1 W(r):(r—r)-P(r)+R(x), wiec 020-P(?)+R(x}.

Zatem R(x)=0, wiec W{x}={(x—r}-P(x} ckd.
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Twierdzenie odwroine
Jezeli wielomian W (x} jest podzielny przez x —r, to liczba r jest pierwiastkiem
wielomianu ¥, czyli W (# }=0.

Z (zalolenie): | T (teza):
Istnieje taki wielomian P(x), ze W (x}=(x—7} P(x). | Wi(r}=0.
Dowéd:

Wi(r}=0-P(r}=0. ckd.

Cwiczenie 25. Wielomian tizeciego stopria jest podzielny przez dwumiany x+ 3, x— 2
1 x+ 5. Podaj pierwiastki tego wielomianu.

rPrzyklad 14. Liczba?2 jest pierwiastkiem wielomianu ¥, gdzie W (x} = x* +2x° —3x-10.
Przedstaw wielomian W w postaci illoczym dwoch wielomiandw stopnia nmizszego mz 3.
Rozwiazanie
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W, wigc wielomian ten jest podzielny przez
dwumian x—2.

Otrzymujemy iloraz, ktory jest
wielomianem o wspolczynnikach

1,415, czyli ¥ +4x+5.
Odp.: W(x):(x—E)(x2+4x+5]. _J

20 W(x) : (x—z} =x2 4+ 4x+5,
Zzatem W(x}: (x—Z}(xz +4x+ 5].

I sposob I/ sposob
10 D oy 3 : Wielomian ¥ dzielimy przez
(xs AP 10]  (x—2) | x —2, stosujac schemat Hormnera.
3 3 L
A L | 1| 2 | =3 | -10
4x° —3x | |
—4x* +8x | | + - +
5x-10 | 2 2:1 | 2-4 | 2:5
—5x+10
xio | 1 4 5 0
|
|
|

Cwiczenie 26. Liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu W, takiego ze
W(x)=x"—4x" +2x+7. Przedstaw wielomian ¥ w postaci iloczynu dwoch

wielomianow stopnia mzszego mz 3.
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Twierdzenia o pierwiastkach wielomianu

Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu
Jezeli liczba catkowita #, takaze # = 0, jest pierwiastkiem wielomianu ¥ okreslonego
wzorem W(x)=ax”+a_x"" +..+a5x+a, o wspolczynnikach catkowitych,

gdzie @, #0 1 n=1, to liczba r jest dzielnikiem wyrazu wolnego a;.

Z (zaloienie). W(x)=ax"+a, x" " +.+ax+a, | T (feza). Liczba rjest
gdrie o, €27, a,_€Z,.., a cZ, dzielnikiem liczby 4 .

a,€Z, W(r}=0,gdzie re Z\{0}.

Dowod: W(r) =0 © a4+ aﬂ_lr”_l +oo@p gy =0

n

n -1
ﬂnr + ﬂn_lr + aan + ﬂlr = _aD
) -1 n-2 _
F ani" + aﬂ_lr g al = —ao.

Lewa strona rownosci & jest iloczynem dwoch liczb catkowitych:

¥ Oraz (anr”"l I e al]. Zatem liczba r jest dzielmikiem liczby «;. ckd.

Cwiczenie 27, Wypisz catkowite dzielniki wyrazu wolnego wielomianu W, gdzie
Wx}=x"+2x" - 2x° +2x 3, anastepnie sprawd?, ktéry z nich jest pierwiastkiem
tego wielomianu.

( Przyktad 18. Oblicz pierwiastki catkowite wielomianu W (x}=2x" +5x" —11x +4.
Rozwiazanie
a, =4, wiec pierwiastkow catkowitych wielomianu W szukamy wsrdd catkowitych
dzielnikow liczby 4, czyli wérdd liczb: 1, -1, 2, -2 4, —4.

Wi1}=2-1"+51°-11-1+4=0, wiec ¥ (1)=0 1 jest pierwiastiiem
catkowitym
W(~1}=2-(—1) +5-(=1) =11 (-1} + 4=18, wiec W(-1)=0 wielomiara.
W(2)=2-2°+5-2°-11-2+4=18 wiec W(2)=0
W(-2)=2-(=2) +5-(—2) —11-(-2}+4 =30 wiec W(-2}=0
—4 jest plerwiasthiem
W(4)=2-4"+54°—11-4+4=168, czyli W(4)=0 catkowitym

wielomiar.

W(—4)=2-(—4} —|—5-(—4) —11-(—4}+4=0 czyli W (-4)=0.
Odp.: v, =—4, x,=1 J
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Cwiczenie 28. Oblicz pierwiastki catkowite wielomianu:

a) Wix)= datopdyfiapea] ) Wi(x)= 3t e dpto

Uwaga

Liczba 0 jest pierwiastkiem kazdego wielomianu, w kidrym wyraz wolny jest rowny 0.

Wixl-ax +ta, x +titox tex— x(ahxn_] ta, X" tta,x+ay ]

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu
Jezeli wielomian W o wspdlczynnikach calkowitych ma pierwiastek wymierny

rozny od 0 w postaci nieskracalnego utamka E, to licznik tego uwlamka jest
i

dzielmkiem wyrazu wolnego, a mianownik dzielnikiem wspolczynmka przy
najwyzsze] potedze zmiennej.

Z (zedolenie). T (teza):
W(x) =a,x + aﬂ_lx”_l +..Fax+a, Liczba:
gdzie wspdlezynniki @, a,_, ..., @, q, a, p jest dzielnikiem wyrazu a,,

g jest dzielnikiem wyrazu a,.

|
|
|
|
sg liczbami catkowitymi, oraz W[Ej =0, :
¢
gdzie P jest wymiernym nieskracalnym ulamkiem, |

|

|

Dowdd: Jezeli liczba wymierna P jest pierwiastkiem wielomianu W, to

pn pn—l pn—2 pZ p
a, ?—l- a, gﬂ—l +a , . Skl bl = (.

Po pomnozeniu obu stron rownosci przez ¢~ olrZzymujenty

—

2,0t +a, qp" e, g P Y ag T pt valg ey =0,

Stad po odpowiednich przeksztalceniach mozemy otrzymac rownosci:

1 plap ™ +a, 97" " +a,,0°p" " +.+ag"  p'+ag |=—q"a,

2 ap =—g(a, . p" +a,.0' P+ e P e  p+a”)
Liczby p 1 g sg wzglednie pierwsze, wigc z rownosci 1 wynika, Ze liczba p jest dzielmi-
kiem g, azrownosci 2 wynika, ze liczba ¢ jest dzielnikiem a C.1. 1L
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Q rPrzykiad 16, Wielomian W (x)=4x" —8x” —x+2 ma pierwiastki wymierne. Wypisz
wszystkie mozliwe liczby, ktdre moga by¢ pierwiastkami wielomianu .
Rozwiazanie
a,=2, wWigc pe {_2, -1,1 2}, P —dzielniki wyrazu wolnego
—dzielniki wspdiczynnika prz
a, =4, wiec ge{—4,-2,-11,2,4). - S

najwyZszej potedze zmiennef

it F & { 7 _1 1 111 L2 £ _moziiwe pierwiastki
= B R SRR, et s Y Vo ; i
¢ 4 4 2 wymierne wielomian W _J

Cwiczenie 29. Wielomian W (x}=8x"+12x*> - 2x—3 ma trzy pierwiastki wymierne.

Wypisz wszystkie mozliwe liczby, kidre moga by¢ pierwiastkami wielomianu .

[ Przyktad 17. Sprawdz, czy wielomian okreslony wzorem W (x}=2x" —3x* +3x—1 ma
pierwiastki wymierne.
Rozwiazanie
a,=-1 wiec pe{-11}

a, =2, wiec ge{-2,2}, skad Ee{il,i%}.
¢

Sprawdzamy, czy wielomian ¥ ma pierwiastki calkowite:
W(—1}=2-(=1Y =3-(=1)° +3-(=1)—1=—9, wiec W (—1}=0,
wil)=2-1"-31"+3-1-1=1 wiec W (1}=0.

Zatem wielomian W nie ma pierwiastkow catkowitych.

Sprawdzamy, czy wielomian ¥ ma pierwiastki wymierne, ktore nie 83

liczbami catkowitymi:

e () (4 e e o
(OGRS

Odp.: Wielomian ¥ ma jeden pierwiastek wymierny réwny %

Cwiczenie 30. Sprawdz, czy wielomian W, gdzie W (x}=3x" —2x* —3x+2,
Q ma pierwiastki wymierne.
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Uwaga
Jezeli liczby x, x,, ..., x, 53 plerwiastkami wielomianu W zmiennej x, to wielomian ten
mozna przedstawic w postaci
Bl —als nllc nbie ol
gdzie a 20 i P(x} jest wielomianem.
e Wielomian stopnia » ma co najwyzej n pierwiastkow.

¢ ‘Wiclomian stopnia meparzystego ma co najmmnie] jeden pierwiastek.

rPrzykIad 18. Podaj przyklad wielomianu W zmiennej x trzeciego stopnia, ktorego jedy-
nymi pierwiastkami sa liczby: a) -2, 1,5, b) -1 0.
Rozwiazanie
a) st (x}]=3, aliczby -2, 1, 5 sa pierwiastkami J¥, wiec ma on postac
Wix)=a(x+2)(x—1}x—5) gdzie a=0.
Np. gdy a=3, mamy W (x}=3(x+2}{x—1}{x—5)=
=3(x’ —4x" —7x+10)=3x" —12¢" - 21x + 30.

by W(x)=a(x+1F(x—0) lub W(x)=b(x+1)}(x—0), gdzie a0, b=0.

Np. gdy a=1 mamy W {x}= (x+1}2 (x— 0} =x" +2x° +x. J

Liczbe r nazywamy k-krotnym (gdzie & < ») pierwiastkiem wielomianu W
stopnia n, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez (x—r)° i nie jest podzielny

przez (x—r )",

Cwiczenie 31. Podaj przyklad wielomianu W zmiennej x czwartego stopnia, ktérego
jedynymi pierwiastkami sg liczby: a) -2, -1, 0,3, b)-51, c¢)2.

[ Prayktad 19. Oblicz pierwiastki wielomianu W (x) = 3x(x—1)(x+2)(x—6
Rozwiazanie
Aby obliczy¢ pierwiastki wielomianu zapisanego w postaci iloczynu czynnikow, nalezy
kazdy czynnik zawierajacy zmienngx przyrownac do zera.
W(x}=0, gdy 3x=0 lub x—1=0, lub x+2=0, lub (x—6)2 =i,
x=0 lub x=1, lub x=-2 Tub x=6.

R

Odp.: =2, 0, 1, 6 (liczbe 6 nazywamy dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu). J Q
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Cwiczenie 32. Podaj pierwiastki wielomianu W {x}={x—3) (x+2) {x+3) Okresl
krotnos¢ kazdego z tych pierwiastkow.

Odpowiedzi do éwiczen

24.Tak 25 m=-5, 5 =-3, =2 26 W(x):[x+])(xz—5x+7). 1 W B .
= 3
8

28.a) x=-1 D) x=-1 x=1 x=0 29 ]l i

7 3

|

2
12:!:-8:

=

30. e =—1, X3 =§, JC3=1.

31 Np.: a) Wix) =3x{x+2){x+10){x=3), b) W(x)=4{x+5) (x=1), o W(x)=2{x-2)"
32,3, -2, -5, 3 —pierwiastek trzykrotny, —2 —pierwiastek dwukrotny, —3 —pierwiastek jednokrotny.

Zadania utrwalajgce

12.27. Sprawdz, kiora z liczb -2, 0, 1 jest pierwiastkiem wielomianu P, gdy
P(x} = x*+2x%—3x.

12.28. Liczba r jest pierwiastkiem wielomianu W. Przedstaw wielomian W w postaci ilo-
czynu dwoch wielomandw stopni nizszych niz stopien wielomianu W, gdy:
a) W(x):x2—3x—4, F=—1 b) W(x]:—x3+6x+4, F==2
C) W(x}=x4 42X +6x-9, r=1, d) W(x)=x5 _3xt _2x* 1 T7x -3, r=3

Q 12.29. Oblicz, dla jakich wartosci parametru s liczba x, jest pierwiastkiem wielomianu W,

gdy:
a) W(x):x3+x2+m+L Ryl b) W(x):—2x3+x2—mx+3, =3,

12.30. Oblicz, dla jakich wartosci parametréw ai b wielomian W (x}=x" —2x> +ax+b
jest podzielny przez dwumiany x—4 1 x+ 1.

12.31. Oblicz, dla jakich wartosci parametréw « 1 b wielomian W jest podzielny przez
wielomian P, gdy:
a) W(x) —ax +Axt —2x— b, P(x) —2x% 4 2x— 4,

b) W(x}:f —3x>—2ax+b+1, P(x):x2—5x+ 6.

12.32. Oblicz wszystkie catkowite pierwiastla wielomianu W, gdy:
a) W (x)=x"-3x" -4, b) W (x)=x"+4x"+3
Q C) W(x}=x3+6x2+11x+6, d) W(x)=x4—x3—7x2+x+6.
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12.33. SprawdZ, czy wielomian ¥ ma pierwiastki wymierne, gdy: Q
a) W(x)=24x"+10x° - Tx -2, b) W(x)=12x"+32x" +3x-5,
¢) W(x)=3x"+2x>-5x-10, d) W(x)=12x"+x’ —18x" — x + 6.

12.34. Oblicz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu W, gdy:

a) W(x):xa—xz—Sx—ﬁl, b) W(x]:4x3—7x—3,

¢) W(x)=4x"—4x"—3x+2, d) W(x)=2x —x"—Tx+6.
12.35. Uzasadnij, ze wiclomian ¥ nie ma pierwiastkow wymiernych, gdy:
B ) ()= 2 3241 b) W (x)=2x" +7,

C) W(x}:x4—3x2+5x—4, d) W(x):xzms—x+1.

12.36. Podaj pierwiastki wielomianu ¥, gdy:
a) Wix)=x(x+2)(x-3}(x+4) b) W(x)=(x—1}{x—2}(x—3),

¢) W (x)==3x(1-x)(x-2)(7+x), d) W(x)=7(x—B}(x+2)(x-7}(5-x).
12.37. Podaj pierwiastki wielomianu ¥ 1 okresl ich krotnosci, jezeli:

a) W(x)=(x—1}{x+3), b) W(x)=(x+3) (x-1Y,

) W (x) :x(x+2)3, d) W(x)= —3(31:—?)2 (l—xz](xz —5x+ 6]. Q

12.38. Uzasadnij, ze liczba -1 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
El— W(.x): xt+3x° —5x-3.

12.39. Podaj przyklad wielomianu W zmiennej x:
a) trzeciego stopnia, b) czwartego stopnia, C) 8Z0stego stopnia,
ktorego jedynymi pierwiastkami sa liczby -2, 11 5.

12.40. Podaj przyklad takiego wielomianu W zmiennej x czwartego stopnia, ktdrego jedy-
nymi pierwiastkami sgliczby:
a) 2, 3, -5, -7, b) —L 2,4, c) 0, 2, d) 0.

12.41. Liczby 1, 2 1 3 s3 trzema pierwiastkami wielomianu W okreslonego wzorem
W(x}: ax’ +bx’ +cx+d, gdzie a= 0.
7 (0)

(-1}

a) Przedstaw wielomian W w postaci iloczynowej.  b) Oblicz
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Rozktadanie wielomiandéw na czynniki

Zasadnicze twierdzenie algebry

Kazdy wielomian jednej zmiennej stopnia wyzszego niz dwa mozna przedstawic
w postaci iloczynu czynnikow, kiore sa wielomianami pierwszego lub drugiego
stopnia, ktorego nie mozna rozlozy¢ na czynmki liniowe.

Dowod tego twierdzenia pomijamy, poniewaz wykracza on poza wiadomosci podstawy
programowej.

7 zasadniczego twierdzema algebry wymnika, ze istmeje rozklad wielomianu co najmmiej
trzeciego stopma na czynniki, ale nie wskazuje metody znalezienia tego rozkltadu.

Nie zawsze potrafimy znaleZ¢ taki rozklad. 7 twierdzenia tego wynika wmniosek:

Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pierwiastek,

kiorego prawdziwosc uzasadmimy.

Uzasadnienie

Nie wszystkie czynniki, na ktore rozklada sig¢ wielomian meparzystego stopma, sg stopnia
drugiego, bo 1loczyn czynnikow drugiego stopmnia jest wielomianem stopnia parzystego.
Zatem wsrdd tych czynnikow istnieje co najmniej jeden wielomian pierwszego stopnia

postaci ax+ b, gdzie a= 0. Pierwiastkiem tego czynnika jest liczba —Q, ktora jest pier-
o
wiastkiem wielomianu nieparzystego stopnia. C.H1L
Cwiczenie 33. Czy jest mozliwe, by wielomian:

a) drugiego stopnia nie mial pierwiastkow,
b) trzeciego stopnia nie mial pierwiastkow?

Wielomiany mozemy rozkladaé¢ na czynniki, stosujac wzory skréconego mnozenia.
Pokazemy to na przyktadach.

( Przyktad 20. Stosujac wzory skréconego mnozenia, roztdz na czynniki wielomian:
2 2
ay Wix)= (x2 -+ Zx] +2(x2 + Zx] +1, by W(x)= (x2 + 9] —36x7,
C) W(x} = x*-64.
Rozwiazanie

2
a) Wix}= (.x2+2x)2+2(x2 +2x)+1= & +2ab+8 =(arb)

odzie a=x"+2x [ b=1

= (%" +2x+ 1]2 = [(x+ 1)2]2 =(x+1)’,



Rozkfadanie wiglomiandw na czynniki 275

b) () [ +9) —36x" = (37 +8) ~(62)" - e
:(x2+9—6x)(x2+9+6x):(x_3}2 .(x_|_3}2,
C) W(x) —x®_64 = (x3]2 o (x3 —8]():3 +8):

az—bz—(a—b)(a+b)
= (x—Z}(x2 +2x+4](x+ 2}(x2 —2x+4].

, ; a B _(aib)(a2$ab+bz)
Wielomiany x” +2x+4 1 x"—2x+4 nie rozkladaja sie na czynniki.

Odp.: a) W (x)=(x+1}, b) W(x)=(x-3) (x+3),
¢) W (xy=(x—2}x+2) (x2+2x+4](x2—2x+4]. J

Cwiczenie 34. Stosujac wzory skréconego mnozenia, rozléz na czynniki wielomian:

a) Wix)= (xz—x]z +2(x2—x)+1, b) ¥ (x}= (x2+4)2—16x2, C) W(x}:xﬁ—ff'g.

rPrzykIad 21. Rozldz na czynniki wielomian:

a) W(x)=x"+1 by W(x}=x*-3x"+9

Rozwiazanie

a) W(x):x4+1:x4+2362+1—2x2: 0 2x% 257

— (@ +1) (N2} = -8 —(a-b)(a+D)
:(xz +1—J§x](x2 +1+J§x].
Wielomiany x —2x+11 ¥* +V2x+1 nie rozkladaja sie na czymmlki.
b) W(x):x4—3x2+9=x4+6x2+9—9x2= —3x% 6% — 9
:(x2+3)2_(3x)2 e =8 _(a=b){a+b)
:(x2+3—3x)(x2+3+ Sx).
Wielomiany x° —3x+3 i x”+3x+ 3 nie rozkladaja sie na czynniki.

Odp.: a) W(x):(xz—ﬁerl](szrﬁerl} b) W(x}:(x2—3x+3)(x2+3x+3]. _J

Cwiczenie 35. Rozléz na czynniki wielomian:
a) W{x)=x"+16, b) W(x)=x"—2x"+4.

Jedna z metod rozkladu wielomianu na czynniki jest metoda grupowania wyrazow tak,
by wylaczyc¢ z tych grup wspolny czynnik przed nawias. Pokazemy to na przyktadach.
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( Przyktad 22. Stosujac metode grupowania wyrazow, roziéz na czynniki wielomian:
a) Wx)= ¥ +3x° —4x-12, b) W (x) g e Ran |

Rozwiazanie
3 2
a) W(x} = (x +3x ]+ (—4x - 12} = Grupujemy wyrazy.
=x° (x + 3) -2 (x + 3) = Witgozamy wspdiny czynnik z kazde] grupy wyrazow.
= (x + 3}(:62 - 4] = Wirgezamy wspolny czynnik.,
= (.x + 3}(x — 2} (x - 2}, Sosujemy wzor skrdconego muoZenia.

b) W(x)= (2 (= 1) = (P =L (1= e
:(x2+1)(x3 —1):(x2+1)(x—1}(x2+x+1).

Odp.: a) W (x)=(x+3)(x—2)(x+2) b) W(x}=(x +1}{x—1}(x"+x+1) )

Cwiczenie 36. Stosujac metode grupowarnia wyrazow, roztéz na czynniki wielomian:
A W(x)=x"-x"+x-1 b) W(x}=9x"-4x> -27x+12.

rPrzykiad 23. Wielomian W, gdzie W (x}=x"—13x+12 rozléz na czynniki mozliwie
najnizszych stopni.

Rozwiazanie
—13%x

W(x):x3—13x+12:x3m+12:
= (2’ —x}+(-120+12)=x(x" —1}-12(x -1} =
= x(x—1)(x+1)}-12(x —1) = (x—1)[x(x +1)—12] = fjjgjlji},
=(x—1}(x* +x-12}=(x-1)(x+4)(x-3) e

Odp.: W(x}t=(x-1}x+4}x-3). _J

Cwiczenie 37. Wielomian W, taki ze W(x)=x"+6x+7, 10ztdz na czynniki mozliwie
najnizszego stopmia.
Cwiczenie 38. Wielomian P rozléz na czynniki i podaj jego pierwiastki, gdy:
a) P(x)=2x"—6x7, by P(x}=5(x—2)+x(x—2),
&) P(x)=(x+1)° —3(x+1), d) P(x)=2x"+x>-2x—1
Jezeli znamy pierwiastek wielomianu lub potrafimy go wyznaczyé, to do rozkladu tego
wielomianu na czynmniki mozemy stosowac twierdzenie Bezoute’a.
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rPrzykIad 24, Liczba -3 jest pierwiastkiem wielomianu G{(x)=x" +4x" + x— 6. Roztéz

ten wielomian na czynniki.
Rozwiazanie
1 sposob

Zapisujemy wielomian ¢ w takiej postaci, by z grup wyrazow mozna bylo wylaczy¢

przed nawias czynnik x + 3.

o (x+3) x-(x+3) 2-(x+3)
ey el gy
G(x}:x3 + 4P+ x—6=x"+3x°+x° +3x—2x— 6=
e

452 X
=x*(x+3)+x(x+3)-2(x+3)= (x+3}(x2 —|—x—2): =2 (x=1)x+2)
=(x+3}(x-1}{x+2).

I sposob

1° Wykonujemy dzielenie 2° Rozkladamy na czynniki tréjmian

|
gD : y=x'+x-2

(x3+4x2+x—6) i (x+3} | x2+x—2:(x+2}(x—1}.
—x3 —3x? :
xl+x |
—x? —3x |
—2x—-6 |
Zx+6 |
0. |

Zatem G(x}=(x+3}{x+2}(x—1}). J

Cwiczenie 39. SprawdZ, czy liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu P, gdzie
Plx)= %" +2x% —35x—6. Jesli tak, to roztéz ten wielomian na czynniki.

Odpowiedzi do éwiczen

33.9) Tak, Bynie.  34.a) W(x)=(x —x+1)’, B) Wlx)=(x-2) (x+2),

€) W(x)=(x=3)(x+3)(x* ~3x+5)(x" +3x+9),

35.8) W(x)=(x" ~ 2T +4)(* + 22 44}, B) W(x)=[x" B+ 2} + fBx+2}.

36.0) 7 (x)=(x-1){5" +1} ) W(x)=(9x-4)(x++F) (-5}

37. W(x)=(x+1)[x*=x+7)  38.a) P(x)=2x"(x-3),0,3, b) P(x)=(x-2)(x+5), -5,2,

) P(x):[x+])[x—2),—1,2, d) P[x):l:x+1){x—])[2x+l), -1, 1, —%. 39, Tak, P[x):(x+1)(x+3)[x—2).
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Zadania utrwalajgce
12.42. Zastosuj wzory skroconego mnozema i roztoz wielomian W na czynmki, gdy:
a) W(x):xz—x+i, b) W(x):8x3+27’, C) W(x}:8x3+12x2+6x+],

d) W (x}=125x" -8, e) W(x)=81x*-16, 0 W(x)=(x—1) +8.

12.43. Zastosuj metode wylgczania wspolnego czymnika poza nawias i roztoz wielo-
mian ¥ na czymniki, gdy:
a) Wix)= x* (x+2}—4(x+2}, b) W (x)= x’ (x—1}—(x—1},

C) W(x}:x(x2—6x+9]—3(x2—6x+9], d) W(x):(x2—9](x+2}+3(x—3}.

12.44. Zastosu) wzory skroconego mnozenia 1 roztoz na czynniki wielomian:

a) W (x)=(*+4) —4(x’+4}+4 b) W (x)=—x" — 4x* — 4x’,

c) W(xy=(x—-1) —81{x+2)", d) W (x)=64(x+3)" +(x+3),
e) W (x}=256x"+1, 0 W(x)=x"+2x*+1,

g) W(x)=x"(x+2) -9x, hy W (x)=x*(x—7) —36x.

12.45. Zastosu) metode grupowania wyrazow 1 rozldz wielomian W na czynmki, gdy:
a) W(x):x3+7x2—x—7, b) W(x]=2x3+x2—8x—4,

¢y W(x)=2x*-3x" +2x-3 d) W(x)=7x"+2x"-21x 6.

12.46. Wyznacz jeden wymierny pierwiastek wielomianu W, a nastepnie rozloz wielo-
mian ¥ na czynniki, gdy:
a) W(x):x3+5x2+3x—9, b) W(x):x3—9x2+15x—7.

12.47. Rozldz na czynniki wielomian W, gdy:
2
a) W(x):(xz—ﬁ] —x"+5, b) W(x):x5+2x4—8x2—8x,
c) W(x}= X —2x° —x—6, d)y W(x)= x—2x =2 +4x” +x-2.
12.48. Wiedzac, zeliczba »jest pierwiastkiem wielomianu W, oblicz wartos¢ parametru m,
a nastepnie rozl6z wielomian W na czynniki, gdy:
a) W(x): X 4+5x>+2x+m, r=-4, b) W(x]: X +2x+mx—10 F=2,

C) W(x}=6x3+m2 +48x— 20, rzé, d) W(x):2x3+9x2+mx—3(}, F:—%.
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Rownania wielomianowe

e
P ey
Natine 1o
Lrefinicja

Réwnanie W (x}=0 , gdzie W jest wielomianem, nazywamy réwnaniem

wielomianowym.

Rozwigzanie réwnania # (x}=0 polega na obliczeniu pierwiastkoéw wielomianu .
Przy obliczaniu pierwiastkow wielomianu W stosujemy metode:
¢ rozkladu wielomianmu na czynniki,

¢ podstawienia pomocniczej Zmiennej.

Jezeli wielomian W wrdwnariu W (x )= 0 ma postaé iloczy- a-b-c=0 wtedy i tylko
nows, to korzystamy z wlasnosci iloczynu: iloczyn czynni- wtedy, gdy
kow jest rowny zero, gdy jeden z nich jest zerem. @=0lub b=0,Tub c =0

Cwiczenie 40. Rozwiaz réwnanie:
a) (x—2)(x+3}=0, b) 2x(x—1)=0, ¢ (x—1) =0.

f Przyktad 25. Rozwiaz réwnanie:
a) (1-x)(2x—3)(6x+2) =0, b) ~Sx(x++3 (4-3x)=0.
Rozwiazanie

a-b-c=0,gdy a=0ub b=0fub c=0

a) (1—x}(2x—3)(6x+2}:(} i b) —5x(x+,\[§]2(4_3x):(}
l-x=01ub 2x—3=0,1ub 6x+2=0 | x=01ub x+3=01ub 4-3x=0
I
I
|

3 1
x=1Tub x=, lub x=—— $=0 lub x =3, lub x= =,
2 3 3

Cwiczenie 41. Rozwiaz réwnanie:

a) 3(v2-x}(4x+2)(7-x) =0, b) —8x(3x-3)(VBx+2}=0.

Metode rozwiazywania rownan wielomianowych opisana w przyvkladzie 25. moznastosowac
tylko wtedy, gdy po jednej stronie rownamnia jest iloczyn czynnikow, a po drugiej liczba 0.
W matematyce najczescie] rownanie jest podane w postaci réwnosci sum algebraicznych.
Metode sprowadzenia sum algebraicznych do postaci illoczynowe] pokazemy na przykladach.
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[ Przyktad 26, Rozwigz rownanie: a) ¥’ +x=2x°, b) x°(x—1}=2(x-1}
Rozwiazanie
a) X +x=2x" Grupujemy wszystkie wyrazy

P2 ix=0 po jednej stronie rowhnanica.

R (xz x4 1] —0 Wapdiny czynnik x wytqezamy

przed nawias.

x=0 lub x* —2x+1=0 R G
(x—1) =0, skad x=1.
b) x(x-1)=2(x-1)
o (x-1)=2(x -1} =0 i v
(x—l}(x2 —2)= U Wapélny czynnik x-1
920 ik =220 wylgczamy przed nawias.
x=11ub x=+2, lub x=—/2
Odp:a) =0, x,=1 b) x,=—2, x,=1 x,=+2. )

Cwiczenie 42, Rozwiaz réwnanie:

Q) x —4x=0, b)2x*(x+3)=18(x+3) <) 5x2[1—x+ix j:(}.

( Przyktad 27. Rozwiaz rownanie: a) x” —3x°+4x—12=0, b) ¥’ +x* —x—1=0.

Rozwiazanie

a) X —-3x% +4x-12=0
(xa _ 3x2 ) i (4x . 12} 0 CRRUPLLEMY WY FAZy.
Whigczamy przed nawias wspolny czynnik
Px-N+Hx-3=0 z kaZdej grupy wyrazow.
( x— 3} ( ¥+ 4] =0 Witgozamy przed nawias wspdiny czyanik x- 3.

x—3=0lub x*+4=0 —réwnanie nie ma rozwiqzanic
r=

b) X 4x-x—1=0
(x3 4 x2] i (—x— 1} e GrUpiLjemy Wy razy.
Wilgezamy przed nawlas wapolny czynnik
x° (x+1)—-1-(x+1)=0 z kazdej grupy wyrazow.
( s 1} ( e 1) i) Witgezamy przed nawias wspdlny czynnik x+1.

x+1=0 1lub x*>-1=0
xi==] lub w=-1, b=, czyli wyp=-1, x=1, J
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Cwiczenie 43. Rozwiaz réwnanie: a) x* +2x° —4x—8=0, b) 3x’ —3x° +4x—4=0.

Przy rozkladzie wielomianu na czynmki mozemy korzystac z poznanych twierdzen o pier-
wiastkach wielomianu. Pokazemy to na przykladzie.

rPrzyklad 28, Rozwiaz réwnanie x° —5x+4=0.
Rozwiazanie
' —Sx+4=0, czyli W(x)=0, gdzie W(x}= xSk,
Zauwazamy, ze W (1}= 0.

R ozkladamy wielomian W na dwa czynniki, z ktorych jednym jest dwumian x—1.

I sposob X —35x+4=0
X —xttxi—x—4x+4=0 =+’ =0
x? (x—l}+x(x—1}—4(x—1):0
(x—l}(x2 +x—4):(].

I sposéb Dzielimy wielomian (f - 4) C(x—1)=x+x-4
przez dwumian x—1. PVE e
x? —5x
.
—Ax+4
dx—4

Zatem (x— 1}(x2 +x —4) = (}.
T sposob  Stosujemy schemat Hornera.
W(x}:l-x3 +0-x*—5-x+4,

Zatem (x—1}(1-x° +1-x—4) =0,

¥ -5x+4=0 < (x—l}(x2+x—4]=(}
x—1=10 b 2 +x-4=0
x=1 lub ng, lub x @

T =
e o, =y ppm—————,
2 2 J

Odp.: x
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Cwiczenie 44, Rozwigz rdwnanie x° —6x+5=0.

Niektore z rownan wielomianowych mozna rozwiazac, sprowadzajac je do rownamnia kwa-
dratowego poprzez wprowadzenie nowej zmiennej. Pokazemy to na przykladach.

( Przyktad 29. Rozwiaz réwnanie:
2) x*~3x" ~4=0, b) (x*-5x} +(*~5x)-20=0

Rozwiazanie
Wprowadzamy zmienng pomocnicza tak, by po podstawieniu otrzyma¢ réwnamnie
kwadratowe.
a) x —3x*—4=0 x*=¢ gdzie =0

(x2)2—3-x2—4:(}, wiec A=)

t=-1 lub z=4. 20
Zatem X =-1 Iub x*=4
(brak rozwigzania) A=y Wil

b) (xz—Sx)er(xz—ﬁx)—ZO: 0, x¥*—5x=t

£+ 1 —20=0
t=-5 lub =4
Zatem = x°—5x=-5 lub X —5x=4
X —5x+5=0 lub X" —5x—4=0
_5-45 Tub x:5+‘E, Tub zi—m’ - :5+v’ﬁ_
2 i 7 5
Odp:a)y x=-2, x,=2 b) xl:5_jﬁ, x2:5_;’§’ x3:5+2J§’ x4:5+m.

)

Cwiczenie 45. RozwigZ réwnanie:
a) 36x* —13¢° +1=0, b) -2(»° —1)2—(x2—1]+1:0.

Q rPrzykiad 30. Okresl liczbe pierwiastkéw rownania x” (x —m)=3x" —4x w zaleznosci
od wartosci parametru .

Rozwiazanie
X (x—m}:3x2—4x o x[xz—(m+3}x+4]:0

Q x=0 lub xz—(m+3)x+4:(}.
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Niezaleznie od wartogci parametru m roéwnanie ma co najmniej jeden pierwiastek x, = 0.
Wigksza liczba pierwiastkéw zalezy od wyrdznika A = m” + 6m— 7 téwnania kwadra-
towego ® x° —(m+3}x+4=0.
Zauwazamy, Ze liczba 0 nie jest pierwiastkiem rownama & .
Rownanie &:
1° ma jeden pierwiastek, gdy A=0.

m+6m—T7="0

m==1 m=1 7 (I
2° ma dwa pierwiastki, gdy A > 0. |

m+6m—7>0 + i =
me (—oo, =7 (1 +oo)
3° nie ma pierwiastkow, gdy A <0.
w4+ 6m—T7<0
me (—T; 1}.
Sumujemy liczby pierwiastkow 1 podajemy odpowiedz.

Odp.: Réwnanie ma: jeden pierwiastek, gdy me(—7;1}, dwa pierwiastki, gdy m=—7

lub m=1; tizy pierwiastki, gdy me (—ou; —7 p(L; +oo). J

Cwiczenie 46, Okresl liczbe pierwiastkow réwnania x| x> —2(m—1}x+m* +1]=0
w zaleznoscl od wartosci parametru m.

Odpowiedzi do éwiczen
40.9) x3=-3, %=2,b) =0, =1, & xz=1 41 a) xlz—%, =2, =7 b xlz—%, X3 =0, 33 =43
42y q=-"2,05=0,x5=2 b)g=-3, 0=3 =0, 5=2

~1-421 _ —1+4f21
2 2

B :):2=13 X3

43 a)yq=-2, 5=2 b x=1 44, x; =

5

b) xe{—T, i3 %} 46. 3 pierwiastki, gdy m <0, 2plerwiastky, gdy m=0; 1 pierwiastelk, gdy m > 0.

45 . a) x = —l,—l,l,i ;
2 332

Zadania utrwalajace

12.49. Rozwiaz roéwnanie:

a) ——x* =0, b) %x2+1=0, ¢) 10x* =2,

dy x* =x, e) V2x% =+f6x, ) 8x(x2+x+1]:x2+x+1.

R

R
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12.50. Rozwigz rownanie:
a) (x—1)(x—2}x-3}=0 b) 17(4—x}1—x}(x+3}=0,

¢) 3x%(5x+1}(—x—1}=0, dy 7x(40x -2 }(¥6 x+ 6 })=0,
e) —x*[(log, 36)x —log, 6] [(log, 8} x +log, 64]=0.
12.51. Rozwigz rownanie:
a) (x—1)(x+3}(x*+1)=0, b) (¥ +2)(x—1}(x* —x+17}=0,
) (x—1¥ (x+5¥ (x-2) =0, d) 8x(2—x) (x> +6x—7}=0.
12.52. Rozwigz rownanie:
a) (¥ -16)(x*-2x+1}=0, b) (* ~1}(x* -3x+2}=0,

¢) (¥ —6x+5)(x* +6x+5)=0, d) (4-2*)(x*-8x-9)=0

12.53. Rozwigz rownanie:

a) x:x-(x2+1), b) x:(xz—l)x,
¢) x* =x* (x—l)z, d) 2x° —8x* +8x=0,
e) 4x’ —4x* +x=0, f) x* —4x* +4x=0,

12.54. Rozwigz rownanie:
a) 3x(x+2)—6x2(x+2)=0, b) x(x*—9}-5(x"-9)=0,

o) (¥ +2}(2x-3)+(F*+2)(x+1}=0, &) (357 +1}(x—1)-(3x* +1}(2x+ 5)=0.

12.55. Rozwigz rownanie:
a) (16—x2](1—x)+%x2(16—x2]:0,

b) 4x>(125-5x" ) (125 - 52" }(-2 + 442} =0

C) (\Ex2 +.x)x2 — Ac(\Ex2 + x)—é(\Exz + x) =0

12.56. Rozwiaz rownanie:
a) (x—2) (x* +3x—4)=(x—1) (x* +3x— 4}
b) (3x” +13x —10)(3x—1)" —(9x” —1}{3%° + 13x—10} =0
¢} |(x+2)" -18/=18
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12.57. Rozwigz rownanie:
a) X +4x° —x—4=0, by x° +2x° —16x-32=0,
€) 24x> +16x° +3x+2=0, d) 3x° +6x* + Tx+14=0.
12.58. Rozwiaz roéwnanie:
a) 6x° —7x*+1=0, b) 8x° +10x* —x—3=0,
¢) 155" —17x* - 24x—4=0, d) 4x° —12x* —2x+6=0.
12.59. Rozwiaz rownanie:
a) x'+2x°—3=0, by x* +35x°+6=0, ¢) x" —13x°+36=0,
2 2
d) 2(x*—x) -3(x* —x}+1=0, e) (x*—4f —4(x"—4}+4=0.

12.60. Rozwigz roéwnanie:
a) x—24x +1=0, b) x—5vx +4=0,

A x—3r—1+1=0, d) 3x—23+* +54x-26-0.

12.61. Rozwiaz rownanie, wprowadzajac pomocniczg zmienna ¢, gdy:
a) (x2+x+1](x2+x+2]: | 5.9 r:x2+x+],
b) (-3} - +3=0, t=2-3
0 (x*-3x+ 1]2 —4x?+12x-9=0, t=x>—3x+L
d) -2 427 —x-2=0, t=x*-=x
[12.62. Uzasadnij, ze nie ma pierwiastkdw rownanie:
Era) +ax?43=0 b) x*+2,5x* +1=0,

€) x' +5x°—2x+7=0

12.63. Oblicz wszystkie mozliwe calkowite wartosci parametru m, dlaktorych co najmme;j Q
jeden pierwiastek wymierny ma rownanie:

a) x —x" +mx+1=0 by x* +2x° + mx—3= 0.

12.64. Okresdl, w zaleznogci od wartogci parametru m, liczbe pierwiastkow réwnania:

a) x’ —mx=0, b) x3+(m+2}x2+x:(},

C) x4+(m—3}x2+m2:0, dy x° —mx+m—1=0. R
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Réwnanie typu x" =«

Obliczamy wartosci funkeji okreslonych wzorem f(x}=x" dla wybranych argumentéw,
gdy:
a) »n—liczba naturalna nieparzystai n=1, | b) n— liczba naturalna parzystai n = 2.

X = | = || 2 X S0 I T 2
= 8 | a |6 8 y=x"| 4 1 0 1 4
=x" | 32| 2o 1 | 32 y=x'|16 | 1 0 1 | 16
= =128 | =1 @ | 1 | 128 y=x*| 64 | 1 0 1 | &4

y=x |-512| -1 o | 1 | 512 y=x"|256| 1 0o | 1 |25

O, & ® @ &, @ ® @

S~ T
Odczytujemy z tabeli, ze:
e 0F y jest os1g symetrii wykresu kazdej
funkceji,

o wykres kazdej funkcji przechodzi
przez punkty (—1,1} (0,0}, (11}.
Wykres kazdej funkcji 7 (x)=x" gdy »
jest liczba naturalng parzysta, jest krzywa,

Odczytujemy z tabeli, ze:
o punkt (0, 0} jest srodkiem symetrii wy-
kresu kazdej funkcji,
e wykres kazdej funkcji przechodzi przez
punkty (-1, -1}, (0,0}, (1,1).
Wykres kazdej funkcji f(x}=x" gdy n
jest liczba naturalng nieparzysta wigkszag
od 1, jest krzywa, ktorej ksztalt jest podob-
ny do wykresu funkeji f(x}=x".

ktorej ksztalt jest podobny do wykresu
funkeji f(x}=x".

¢ ]6&}' .r
Il
2] [ e y=2"

b
)
l
X
1
i

Uwaga
Réwnanie x” = a matyle rozwiazan, ile punktéw wspolnych ma wykres funkcji £ okre-

Slonej wzorem f(x}=x" z prosta o réwnaniu y = a, gdzie ac R.
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( Przyktad 31. Okresl liczbe rozwiazan rownania:
b) xt=a

w zaleznosci od wartogci a.

a) =g,

Rozwiazanie
a) Szkicujemy wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x}= %

Kazda prosta o rownaniu postaci y=a, gdzie ac R, jest
rownolegta do os1 x. Zauwazmy, ze kazda prosta o rownaniu
y = a przecina wykres funkcji fw jednym punkcie.

Zatem rownanie x° = a dla kazdej liczby mzeczywistej @ ma

jedno rozwiazanie.

b) Szkicujemy wykres funkcji okreslonej
wzorem f(x}=x".
Zauwazmy, Ze prosta o rownaniu y = a, gdy:
a< 0 —mie przecina wykresu funkcji f;
a=0 —ma z wykresem funkcji fjeden punkt wspolny,
a >0 —przecina wykres funkeji fw dwoch punktach.

42(1:

Zatem rownanie x
— nie ma rozwigzania, gdy a< 0,
—ma jedno rozwigzanie, gdy a=0,

—ma dwa rozwigzania, gdy a > 0.

Cwiczenie 47. Okresl liczbe rozwiazan réwnania: a) x° =a,
od wartosci a.

Uwaga

e Jezeli n jest liczba naturalna nieparzysta
wicksza od 1, to réwnanie x” =a majedno
rozwigzanie x, = Ya.

e Jezeli n jestliczba naturalna parzysta wieksza
od 1, to rOwnanie x" =a:
= madwa rozwiazania x, = —¥a i x,=¥a,

gdy a =0,

» ma jedno rozwiazanie x; =0, gdy =0,

= hie ma rozwiazania, gdy a < 0.

2 i
b) x” =a wzaleznosci
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( Przyktad 32. Rozwiaz rownanie:
a) x’=—-8, b)x°=1024, ©) x° =100, d) x°=-1

Rozwiazanie

a) =8 wiec x= I8, skad x, =-2 3 —liczha nieparzysta

by x°=1024, wiec x=-91024 lub x="91024, 10— liczba parzysta
skad v =-2, x, =2,

c) x” =100, wiec xy = Y100, S — liczha nieparzysta

d) e L —1, r6wnanie nie ma rozwigzania. S0 —liczha parzysta i —1<0 J

Cwiczenie 48. Rozwiaz réwnanie: a) x’ =0, b) x® =—1, ¢) x*=729, d) '® =1

f Przyktad 33. Rozwiaz réwnanie:

a) x° (x3 + 1)(x2 + 1)(x+ 1}=0, b) x° (x—2)+x3 (x—2}=0
Rozwiazanie
a) x (x3 + l)(x2 + 1) (x + 1) =) Przyrdwriijemy kazdy z czynnikow do zera.
=0 hb x*+1=0, lub x*+1=0 lub x+1=0
x=0 b  #F=-1, b »¥=-1 b x=-1
Eely lub B ase Rownanie x* — -1 nie
Mg YOZWigZahia.
b) x® (x—2}+ X (x—2}=0
3 3 Witgczamy wapdiny czynnik
X (x —2}(x + 1) =} x* (x—2) przed nawias.
=0 b x-2=0, b x*+1=0 N
3 Prayrownigemy kaZdy
x=0 lub x=2, lub x=-1 z czynnikiw do zera.
xe—l,
Odp:a)y xy=—L1L x =0 by xy=-1 x,=0 x,=2. _J

Cwiczenie 49, Rozwiaz réwnanie:
a) x° (x3 — 1)(x2 - 1)(x—2} =0, b)x (x+3)+ x° (x+3}=0.

Odpowiedzi do éwiczen

5 2

47. a) Rdwnanie x° =g majedno roowigzanie, gdy ae R, b)rdwnanie x* =g nie marorwigzania, gdy a<0;
ma jedno rozwigzanie, gdy o= 0; ma dwa rozwigzania, gdy a > 0.

48.8) =0, D) xg=-1, ) x=-3,5=3, 4 x=-1, =1 49.4) x=§{-1,0,1,2}, b) x={-3,-1,0}.
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Zadania utrwalajgce
12.65. Rozwiaz rownanie:
a) x* =—16, by x* =0, ¢y ¥t =5, dy x° =-32,
e) x° =2, H 2 =—4, o) x'*+10=0, h) % -10=0.
12.66. Okredl warunki, dla ktérych réwnanie x” = a:

a) 11e Ima rozwiazania, b) ma jedno rozwiazanie, <€) ma dwa rozwiazania.

12.67. Rozwigz rOwnanie:

a) S54x° +2=0, b) 81x* —1=0, ¢) 0,001x° —1000=0,
d) 25 —</21° =0, e) 3% +B1=0, fn 32410 -2 = 0.

12.68. Rozwigz rOwnanie:

2) (xs—l)(xs +32)=0, b) (x4+64)(x4—81)=0,

9 (™ -1024%)(x* - 492} =0, d) (247 +256)(10+* +10%} =0
12.69. Rozwiaz rownanie:

a) 4(2x—1y =0, b) (2x—1) —(x+2) =0,

¢) (4x+3) +(2-x) =0, d) (¥ -2x) ~8=0,

12.70. Wylacz wspolny czynmnik poza nawias 1 rozwiaz réwnanie:

a) ¥ (x5 +243)+ x(xS b 243)—2(x5 +243) -0,

by (3x8 - 768)—2x(3x8 —768) (3x —768) -

¢) 25x* (1000x4—1,6]—10x3 (1000x —1,6)+x (1000x4 —1,6]=0.
12.71. Rozwigz réwnanie:

) [-(x+1)(x-3)] =0 b) (¥ + 1)? 0, 0) (8—x2)4 -0,

d) (2+x—x2)m ~0, €) (x2 —0,2x—0?24)2000 -0 (3x2 —2x+10)50 -0,
12.72. Rozwigz réwnanie:

a) ¥ (x—2}+2-x=0, b) ¥*(x* -27}+27-x* =0

Q) ¥ (2x5 . 64)+ (64—2x5 ]2x =ty dy »* (x3 . 0,125)+ x(0,5—4x3)= 0.
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12.73. Wprowadzajac zmienng pomocnicza, roZwiaz rownanie:

a) x®—9x% +8=0, b) x5 —7x° +6=0, ¢) ¥ -17x* +16=0,
dy x5 +15x*~16=0, e) (x+1)'"=5(x+1¥ +4=0, 1) %—%—1:0.
X X

12.74. Uzasadnij, ze rownanie:
Rl_a) x’ +a*x+a* +1=0 ma tylko jedno rozwiazanie,
b) x* 4+ x* + &’x+ @ =0 ma co najwyzej dwa rozwiazania.

12.75. Uzasadnij, ze nie ma rozwigzania rownarie:
Rra) M roxt 14 +1=0, b) 4x* —4x® + 557 +4x+1=0,
C) dx* —4x" +24° —4x+4=0.

Q Nierownosci wielomianowe

Nieréxz;&los’cia{ wielomianowg nazywamy nierOwnosc postaci
W(x}>0 lub W(x)}<0, lub W(x}>0, lub W(x}<0,

gdzie W jest wielomianem zmiennej x.

Rozwiazac nierdwnosc¢ wielomianowa, to znaczy znaleZ¢ wszystkie wartosci argumentu x,
dlaktérych wielomian W przyjmuje wartosci dodatnie ( ' x} > 0) lub ujemne (W {x} <0),
lub nieujemne (W (x} = 0), lub niedodatnie (W (x} <0).

Cwiczenie 50, Odczytaj rozwiazania nieréwnosci 1 i 2 =zapisanych pod szkicem
wykresu wielomianu J¥.

1 W(x)‘}(), 1 W(x)f»:(), 1 W(x}io,
2 W(.x)(i[). 2 W(.x}<0. 2 W(.x}>0.
Rozwigzanie nierownosci wielomianowe] mozemy odczyitywac z wykresu wielomianu lub

jego limi znaku, czyli przyblizonego wykresu wielomianu, na ktorym nie uwzglednia sig
os1 y. Pokazemy to na przykladach.
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( Przyktad 34. Zapomoca programu komputerowego sporzadzono wykres wielomianu . Q
Narysuj odpowiednig lini¢ znaku wielomianu W, a nastepnie podaj rozwigzanie nie-
TOWNOSCL:

a) W(x}>01iW(x)<0, gdy Wix}=(x—1}{x—2}x-3),

by W (x)<0i W(x)>0, gdy W(x}:—%(x—l)z(xntﬂ.
Rozwiazanie

Sporzadzamy wykres wielomianu W. Rysujemy limie¢ znaku, czyli przybli-
zonego wykresu wielomiamu ¥, na

ktorym nie uwzglednia sie osi y.

Z wykresu lub limi znaku wielomianu W odczytujemy rozwigzanie merownosci:
W(x}>0 gdy xe(L2}u(3+0) W(x}<0, gdy xe(—owo; 1) (23}

b)

W(x)<0,gdy xe(-3;1}u(L; +0), W(x}20, gdy xe(—o0; 3} {1} _J

Cwiczenie 51. Przeanalizuj linie znaku wielomianu ¥, a nastepnie podaj rozwiazanie
nierownosci 1 1 2 zapisanych pod rysunkiem.

a) b)

|
|
|
1 W(x}-::o, | 1 W(x)>0,
|
|

2 W(x}EO.
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Rysowanie ,,linii znaku” zaczynamy od prawej strony.

Poczatek zalezy od wartosci wspolczynnika o, wystepujacego przy najwyzsze] potedze
Zmienne;j.

Gdy a, = 0, torysowanie , imi znaku” zaczynamy nad osig x, agdy a, < 0, to zaczynamy

pod osig x.
Uwaga
Jezeli liczba r jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W (x), czyli istnieje
taki wielomian P(x), ze Wix)=(x —r)k P(x) i P(r)=0 to gdy:
liczba k jest liczba parzysta jest liczba nieparzysta

fragment | | | |
,.linii znaku” T T afbo"'h:é"' o U afbo"""l__
wielomianu ,7 r ( x r x r x r x

W celu rozwigzania nierdwnosci wielomianowej rozkladamy wielomian na czynmniki.
Znaki wielomianu w przedzialach okreslamy na podstawie znakow czynnikow liniowych
lub kwadratowych wystepujacych w postaci iloczynowej tego wielomiamu. Istnieje kilka
sposobdw okreslania znakow wielomianu. Pokazemy to na przykladzie.

( Przyktad 35. Rozwiaz nieréwnosé (x+2}2x—1}(x-3}=0.
Rozwiazanie
(x+2}(2x—1)(x—3}=0, czyli W(x)=0, gdzie W (x}=(x+2}(2x—1}{x—3}.
Obliczamy pierwiastki wielomianu J¥ i okreslamy przedzialy, kidre wyznaczajgna osix
te prerwiastki.
Wi(x}=0, gdy (x+2}(2x—1}(x-3}=0
e b @2x1=% b »-F=0

x=-2 Tub x:E, lub =3

Pierwiastki wielomianu ¥ dzielg zbidr liczb rzeczywistych na przedzialy:
(—o0; -2) [—2; l] G 3] - (3+)

1 3 X
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1 sposob (siatka znakow)
Sporzadzamy tabele (siatke znakow), aby zbada¢ w poszczegdlnych przedziatach Q
Znak wartosci kazdego z czynmkow, ktorych iloczynem jest wielomian .
1 1
o X (—o0; =2} |2 (—2; —j [—; 3) (3;+00)

czynniki 2 2
mak wartofci x+2 - 0 + x +
znak wartosei

o 2x-1 — — — 0 + +
makwm_'tném 3 _ _ _ _ _ 0 +
znak wartosei iloczynn +

(x+2)(2x-1)(x-3)

17 sposob (linia znaku)
Nustracja graficzna roz-

wigzania merownosci
W(x}z0, gdy a; = 2.

Wi(x)=0, gdy xe (—2; %) {3 +o0).

I sposob (wykresy czynmkow)
Wielomian W jest przedstawiony w postaci iloczynu
trzech czynnikow. Stosowanie tej metody jest la-
twiejsze, gdy wielomian jest przedstawiony w postaci
iloczymu dwoch czynmkow.
Niech Wi{x}=f(x} g(x) gdzie

Flx)=2x-11 g{x}=(x+2}x—3).
W jednym ukladzie wspohzednych szkicujemy wy-
kresy funkcji f1 g.

F(x)-g(x)>0, ady xe(—z;%>u(3;+oo}.

Odp.: xe <—2; %) {35+ 00}, czyli nieréwnos¢ (x+2)(2x—1)(x—3}>0 speknia kaz-

da liczba x nalezgca do sumy przedzialow <—2; %) W, (3; +o0).

Cwiczenie 52. Rozwiaz nieréwnosé: Q
a) (-1}(x-4)>0 b) (x+3(x+1)(3-x)<0 ¢ (¥*-9}(4-+"}=0.
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Cwiczenie 53. Przeanalizuj szkice wykreséw funkcji foraz gi podaj rozwiazanie
N1 erdWIosci:

1 f(x)-g(x))O, 2 f(x}-g(x)i[).
a) b) <)

)y = YA A
& S
& F ‘*\ &
3 o it if
> 4% a0 A,
B
» »>
x 0 x
v =f(x) ><_/
d) yA e) ¥ A ) v A

( Przyktad 36. Rozwiaz mierownosé (x+ 2}3 (x— 3]2 (5-x}<0.
Rozwiazanie

Obliczamy pierwiastki wielomam ¥,

3 2
W(Jc}zo, gdy (x+2) (x_3} (5_x}:(} =2 —pierwinstek traykrotny

(x i 2}3 —0 lub (x— 3}2 =0 lub 5-x=0 3 — pierwiastel dwukrotny
=D lub x=3 lub x=>5.
Pierwiastki wielomianu ¥ dzielg zbidr liczb rzeczywistych na przedzialy:
(—o0;—2}, (-2;3) (3;5) (5;+00}

Rysujemy linig znaku wielomiamu W 1 podajemy rozwigzanie
nieréwnosci W (x}<0, gdy a, =-1.

Odp.: xe(—m;—E)u(ﬁ;er). J
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Cwiczenie 54. Rozwiaz nieréwnosé:
a) (x—1)(x+1P(x=2V 20, b) ¥*(2-x)}(x+3)° <0 ) P +x*-2>0

Odpowiedzi do ¢wiczen

50.a) 1 xe{-o-2)u(l;4), 2 xe(-Z1)uld+e), b) 1 xe{-34), 2 xe(—co;—3) (4 +o),

91 xe{-o)ui3), 2 xe(l3)u(3;+m)

Sl.a) 1 xe(-w;—-2)u(B3), 3 xe(-20)u(3+w), b) 1 xe(-w—-2)u(-22), 2 xei{-2ju(2;+w)
52.a) xe{-L1)uf4+e), B) xel—4-1u(3i+0), O xe{-3;-2yu{2;3).

53.a) 1 xe({—w;-2), 2 xe{-2;+x), b) 1 xe((2)u(4+x), 2 XE(—OO;D)U(2;4},

&) 1 xef(—o-3)Ju(Bl)ul4+e0), 2 xe{-300u{l;4),

d 1 xe{-4-2)u(0:2), 2 xel-wm-43u{-2030{2+x), e 1 i 2 brakrozwigzania,

D 1 xef{—o;-5)0{-22)u(5+m), 2 xe{-5-2yu{25}).

4. @) xe{—oo; -~y U{l}U{2; +m), b) xe{-3 01U (2;+m), © xe(l+owo)

Zadania utrwalajgce

12.76. Podaj rozwigzanie nierdGwnosci:
a) x> >0, b) ¥ <0, 0 (¥ +1}(x+1)>0,
d) (x—3)(3-x) <0, &) ¥ (x—3}<0, f) 2 (x+2) >0

12.77. Rozwiaz nieroOwnosc:

a) (x—3)(x+2)(x—5)<0, b) (x+4}(2-x)(x-3}>0 ¢ (+* ~1}{x+1} <0,

d) (¥ -16}(x*-4)<0, & x(1-x)(x+2)>0, N x(1-x)}(x—5)(x+2)20.
12.78. Rozwigz merOownosc:

a) (x+2){x—2}(x"+4}<0, b) (x+3}(3-x}x—5)}(5-x)=0,

¢) x(2x—1}{1-2x)(x+2) <0, d) (2x-1)(6-x)(¥*-2}>0.
12.79. Rozwiaz nierOwnosc:

a) (»* -1)(» - 3x+2} <0, b) (x* —9}(»* —5x+4}>0,

C) (x2 —x—6)(x2 +2x—3) <0, d) (x—x2 —1)(x2 —6x+5)> 0.

12.80. Rozwigz nierOwnosc:
a) x’ —x* > x-1 by gl e Tsll

€) ¥ —3x +3x-9<( d) 2x° —x* —2x+120.
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Q 12.81. RozwigZz nierdwnosc:
a) X’ —9x° +23x-15<0, b) 4x’ —7x+3>0,

C) X —4xl +x+6<0 d) x* +x—2<0.

12.82. Przeanalizyj szkice wykresow funkcji f oraz g i podaj rozwigzanie merownosci
Zapisanej pod rysunkiem.

a) ¥ A b) ¥ c) ¥
ST
(_ B —
A y=fE)  2=/0)
1 < H
} 0 } —t ?{- o [}“ 1 } ? f E
y=g(x)
f(x)-g(x}<0 fx)-g(x}<0 f(x)-g(x)>0
12.83. Przeanalizuj linie znaku wielomianu W 1 podaj rozwigzanie merownosci zapisanej
p0d rysunkierrl.
\)/‘\ \/\/ \/\// P
x} =0 x] <0 (x} <0

12.84. Okresdl dziedzine funkcji £ gdy:
W /(%)= by f(x)=vx" 1. O f(x)=

1
u‘xd'—l’
O M iy OO T 0 e

(x—2Y (x—1) (x—2f (x—1)

12.85. Podaj przyklad nierownosci wielomianowej, kiora spetniaja liczby x, takie Ze:
a) xe(0;3), by x (-3, -1} (L3) ) xe{0 {2}

12.86. Dlajakich wartosci parametru s wielomiany P 1 sg podzielne przez ten sam dwu-
mian, gdy P(x}=x"—3x"—x+3, Q(x)=2x" —6x"+2m? Dlacbliczonej wartosci m

rozwiaz nierdwnosé¢ Q(x}>0.

12.87. Wykaz, ze dlakazdej liczby rzeczywiste] x prawdziwa jest nierownosc:
Q El_a) 28 432 4224250, b) x® +x*+2x* > 0.
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Zestaw powtorkowy
1. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Rozwigzaniami rownania 3x(x—2}(x+2)=0 saliczby:
A 302, B30 2,2 G0 2.2 327
2. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Rownanie x° —4x” —5x =0 ma:
A. 0 pterwiastkéw, B. 1 pierwiastek, C. 2 pierwiastki, D. 3 pierwiastki.

3. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
fub F — jesli jest falszywe.

Ioczyn pierwiastk 6w réwnania x° —4x =0 jest réwny 0. P|F

Suma pierwiastk 6w réwnania (xz — 1)(12 = 9) =0 jestréwna 0. P|F

Liczba catkowit spetniajaca réwnanie x(2x-1)(3x—1)(4x—-1)=0 jest liczbal. |P | F

Réwnanie x”(x—1)+4(x—1)=0 ma jeden pierwiastek. P|F

4. Czy rozwigzaniem rownania 4x° (x+3}+4x(x+3)+1(x +3)=0 jest liczba —%‘?

o[,

Ybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.

Réwnanie 4x” (x+3}+4x(x+3)}+1(x+3)=0 jest réwnowazne

T | Tak, A, _ : : L 1
rownaniu 4x(x+3)(x +1}=0, ktérego rozwiazaniem nie jest liczba =i

poniewaz
Réwnanie 4x° (x+3}+4x(x+3)+1{x+3) =0 jest réwnowaine
N| Nie, B.

réwnaniu (x + 3)(4x2 +4x+ 1) = 0, ktérego rozwiazaniem jest liczba —%.

8. Uzupelnij poniZsze zdania. Wybierz odpowiedz sposvod oznaczonyeh literami A i B

oraz odpowiedz sposvod oznaczonveh literami Ci D.

Na rysunku przedstawiona jest linia znaku wielomianu 7. /\ /\/

| I'—
Wielomian ten przyjmuje wartosci medodatnie, gdy: /
A. xe(—oo—1u{0; 1), B. xe(—oo;—1yu{0; 1y U{2}.

Jezeli W(x}= (x3 —1](.x+1}, to W(x}>0, gdy:
C. xe(—o0; -1} (L +o0), D. xe(-11}
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13. Wyrazenia wymierne

Wyrazenie wymierne i jego dziedzina

Wyrazeniem wymiernym nazywamy wyrazenie algebraiczne postaci %

gdzie Wi P sg wielomianami jednej zmiennej lub wielu zmiennych,
a wieclomian P nie jest wielomianem zerowymn.

W(x)

Funkeje f(x)= m nazywamy funkcja wymierna.
X
Przyklady wyrazen wymiernych:
1 2x-3 {55°-By+2
¥ xred y2 w7
| Q/Ex+3y—2 6x —y

»

v W L

— wyrazenia wymierne jednej zmiennej,

— wyrazenia wymierne wielu zmiennych.

Do wyrazen wymiernych zaliczamy rowniez liczby rzeczywiste 1 wielomiany.
W dalszych rozwazaniach bedziemy zajmowac sig¢ wyrazemiami wymiernymi jednej
Zmiennej.

Dziedzina wyraZenia wymiernego jednej zmiennej nazywamy zbior
tych wszystkich liczb zeczywistych, dla kidrych jest okreslona wartosc liczbowa
tego wyrazenia.

e Wyrazenie wymierne postaci I/;’((x}} , gdzie st.[P(x}]=1 ma sens liczbowy dla
X

tychx, dlaktérych P(x}=0.
e Jezeli wyrazenie wymierne jest wielomianem, to jego dziedzina D jest zbior R,
czylh D=R.

Aby wyznaczy¢ dziedzine D wyrazenia wymiernego ? gdy st.[P(x}]=1 nalezy:
5t

7 (x)
)
e rozwigzac rownanie P{x}=0,

s poda¢ dziedzing D, gdzie D= R\ {x: P(x)=0}".

¥ Zapis {x:P(x)—0} — ,.zbiér takich liczbx, ze P(x)—0".
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rPrzyklad 1. Okresl dziedzine D wyrazenia wymiernego:
x+3 5x+1 s
4 * b H] C .
) x*—16 ) Bt £ 2 2P —5x° +8x—4

Rozwiazanie Rozwigzujemy rownanie:

a) x*—16=0, skad x =-4, x, =4, wiec
D=R\{4,4} imyzapis D: x2—4 1 x4,
by ¥ —2x"—x+2=0
xz(x—2}—(x—2}:(}
(x—Z)(xg—l]:O, skad x, =-1, x,=1 x,=2, wiec
D=R\{-1,1,2} innyzapis D: x=£l i x=2.

€) ¥ —3x +8x—4=0,

FP{x)-0
D_R\x:P(x)-0}

FPlx)-0

D_R\x:F(x)-0}

Zauwazamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu P(x}=x" —5x° +8x—4,

wiec P(x)z(x—l](x—E}g.
P(x}=0, gdy x =1 x, =2, wiec
D=R\{L2} inmyzapis D: x=1 i x=2.

Odp.:a) D=R\{-4,4}, b) D=R\{-11.2}, ¢ D=R\{12}

Cwiczenie 1. Okresl dziedzine D wyrazenia:

X x> 41 2x+4
a) 2 > b 3 25 . c 3 2
2x" 72 2y —x" —2x+1 x —5x+4

Cwiczenie 2. Podaj przyklad wyrazenia wymiemnego, ktdrego dziedzina jest zbidr D,

taki ze: a) D=R, b) D=R‘{l}, ¢y D=R\{0,1},

d)y D=R\{-1,0,1}.

f Przyktad 2. Okresl, dlajakich wartosci parametru m dziedzing Dwyrazenia wymiernego

2]

- jest zbior liczb rzeczywistych R.
mx” +m—1

Rozwiazanie

Zauwazamy, ze dziedzina danego wyrazenia bedzie zbior R, gdy rownanie mx® +m —1= 0
nie bedzie miato rozwiazania, czyli gdy wykres funkcji f(x}=mx’ +m—1 bedzielezal

pod osig x albo nad nia.
Wzor funkcji fma postac

f(x}:aszrberc, gdzie a=m, b=0, c=m-1 1 A:—4m(m—1).
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13. WyraZenia wymieme

Rozpatrujemy trzy przypadki:

1° a=0, czyli m=0
vA

—-
X

m=0, wiec f(x)=-1

yr—1

Funkcja fnie ma miejsc

zerowych.

1204>0, czyli m>0

a0
A<

0
—4m(m—1)<0,

(x

o] 1

skad m > 1.

wiec

Zatem D=R, gdy m=0 lub m>1 lub m<0.
Odp.: D=R, gdy me(—o0; 0} (1; +o0}.

|
|
|
|
=@ | -
3 | /\yf(x)
¥ / memL
| I
| ;
|
|
|
|
|

3°a<0, czyli m<0

VA

m< 0
—4m(m—1)< 0,
skad m< 0.

J

Cwiczenie 3. Okresl, dlajakich wartodci parametru m dziedzina D wyrazenia wymiernego

2x

mx — 6x4m

B rofoa

I Pt d sl TalEr]
Lerinic)
J

I |

jest zbior liczb rzeczywistych.

Dwa wyrazenia wymierne nazywamy rownymi, jesli maja takie same dziedziny
1 rowne wartosci dla jednakowych wartosci zmiennych.

2

Np. wyrazema Lk 1 2x majg rozne dziedziny. Jezeli ograniczymy dziedzing wyrazemnia 2x
X

2

2

do zbioru D= R\{0}, to wyrazenia 25§y sa rowne, czyli 2 . 2x, gdy x#0.
x X

Cwiczenie 4. Okredl dziedzing D wyrazen

2

3x-9 . 3
i

x =9 x+

tak, aby byly one réwne.

O dpowiedzi do éwiczen

dx+3

2

1.a) D-R\{-6,6}, b) D—R\{—l,%,l}, <) D—R\{

x2 +4

1
2.Np.: a) » b)
x> +3

(e-1y*

<)

X

2

»

d)

(2]

—1—41_?1
2 R

3. me(—oo; 3Ju(3+w). 4. D—RAV[-3,3)

—1+J1_7‘}.

2
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Zadania utrwalajace

13.1. Jesh wyrazemie jest wymierne, to okresl jego dziedzing D:

7 2 S5x+42

a) vx“ -1, b) 3x"—Bx+6, C) (x—l)(x+1}’
Jx+2 (x+3}x-3) 5x% - 50
W Pk e)(S——x)(34—x)’ VPl

13.2. Dlajakich wartosci Zzmiennej x wyrazenie wymierne ma sens liczbowy?

3 2 3 2
2) 12x , b) P +x+6, 0 x +2:2c o
3x+ 5 4x+3 x 41
155" +17x° + Tx+1 | 9x* —12x+4
d) 2 > € — > 3 2 :
Sx“+4x+1 x“+2x 3x +x"—2x

13.3. Wyznacz dziedzine D wyrazenia wymiernego:

9 ;4:24—2;4—1 , b) 3,1:3+52x , 0 — x32+1 ,
x —4x +4x Ox" —6x" +x x +3x +3x+1

a) 3x% +1 & Hoid n oy N | |
3t -4 xt—5xt 44 x*t—13x% + 36

13.4. Wyznacz dziedzing D wyrazenia wymiernego:
S5x+5 X (x+3Y 822+ 4x—1

d . - C S
) - —x+1 22 +3x% —9x—27 ) —4x?—x+4
5x% 4 3x . 3x+2 ) 3x% 4 Bx
x +6x—7 3x + Tx? -4 45" —3x+1
Ly |

13.5. Uzasadnij, ze dziedzina wyrazenia i 3 jest zbior liczb rzeczywistych R.

EI_ xT+5x°+6

13.6. Okresdl, dla jakich wartogci parametru m zbior liczb rzeczywistych R jest dziedzing R
wyrazenia Wymiernego:

2) g
Ix+2 b) T3 & 3Ix +x-1

X° 4+ 2mx+m mx> 4+ 6x+9m mxt +dmx+m—3

13.7. Okrefl dziedzine D wyrazen wymiernych tak, aby byly one réwne:

7 2 4
= § el B =2 4 of o L ~2(+?+1),

x+1 ¥ 41 ¥ —1
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13.8. Okresl, dlajakich wartodci parametru s réwne 3 wWyraZzenia wymierne:

B 3 B
e JEREE WY oawea, gl
X+m X+ m X112

a)

Skracanie 1 rozszerzanie wyrazen wymiernych

Aby skroci¢ wyrazenie wymierne, np.

2 .
o okresli¢ dziedzine D danego wyrazenia x*—1x-3=0, wigc x=-11ub x=3
D=R\{-13},

P24l (x+1)

o wielomiany wysigpujgee w liczniku 2 _%x_3 (x+ 1}(x _ 3)’

I micnowniku rozlozyé na czynniki

(,1¢+1)2 B (x+1}(x—|—1}
o podzielié (skrocié) rozlozone wielomiany (x + 1} (x % 3} (x + 1)(x - 3)’
przez ich wspdlne czynniki I (x} el

P(x) Cx-3

czyli

, gdzie D=R\{-1,3}.

i =l

Przyktad 3. Skré¢ wyrazenie wymierne

2241
Rozwiazanie

- —x+l 2(x-1)-(x-1) : *' =22 41=0

o241 (21 R 1) =0

(x—l)(xz—l] x—1 | A=, i

= (x2_1]2 =ty i | x=-1Iub x=1, wiec
| p=Rr\[-11}

] 1 |

|

(x—1)(x+1) x+1

Cwiczenie 5. Wyznacz dziedzine i ski6¢ wyrazenie:
2 3 2
x°—5x x —8 x“+4x+4
ay—— b ., € —————.
) 2x% —10x ) 2—x ) xheeg
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L ) 3+x , .. )
Aby wyrazenie wymierne, np. , TOESZeTZy ¢ przez wyrazenie x+ 2, nalezy:

x
3+x x+2 (3+x)(x+2) 2P +5x+6
x x4+2 x(x+2) a ¥ 42x
[

e pomnozyé licznik i mianownik wyraze-

niaprzez x+ 2
o ustali¢ dziedzing otrzymanego wyraze- v =0 i y+2=0
BV PHIE R B0 x#0 i x#-2 wiec D=R\{-2,0}

rPrzykIad 4, Rozszerz wyrazenie, mnozac licznik i mianownik pizez wyrazenie podane
obok. Okresl dziedzine D otrzymanego wyrazenia.

D o By wws,
x+3 x—35
Rozwiazanie
) x—3_J§:(x—3)JE:\Ex—3\E : 4320 o y2_3
x+3 2 (x+3)\5 V2x+342 | D:R\{—E}
2 L (x=5)(x45)20
b) 3x x+5  3x(x+5) 32" +15x | % %
ey gl (x—5}(x+5} ¥ 25 | x#5 1 x#-5, wigc
| D=R\{-5,5} )
Uwaga

Jezeli D, jest dziedzing wyrazenia wymiernego, to rozszerzajac je, otrzymujemy
wyrazenie o dziedzinie D, ktéra nie musi by¢ réwna dziedzinie D,

Cwiczenie 6. Rozszerz wyrazenie, mnozac licznik i mianownik przez wyrazenie podane
x+2 yo’s

, 2x, b) ek
x—17 bx

obok. Okresl dziedzine D otrzymanego wyrazenia. a)

r Przyktad 5. Rozszerz wyrazenie tak, aby otrzymaé wyrazenie o wskazanym mianowniku.
Okresl dziedzine 1) otrzymanego wyrazenia.

p_Tr _HEEE . EEE -
15(x—1} 60(3:—1)’ x—2 x°—5x+6 x+2 P48
Rozwiazanie
a) 60:15=4, wiec
Tx Tx-4 28x

15(x—1) 15(x—1)4  60(x_1} 5% D=R\{1}.

*) Zapis <> — czytamy ,,wiedy i tylko wtedy, gdy™.



304 13. WyraZenia wymieme

b) x* -5x+6=(x-2}(x—3), wiec D=R\{2,3}
2 x-(x—3) _ x* —3x

-2 (x—2}(x—3) X _5x46

¢) ¥’ +8=(x+2)(x’-2x+4) wigc D=R\{-2} F+8 (a+b)(d —ab+b’)

4  4x .x2_2x+4_4x(x2—2x+4]

= 2 = = +8-0,gdyx—-2
e N, o Gl A x +8

= Cwiczenie 7. Przepisz przyktad do zeszytu i w miejsce ll wpisz takie wyrazenie, aby

otrzymac wyrazenie o wskazanym mianowniku.
a)x+2:2-, b) 2 Il @+ N
x-3 x°-9

x+2:(x+2)2’ x—l_xa—l.

= Cwiczenie 8. Przepisz przyktad do zeszytu i w miejsce [ll wpisz takie wyrazenie, aby
otrzymac wyrazenie o wskazanym liczniku. Okresl dziedzine D otrzymanego wyrazenia.
Sa=3_20a-12 b) e a2—49, 9 a-3_a —6a+9

4a R a | a+4 N

Cwiczenie 9. Wyznacz wielomian # mozliwie najnizszego stopnia, ktéry jest podzielny

a)

przez wielomiany: a) x—1 i 2x, b)Y 3x+3 i 4x+4, ©) x+6 i x*—36,

d) x—1 i P+x+], € x+2 i x¥*-2x+4

Sprowadzi¢ wyrazenia wymierne do wspdlnego mianownika, to znaczy rozszerzyc te wy-
razenia tak, by w ich mianownikach byl taki sam wielomian.

Uwaga Wspdélny mianownik wyrazen wymiernych to wielomian, ktory jest iloczy-
nem wszystkich czynmkow wystepujacych w mianowniku jednego wyrazenia i tych
czynnikow wystepujacych w mianownikach pozostaltych wyrazen, ktorych nie ma

w tym jednym.

( Przyktad 6. Sprowadz do wepolnego mianownika wyrazenia:

.1 ¥l . ¥l | . 1
ayx-31—— b) 1 ;€ 1 g ;
x+3 2x+6  3x+49 x*—4x x-16
Rozwiazanie
®—3
a) x—3= T 1 — mianownik plerwszegn wyrazenia
|
_— x+3 —mianownik drigieco wyraZenia

Wspdlny mianownik: 1-(x+3} czyli x+3.
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Rozszerzamy zatem tylko wyrazenie x — 3, bo mianownik wyrazema jest juz
wspolnym mianownikiem.
3 (x—3}(x+3) _ ¥ -9 .
x+3 x+3
b) Wyrazema w mianowmikach rozktadamy na czynmniki:
x+l sl . ox—=1 x-—1 2. (x+3) —mianownik plerwszego wyraZenia
e E 2. (x = 3) ! 3x+9 B 3(x B 3) ' 3-(x+3) —mianownik drugiego wyraZenia
Wspblny mianownik: 2-3-(x+3), czyli 6-(x+3}
x+1 x+1l 3 3x+3

2%+6 2-(x+3) 3 6-(x+3)
x-1 x-1 2 2x-2
3x+9 3-(x+3) 2 6(x+3)

¢) Wyrazema w mianownikach rozkladamy na czynmki:
| 1 : 1 1 x{x—4) —mianownik

W —4x x(x-4) 16 (x-4)(x+4)
Wspdlny mianownik: x-(x—4}-(x+4}.
1 1 x+4 x+4
x2—4x_x(x—4).x+4_x(x—4)(x+4}
e | X X
16 (x—4)(x+4) x x(x—4)(x+4}

¥-9 . 1 , 3G . Fxlo
Odp.: odz RY[-3% b
PR e | g B TR, W 5 Nl

Plerwszego wyraZenia
(x—4){x+4) —mianownix
drigiego wyraZenia

, gdzie

x+3

% % ' % gdzie x < R\{-4,0, 4}.

=B+ d)  ala=d)(x+4) |

xe R\{-3}, ©

Cwiczenie 10. Sprowad? do wspdlnego mianownika wyrazenia:

. 8 4 . 5 4 5
a3 1 . b 1 ., ) — 1 :
) 2x—1 )x+3 x+6 )x2 X+ 7x

O dpowiedzi do cwiczen

5.a) D— R\{0,5}, % b) D-R\{(2}, —x*-2x-4, ¢ D—R\{-2,2}, x+§.
x_
%% + 4x =2 _sx 410
G T R BRI ., D—R\D, 2L,
) 2x2 _14x Whlis B 6x> —12x .2

7.a) x2+5x+6, D—R\[-3,3}, b) 2x%+4x, D—R\{-2}, ¢ x*+x?+x, D-R\{l.

8.a)16a, D—R\{0}, b) a°+7a, D—R\{-7,0}, ¢) ¢°+a—-12, D—R\{—4,3}.
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9.a) 2x(x—1), b) 12(x+1), ¢ x*-36, &) x* -1, ) x” +8.

fx—3 8 1 dx+24 Sx+15
10. i dzi Rii—i. b i dzi RY{-6, -3
Vo1 P B {2} T I B ey o M
c) e 1 Sk , gdzic x=RV{-7,0}.

xz(x+7'] xz(x+?)

Zadania utrwalajgce

13.9. Okresl dziedzing 21 skroc wyrazenie wymiermne:

x-—3 a -1 Ax% +3x x* +4
a , b ; &~ d ,
) x* -9 ) a—1 5x% —3x )x4—16
€) y3—1 X —4x+4 ) S —1D

¥+ y+1 Zrx-6 X +9x+20

13.10. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [l wpisz takie wyrazenie, aby otizymac
wyrazenie o wskazanym mianowniku. Okresl dziedzine D otrzymanego wyrazenia.

|

a) Laz 5 b) Sx -1 7
3x 15x x=-1 x -1
x5 1 3 ]
c) = ’ d) = -3 2°
Ay e G () b e s s e
4 N 7 1R
Ep——=——— ) == :
x—-1 x -1 x+5 x"+125

13.11. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [l wpisz takie wyrazenie, aby otrzymac
wyrazenie o wskazanym liczniku. Okregl dziedzine D otrzymanego wyrazenia.

=
=

) Dx _6x3 x+4_2x2+8x E x—l_x2—6x+5
x+3 IR x+1 x+3 I
13.12. Sprowad?Z do wspolnego mianownika wyrazenia:
a) x i ; b) 4 i 1 g
X2 Zx—6 x—3
. 1 3 . 4
C) x+2 1 s d) d 1 2 »
x+2 x—1  x"4+2x-3
S5x ) 3 4 ) o
e 1 3 1 ;
) ¥ax-2 X +5x+6 D B ket =27
3 , 4 2x . 1
1 , h 1 :
2 8xP+1  2x+1 ) ¥ —4x+16  x+4
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Dziatania na wyrazeniach wymiernych

Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Mnozenie 1 dzielenie wyrazefn wymiernych wykomyjemy analogicznie do mnozeniai dzie-
lenia utamkow zwyktych.

Aby wykona¢ mnozenie wyrazen wymiernych, np.

okresiic dziedzine D, zakiadajge,
ze kazdy micnownik, w ktorym wy-

stepujg zmienne, jest rozny od zera

roziozyvé (jesii moinai jest taka
potrzeba) licznik i mianownik kaz-
aego z wyrazen nd czynniki

zrrleZé wspolne czymniki liczrikow
i mianownikow, a nasteprie skrocic
wykonaé mnozenie licznika przez
ficznik i mianownika przez mia-
nowik

x2+8x+16_x2—9
x> —3x 2x4%

nalezy:

—3x20 i 2x+8=0
x(x—S};éO 1 2x=-8
el d el 4 xrad
D=R\{-4,0,3}

x2+8x+16_ -9 B (.x+-4)2 _(x—3)(x+3}
¥ —3x 2x+8 x(x—S} 2(x—|—4]

(x+4)2 _(x—S}(AH—S}: x—|—4_x—|—3
x(x—?:) 2(x+4) ¥ 2

»

x+4_x—|—3_(x+4}(x+3}_x2+7x+12
% 2 2o Zx -

f

Przyktad 7. Wykonaj mnozenie

x3—3x2+3x—1_ ¥ —4

Rozwiazanie

¥ 37 13x—1 v —4 B
¥ —8 2 o2x+1

(:c—l}3 _(x—Z)(x+2):

¥ —8 ¥ —2x+1

T S O

= 2x+1 - {x-1)

T2 2044} (v-1f

8 i (x-1)20

|
|
| ¥x#2 1 x=1
|
|

3
—8 5 +3
X X b X

2
— x—1 _x+2: ;; +x—2 . D:R\{l,Z}.
x+2x+4 1 x“+2x+4 J
Cwiczenie 11. Wykonaj mnozenie:
x+2 ¥ +5%x+6  x*+3x

2 5 ’ % » € 7 2B .
X 4+2x+4 x* -4 S o, S . R | x“+4x x°+6x+9
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Aby wykonac dzielenie wyrazef wymiernych, np.

o okresiic dziedzine D,
zakiadajae, ze kazdy

PHx-6 _x2—9
X —dx+4 2x—4
e e !

dziglna dzielnik

, nalezy:

¥ _4x 44201 2x—420 i ¥—-9=20

micownik oraz ficanik (x—2F20 i  2x#4 i x+320 i x—320
dzielnika jest rozny od xz22 1 rd i x=-31 rE3
zera D:R\{—3, 2 3},

o iloraz wyrazen zastgpicé X +x—6 _x2—9_ P rx—6 2x—4
iloczynem dzieinej i od- X —4x+4 2x—4 x°—Ax+4 -9
wrotnosci dzielnika B A

b d b oc

e rozlozyeé liczniki i mia- (x—Z}(x—i-?t} Z(x—Z} 20
nowniki na czynniki = (x—2)2 -(x—|—3)(x—3): A_D5
(jezeli jest to moziiwe) e

e znalezé wspoine czynniki (x - 2}(x e 3} 5 (x s 2}

liczrikow i micnownikow,

a nastepnie Skrocic

(-2

(x+3)(x-3)

1 2 2
o wykonad mnozenie "1 x—3 x_3
W B
Uwaga Gdy dzielimy wyrazenia wymierne () : l(x), to dziedzing 2 ilorazu jest
Wy(x} PBy(x)

zbior tych liczb rzeczywistych x, dlaktorych W, (x}#0, BE(x}=0 i B(x}=0.

(Przykiad 8. Wykonaj dzielenie 0F

8x?

Rozwiazanie
l6x &x° B
P-4 P -2x
léx _x2—2x_
-4 8
16x A(x=2) 2
(x—z)(x+2) 8x> x+2

X2 -4 x*2x

|x2—4¢(} i Bx?20 i »>—2x=20
| ¥ #4 i xz;é(}, 1 x(x—Z);t(},
| D=R\{-2,0,2}

|

| J

Cwiczenie 12, Wykonaj dzielenie:

By EHL ey i)
-]

¥ L 6x+0

a) (x+3}: T

. R e |
3x+3 9% -9
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Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Dodawanie 1 odejmowanie wyrazen wymiemych wykonuemy analogiczme do dodawama
1 odeymowania ulamkéw zwylklych.

Aby wykonywac dodawanie (odejmowanie) wyrazen wymiernych, np. —
nalezy: *

okresiic dziedzing D, zakiadajge,
ze kazdy micnownik jest rotny od
zera

roziozyé mianowniki na czynniki

ustalié wspdiny micmownik

i rozszerzyd kazde wyrazenie do
wspoinego micnownikea (wspolny
mianownik to floczyn wsgystkich
CIVRATKOW pleywsTego mianow-
nika i lych czynnikow driugiego,
ktorych nie maw plerwsgym)
adoddac (odjgc) ficzniki i wykonad
deiciania w liczniku | mianowniku
oraz skrocic, jezeli jest to moziive

¥ 2520

x—l—l(]+ 1
—25 2x410
1 2x+10=0,

x=5320 1 x+520, 1 x#-5 wigc

D=R\{-5,5},

x+10

|

(x—5)(x+5)  2(x+3)

(x+10}-2

1-(x—5)

2-(x—5)(x+5) 2-(x—5)(x+5)

C(x410)2+1-(x-5) 2x+20+x-5

Z(x— S)(x+5}

3x+13

T 2(x-5)(x+5)

3(x+5) 3

2x—5)(x+5) 2(x-5)(x+5) 2x-10

rF‘r.'!:yrlv(lad 9. Wykonaj dziatania: a) — S !
] ] x +3x x+3
Rozwiazanie
2) 7 o x 7 o x
¥ +3x x+3 x(x—!—?:} x+3
B 7 __xx 7—x°
x(x+3) x(x+3) ¥ 4+ 3x
b) _+ 3x 1-(x+1}+ 3x-x _2-x(x+1}:
X x+1 x(x+1} x(x+1) x(x+1}
_x+1+3x —2x2—2x_x2—x+1
x(x+1) X +x

b) —

1 3x _5

x x+1

#(x+3}20 1 x+320

it e et
D=R\{-3,0},

xz20 1 x=-1

|

|

|

|

|

| 220 i x+120
|

:D R\{-1,0%.
|
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Cwiczenie 13. Wykonaj dziatania:
2 +5 5 7 3 12
a) e . e o
x—4 4-—x x—-9 x+3 2x—4 x+2 x4

+ x.

Odpowiedz do cwiczen

2% ., gdzie xER\{—E,E}, b) L}z, gdzie xER\{—Z,l}, c) x+i, cdzie
x+

ek (=D

11. )

x e R\{—4,-3,0}. 12. a) “i, gdzie x e RY{-3,-2}, b) il gdzie a e RV{-L1},
x o —

x+?,gdzie xeRV4L B) ﬂ, cdzie

-4 -9

c) 6(x2 +3x+ 1], gdzie x= RY{-1 1 13. a)

x
s )

xER\{—3:3}’ <) m

., gdzie x = R {—2, 2}.

Zadania utrwalajgce

13.13. Wykonaj mnozenie:

1 3yt 4+3x x—1 ¥4+2x+1 x—1
ay(x+24. ; b . \ C ; ,
)( } x> -4 ) ¥ -1 6x ¥ 2x+1 x+1
¥ 4 5x16 _x—4 5 27— % _ 5x f) 4x® —8x° _4x+8
2 —Tx+12 x+3 043x+x° 3—x 1637 —64 x*
2 X438 —x-3 4 h) 2 X +5x"—2x-10
il x+3 x* +10x+25 x> -2 '
13.14. Wykonaj dzielemie:
3
+1 = ==
a) g g A0 e G ) b) il 1:2;C 2,
x—1 x+1 x"+x
2x°—18 Ox*—4 9x*—12x+4
C) —:{x+3} d 2 i
) X ( } )xz—Zx x—2
2 2 3 2
x"—3x+6 x —4x+4 2x=gd . el
B+ Tx+12 21 6x49 x> 5x—14 x> —14x+49
) x3+8x2—x—8.x2—1 h) x3—x2+x—1.x2+1
& 41 dar -1 S x4l
13.15. Wykonaj dzialania:
x—1 3 4 3
ayl-——, b = ) ————,
) x—+1 ) -1 . ) x—1 l-x
d) X —x+1+ 22 , &) x—1 B x—|—1_
x—4 4-x x°-16 3x—6 3x+46



Rownarnia wymierne 3N

13.16. Wykonaj dziatania:

x-1 4 1 x+2 4 x+1
a) N T b) e - ,
X L ¥x—1 x"—-2x+1 X
3 Z2x—1 2
c) 3— - > d) ; % —— .
x—2 x+2 x +3x" —-4x-12 x"+4x+4
2x+1  x=2  x+1 Ry? —4 4
€) 2 TR TR ’ f) 4 = 2 3y+ 2 .
x*-3x x"+3x x -9 y—2 8-y v +2y+4

13.17. Wykonaj dzialama:
1+—
1 X X | X L=y
o —% v (501 oIk 22
)l—i ) x+1 x—1 ) el 2 bbbl ot

Rownania wymierne

Definicja
, . W(x) . : . .
Rownanie ——= =0, gdzie P(x) # 0 oraz Wi F sg wielomianami, nazywamy

P(x)
rOWnaniem wymiernyi.
Rozwigzujac rownania wymierne, korzystamy z wlasnosci ilorazu.
Przypomnijmy
Noraz (utamek) jest rowny zero wiedy 1 tylko wiedy,

gdy jego dzielna (licznik) jest rowna zero, a dzielnik 5 0 < a=0 A" b=0
(mianowmik) jest rézny od zera.

.

2 =
Przyktad 10. Rozwiaz réwnanie: a) L ) il 0.
X

X
Rozwiazanie

a) l:(},gdzie x# 0. D= R\ {0}
x

Réwnanie nie ma rozwigzania, bo licznik nigdy nie przyjmuje wartosci 0.

2
b) x ?x:(],gdy X —Tx=01ix=0 %:o,gdy a=01b=0
X
x(x—?}:(] D=R\{[0}
x=0 hib x=7.
Tylko liczba 7 jest rozwigzanmem rownamnia, bo 0 ¢ D. J

* Zapis n — czytamy i".
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Cwiczenie 14, Rozwiaz réwnanie: a)

Rozwiazujac réwnania wymierne, mozemy

1
=0, b
5 )

korzysta¢ bezposrednio z wlagnosci ilorazu.

x—10

(x2 — 1](x+ 2} _

x—2

0.

=0, ¢)

Jezeli b= 0, to %:c, gdva=»hc.

(

x+1

Przyktad 11. Rozwigz réwnanie =32
x+3
Rozwiazanie
I sposob I sposob
1° Zapisujemy zalozenie: : 1° Rozwiazujemy rownanie,
x+320 wiec x#-3, | korzystajac z proporcji:
czyli D=R\{-3}. | x+l_2
s : +3 1
2° Rozwiazujemy rownarie: | *
vl | x+1=2(x+3}
=2 /-{x+3) |
213 gLl
gt | == z(x " 3} : 2° Sprawdzamy, czy liczba—5
o | spelnia rOwname:
3° Sprawdzamy, czy liczba —5 | —+1 _ —4 —3
spelnia zatozemie. | —3+3 -2
—5e D, wiec liczba —5 jest | Liczba —5 jest pierwiastkiem
pierwiastkiem réwnania. | réwnania.
Odp.: x, =-5.
- . : : +2 1 +4
Cwiczenie 15. Rozwigz rownanie: a) Lok 3. b) o — ©) i S
x =l 2 Xz
: ; +1 2x—4
(Przykl'ad 12. Rozwigz rownanie: a) il 1, b) ad 5= 2
% xX—
Rozwiazanie
+1 ; .
a) i gdzie x=#0, czyli D=R\{0}.
X
x4+ ]_ =x x+1-1-x

1=0 — réwnosé falsyywa.

R owmnanie nme ma rozwiazania.
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b) 2x—;::z, gdzie x #2, czyli D=R\{2}. 2-2
x_
2x—-4=2(x-2)

2x—4=2x—4 —rownos¢ prawdgiva dia kaidej licy by x.
Uwzgledmajac zalozenie, stwierdzamy, Ze rozwigzaniem rownania jest kazdaliczba
rozna od 2.
Odp.: a) Réwnanie nie ma rozwigzania, b) x=2, czyli xe R\{2}. J

Jezeli rtownanie wymierne podane jest w postaci rownosci dwoch wyrazen wymiernych, to
TOZW13Zujac je, mozemy skorzystac z wlasnosci proporcii.

W proporcji iloczyn wyrazow T
gkj‘ajnychjegt r(jwny ﬂOCZYIlOW’i Jezeli ;:E (bz20id=0)toa-d=bh-¢c.
wyrazow srodkowych.
: : 1 4 2 x-1
Przyktad 13. Rozwiaz réwnanie: a) i:—, b) Fon & :
X 5 X x+3
Rozwiazanie
a) ‘x_“:i gdzie x=0, | b) erz=x_1, gdzie x#01ix=-3
x 5 | x  x+3
czyli D=R\{0} : czyli D=R\{-3,0}
+2Hx+3}= =
5(x+1)=4x : (x+2)(x+3}=x(x-1)
" 5.0 | x=-1 —1#0 oraz —-1#-3.
Odp.: a) x,=-5, b) x, =—1. J
B e . ) : =3 2 -4 z
Cwiczenie 16. Rozwiaz réwnanie: a) 4 =—, b) o Eie
x+2 3 x+1 x-1

Jezeli w rownaniu wystepuje wyrazenie wymierne, to rozwigzujac je, nalezy:
e podac dziedzine D tego rownania,
¢ tozlozy¢ licznik i mianownik wyrazenia wymiernego na czynniki (o ile to mozliwe)
1 skrocic je,
e rozwigzac otrzymane rownanie 1 sprawdzic, cZy jego rozwiazania nalezg do dziedziny 1.
Pokazemy to na przykitadach.
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Przyktad 14. Rozwiaz rownanie alinc. = 2(x2 - x).

x+1
Rozwiazanie
9
x =1 2 i %
" =2(x —x], gdzie x=-1 czyli D=R\{-1}
(x+1}(x—1) 5
== ity 2 1=(x 1}x+1
=2 ) £ 1=(x Dr+1)
x—1=2x*—2x Skracamy przy zatoZeniu, Ze x# 1.
2x*—3x+1=0

:c:l Iub x=1
2

1
—eD 1 leD.
2
Odp.: x e .2
i =y =l J
2
Cwiczenie 17. Rozwiaz réwnanie: a) ;;—2 = 2x , ¥ 16, 6 g
x*—4 2x" —4dx x+4 x-2
Rozmaczm.qc niektore Townania wymieme, komy.sta:my 2_c ody a=cib=0
z réwnosci dwoch utamkdw o réwnych mianownikach. b b
[ 14 4-x 7 1

Przyktad 15. Rozwiaz rownanie

—— = — ;
x*=9 3+x x+3 3-x
Rozwiazanie
14 4—x 7 1
+ Sy

w o 1 peRM 83
¥-9 34+x x43 3-x { }

14+(4-x)(x-3) 7(x-3)+1(x+3}
(x—3)(x+3} (x—3}(x+3)

14+(4—x}(x-3}=7(x—3)}+(x+3) i xe R\{-3,3}

Wspdiny miagnownik (x—3)(x+3)

2
—x"—x+20=0 e
L
x=4 lub x=-5 Z—te b
4eDi-5eD. 4eR\{-3,3}, -5eR\{-3,3]

Odp.: x, =-5, x, =4 J
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Cwiczenie 18. Rozwiaz réwnanie:

4 5 20 5x° —32x+3 9_3x
a) = =——— b 5 = F :
x—2 x+2 x"-4 x*—4x+3 x-1
r oo : 1 x+1
Przyktad 16. Rozwiaz réwnanie 1— =
x+2 2x
Rozwiazanie

Przeksztalcamy rownanie Okreglamy dziedzing D réwnania

|
|
do postaci W(x}:(). | x+2¢q i2x=20 squd
G(x) | x#-2 1 x#0, czyi D=R\{-2,0}
- I x+1 0 : Mnozymy obie strony rownania przez
x+2 2x wapolny mianownik 1 porzadkujemy:
2u(x+2)-20—(x+D(x+2) _ : It .
2x(x+2}) | x+2 2x
Pox2 2x(x+2}—2x={x+1}{x+2)
2x(x+2)_ ' | i —E- 2=l
P ox 2.0 | Rozwigzujemy otrzymane rownarnie
Zatem { " skad | kwadratowe: x, =1, x, =2.
T | Sprawdzarmy, cZy rozwigzania rownania
{x ==1'lb x=2 , | naleza do dziedziny D:
ol 4 oweE—d | 1eD, 2eD.
wiec x=-1 lub x=2. |
Qdp: o ==l 2 =2 J
Odpowiedzi do éwiczen
14. a) Brak rozwigzania, b) x3=10, @ x=-2, x, =-1, x; =1 15.2) x3=1 b) x53=-1, ) x3=0.
16.a) x3=13, b) x; =i. 17.a) x; =6, b)brakrozwigzania. 18. a) MNie ma rozwigzania, b) x; =-5.

Zadania utrwalajgce

13.18. Rozwigz réwnare:

D E:(}, b) (x+3)(x—2}:0 4x"+2x x"-x-6
X x—2 x+2 x+2
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13.19. Rozwiaz rownanie:

2) 2x+1:4’ b) x+4:4, ) 3 _g d) T—le_

x—3 x—1 x+1 x+2 g

13.20. Rozwiaz roéwnanie:

e 3—6x 3—x 1-0,4x
a)

=1 b =3 e——==-1 d e
3+2x )1—2,1: ) )

13.21. Rozwiaz rownarie:

2) 1 2 b 2x—3_—_x, o) x+3_2x—1’ d) x+1 B x+1

x—2 x+3 x+1 2 x+2  x 27%—5 3x—1

13.22. Rozwiaz rownanie:

4 x 1 16 «x
a) —=—, b — =X, Cr—==r_
)x 4 )x ) x 4
ot 6 x 3 o 2 L _x 1 o x 1 _x2
x x 4 4 x—1 x-1 4 4 x+2 x+42 3 3
13.23. Rozwiaz rownarie:
1 2x—1 1 1 1 3 dx—1 x*+5
a) S 8, Pt O P < B0 W
2(x-1} x-1 x+1 20 x+2 x=1 x+1 ¥ -1

Q 13.24. Rozwiaz rownanie:
x+7 x-7 22 10x+1 8x*+6x—8

a + = ; b - =3
) x—4 x—-2 ¥ _6x+8 ) 2(x+1} 4(x+1}2
§ 10x-4 124°420x+27 o 3 1 _ 2
Tkl (2,x+1)2 (2x+1}3 ’ P48 -4 P -2x+4
& 1

13.25. Uzasadnij, ze pierwiastkami réwnania 1.1 59 dwie kolejne liczby

Dr ¥ix ¥ 6x

naturalne.

13.26. WprowadzZ zmienng pomocnicza 1 T0Zwigz roéwnanie:

15 2 _6x+3 5
a) ¥ —dx————=2, B —
x° —4x 4 x —6x+3
3x2 —0x 12 ¥ +x-3 3

c = =3, d = =1
Q ) 3 ¥ —3x ) 5 2x2+2x-6
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13.27. Rozwigz rownanie: Q
s by |— ‘—2 G 5 %
‘ﬂ_ ’ =2 7 x+3] |x+ﬂ_ .

Nieréwnosci wymierne

Definicja

Kazdag z nieroGwnosci: m >0, m il M =0, m <0,
P(x) P(x) P(x) P(x)

gdzie Wi P s wielomianami, przy czym P (x}= 0, nazywamy nierdwnoscig

wymierns.

rPrzyrl-{lad 17. Rozwiaz nieréwnosci: 1 (x+4}x-1}<0 2 Yoo,

x—1

Porownaj zbiory rozwiazan nierownosci 1 1 2.

Rozwiazanie
Rozwigzujac nierownosci 1 i 2, skorzystamy odpowiednio z wlasnosci iloczynu
1 ilorazu.
a0 az0 | @E &p i 10 o @20
Zatem | Zatem
X+4<0 R | {x+4<_:0 {x+42(}
~ Iub - |
{x—lzﬂ {x—liﬂ | x—1>0 x—1=<0
x<—4 -~ xz—4 | {x_—él - {x2—4
xz1 ~ ] | x>1 x|
brak P (_4. 1)_ | break s (_4; 1}_
FOZWIgza i : | FoZWigzani
|

Odp.: xe{-41}. Odp.: xe{-41).

Zbiory rozwiazan nieréwnosci (przedzialy) {(—4:1} i {-4;1} nie saréwne, bo 1 (—4; 1)

i le{—41). ]

Cwiczenie 19. Rozwiaz nierdéwnosci 1 i 2, a nastepnie poréwnaj zbiory ich rozwia-
zar, gdy:
a) 1 (x—|—2}(x—1}2 0 2

250, w@ Gox)(x+1)>0, @ 2=Z>50

x—1 ’ x+1 - T{
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Q Uwaga

Rozwiazujac nierdwnosci wymierne, korzystamy z nastepujacych twierdzen, kiore wy-
nikaja bezposrednio z wlasnosci ilorazu i iloczynu:

W) W (x)
. =0 & Bilel BP0 <0 < W(x}-P(x)<0,
P(x) P(x)
Wi,
. < W(x}P(x}z0 a P(x)=0,
P(x)
e
. S WixhP(xis0 e Plx)=0,
P(x)
r ou G -
Przyktad 18. Rozwiaz nieréwnosé ; <2
5 _
Rozwiazanie
**3 09 wiec D=R\{2). x—2=20
x—2
I sposob | {1 sposob
Sprowadzamy nieréwnosc do postaci |  Obie strony nieréwnosci
(x) |  mnozymy przez kwadrat
Plx) | mianownika, bo gdy x< D,
x+3 _2(x-2) Wspdlny | to (x—2) >0.
- 23 D) mz’anowm’fc| i3
— - e P
x+3_2(x_2}<0 = <2 /-(x—2)
x-2 : (x+3)(x—2) £ 2(x—2)
5 _
— <0 | (er3)(r-2)-2(x—2F <0
Korzystamy z twierdzenia : (x—2)[x+3-2(x-2)]<0
() o o w(w)-Px)<0 A Prymo,  EHOZ)s0
P(x) | )
(7-x}(x-2)<0 n x=22 |
V(x)

Sporzadzamy linie znaku dla wielomianu ¥ (x}=(x—2}(7—x}, gdy x= 2.

— >
2 7 x

Q Odp.: x e(—o0; 2} {7; +o0). J
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2
Cwiczenie 20. Rozwiaz nieréwnosc: a) x—1:_>—1, b) i ah 1.
NF3 x—-1 x-1
[ . 1 1
Przyktad 19. Rozwiaz nierdwnos¢ + 2 :
x-3 x-2 x-1
Rozwiazanie
. | 1 1 . : :
Nierdwnosc 0 < sprowadzamy do wspolnego mianownika
T e A e |
G . W (x}
i Zapisujemy w postaci ——— <0
FPlx
1 1 1 :
+ ———<0, wiec D=R\{1,2,3} ¥ 320ix 2#0,ix 120
x—-3 x-2 x-1
(x—2}(:6—1}+(x—3)(x—1)—(x—3}(x—2) 1 Wspdlny mianownik
(x—3}x-2)(x-1) B (x=3){(x-2){x-1)
X —2x-1 0 o Eorzystamy z twierdzenia
(x—3)(x—2)(x_1) P((;C)}go & W (x) P(x)<0 A P(x}#0.

(x2 —2x—1](x—3}(x—2}(x—1}<_10 1xeD.

Rysujemy linie znaku wielomianu W (x}= (x2 S 1)(x —3)(x—-2}(x -1}

s : s i ———/""} xr oo
= 0 1 2 3 X A-g NE-_243
Trnf2: 1+2 o e B

Odp.: xe(—m;l—ﬁ)u(l;2}u<l+s/§; 3]. J
Cwiczenie 21. Rozwiaz nieréwnosé:

4—x (x+1)2(x2—4] x—4 x-2
a) <0 b >0, ¢ g ey

x*"—2x-15 x—3 x-3 x-1

Odpowiedzi do ¢wiczen
19.2) 1 xs(—oo;-2)u{l;+o), 2 xe(-o;-2Yu(l;+w), b) 1 x=(-L3), 2 x=(-L3).
20.2) x s(—o; -3 U{l;+w), b) x=(L+oo).

2L a) x (-3 4) (5 +o), b) XE<—2;2}U(3; +o), © x=(L3)




R
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Zadania utrwalajgce

13.28. Rozwigz nieroOwnosc:

4 1 1
a) — >0, b) x<— ch—a=2x, dy x+12z——-
s s X x+1
13.29. RozwiaZz nmerownosc:
2 3=% .0, by P2 <q 0 >0,
x+32 x—1 x+2
2
a S—xg(}, ) x(x+2}(x—4}20’ (x—Z) (x3+5)<_:0.
Sl 43 (x—!—l}
13.30. RozwigZz nierOwWnosc:
Jry 2_
Y | b) ——>1 a1 ,4 gy Xy
x—1 l-x X x =1
13.31. Rozwiaz nierownosc:
Zx 2 -3 3Ix-2 1-3
2) > : Byt B0 G et AR
2x—1 Z2x+1 x+3 55 4x -7 S5—-4x
-2 -3 4 +3 x+13
| e) ¥+25—— g e i
x—3 x-2 x+2 x+1 x+11
13.32. RozwiaZz nieroOwnosc:
2 ) 2
x*+x-—2 x"—2x x—4
a) ——=0, by —— <0, C <0
) X —x—2 ) ¥ —Tx+10 ) x —4x
2 2 2
d) x 25x+4<0, o 2x2 Tx 29}1, X 28x+6<5.
x°—4 x—2x-13 x“+2
13.33. Rozwiaz nmerownosc:
N AT L
x+4 x+4 x+1 x+1
gt 8 L W B
x—2 x-2 2 x+5 x+5
13.34. Rozwigz nierdwnosc:
A e L oty L
x—1 x+1 x*—16 x —4x
o) x-2 2 - 8 , d) x+3+ . 2x—13 .
x—3 x-1 x"—4x+3 x+1 x-5 x"—4x-5
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Przyktady zadan prowadzacych do rozwigzywania rownan
wymiernych

Za pomocg rownarl 1 nierownoscl wymiernych mozemy rozwigzywac wiele problemow
matematycznych, atakze prakiycznych. Pokazemy to na przykladach.

Rozwigzujac mektore rownama wymierne lub ich uklady, wprowadzamy zmiermna
pomocnicza.

(

2
Przyktad 20. Rozwiaz réwnanie [i] I . =
x—1 x—1

Rozwiazanie

x—1 x—1

2
[i] —z[ij—3:0, gdzie x#1, czyli D= R\{1}.

Wprowadzamy zmienng pomocnicza ¢, gdzie ¢ = il 1 otrzymujemy

rownanie kwadratowe z niewiadoma 1.

£ —21-3=0
f=—1 t,=3
L:_l lub i:i gka{d W rownarniu izz‘
o | x—1 x 1
podstawiamy = 11¢(=3.
1 Iub 3
X=— u X=— 1 s
2 2 Eil 1 Eil
1 2
—e ) —ie )
% 2
odp 1 3
S X=X, =
2 2 )

2 02 2
Gwiczenie 22. Rozwiaz rownanie [ - J wifin --8=0,
A X—

Cwiczenie 23. Rozwiaz uktad réwnan, wprowadzajac pomocnicze zmienne:

I L 5 15 7 10 1
rero- B P B r T
X G
. T f Al 9y 9 25 y3
———=— —+—=35 e
x y 6 Xy x=5 yp+2
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. ’ ' +3
r_I:'r..'!yrl'(l'ad 21. Rozwigz nierdwnos¢ podwdjng cfigf T g
Rozwiazanie
Nierownosc —1~<:;:hL3 <2, gdzie x # 3 jest rownowazna ukladowi nierownosci
e
+3 +3 +34+3-— 6
§—>—1 ;C +1=0 ;Cg—x::-(] 3—>0
_g ot _?, = 3_2 2 = 3_x1 '
L e MR B MR M{(}
3—x 3—x 3—x 3—x
6(3—x}>0 x<3
Zatem - xe(—m;l}
(e-D3-x)<0  |re(-mlu(zm)
x<3
x =1 X3
O
! I I ! I I I y o
Odp.: xe(—o0;1}, 0 1 2 3 4 x

Cwiczenie 24. Rozwiaz nieréwnosé podwéding —2 < x;f < 4,
x e

rPrzykiad 22. Ewa co rano biega wytyczona trasa o dhugosei 880 m. Pierwsza polowe
te] trasy pokomnuje w czasie 2,5 minuty. W jakim czasie przebiega druga polowe trasy,

jezeli osigga srednig predkos¢ co najmmniej 160 ﬂ_?
min
Rozwiazanie Przyjmujemy oznaczenia:
x —czas, w ktorym Ewa przebiega diuga polowe trasy, wiec x >0,

2.5+ x —czas, w ktdrym przebiega cala trase, wiec 2,5+x >0,

e srednia predkos¢ Ewy na calej trasie biegu.
2.5+x
Z warunkow zadama; 880 =160.
2.5+x

Gdy x>0, to 2,5+ x>0, wiec
880 2160(2,5+x), skad x<3.
Odp.: Druga polowe trasy Ewa przebiega w ciagu co najwyzej 3 minut. J

. . 1
Cwiczenie 25. Suma dodatniej liczby i jej odwrotnosci jest réwna co najmniej 2—.

3 4
Czy jest to liczba nalezaca do sumy przedzialow {(}; Z) u<§; +ooj ?
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rPrzyklad 23. Dwaj tynkarze pracujac razem, otynkuja $ciane w ciagu 8 godzin. Jezeli
kazdy z nich wykonywalby te prace sam, to pierwszy tynkarz zakoficzytby ja 12 godzin
wczesnie] niz drugi. W ciggu ilu godzin kazdy z tynkarzy wykona samodzielnie te prace?
Rozwiazanie
x —czas samodzielne] pracy pierwszego tynkarza,
x+12 - czas samodzielne) pracy drugiego tynkarza,

Wdajnosd pracy fo czedd

1 T :
= = wydajnosc pracy pierwszego tynkarza, produkefi preypadajgca

1
x+12

na jednego zatrudnioneso

— wydajnosc pracy drugiego tynkarza, W ustalonej jednostce czasi.

é — wydajnosc obu tynkarzy pracujgcych razem.

Z warunkow zadania otrzymujemy rownanie
1, 3
x x+12
2x+12 1
x(x+12):§
¥ —4x—-96=0
=-8 x=12
-8¢D, 12¢D

:é, gdzie x >0, czyli D=(0; +o0}.

Odp.: Pierwszy tynkarz pracowalby samodzielnie 12 godzin, a drugi 24 godziny. _J

Cwiczenie 26. Jeden tynkarz otynkowat pét éciany w ciagu 6 godzin, reszte otynkowat
drugi tynkarz w ciggu 9 godzin. lle czasu tynkowaliby te sciane razem?

Cwiczenie 27. Odleglosé¢ miedzy dwoma miastami wzdhuz rzeki jest réwna 80 km. Statek
przepltywa te droge w obie strony w czasie 8 godzin 1 20 minut. Oblicz predkos¢ wilasng

statku, jezeli predkosc pradu 1zeki jest rowna 4 %

Odpowiedzi do éwiczen

1
=2 g =10
33 m=-I-aff, m=lealE ;=2 Bayi" - w{ 2 g% 24 xel o Live]
—3 1 y=-3 3/ T\3
3

25 Tale  26. 7 godzin 1 12 minut. Wekazdwin, é+% = % gdziet to czas tynlcowania sciany przez obu tynlarzy.
sg 30
+

v—4 u+4d

27. v= 20%. W kezdvi, = 8%, gdzie v to predkosd wiasna statlas.
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Zadania utrwalajgce

13.35. WprowadZ pomocniczg mewiadomai rozwigz rownanie:

2
a)[x—l—l]__6_x+2_’_9:':},

2
b)[ 2 j+ -
x+3 x+3

x—4 x—4
15 G 5
) x* —4x— 3 =2, d) T 2 -
x°—4dx 4 x°—6x+43
357 — 12 ~1 +1Y
0 = = -3 3> 68 [‘x—] +11=0.
2 x —3x el x—1
13.36. Rozwiaz uktad rownan:
2 5 1 i 3
—+4—=30 5 + =—
% % x—
2 13 i ’ B 1y 1y 3
—+—=31 — =
L x—y x+y 8
[ 2 I
L + 52 =7 =
) 2x—y x+3y a0 x° oy -1
C ; ;
45 48 _ 1 A1 9
2x—y x+3y x° y2—1
13.37. Rozwiaz uklad nierownosci:
2
Az 120 le<2 i 221 x+1£2
2 i:ll ’ b Zxx_—ll 9 i+_1 ’ DY s
<0 5.2 2 &2 16-3+"
x—2 x—1 x+2 3y
13.38. RozwiaZz merownosc:
ay—1a Ty By 0T s e
x—2 x+8 x—2
13.39. Rozwigz nierdwnosc:
3x+7 2x-3 ox
a i b =k C =1.
) x—5 ) x+1‘ ) ol

13.40. Wyznacz dziedzing D, funkcji £ gdy:

a).f(x):

x+3 ‘5—x X 4—x
x—2 b)ij}_ x+2_L Q)ij}_JZx—l+J x
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13.41. Wiedzac, ze f(x)= +2, rozwiaz nieréwnosé  f(—x}> f(x)-2.

2x+3

13.42. Uzasadnij, zejesli f(x)> £(2-x} i f(x)=>+1 to xe(0:1) (2 +m)
X

D[

13.43. Podsemaforem pociag mial przymusowy posto] trwajacy 16 minut. Powstale opoz-

nienie nadrobil na trasie 80 km, jadac szybciej niz normalnie o 10 % 7 jaka srednig
predkoscia zazwyczaj porusza sig pociag na tej trasie?

13.44. Samolot, ktérego predkosé wlasna jest rowna 900 % leci 5500 km z wiatrem

14500 km pod wiatr wiejacy ze stalg predkoscia. Czasy obu przelotow s3 jednakowe.
Oblicz predkos¢ wiatru.

13.45. Wynajecie sali na polowinki organizowane przez ucznidw drugich klas pewnego
liceum kosztuje 1500 z}. Poniewaz 50 uczmow z klas drugich zrezygnowalo z udzialu
w zabawie, to kazdy z pozostalych ucznmdw powinmen zaplacic o 1 zt wigce) miz pla-
nowano. [lu uczniow jest w klasach drugich?

13.46. Dwaj tynkarze pracujac razem, otynkuja sciang w ciagu 3 godzin. Gdyby pierwszy
Z nich sam tynkowat t¢ sciang przez 1 godzing, a po mim drugi przez 6 godzin, to otyn-
kowaliby % powierzchni ciany. W ciggu ilu godzin kazdy z nich moze otynkowac te

sciang samodzielnie?

13.47. Uzasadmj, ze jesli suma liczby 1 jej odwrotnosci jest mmejsza od 2, , toliczba ta

Dl jest ujemna.

2=

—. Zestaw powtorkowy
1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanych.
. x-3 x-1 :
Réwnanie ——— =~ ma sens liczbowy, gdy:
x—4 2
A x=21 B.oa=2, axtad D. x=+4.

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Rownanie, ktore nie ma rozwigzania, to rdéwnanie:
e Tx=T 1 2
B x

A ——=1), B. {, Co= D.
x+3 x—1 o

(S
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3. Ocen prawdziwoi¢ podanyeh zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.

Pierwiastkiem réwnania =4 jest liczba —11. P|F
e 4
Réwnanie Sl = a el ma jeden pierwiastek. P|F
bt | x—1
Pierwiastkiem réwnania = jest liczba 0. P|F
%2 33
Jezeli x+2x+3x+4x:9’ to lel. P|F
X-X o

(x—S}(x+1} _®

(x— 2)(x - 5}

Wybierz odpowieds T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.

4. Czy liczba 5 jest rozwigzanmem réwnania

(x=5)(x+1)=0,gdy x—5=0 lub x+1=0
x=35 lub x=-1

(x—l)(x—5);é[},gdy Bl e X520
N o G e ki

T A
poniewaz
N B

5. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczba—5 nalezy do zbioru rozwigzan merownosci:
+3}(x-3 ? 2_
a DGy Ay o S g g By
(x+2} x° =25 (S—x) e O R

6. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposvod podanych.

» 2

: | : : . .
Liczba 5 nie jest rozwiazaniem réwnania ——a’ = 2x z niewiadoma x, gdy:
%

A a=3 B = C. a =10, D. ae{-3,3k

7. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

e R PEhE . : : . :
R 6wnanie ——— = = ma taki sam zbior rozwiazar, jak rownamnie:
b2 e
3
A P 42=0, B. =0, C. |{=o, Bl

2:
X X



Odpowiedzi i wskazowki

1. Nierownosci kwadratowe

Odczytywanie wiasnosci funkcji kwadratowej z jej wykresu
L1a) x3=1 b) ;=-3 x,=3, ¢) 5y=—6, x, =0, d)funkga nie ma miejsc zerowych.
12.8) A=(-2,0), B=(3,0), C=(0,—6), b) A=(—40), B=(-2,4), C=(0,0),
¢ A=(-3,0), B=(1,0), C=(-1,4).
13.1 9 a<0, b)c<0, ¢) A=0, d) b<0,
2a)a>0, b)yc>0, ¢) A=0, d) b<0, 3 a)a<0, b)yc<0, ¢ A<0, d) b <0,
4 a) a>0, b) c<0, © A>0, d) b<0.
1.4.a) (—0;2}, b) (—%; +-ao} 0 (—o;1), d) [—m;—%).

1.5. a) v A by ¥

d)

Nierdbwnosci kwadratowe

1.6. 9) xe(—oo; _z)u{z; +o0), b) xe(=11), ¢ x=-2, d) x=1, € xRk,
) nieréwnos¢ nie ma rozwiazania.

L7.a) xe RV}, b) xe{-2;2), ¢) xeR, &) xe(42), & xeR, ) xeR.

L8.a) xe(-10), B xe{3), © xe(—x0)u(l;+0), @) xe(0;2), € xe(ﬂ;%}, fy x=(0;2).
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1.9. a) xe (0,0 u(2; 40}, b) xe(-12;0}, © xe((};%), d) xe[(};%} e) x (—o0; ) (55 +0),

f) xe(-0;0)u (%;+oo}

L10.a) xe{-1;3), b) xe(—w0;-2)u(2+®), © xe (—oo; —l)u(Bg +oo), d) xe(—w1)u(2;+e0),
&) xe (—oo; 5)u<6; +oo), ©) xe(L3)

L1l.a) xeR, b) xeR\{0}, ¢ nieréwno¢ nie ma rozwiazania, d) nier6wnos¢ nie marozwiazania,
e) xR, [)nierdwnos¢ nie ma rozwiazania.

1.12. Wskazowka. b) Przeksztat ¢ nierdwnos¢ do postaci x° =0,

Nierdwnosci kwadratowe — ciag dalszy
1.13.3) xe(—41), b) xeR, © x= (—oo; —4)u<7; +a0), @) xe(—-wo;3) (5 40),

€) x=(—w;—5)u(0,2; +0), f)nieréwnoi¢ nie marozwiazania, € x< [1, E], h) x {—%; \E} ;

473
i) xe (—ﬁ, g)

1.14. 2) xe(—oo;—S)u(4;+oo], b) ni eréwnos¢ nie ma rozwiazania, ¢ xe(—oo;—3)u(—2;+oo],

d) x=-5.
L15.a) xeRV{2], b) x=-2, ¢ xeR\{|-1}, d) xeR, ¢ xeR'-3}, f) xeR.
7 1
1.16. 2) xe(2;4), b) xe(—o, Hu(k+o) © xe<—3;—]), d) xe|— ;—5 U —§;+oo ;
oo g o : g G 1
¢) nierdwnosE nie ma rozwiazania, ) x e —oo;—g L —§;+oo .
1.17.2,3, 4. Wskazdwhka. Zbiorem rozwiazan nierdwnogc x” —6x +5 <0 jest przedziat (1;5).

1.18. 0. Wikazowka. x&(—o0; [}}u(%;+oo}.

1.19.-1,0,1. Wekazowka. xe(—2;2).

2
1.20. x £(0;16). Wekazowka. Utéz i rozwiaz nierdwnosé 4+/3-x ad f
; 5 : 5 g : : Docn
1.21. k =—15. Wskazowlka. Zauwaz, ze rozwiazaniami réwnania (5x—2)(3x+k)=0 saliczby =
.k
dzie —— =35.
S 3

1.22. a) Df=(—oo;—2)u(—1;+oo], b) Df=(0;4), ©) Dy=R, &) Dy=R, ¢ Ds=R\{3},

i} Df =(—oo;— 5] U(S; +oo].
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Uktady nierdwnosci liniowych i kwadratowych z jedna niewiadoma

1.23.a3) x 0;E . hhxe l;+c::0 , €) XE —1;1.
2 3 2

124.9) xe(-22), b) xe(-w;-2)u{3;+0), ¢ xe{-2;2).

N xe(-2;2

1.26.3) Dy =(2;5), b) Df=<%;+oo], ©) Df={—2;—]]u(l;2), d) De=(0;2)

(_
1.25.9) x=(—43), B x=(2+=), ¢ xe(-L7), @ xe(—ﬁ;—ﬁ)u(ﬁ;ﬁ), €) xe(—%;]),
).

Przykiady zadan prowadzacych do rozwiazywania nierdwnosci kwadratowych

i ich uktadow

12; 20
127, {a & ( ’ ) ., gdzie ¢ —krotszy bok prostokata, » — dluzszy bok prostokata.

h=45—-a

20-24 _ 500,

Wekazowln, a-

48 —x

1.28. x & (0; 6} {42;48). Wikazowka. x- <126, gdzie x =(0; 48).
1.29. Diugos¢ jednego z bokéw dywanu jest liczba ze zbioru (0,34; 0,75) lub (4,5 4,9).

skazdwha, % (6-4,5) < (6-2x)(4,5 2x) <% (6-4,5), gdzie xe(0;48)

i powierzchnia dywanu £(x)=(6-2x)(4,5-2x}. =

1.30. 0,6 =x £15. Wikazowka, (4+2x)(8+2x) <77, gdze x €{0,6;1,5).

1.21. a) Co najmniej 7 bokéw, b) conajmniej 13 bokdow. X

8m

-3
Wakazdwka. ) M = 21, gdzie 1 —liczba bokow wiel okata.
2 +(22-x) > 580
O<x<22

132, Wekazowka. Wykaz, ze uldad nierdwnoéci { nie ma

rozwiazania.

Réwnania kwadratowe z parametrem
L3d.a) my=2,gdy m=—; =21 x,=—m-2 ,gdy m#—-4,

by xp=-1,gdy m=31lub m=4; x=-1 ix2=31 omad | el

—m—\y‘mz —16

¢ xp=-2,gdy m=4 lub xy=2,gdy m=—4; x = 5

ixgy=——""—" gdv me(—oo;—4]u(4;+oo],
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,gdy m =0,

m—2+Nm”+4 i &zm—z—\p‘mz—kﬂ-
2m

1
a0 xn=5,gd}’m=0;l'1= 5

¢) rbwnanie nie ma pierwiastkow, f) x; =1i, gdy m =1.
— M

1.34. Rownanie ma: a) 0 pierwiastkow, gdy m e (—ﬁhﬁ; 4\5} ; 1 pierwiastek, gdy m < {—4\5, 4*\5} 3
2 pierwiastlki, gdy m e (—oo; —4@] u(ﬁl—ﬁ; +oo] ,
b) O pierwiastk6w, gdy m e(1,9) ;1 pierwiastek, gdy m = {1,9}; 2 pierwiastki, gdy me (—0; 1) (9; +w0},

) 0 pierwiastkow, gdy m < [g, +oo] ; 1 pierwiastek, gdy m = [1,%] :

2 pierwiastki, gdy m e (—0;1) u[]; %} :

d) 0 pierwiastk6w, gdy m e (—o0;—3) U{l; +00): 1 pierwiastek, gdy m<{-3,-1};
2 pierwiastki, gdy me(-3;-1Ju(-11};

¢) 0 pierwiastkow, gdy m = {—1—7; ]> ;1 pierwiastek, gdy m = [—6, —4—;} ;2 pierwiastld, gdy

me (—w;—6)u[—6;—%} Uil 40},

) 1 pierwiastek, gdy me [—],—1,1]; 2 pierwiastki, gdy m = R\[—l,—l,—] :
72 72
: i
L.35.9) me(6,+o), h) me[—oo,—g}
7210 —7+f210
1.36. me 7 : 7 ’

1.37. a) me[%;ZJu(l[}Hm], by me(—w;0).

L38. p=—5ix,=-2,gdy m=7; x;=5ix,=2,gdy m=-7.

A=D me — 400 me — 400
Weknzow k. 3 = =

(n-1x)" = (3,43, — 4o, =9 (—m)’ —410=9
1.39. m=1. Wakazowka. ¥ +x3 =m> —2m+2=f(m), meR (A=20).

A=D

1.40. = g Wekazowka.

xpexp =0
xlz+x%=]

1.41. Roéwnanie ma: 0 rozwiazan, gdy m = [—00; %J L (3; + oo] ‘

1 rozwiazanie, gdy m=% lub m=1,1ub m=3;2 rozwiazania, gdy e[%;]}u(l; 3
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142, k>4,
11 1 15 2
143.9) me| —;+w0 |, b)) me| -0, —— — =1, &y m 2-.5;3— :
 me| gt vy me| gl 3] 9 E[ )
A0
Wekazowia. Rozpatrz uktad warunkow: a) < £(3)> 0, np.
X3
A>0
A F(0)=0
by < F(3)>0, np. o B
)1/ 6)>0,mp F(3)=0
5
0<x, <3

Nierdwnosé i funkcja kwadratowa z parametrem

L44.9) xR, gdy me(—; 0); xe[—T i] gdy m e (0;+w),

b) xe R, gdy me([};+oo], }ce[ f , gdy me(—w; 0,

m=0,

é:f ﬁ\w

¢ xe(m0),gdy m<0; x=(lm
d) xe(-m0), gdy m=0; xe(l—m), gdy m <0,

&) xe(—aw;—1Ju(l; +oo}, gdy m »0; xe(-1;1}, gdy m <0,

f) xe R, gdy m <0; xe[—"]_—m; 1’1_—m],gdy me(01).
m m

Wekazowlka. By m<0 1 x2=—£, to —i‘>(},zatem ﬁ= i=£=i.
m i dm q—m “m N—m

L45.a) m =1, b me(—Zﬁ;Zﬁ}, c¢) m=0, d)nieistnieje talkie m, e) me(—oo ——]

f) me(9+o).
=0
1.46. ke( 1%] 1.47. k=1 Wkazdwha, {a .
1 . a <0
1.48. m =—§. Waknzowlk. ; 1.49. m=5.

1.50.a) me{-2;6), b) me(—2;6), ¢ m=1, d)nieistnieje takie m, ) me (U; B, me(1)
Wakazdwika. Rozwiazanie zadania sprowadza sie do rozwiazania nierdwnoéci z parametrem:
a) X -t mt 3 i}, b) ch—rmc+m+3>0, C) mxz—(m+]]x+120, d) mxz—(m+l]x+1>0,

&) mx’ +dmr+m+320, 0) po® +dmx+m+3>0 lub mx® +dmx+m+3 <0,
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1.51.a) m e [—oo; —%} Wskazowka. f(x)<g(x), czyli (2m+1]x2 +2(m-1)x+3m-3 <0.

b) me [1%; +oo} Wekazéwka. f(x)>g(x), czyli (m=1)x% + mox4+m> 0.

Zestaw powtdrkowy

Nr zadania | 1. 2. 3. 4. ] 5. | 6. T 5. 9,
Odpowiedi B|IBIiC|C|A|C|DI|BIiC|T-A Kolejno:P,P,F.

2. Funkcje trygonometryczne katow od 0° do 180°

Pojecie kata skierowanego i okreslenie funkcji trygonometrycznych
katow od 0° do 180"

313 213

2.1. a) sinc:::i, cosc)::—z, tga=—i, b) sina = , cosax=——, tpax =135,
5 3 3 13 13

C) sincr:E, coso:=——5, tgax=-2, d) sincz=1—5, cosc)c:E, tgr:x=—5,
3 5 17 17

8
1 NE)

e) sina=%, cosa=—%, tga=—%, ] siilcz:E, cosa=—7, tga=—«f§.

22.a)1, W1, 60, ©2, &)1, H1.

2.3, Wskazowlka. Na koncowym ramieniu kata lezy punkt o wspolrzedoych, np.:

A (31, b (-23), o (L), & (-3,4), e (3,4)lub (-3,4), H (L3) lub (-1 3).
2 V3

2.4. a) = b) s 0 -3, 4)0,9848, ) -0,9397, f)-2,7475.

Wekmzowika, d) sinlB° =sin80°, €) coslbl® =—cos20®, ) tgll0°=—-t1p 70"

2
2.5.4)3, W5, 1442, @1, -3, ) = 2.6.a)-1, -2, o1, &1
2.7 a) =45 b) =135 ¢ a=60° d) o=120° € o=30° ) o«=150°

2.8. a) x=30° b) «=120° ¢) x=45"1ub =135

Przykiady zastosowan funkcji trygonometrycznych katow od 0° do 180°
2.10. 2) 48, b) 482, © 4843, ) ok. 94,5408, € 4843, D48 2.11. a)30, b) 2042, © 45000.
2.12. Weknzowlz. Podziel réwnolegtobok przekatna na dwa trojkaty.
2.13. Wekazdwika. Zauwaz, ze sinl20° = sin 60°. 2.14. 9) 12+ 643, B 2443, © 12+ 204/2.

2.15. 21 ha.
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2.16. a) f(x]=%x, b) f(x]=—d§x, c) f(x}=x, d) f(x]=—x, ) f(x}=—?x.

217. ) tgx =4, b) tgx=-2, ¢€) tgcx:%, d) tgo=-3.

2.18. a) y=§x+§ 344, b) y=x+6, © y="DBxr+283+4, @) y=—x-243+4,

#3 &+4.

€ y=—x+2, T) T

2.19. 2) y=B3x+1-243, b) y=-f3x+4-43, & y=—x+6.

2.20. a) 135°, b)120°.

2.21.9) D<m <1, b) —J?Tr:mr:—ﬁ, 0) ﬂ{még_ﬁ, d) Ugmrzﬁ.
3 2 6 3

Zestaw powidrkowy

Nrzadania | 1. | 2. [ 3. | 4. | 5 6.

Odpowiedz | B | C|B|B | C|T-B

V3 3

Weknzowka. 2. sin]S(}“:%, cosl SD°=—?, tg150°=—?.

3. Prosta na ptaszczyznie kartezjanskiej i interpretacja geometryczna
uktadu rownan liniowych

Odlegtosé dwoch punktdow na plaszezyznie kartezjanskiej
3.1. Wakazowka. Trojkat ABC przedstawiony na rysunku
jest trojkatem prostokatnym o przyprostokatnych C4 i JF,

, gdrie C=(xg, y,)

»

Wi@c |CA‘ = |IB — Xy

CB|=|yp -4
3.2, a)14, b)15, ©9.

3.3, a) 4+ 24013, b) 45+642, © 420

Wekazowka. ©) Zauwaz, ze czworokat A5 jest trapezem.

3.4. a) Nie, b)tak, c) tak.
3.5. Nie.
3.7. a) Tak, b)nie.

3.8, |BD|=A5.
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3.9, Wekazowka. Czworokat jest prostokatem, gdy ma rowne przekatne i dugosc przeciwl eglych bokdw =a

rowne.

3.10.1) D=(5,6), b) D=(0,1).

Rownanie proste] w postaci ogdlnej

3.11.A,B,C,D, E.
3.12. de!, Bel, Cel.
4.9y y=0, by y=—4, ¢) y=48.
31599 21 8, m3iT.
3.16.Np.: a) (0,3), (-2,3), (3.3), b) (2,0}, (-2,-3), (2,2}, © (-2,-2), (0,0), (1,1,
d (0,0), (1,-1), (-2,2).
3.17.Np. (=1, 0}, (1,1} oraz (4,3).
3.18. m=—4 lub m=35.

Réwnanie prostej w postaci kierunkowej

32la) y=—2x+1, b) y=-2, ¢) y= %x, d) niemozliwe.

3.22.9) 3x+4y—8=0, b) 2x+2y-1=0, ¢ y—2=0, @) y—4+23=0
3.23.8) y=3, b) y=-x-2, ¢ y=+2x+4, @) y=—02x-0,24, & y=(vZ-1)x+2J2-5,
n y=<ex.

3.24.2)60°, b)30°, ¢)150°, d)120°, e)135°, f)120°.
3.25. a) y=€x+], by y=—x, © y=3, d) y=—?}ﬁ, &) y=—xr+42 41,

1§ y=£x—%—].

3.26. a) y=%x—%, b) y=—%x+]i, ¢) y=%x+5%, d) v=22x+8J2 -3

3.27.9) a-b<0, b) a-b>0.

3.28. m1=—2—\"§, m2=J§—2, s — 243, m4=2+'J’JT. Wakazowika. Jezeli smcz:%,to e =60° lub

o =120° i tg60° =<3, 1g120°=—f3. Zatem |m|-2=+/3 lub |m|-2=—+3.
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Rownanie prostej przechodzacej przez dwa punkty
329.9) =2, b -2, o -1, )0, € —g, f) nie istnieje.
3.30.a) Tak, b) nie.
3.31.a) y=%x—2, czyli 2x—3y—6=0, b) y=-5,czyli y+5=0, ) x=2,czyli x-2=10,
d) y=2x czyli 2x—y=0.
3.32. a) Tak, b)nie. FNikazowka. a) Punkty A, B, C nie s3 wspOliniowe,
b) punkty 4, B, ' sa wspdlliniowe.
3.33.a) m=7,4, b) m=6.
3.34. a) Kat rozwarty, gdy me(—o0; 2 }; ostry, gdy m (2;+ 0},
b) kat rozwarty, gdy m e (—2; +oo ); ostry, gdy m e(—e0;—2), ¢©) kat ostry, gdy me R.

3.35. ke(—o—2) (2 + ).
Wzajemne potfozenie prostych na ptaszczyznie kartezjanskiej
3.36. a) Proste przecinaja sie i nie 53 prostopadte, b) k||/, © k={, d)saprostopadte.
3 9
3.37.4) y=2x-5 h) e o 0, ¢ y=-3, d) x=4.

3.38.2) y=%x—1§, b) 2x—y+9=0, ¢) y=-3, d) x=-3.

m—+2

3.39.a) m=3, b) m=3. Wekazdwka. a) —3=-2

3.40.9) m=—9, b)ym=—8. Wskazdwka. a) [mT_SH]%:_]'

34l a) kL gdy m=-3; ||/, gdy m:;

by £ L1 gdy m=—1—+3 lub m=—1++3; nieistnieje »z, dla ktdrego proste £ i/ sa rownolegte.
34z.a) m=-2, my=2, bym=-3, m=1

Interpretacja geometryczna uktadéw dwach réwnan liniowych
344 Npey 1i 2, m3Iid, olil.

3.45. @) (3,4), b)ukladsprzeczny, © (0,2), @ (2,3}, e ukladnieoznaczony (nieskoriczenie wiele

rozwiazail), f) (5,5).

346. @116, bynp.2i-1, cynp.3i2.
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347.Np.a) 1 4x43y=0, X 4x+y=3, '3 8x+6y=10, &1 y=3, 2 x=1, '3 y=2

y=x+2 y=x+3 =3
3.48. 9) 1 . m 3 ){ .
=——x+2 =—x-3 =2
Ay e
3.49. Nie.

Odlegtos¢ punktu od prostej i odleglosé dwdch prostych rownolegtych

3.50. a) @, b) 33, ©0, 4 —"1;8
3.51.a) ml=%, m2=1—8, b) my=—2-2, m, =2-2, © m1=—4—g, m2=4—§,

3
d) ml =—ﬁ, m2 =1.

4af5 W17 NE
3.52. a) = b) 7 © o d) 0.
19

383.ay m =0, my=10, h) ml=—?, my, =10, ¢) me R.

3.54.a8) x+3y—4=01ub 3x—y-2=0, b) 16y -9=0 lub 12x-5=10.

Wekazdwlka. 4) Dwusieczna jest zhiorem punlktow F= (x, y] rowno oddalomych od danych prostych,
wie ‘x—2y+]‘ =|2x+y—3‘
JP=(2F 24P

. skad |x—2y+]|=|21+y—3‘.

5x+12y—3
3.55. 55412y —7=0 lub 5x+12y+1=0. Wskazowka. praliyd 4
Je 1122 13

Zestaw powtdrkowy

Nr zadania | 1. | 2. | 3. 4. 6.
Odpowiedz | C | B | C [T-B| A | Kolgjno: P,P

i

4. Wektory

Pojecie wektora
4.1. @) A4, BB, CC, DD, W DC, AB, & AC, C4, BD, DB.
4.3.a) DS, SO, BS, SB, BD, DB, & AS, 84, AC, C4, SC, CS.
4.4.9)24, M6, ©12.
4.5.9) PR=PO+OR, PR=PO-R(.

4.7.9) DB, b)Y O, ¢ O, d) 4B, & O.

43.9 0, WO, &0, H O, h .
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lloczyn wektora swobodnego przez liczbe

Wektor na ptaszczyznie kartezjanskiej

4.15.a) 1 Brak, 2 np. AB=—BA4, 3 np. AC L 4B, by 1 np. AB=DC, 2 np. AB=-CD, 3 brak,

¢ 1 np. AB=DC, 2 np. AB=—-CD, 3 np. AC 1 BD.

4.16.8) AB=[-5,-4], b) 4B=[4,4] ¢ 4B=[-6,0] d) 4B=[0,4]

4.17.9) AB=[-1,0] BA=[L0], b 4B=[71], BA=[-7,-1] © 4B=[4,5], BA=[-4,-5]
d) AB=[2,-16] BA=[-2,16],

4.18.9) B=(9,8), b) B=(4,—4), ¢ A=(-4,4), &) A=(0,0).

4.19. AB=[2,-2), CD=[4,2), EF =[2,-2) EG=[-4,-2], HK=[4,2], 4B=EF, CD=HE,
CD=-EG, HK = —EG.

420.9) A=(4,2), b) B=(-L1), ¢ M=(0,0), d) D=(-2,-3)

4.21.a) P=(4,4}, b) P=(-3,2), © P=(1,-5}, &) P=(0,7).

4.22.a) S=(-11),
d) s=(24§,24§],

AB|=4, b) S=E,—3J,

4B|-1, ¢ 5=(11),

AE\ =37

AB|= 245,

4.23.3) 1842, b) 2+42, 0 V7, @) 85

4.24.a) B=(-3,-1), C=(1,-4}, b) B=(-1,6}, C=(-3,-2), ¢ B=(88), C=(-12}.
4.25.9) AS=[1,2], b) BS=[3,-3], ¢ S4=[8,2], d S§=[—%,3}

4.26. C=(9,8), D=(6,9).

Dzialania na wektorach w uktadzie wspotrzednych

427.8) AB+CD=[50], AB-CD=[3,6], b) 4B+ CD=[0,0], 4B-CD=[6,8],

¢ AB+CD=[55], AB—CD=[5,-5], &) 4B+CD=[8,8], 4B-CD=[4,4].



338 Odpowiedz! | wskazdwki

4.28.a) [-1,-2] 45, ) [3,-4].5, ¢ [-2,6] 2410, @ [-3,-1], 10, ¢ b,_ﬂ, bl

f) [4,-7) V65, @ [-2,-4] 245, W) [12,-21] 365

4.29. 2) ok b) A ) d)
+7L4‘— 47, g
Nz
1 o | ’x' -2 0] § Ex | 5 A
X

4.30.a) [6,2], by [9,-15], o [0,0] @ [0,0], € [-12,-16], £ [-18,-30].
4.31. E=[—%,]} Wskazéwka. §=[0, 0]
4.32.2) M=(52)i N=(83), b) M=(0,9) i N=(3,11), ¢ M=(-+4,4)i N=(4,-4).

4.33.a) K= (1, 4] b) K z(—4,[}], K, = ([}, —4], c) K= (5, 5], K= (1 1, 11], K 2(17, 17],
d) R_’1=(—1[},1[}], K2=(—2[},2[}], K =(—3[}, 3[}], Ky =(—4[},4[}].
4.34. m=—5 i n=4.

4.35. m= l
3

Zestaw powtorkowy

Nr zadania | 1. | 2. 3. 4.1 5. | 6.
Odpowiedz | D | B [AIiD|A|B|C

5. Katy w kole i styczna do okregu

Kat srodkowy i pole wycinka kola

1 7
B o
) T

5.1. a) L =

v <)

5
d) —.
)6

21
SZ.aym b 2r dn, 4y Err, €) —.
2 4
5.3, 75°,65°, 40°,
5.4, a) 120° b)) 40°, o) 315°,

55 aydn, b)8rm © %z, dy15x, e225m 0N33m

5.6. a) 90°, b)270°, ¢)315°,
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5.7.4) P=40x, b) P=3§n, ) P=6%n. Wakazdwika. a) P=9‘r-(4+3]2—?r-32,

by, P zr‘(2+3]2—75 w92 g pa2l ‘:fr‘(2+2)2——]20 P52
360° 0e 360° 360°
5.8.4) F =16, b) Pas%, ©) By =253, ) Pﬂ=%.
5.9, 1 P=’T_2‘E, D -3, 0 @p-ls1
4 3 4" 2

5.10.a) £F=22403, b) F=184,10, ¢ P=16]1. Nskazowka. @) P=R + 7, gdzie B — pole wycinka
220°

kota o kacie srodkowym 220° i promieniu 100, 2, —pole tréjkata ACE. 5 = T .- 1002, wiec
R =19188,8%, B =%‘]D(}2‘sin]4(}°, wiec P ~3214.
5.1 a) |[4B|=643, b) |48 =72, ¢ |dB|=2r sinc. 0
¥ ¥
Wekazowlka. €0 AACO jest prostokatny, wiec i=s.inr:n|c, skad x=r-sine i ‘AB|= 2x. P B
r &

Kat wpisany i jego zwiazek z katem srodkowym
5.12. 4)90°i 45°, h)240°i120°, ¢)36°i18°, d)10°i5°,
513, a=53°, B=42°
5.14. a) 120°, b) 50°, ¢ 70°, d)60°.

5.15. @) 80°, b) 50°, c) 260°. S.16. a) =485, B =96° b) a=210°, B =105°

c) x=p=70°

|
|
|
| 517, 2445.x.
|
|

5.18. a) @=120°, b) & =25° ¢ a=110° d) «=70°

5.19.9) |4B|=4, b) [4B|=643, o |4B]=1043.
Wikazdwka. by [« AOB|=2-60° (kat frodkowy i wpisany oparty na tym samym tuku),

A4BO jest rownoramienmy o kacie miedzy ramionami 120° A QODRE jest prostokatny,

wigc |D—§=sh1[%‘]2(}°l i |4B|=2-|DB|
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5.20. |dB| = 7,78, Wskazowka. | ABC|=|« ADC|=40° (katy wpisane oparte na ~

tuku AC)i ADCA jest prostokatny (kat ACD oparty na érednicy A7), wiec
5

i =sin 40°, skad |AD| =2r=— }
sindo”

[4D]

5.21. Wekazéwika. Z punktu 4 poprowadzono érednicei |« ADB|=«

{dwa katy wpisane oparte na tym samym fuku 4F5). A 48D jest
prostokatmy ( ‘-::: ABD| =90* —kat wpisany oparty na frednicy),

42|

wiec — =sine, skad |4B|=2r-sine.
2r
5.22. Wrkazowlx. Kat srodkowy oparty na tuku 45 ma miare 90° (kat miedey przekatnymi kwadratu),

wiec kat wpisany « oparty na tym samym tuku 4 F ma miare % a0°.

Styczna do okregu i jej wiasnosci
5.24. 2) & =155° b) a=30° c) a=100°.

5.25.9) [4P|= 2421, b) |0F|=6, © |4B|=643.

5.26. a=60° Wrkozowka, 2o =120° (kat srodkowy oparty na tuku,

ktorego dtugos¢ stanowi % dlugosci okregu).

5.27. @) a=60°, f=30° y=50°

Wekazdwlka. (Rysunek) 38 + 48 + 55 =360¢°, skad 4 =30°

Zatem 38 =90° wiec ¥ =180°-90°, 45 =120°, wiec «=180°-120°,

55 =150°, wiec 8 =180°—30°, b)40°, 60°, 80°, ¢} 30°,30°,120°.

23 43 2043 40043
=

528.4)21 0, Wi —, 201 ===, d)400i
3 3 3

Y _gin3ne i —
\02P| |OLP\

YA

3

=sin 60°,

Wakazdwia. @)

5.29. a) 3, bl © , @) # Wekazowka. d)
g

530.a) x=4, b) x=10, © x=2.

5.31. Wekezowia. &) |PM| =|PC|-|PD| i |PM|* =|EB|-|PA|, W) |PB|-|P4=|PC] i |PB|-|P4|=|ED|".
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Okregi styczne i ich wiasnosci
5.32.4) Nie, b)nie, c)tak, d)nie
5.33.9) x=3lub x=5, b) x=4. Wsknzowka. a) (2\,"1_5)2 =2¢-2-(8B-x), B (4—%)2 =2x-2(x+2).
534, =3 n=9.
5.35. Wskazowka. Porownaj rozwiazanie przyldadu 8.

5.38. Wekazowka. Jezeli o(B,n) i o(C,m),to |4B|=R-n,

BC‘ =r+m,

AC|=R-7,.
Zatem |AB|+|BC|+|4C|=R—n +5 +n+R—r.

Zestaw powiorkowy

Nr zadania | 1. | 2.
Odpowiedz | B | C|D | C| B i

)
=
tn

4. x°=6,5-2,5°
5. x*=(8+16) —82

6. ¥ =5, Wekazowkn. Przyjmujemy dane jak na rysunku. AMNO jest

réwnoramienny i [OB|=3 oraz Fe=4243%

7. Wekazowlka. Zauwaz, ze mozliwe 3 dwa przypadki.

B
s |4B|=4r |4B|= 243 -7 — odcinek AR jest

—odcinek 4F jest cieciwa o(0, 2r}, ktora jest

A2 92 4  #rednica okregu styczna do okregéw (0, 7)

- o srodku & i 0(0,,r).

i promieniu 2».

8. Nie mozna, bo pas powinien by¢ dtuzszy
1
niz 3-4r+ 3-5- Zrr, gdzie r =20cm= 0,2 m,

czyli pas powinien by ¢ dluzszy niz 3,656 m.

6. Okregi na ptaszczyznie kartezjanskiej
Réwnanie okregu

6.1 4 (x+2 +(y-3F =25, 1 x2+(y+1)2=g, O (x+7P+y> =2,
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6.2.4) 5=(0,-1), r=+5, b) 5=(-2,0), r=3, & 5=(2,-4), r=243, 4) 5=(3,0), r=5,
e 5=(1,-1), r=2, ©) 5=(4,5), r=A3.

6.3. ) (x-17+(y—2)" =18, b) (x+5F +(y—5F =13, ¢ x> +(y—4)* =121,

2

3 5 169
d) [x+=| +y°=—=.
)[x 2] Y T

6.4.8) (x+3+(y=37 =9, B) (x—1P+(y+3 =68, o (x+8)°+(y—2)*=50,
&) (x=9)Y +(y+4)Y =97.

6.5.9) VA1 -2, M 4-J5, a0 52-5, §o.

6.6. a) Tak, b)nie, c)nie, d)tak, e)tak, ) nie.

6.7.9) me(—e0;5), by me(-33), ¢ mei(—m6), d) meR\-1}, & meR\{-22},

53 53
Dmel————|
3 3
6.8. Okregi sa: A) styczne wewnefrznie, b) rozlaczne wewnetrznie, ) przecinaja sieg,

d) stvczne wewnetrznie, ) przecinaja sie, [) styczne zewnetrznie, £) wzajemnie zewnetrzne,

h) wepotérodkowe.

6.9.3) m=2, my=4, by me(2;8), © me{—%;iﬁ}

6.10. a) V4 by A & /yk
N

*—Hﬂ%—& I :
\\._/I _'_'F\i :' e

Wzajemne pofozenie prostej i okregu

6.11. a) Dwa punkty wspdlne, h) dwa punkty wspolne, c)jeden punkt wspdlny, d)jeden punkt wspdlny.

A yA . yA A,
i #/{(" 1 I " "\\\
Ph | | S 3 2 P21

I_Kj_.j’ 0 p [ I ‘T\"] X 1 . W_\\' EAIEE - e‘;;\
}r 1 T o - | ] —|—|——{—|—Q—|—}—|—)~ + : +—i— ‘,x +

0 Joil. % 5 | ol h | 3 [ f [ HREFR

/’(- \‘*ﬂ-—--f" —————————— \—“—“+-—”: —————— \““M;j’
(/ I x=3 VY= e

6.12. a) Prosta zewnetrzna, b) prosta sieczna, c) prosta styczna, d) prosta sieczna, e) prosta styczna.
6.13.a) 1 m=-9, my=3, 2 me(-9%3), 3 me(—0-9)u(3+x0)},

b) 1 m=—2N2, my=242, 2 me(—zﬁ;zﬁ], 3 me(—m;—zﬁ]u(fbﬁﬁm],
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o1 m=-12, my=-2, 2 me(-12,-2}, 3 me(—w;-12)u(-2+x),
1 om=-2, m=6, 2 me(-26), 3 me(—w,—-2)(6;+x),
&) 1 mp=—2, m2=JZT, 2 me(—m;—ﬁ]u(ﬁﬁﬂo], 3 mE(—Nﬁ;\E),

D1 m=1, my=3, 3 me(—oJu(d+0), 3 me(l;3).

Wyznaczanie rownan stycznych do okregu
6.14. a) Nie, b) tak.
6.15. ) Nie, b)tak, c) tak.
3 5

6.16.4) y=—x+2, b)przez punkt " nie da sie poprowadzi ¢ stycznej, ¢ y=-2 i y=—3x+g,

d) y=-3x+15 ¢ v=-2x+7, D x=-7 i y=—§x—%, g) y=\Ex+4 i y=—\ﬁx+4,
h) y=—2x-2 i y=%x+3. Wkazowka. b) |FS| < r, gdzie §=(1,-5) i r=4.

< 4
6.17. m=-2 lub m=4, y=—§_x—2 lub y=§x+4.

6.18. y=—2x+5

y=3P =9 i (x+37+(y-3F =9,

=]
b2
=
&
—
H
L_Ju'l
i
[
+
—

Fim0s (x+5)2+(y+5]2=25,

) +(r=3)
O (x—4F +(y—4F =16 i (x—20)%+(y-20) =400,
]2

d) (1—3] (y+3

Wekazowlka €)1 d): Skorzystaj z zadania 6.19 b).

i (x-15) +{y+15)" =225,

6.2L.a) 1 2x—vy—+5=0 i 2x—v+45=0, 2 x+2y—5=0 1 x+2y+5=0,
by 1 2x+y+1=01i 2x+v+21=0, 2 —x+2y—18=0 i —x+2y+2=10,
¢ 1 x—2y-10=0 i x-2vy+20=0, 2 2Zx+v-15=0 i 2x+y+15=10,

D1 x—2y+5-302=01 x-2y-7-32=0, 2 2x+y+9-42=0 i J2x+y-3-2=0.

Zestaw powitorkowy

t
o
tn
&

Nr zadania | 1. | 2.
Odpowiedz | C| A|D | B|B| BF
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7. Uktady rownan z dwiema niewiadomymi, z ktorych przynajmniej jedno
jest drugiego stopnia

Uktady rownan z dwiema niewiadomymi, z ktorych jedno jest liniowe,
a drugie stopnia drugiego
718 (0,-2), (5,3), b) (2,3), [_1, %] O (<2,-2), (L1}

7.2. 9) [1,-%} [1, ﬁ] b) [—E‘E,—E‘EJ, [MMJ 0 (2,0).

2 3 3 3 3
7.3. a) [—],%}, (2, 3], b) (—1, 3], €) nie ma rozwiazania.
7.4, Wekazowka. &) Wystarczy uzasadnié, ze wyroznik A réwnania (4—3y ]2 + yz =1, otrzymanego przez

podstawienie x =4—3y do drugiego rownania, jest ujemmny.

Interpretacja geometryczna uktadéw rownan drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi

7.6. 9) [2-%@,%&-1} [2+%J§,—1—%J§], b) (L0}, (0,-1), ¢ (L1},

7.7. a) [%, —]%], (4,0}, b) (1,1), ¢ brak punktéw wspolnych.

7.8. #) Brak punktéw wspdlnych, b) (-5,-2), (-2,-5), © (2,3}, (3,2).
2 2 _32,3 3% =
7.9. 9) {(1_4) HOF =18 3502 T ¢ {xy J
=K y+3=0 5

7.10. a) [—%,%J, b) brak rozwiazania.

7.11. Dluzszy bok nalezy zwigkszy¢ 02, a krotszy zmniejszy¢ o 1.
6‘4=(6+x]‘ (4—}1)

2(6+x)+2(4—y)=22
x — wielkosé o ktora zwiekszamy bok dtugoéci 6, y —wielkos¢ o ktéra zmni ejszamy bok dlugosci 4.

Wakazow k. JL gdzie

712, m=0. Wskazowka, Zauwaz, ze mozliwa jest tylko jedna sytuacja.

7.13. Prosta z parabola: »ma dwa punkty wspolne, gdy m > —%,

« ma jeden punkt wspolny, gdy m= —%, e nie ma punktow wapdlnych, sdy m < —%.
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y=12—4_x+5

Wekazdwika. Zauwaz, ze rozwiazujac uktad rownan { otrzymasz rownanie kw adratowe

v=x+m

2 —5x+5-m=0z parametrem m, ktore w zaleznosci od wyréznika A=4m+ 5 moze mieé¢ dwa, jedno
lub zero rozwiazan.

Tadoa) 1 me(-2;2),@3 m=-2,m=2,3 me(—0;—2)u(Z;+00),b) 1 me(—o;0)u(Z+w),
2 m=0,m=2,3 me(2), 0l me(—0;-2)U(2;+0), 2 m=-2,m=2,

3 me(-2;2), @ 1 nieistniejetakiem, 2 m=0, 3 m=0.

Uktady rownan z dwiema niewiadomymi, z ktorych kazde jest drugiego stopnia

7.15. a)

vk

%(x—3}2+y2=4

dwa rozwiazania dwa rozwiazania

7.16. @) ¥ A b) yh c)

czZtery rozwiazania dwa rozwiazania dwa rozwiazania
/-'\- i 1
&jl AFA EREE\VANES 5o >
dwa rozwigazania dwa rozwiazania brak rozwigzan

Wakazdwika. a) Aby stwierdzi €, ze rownanie x _yz =} opisuyje dwie proste, mozemy zastosowac podsta-
wienie jednorodne y = #-x. Otrzymujemy réwnanie x> — (tx]2 =0, skad x° (] o tz) =0, zatem 1—#2 =10,

wiec { =31. Otrzymane wartosci 1 i —1 podstawiamy do réwnania y=1¢-x.
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7.17.a) (-1, ( ] b) brak rozwiazania, ¢ (-1,2).

7.18.a) (0,—2 ( ]

71904y (=3, 7), (3-7),1=7.3), (7.-3), B) (—%—%} {%%} [—%—%} E%]
o[£ ][5 &)

Z= D 7l

] 0,1), c© brak rozwiazania.

7.20.4) (2,3), b) brak rozwiazania.

7.21.8) A=(-4,0), B=(0,4), b) A= {

—(4,0), D=(0,-4),

—3], B=(2,2), © A={2,4).

v

=Y

7.22.2. Wrkazowka. Punkty przeciecia okregéw to (-1,1) i (1,1).
7.23.2)41i5, B)3i6.

a-b=20 {a-b=18

Wakazaw k. A) :
2a+2h=18 a4z 1Bl =

, gdzie @1 b to dlugosci bokéw prostokata.
5

7.24. (zo—mﬁjx(zmlwi).

=2a —dlugos¢ podstawy trojkata ABC.

=6 lub 2=3 i |48 =8, b)takitréjkat nie istnieje.
7.26.100 m x 30 m.

7.27. Przed naprawa drogi " =45 %, t =20 minut, po naprawie [ = 60} %

Wakazowlka. 5 minut to % godziny.

Zestaw powidrkowy

Nr zadania | 1. | 2. 3 4,
Odpowiedz | C|D| PBF |[A-3.B-4,.C-2.D-1
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8. Rodzaje trojkatow i ich punkty szczegolne

Rodzaje trojkatow
8.1. Trojkat jest: a) rozwartokatny, b) rozwartokatiy.
8.2. a) Nie, b) tak.
5.3.a) Nie, b)tak, c)tak, d)nie, e¢)tak, f)nie.
8.4. Trojkat jest: a) rozwartokainy, b) prostokatny, ¢) ostrokatny.
8.5 7Tlub 8.
8.6, Wikazowla. Zauwaz, ze x+4<x+(x+2).

8.7.4) a=-4, bh)niema takiego a.

Srodek ciezkoéci trojkata i jego wiasnosci

8.9. @) 30°, 60°, 90°, b)15°, 75°, 90°.
@

A\

60° 607\ 120°
A B
D

8.10. Wskazdwka. a)

8.11. 14, Wekazowka. Zauwaz, ze w trojkacie prostokatnym A5C srodkowa C2

jest promieniem okregu opisanego na trojkacie AR, wiec x= % %c.

8.12. 14. Wskazdwia. |48]=6, wiec |SD|= 24/5, skad |CD|=6/5.

8.13.4, 213, 2J7.

Wakazdwlka.,  Zauwaz, ze trojkat A 77X jest réwnoboczny.
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8.14. Wekazowka. Zauwaz, ze trojkaty ADC1 B0C c

a\ﬁ

sa rownorami enne, wiec 2o + 28 =180°,

I

%

Lk

F x
180°-28

8.15.6, 3J]_3, W, Wakazowka. Zauwaz, Ze jedna ze frodkowych

jest rowna polowie przeciwprostokatnej.

8.16. Wskazowka. Przyjmij oznaczenia s = |AE

s &2 :|B.D

5 S3Z|CF‘

i skorzystaj z nierownosci trojkata.

8.17. Wslmzowka. Zauwaz, ze trojkaty AT i DBC maja wspdlna wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka O

Srodek okregu opisanego na trojkacie
8.18. 45°, 45°,
8.19. 10+ 102, Wekazowka. Zauwaz, ze trojkat jest prostokatny réwnorami enny.

8.20.a) R=4, b)4 i 4/f3.

8.21. Wekazowka. Zauwaz, ze A AFC ~ A ODC,

8.22. 12+ 63, Wikazowia. Zauwaz, ze trojkat CE D jest i :

prostokatny, w ktorym |CD|=6, |CE|=3 i [DE|=33,

wiec |BC|=6.

B 13
3. 6

»

1043 73
6

3.23. T3 Wakmizowka, x=
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8.25.

8.26.

8.27.

8.28.

8.29.

8.30.

8.32.

8.33.

8.34

8.35

8.36.

adzie c=va? + 2.

8.37

8.38

Wikazowia. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. 2% +7% = (h— r]z,

gdzie h=y52 —32

5.39

3.40

Wakazdwha. a) E= —.

a) R=3+2, b) R=¥, ¢ R=16,9, d)ﬁ:%

Maszt powinien stana¢ w érodku okregu opisanego na trdjkacie utworzonym miedzy trzema ulicami.

Ortocentrum tréjkata i jego wilasnosci

a) :>:=3\E, b) x=8, ¢) x=3,6.

|4C]=104f3, [BC|=1046, |4B|=30.

Q.J_ 1% ; 0 g : s : % %

5 2 ?\E . Wikazowka. Najkrotsza jest wysokos¢ poprowadzona na naj diuzszy bok.

a) 483, b) %d?

30°,

Wekazowka. Zauwaz, ze A AEC ~ A ABD (kkk).
5. Wakazdwka. Zauwaz, ze |AD[" =132 — 52 i |AD[ =15% - (14— x)°, wige 13% —x? =152 — (14 —x)*.
.91 16.

#. Wikazowka. Zauwaz, ze |CD|= %c ix= %\CD ,

$rodek okregu wpisanego w trojkat
L) BC4i12, AR:12i8, AC:4i8, W) BC:6i10, AC:6110, AB: 61i6.

3 1
7 =—, Wr=24 r=9—
a) ¥ 5 ) ¥ F: 3

A r=17, by r=22, ¢y r=12

.a)24, b) 535420
31 31 o

10
%
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|
8.41.21ub 1. 1 | 2
G\IE I H'J‘E
Wakazdwl. Przyjmij oznacze- a a
I
nia jak na rysunkach. |
V2 a2 | a—2
a __aft | -
2 a2 I a—2
8.43. Welknzowka. Zauwaz, ze trojkaty AQD i BOF sa roOwnoramienne.
GH| 4B

8.44. Wslmzowka. Zauwaz, ze trojkaty A1 BOF sa rOwnoramienne.

co. at+b—=c
— 1 r= "
2 2

Trojkaty na plaszczyZnie kartezjanskiej w

8.46. Trojkat ABC jest: a) rOwnoramienny, b) roznoboczny, ¢) rownoboczny.

8.458. Waknzdwin. Zauwaz, 7ze R =

3.47. Trojkat jest: a) prostokatny, h) rozwartokatny, c) rozwartokatny.

VB _sI-J%

3.48. a) Nie, h)tak, R= 2 ¥
2 2

8.49. a) @g b) [%9 0) E-%J

2 2 2
8.50. 2) (x—%} +(y—]]2=%, b) (x+5)7°+(y+1)° =65, © x+%] +[y_§] .59

O nie, d)tak, R=245, r=2410-25.

8.51. €y =(4,243-1), ¢y =(4,- 23 -1). Wskazowka. ¥ AL
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8.52. y=ﬁx+v’§+l iy=—\r'§_x+5~\5+l lub y=ﬁx—5ﬁ+] iy=—J§x—J§+l.
Wekazowka. y—y, =1g60°(x—x,) ¥ yi
2

i y—y3=tg1200(x—x3]. A 60"

[t
o
i
=S
!

8.53. B=(5,3)i C=(6,14).

Wekazowlka. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.

Zauwaz, ze S;C=3-S,S, gdzie S| =[IA ;xB,yA;yB]. A={1,1}

8.54.9) a=3, b=—1,c=5, b) (x=3F +(y+17 =5,

Zestaw powtorkowy
Nrzadania | 1. | 2. | 3. | 4. | S 6. g 8. 9.

8y 85
Odpowiedz| A | B | ¢ | B | ¢ |Kolejno: BP,P | AiD. [x—ﬂ +y2=3
Wakazowki

2 2 2 2
8. Zauwaz, ze i2+i2=%=%=[i] , gdzie iy PA=1ab i Pflck.
a- b a- b ab ab h % 2

9. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.

=
>

_ﬂ_;:._..imw
i
)t:u
Y

Zauwaz, ze \.S.'A|2 = \SB|2 =72, czyli

(a—2P +(0-3P2 =(a—5)2 +{0-2), skad a =§.

9. Obrazy figur w symetrii wzgledem osi uktadu wspétrzednych
I wzgledem jego poczatku

Obrazy figur w symetrii wzgledem osi ukfadu wspoéitrzednych
9.1.4) CiJ,DiD,EiE,FiF, b)AiB,GiH,DiF,EiE.
9.2.a) P'=(-3,-4}), P'=(3,4), b P'=(23), P'=(-2,3), ¢ P=(2,0), P=(2,0),
&) F=(0,0), P"=(0,0)
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9.3.a) 1 A'=(-12), B'=(41), ¢'=(1,-3), D'=(-3,-1),

2 A"=(1,-2}) B"=(4,-1), C"=(-1,3), D"=(3,1},

)l A'=(-2-1) B'=(1,-3}), ¢'=(1,4), I=(3,2),

2 A"=(2,1), B'=(-13), C"=(-1,-4), I ={=3,-2),

d) 1 A'=(-3,-1), B'=(0,4), C'=(0,-3), 2 A"=(3,1), B"=(0,-4), C"=(0,3),
) 1 A'=(L-1), B'=(6,-3), C'=(L,-3), 2 A"=(-11), B"=(-6,3), C"=(-13),
f 1 A'=(-3,0), B'=(0,2), C"=(3,0), 2 A4"=(3,0), B"=(0,-2), C"=(-3,0)
9.4, Wskazowka. P'=(xp,—yp), P'=(—xp,_yp).
2 §
9.5. 1§ 2 yz;x, b) y=-3x-7, ¢ y=-2x-5, d) yz;x—ﬁ,
2 5
2 a FEEA b) y=-3x+7, © y=-2x+5, d) y=§x+5.
2 2 2 &
9.6.a) 1 (x-3)"+(y-2)" =25 2 (x+3) +(y+2) =25
b 1 2+(y+3F=4 2 +(y-3)°=4,
O 1 (x+47+37=16, 2 (x—4+y* =16,

9.7.a) B=(11,-2}, C=(8,5), b) B=(3,-15), C=(-L-6).

Obrazy figur w symetrii wzgledem poczatku ukiadu wspétrzednych

9.8.4) B=(—4,-3), b A=(-2,1}i B=(2,-1}, ¢ A=(8,-8)i B=(-8,8), @ A=(0,4)}.

9.9. a) YA b) C) y d) VA
4 B s
1| ¢+ Byl B A
' - > e ——
L .0 1 ¥ ¥ 0 B'l ¥ A4 0 1B
ar A L4
BF

9.11.1-B,2-C,3-A,4-D.

9.12. A'=(5,3), B'=(0,2}, C'=(3,-1), I =(6,2).
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9.13.a) C=(3,8), D=(-112), ) C=(2,-2), D=(-3,-4), ¢ C=(0,2) i D=(-53)
9.14.2) §=(2,1), R=5, b)nie, bo érodek 5 okregu opisanego na trojkacie ABC lezy na boku 4AC, czyli

trojkat jest prostokatny, ¢ A =(-1,-3), B'=(6,-2), C'=(5,5).

9.15.9) D=(0,6), b) y=—%x+6, )30, d) A =(-12,3), B'=(-8,0), ¢'=(-12,0), & =(0,0),
D'=(0,-6).
Wikazdwhka. ) |4C| =3, zatem |GD|:3 =2, skad |OD|=6. Tezeli Py pop : Py 4pe =4.t0 |OD]:]|4C|= 2.

0.16.2) (x+3)°+(y=2)°=25 b P +(y+3)° =4, o (-4’ +y* =16

Zestaw powiorkowy

Nr zadania 1. 2.1 3|4 s, 6. | 7.

Odpowiedz | AiD ([ C | B | A | Kolgjno: BP,F | A| D

10. Przeksztatcanie wykresow funkciji

Przeksztatcanie wykresow funkcji przez symetrie wzgledem osi ukiadu wspotrzednych

10.1. 21) b) )
4 1‘/ YA yee®
\ y=glx)
l },, S Il A%
i » o/\ 1 /\:
\ﬂ 0| 1 x
10.2. a) c)

FA

5o
‘/V y=glx) 3 1/‘ ]

¥ ») g
\ V y=2(%)
1 it}"z g(x) d’ :», 1
1 % /\

Y

1“-3-1_79 2_109 3‘_6) 4_99 5_3-

10.4.9) 1 glx)=-x,2 g(x)=-x, 1 g(x)=2, 2 g(x)=-2,

1
o 1 g(x]=—12 +x, 2 g(x]=x2 +x, d) 1 g(x}=—;—|—2, 2 g(x]=—;—2.
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10.5. Do wykresu funkeji naleza punkty: a) 1 (=4,2), (1,-3), (4,0),

B (=5.-2) (-12), (3.2). (5.-2), @ (=3,2), (=1,-1), (0,0), (L—1); (2,0), (3,~-2),
D1 (4,-2) (-1,3), (4,0} 2 (52), (1,-2), (=3,-2), (-5,2),

3 (3,-2), (=11}, (0,0), (1,1}, (=2, 0), (-3, 2).

10.6. Wzgledem osix (7 — /i), wzgledem osi y (/' — 13 ).

1
10.7. a) g(x]=ﬁ, b) g(x]=13—3x+2, c) g(x]=1 TR
—x
A vk
"""" i‘l‘;_:,:__——“‘“h

10.5. &) Tak, b) gix)=f(-x).
Przesunigcie wykresow funkcji rownolegle do osi y i rownolegle do osi x
10.9.9) AB=[-2,0], b) 4B=[0,-6], © 4B=[11,0], &) 45=[0,-10].
10.10. &) B=(—4
d) B=(0,-5), C=(0,-10}.
i=[-2,01m @=[1,0], ¢ 5=[0,2], & 5=[0,-1] & i=[v2-10], n 5=[0,2-23]

J0), C=(-4,2), b) B=(4,3), C=(4,0), © B=(1,0), C=(1,-1},

10.11. a)

10.12. Wskazowka. Wykres funkgji fprzesun rownol egle wzdluz: a) osi x 0 4 jednostlkd w lewo,

b) o5 x 0 2 jednostki w prawo, ¢) oz ¥ 03 jednostki w gore, d) oz ¥ o1 jednostke w dét.

10.13. g (x)=vx—7, E=[7,0], g (x)="x+143, W=[-13]

10.14. Wrkazowka. Zauwaz, ze: @) f(x)=gi(x)+2, b f(x)=g(x})-2, © f(x)=g(x+1},

d) flx)=g(x-3), & Fflx)=g(x+1)+2, D f(x)=g(x-3)-2.

Wykres funkceji ¢ przesun réwnolegle wzdluz: a) osi v 0 2 jednostki w gore, b) osi ¥ 02 jednostki w dol,
¢) osi x 01 jednostke w lewo, d) osix 03 jednostki w prawo,

¢) osi x 01 jednostke w lewo, a nastepnie wzdtuz osi ¥ 02 jednostki w gore,

) osi x 03 jednostki w prawo, a nastepnie wzdluz osi ¥ 0 2 jednostki w dot.
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10,15, Wekazowka. Wykres funkgji /7 a) przeksztaltcono symetrycznie wzgledem osi y, b)) przeksztatcono
symetrycznie wzgledem oz x, ©) przesunieto wzdhuz oz v o 2 jednostli w gore, d) przesunieto wzdhuz
osi y 02 jednostki w dot, e) przeksztatcono symetrycznie wzgledem osi x, a nastepnie przesunieto rownole-
gle wzdluz osi y 0 2 jednostki w gore, f) przeksztalcono symetrycznie wzgledem osi ¥, a nastepnie
przesunieto rownolegle wzdhuz oz v 0 2 jednostki w dol, g) przesunieto rownolegle wzdhuz osi x 03 jed-
nostki wlewo, h) przeksztatcono symetrycznie wzgledem ozl x, a nastepnie przesunieto rownolegle wzdhuz
osi x 03 jednostki wlewo, i) przesunieto rownolegle wzdhuz oz x 03 jednostki w lewo, a nastepnie wzdhuz
osi ¥ 02 jednostkd w gore.

10.16. Wykres funkcji 7 przesuni¢to o wektor: a) [0,5], by [L.0], © [0,-2], @) [2,0], e [0,—\@],
623

10.17.2) g(x)=—x+2, k(x)=—x+4, b) gi(x)=2, k(x)=5,

0 g(x)= i, gdze x #1; h(x) =i+3, gdzie x #0,

d) g(x)=+x-1, gdzie x21; h(x)=+x+3, gdzie x 20, ¢ g(x]=2x_l, B(x)=2%+3,

N g(x)=3"*" B(x)=3"+3.

Wykres funkcji y =| £ (x)|

10.20. a) y=‘xz+21—8, b) y=‘2x2—x‘+l, C) y=‘—xz +1‘—2, d) y=—‘x2—4

»

¥ A yA
\ 1 / ol 1

W

rY

o' 1 x

Hy= 252 —7|x|+ 4

\1 L,
—
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10.24, a) A b) v A c)

] 4

] | A

~ I
0 7|
o Ja % ol *
N e
Zestaw powtorkowy
Nr zadania 1 2 3 4

Odpowiedz C |A-2,B-3,C-1,D-6,E-5,F—-4 | T-A| Kolgino: F,F,F

11. Wzory skroconego mnozenia
Szescian sumy i roznicy dwoch wyrazen

1Ll.a) © +3%+3x+1, b) 275 + 272y + 97 + v, © 8¢5 —12x% +6x-1,

d) 8x° —36x%y +54ny° —27y%, & 1:cs+lacz+%:c+i, f £13—27x2y+72@*2—64y3,
8 20 3 27 8

g) 81x" +108x y + 54x°y" + 127 + y*, h) 1-5x% +10x* 1025 + 55° — 10

112, 9) —m° +10m” + 2m +45, b) —2x° + 24x° —96x+128, © —7x°+9, d) —3x° -16,

€) 724> —2a + 57, )] 3(—azb+ab2—a62+a2c—52c+bc2).
11.3.9) 2242+ 25 b)) 54-30.3, © 3+34+332, D 5-630+1233, o 1-338 +3312,
D 3% +342+1, o 5-92+6318, h) 14845-2342, ©) Sf3-1142.
3 3 3 3
Wakazowka. @) (%’E_}—éﬁ) =(%/3T—%!2_2) » ) (W—%) =(€f3_3—€/2_3) =(J§—ﬁ]3.
1y 1y
4.9 (x+3°, B (x-3), o (x+4), @ (2x-3) ¢ [Ex—]] , D [x+ﬂ .
11.5.8) (2x—5y) =87 —60x2y+150p° —1255°, b) (3x+4y) = 275> +108x°y +144xy° + 647,

3
O (2c-3) =8¢ —36x% + 54x-27, @) Em—ﬂ =%m3—3m2+24m—64.
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Suma i réznica szesciandw dwoch wyrazen
L6 a) 1-x°, b x°+1, © 343-x°, d) 729+y°, € 8c° 646, 0 24227 +0,125.
17,8 (5+1)(25° -5+1), B) (0,2-x)(0,0440,2x+57), © (Ta+95)(49a” ~63ab+816%),
@) (Y6 -1)(¥36" + Y6 +1), € (¥5x+1)(¥250 - P +1), 0 (7 -¥8) (> +¥5y + 36 ),
o (r-¥8)(2 43+ ), W (Ve-V5)( 52+ Py + U8, 0 (x—43)(<> + 43+ ¥),
3

1
"
Wakazdwia, i) N2 = [QET =(€f§)3.

11.8. Kolgjno: a) 2xy, 4y%, b) 4x, 1, © 3x, 5y, d) 64x°, 161y, 4y2, & «f2x, 3,

0 5x, 2y, 55°, 2y°

1L.9. 8) %.(z@_aﬁ“), b 2B+ V6437, o -¥a+2, @ g(ymf:-:), & 4(¥25+ Y0+ ¥3),

n 2(B-¥7)

11.10. 2) —p° +24p% —24p+10, b) -8p° + p° +2p —124.

1.11.9) x=38 i y=-17, b) x=51 i y=100, ¢ x=-221i y=10, d) x=-207 i y=94.
Zastosowanie wzordw skroéconego mnozenia

11.13. a) (x—]](x2+4x+?), b) (x+5](x2+x+7], c) (23:—5](4x2+4x+13), d) —9(:(2—3:+1),

€) 9(x—1)(x2 —x+]), f) (x—S}(]9x2+5x+?).

11.16.a) 2, b) 198, ¢ 102. 11.17. )4, b)-12, ¢ -14, d)40. 11.18.9.

11.20. Wikazdwka. c=—(a+b)}, wiec A Ao =a +b —(a+ 5]3.

11.23. Wekazdwha. a) 107 +8=(1[}” —1)+9, b) 107 447 _2= (10*"* —1)+ (4” —1).

11.24. Wskezdwin. o +b% =a® — (—b” )

Zestaw powtorkowy

Nr zadania 1. 2.1 3|4 |5 6.

Odpowiedz | AID| A|A|C|D|T-B

Wskazowka. 3. (a+3)” =25, skad a® +95° =31 i &° +276° = (a+3b)(o” - 3ab+95),
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12. Wielomiany

Wielomiany jednej i wielu zmiennych
12.1.8) Tak, a,=2, a1=_%, ay=-5, Mitak, a;=5 a,=—3, a=—4, g5=1,
¢ nie jest wielomianem, @) tak, a, =1, a, =0, a; =1 Wekazdwka. d) H(x)=x"+1
22.8) W(x)=2x 43 —x+42, st[W(x)]=4, B) W(x)=2x" -5, st[W(x)]=5.
12.3. a) P(x]=x4 —%x3+3x2—x—5, st.[P(x)]=4, ag=1 a3=—%, a,=3, g =-1, a;=-5,
b) £(y)=-2y" Ty +dy+4, st[P(y)]=5 as=-2, a4=0, a3=0, ay=-7, a=4, ay=4,
0 P(x)=—6x"—10x+3, st[P(x)]=2, ay=-6, =10, ay=3, d) P(z)=—62" —18z, st[P(z)]=3,
ag=—6, a,=0, o =-18, a;=0.

124.9) W()=1 b) W(l)=-1, ¢ ¥(1}=32, & W(l)=1

2.5.2) W(-1}=7, b W(+2)=0, ¢ W(1+42)=0, @ W[%]=—§.

12.6.) W(0)=8, b) W(0}=-8, ¢ Wi(0)=24, a4y W(0)=3 628 8OO
27.aym=-11i n=7, bym=2 i n=5, ¢y m=1 i n=86.

128.a) a=-3, b=10, c=1, by a=4, b=-3, c =-3.

Suma, roznica oraz iloczyn wielomianow
12.9.a) W(a]=(]—ﬁ]a2+a—], h) W(x]=(£—l)13+(5+\,ﬁ_]x—2,
c) W(y]=y3+(~J§—l]y2+(]—\'§]y—], d) W(_x]=—a_x+2a2.

12.10. a) x+1, b) 253 5041, c) 0 il d) copliy B, 3. BeRple €) 2xt 4 30% —4x? —dx+ 3,

0 -x-2, g 2" +102° —4x® - 23z +5.

1211 8) W(x)=3>+2(1-V2)x+1, H(x)=3"-2(2-+2)x+7,
b) W(x)=(25m+23)x" =24(2m+D)x+25m+2, H(x)=—(Tm+41)x> +72x+Tm—34.

12.12. 2) G(a,b)= —(:13 +6a%h— 2% +12ab° +853 + 252), 27, b) H(x,y)=4x> —24xy —9y°, 94,75,

1213. a=-11i b=1.

2.14. a=21ib=0.
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Dzielenie wielomianu przez dwumian

3 2

12.15. a) x2—3x—9, b) x2+4x+4, ) 3x2—7x+2, d) ate et x4l

12.16.9) 3x° —6x2+13x—28, R(x)=61 b) x*+ 207 +6x% +10x+ 21, R(x)=44,
O xtoxfex® x4, R(x)=-1, @ 7 +2x% +4x-8, R(x)=-16,

O Lt vx®ixal, R(x)=0.

12.17. 2) W(x]=(x+3](3x2—]3_x+4]]—13[}, b) W(x]=(x+l](x2—4x+7]—8,

O W(x)=(x-2)(35° + 65> +12x+21)+ 44, &) W () =(x-1)(22" +3: +3x+7) +10.
12.18.a) W(-1)=0, x*—4x+2, b) W(2)=0, x*+x+1, & W(l)=0, x*-x-2, d) W(-2)=0,
7x? ~12¢ -4,
12.19.9) R(x)=W(-1)=—6, R(x)=W(-2)=0, R(x)=W(=3)=0,
by R(x)=W(-1)=—40, R(x)=W(2)=-22, R(x)=Wi(4)=0.
12.20.2) m=-82, b) m=-2004, ¢ m=100.
221Np: @) W (x)=(x+2)(x> +1) B) W (x)=x(x-2)(x+3) © W (x)=(1-3x)(1+3x)(x+3).
12.22.2)8, b)24, ©) 40.
12.23.2) m=-2 lub m=2, b) m=-2 lub m=1
12.24. m==10 lub m=10.
12.25.a) R(x)=3, b) R(x)=2a+1, ¢ R(x)=8", d) R(x)=0.
12.26. R(x)=3.
Pierwiastki wielomianu jednej zmiennej i twierdzenie Bezoute'a
1227.0 i 1.
12.28.8) W (x)=(x+1)(x—4), b) W(x)=(x+2](—x2+2_x+2), ¢) W(x)=(x_1)(x3+3x2+3x+9),
@ W (x)=(x-3)(x" - 22 +1).
12.29.9) m=1, b) m=-14.

1230, a=-7 i b=-.

a=2 a=72
12.31. a) {5_4, b) {b_ll.

12.32.2) -2,2, b) brak pierwiastkéw, ¢)-1,-2,-3, d) -2,-1, 1, 3.
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21 5 1

1
12.33. a) Tak, satoliczby: ——, —=, =, b)tak,satoliczby: — =, ——, =, ie,
a) 53 to liczby PR ) tak, sa to liczby > 303 c) me

d) tak, sa to liczby: -1, —%, %, 1.

12.34.9) -2, b) -1, 2 c) L4 I &
A 2 g

12.36.9) -4, -2,0,3, b)1,2,3, © -7,0,1,2, d) -2, 43,5, 7.

12.37. a) -3,1; -3 — pierwiastek dwukrotiy, 1 — pierwiastek jednokrotny,

h) -3, 1; -3 —pierwiastek trzykrotny, 1 — pierwiastek dwukrotny,

c) -2,0; -2 —pierwiastek trzykrotny, 0 — pierwiastek jednokrotny,

dy -1,1,2,3,7; -1 —pierwiastek jednokrotny, 1 — pierwiastek jednokrotiny, 2 — pierwiastek jednokrotny,
3 —pierwiastek jednokrotny, 7 — pierwiastek dwukrotny.

12.39. Np.: &) W (x)=(x+2}(x=1)(x=5), b) W (x)=(x+2)(x=1)(x=57,

O W(x) =(x+2)(x—17 (x—5)".

1240. Np.:a) Wix)=(x-2)(x-3)(x+5)(x+7}, W) W(x}=(x+l]2[x—2}(x—4],

O W(x)=x(x=2)", & W(x)=x".

241, 8) W(x)=a(z=1)(x=2)(x=3) b) %
Rozkladanie wielomiandw na czynniki

12.42. a) W(x]=[_x—%f, b) W(x}=(21+3](412_61+9], ) W(x]=(2x+]]3,

@ W(x]=(51—2](25x2+](}x+4), e) W(x]=(3x—2](3x+2](912+4],

D W (x)=(x+ 1)~ 4x+7).

12.43.8) W (x)= (x+2) (x-2), ) W (x)=(x-1 [ +x+1),

0 W (x)=(x-3, & #(x)=(x-3)(x"+50+9}

2449 W(x)= (242, ) W(x)=-2 (242, O W(x)=—(4x+5)(2x +7)(102 +34x+37)

@) W (x)=(x+3)" (4x+13)(1627 + 9224133, © W(x)= (162~ 42x+1)(165° + 42 +1),

1§] W(x]=(xz—\ﬁx—kl)g(xz—!—ﬁx—l—l)z, g) W(x}=x(x+3)(x—l](x2+2x+3),

?—ﬁ}[x_ﬂﬁ]_

2 2

h) Wi(x)=x(x-6) (x—]){x—
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12.45.9) Wx)=(x+7)(x+1)(x-1), b) W(x)=(2x+1)(x+2)(x-2),

O W (x)=(2x-3)(x+ (5" ~x+1} &) W(x)=(7x+2)(x~3)(x+3)

(x=D)(x+3Y, b) W (x)=(x—1F (x—7).

12.47. 2) W (x)=(x—5 )2 +45) (x— 6 ) (x +E),

b W (x)= x(x+2)(x-2)(x* + 2344}, © W(x)=(x-3)(x +x+2), & W(x)=(x-17 (x+1)° (x-2).

12.46. a) ¥ (x)

12.48.8) m=-8, W(x)=(x+4)(x+2)(x-1), b) m=-3, W(x)=(x-2)(s* +4x+5}, & m=-31,
W(x]z(Ex—E](Zx—S](x—Z], dy m=-11, W(x]=(21c+3](x+5](x—2].

Rownania wielomianowe

5o 5 %,

12.49.9) x; =0, b)brak rozwiazan, ¢ x = ~5 Xy = = D=0 05=1 eyx=0 0=

1
B =g

12.50.a) %=1, x;=2, x3=3, b) x;=-3, 5, =1, x3=4,

¢ x=-1, x2=—%, x3=0, d) xl=—%, Xy =10, x3=%, €) n=-2, x,=0, x3=%.

R25La) n=—3 =1 b)xyy=-2,5=1 ¢ q=--5 06=1 5=2,

d) JC]_:—T, IEZ[}, I3:1, I4:2.

1252, a) my=—4, 5,=1 x3=4, by xy=-1, x5,=1 x3=2, ¢ 5=-5 x,=-1, x3=1, x4=35,

@ on=-2, x,=-1 x3=2, x4=5.

12.53.a) x5=0, b) 5=—2, 5,=0, 13=42, 0 5;=0x,=2, &) x;=0, x,=2, & x,=0, x2=%,
D x=0 x=2

12.54.a) my=-2, 5, =0, x5 =%, b) 5y =-3, x;,=3, x3=5, € x =§, d) x; =—6.

J2 V2

12.55, a) xl=—4, Xy =2, Xz =4, b) JC]_=—S, X ZT, JC3=S, C) xl=—2, x2=—T, X =D, JC4=3'.

12.56.a) xy=—4, x, =1, x3=%, b) x =-5, x2=%, x3=§, €)X =-8 x;=-2, i3=4.

12.57.a) xy=—4, 5,=-1, x3=1, by x;=—4, x;=-2, x3=4, ¢ xD=—%, d) xp =—2.

12.58. a) x1=—%> 352=%> x3=1 b) x;=-1, 352=—%= x3=%, c) x1=—§> x2=—l> X3=2,

5
V2 2

d) JC]_=—?, 3C2=T, JC3=3.
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12.59. 9) x; =-1, x; =1, b)brak rozwiazania, ¢} x;=-3, x; =-2, x3=2, x3=3,

d) xe{l_f,]_f,Hf,Hf}, e) x; =6, x, = 6.

12.60.a) x5=1, by x;=1, x,=16, ¢ =2, =5, &) x;=8&

12.61.8) 4=-2, X,=1, B) x;=-2, X, =—f3, 13=—+2, 1,=+2, 15=43, x,=2,
1-5 1+45
y da = .
2 s
Wekazow k. Przedstaw podane rownanie w postaci:

) x=-1,0=1x3=2 x=4, d) 3=

) (x2 +x+1](x2+x+1+1} ~12, b) (x2—3]3 —(x2—3]=0, ) (x2—3x+1]2—4(x2 —3x+1]—5=n,
d) R e, B wiec xz(xz —x)—x(x2 —:c)+(x2 —:c)—2= (1, skad

(xz—x)z +(x2—x)—2=[}.

12.62. Wikazdwka. ©) x* +5x2 — 2647 =0 < (x“+4x2+4]+(x2 —2x+1]+2=0 -

o (x2+2)2 -1 +2=0.

12.63. 8 m=-1, by me{-4, -2,0,14}.

12.64. a) Jeden pierwiastek, gdy m <0; trzy pierwiastki, gdy m =0,

b) jeden pierwiastek, gdy m = (—4; 0}, dwa pierwiastki, gdy m {4, 0}; trzy pierwiastki, gdy

me (—w;—4) (0 4o},

¢) nie ma pierwiastkow, gdy m e (—o0; —3)/(1; +o0); dwa pierwiastki, gdy m ={-3,1}; trzy pierwiastki,

gdy m=0; cztery pierwiastki, gdy m = (-3 0)u(0;1),

d) jeden pierwiastek, gdy m = [—00; %J, dwa pierwiastld, gdy m = E, 3]; trzy pierwiastki, gdy

me [3, 3} (3 +0).

Wakazéwla. ¢) Rownanie £ + (m—3)¢+m* =0, gdzie ¢=x?, ma

4 pierwiastki, gdy A=01{ -f, =0,1 § +{5, =0; 3pierwiastki, gdy A>0 184, =0, 1 {+6, >0,
2 pierwiastld, gdy A>0 14 {, <0 lub A=0 i { >»0; nie mapierwiastkow, gdv A <0.

d) Zauwaz, ze liczba 1 jest pierwiastkiem rownania i rOwnanie to mozna zapisa¢ w postaci

(J«:—l)(xz +x+1—m]=0.
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Réwnanie typu x" =a
12.65. a) brak rozwiazania, )0, © -5 i ¥5, @ -2, & ¥2, n -¥4, g brak rozwiazania,
ny 4o i $ho.

12.66. a) i1 —parzystei @ <0, b)n —nieparzystei a € R lubn —parzystei a =0, ©)n—parzystei a >0.

12.67. ) —%, b) —% i

0100, d) -2i2, € -3, ) -4i4.

12.68.9) x;=-2, x,=-1, x3=1, B x=-3, 5,=3, Qg x=-T7,25,=-2, 5=2, =7,

d) xp=-2.

12.69. a) x[,:%, b) x5=3, © x[,:—g, d) x5, =1-3, x; =1+.f3.

12.70a) xy=-3, x;=-2, x3=1, D) xy=-2, x;=2, x3=4, ¢) xy=-0,2, x, =0, x3=02.
12.71.4) 113, b)brak rozwiazania, ¢ -2+2 i 24/2, d)-1i2, € -04i0,6, T) brak rozwiazania.

12.72.a) xy=-1, xa=1 x3=2, ) x=-1, x5 =1, 53=3, © xl=—~5, Xy =0, x3=J§,x4=2,
d) x5 =0, x2=%, x3=-¥£_l.

12.73.a) =1, x3=2, b) =1, x2=%, O xn=-2,0=-1 %=1 x54=2, @) x=-1 %=1
e x =0 x2=3-ﬂ_f—1, )y =-2, 5,=1

12.74. Wskazowka. a) P4atxrta’+1=0 b) X 4xt+a‘x+ac =0

2

B 4l4atrtat=0 xz(x+1)+a2(x+l] 1]

(x+]](xz—x+]]+a2(x+]}=0 (x+1](x2+a2)=0

(x+1)(x* -x+1+a? )= 0 x+41=0 lub x> +a® =0
2

2

x+1=0 lub x> —x+1+a° =0 %’ =—a’ ma,gdy a=0.

.ﬂ=1—4(1+a2)

A=0.

12,75, Wskazowka. a) x& »0,2x =0, 4x% >0 i 1> 0, wiec x® +2x? + 422 +1> 0,
b) 4t 4P 4 5% 4457 1 4x+1=0 c) dct 4 4 4% —dr+4=0
52 (452 —dx 1)+ (2541 =0 2 (422 4+ 1)+ (x-2)" =0

22 (2 =1 + (2x 417 =0 (217 +(x-2)* =0
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Nierownosci wielomianowe
12.76.8) x#0, b) x=0, ¢) x>-1, d) xe R, € xe(-x;0)u(0;3), ) xeR\]-2,0]
12.77. 8) xe(—0;-2)u(35), b) xe(—w-4)u(23), © xe(-ol), &) xe(—4-2)u(24),
&) xe(—o; -2 u (1), H xe{-2 03 {L5)
12.78.8) xe(-22), b) xe(-0-3u3+0), © xe(—oo;—Zju[[};%]u[%;+oo}
a xe[—ﬁ;%}u(\ﬁ;ﬁ], & re{ 2 U U 10), B xe(—o; U4 6}
12.79. 8 xe(-L2)\ {1}, b) xe(—-3ju(L3juid+o) © re(-3-2)u(l;3), &) xe(L5).
12.80. 8) xe(-L+oo)\ {1}, b) xe(-2-Du(l;+0), ¢ xe(-x;3), @ xe<—1;%>u(1;+co).

128L a) xe(—-w;1)w(3;5), b) xe [—%; %] (L +w), ¢ xe (—oo; —Du(23), d) xe(—wo;l).

12.82. a) xe(—o0;—2}{0;2), b) xeR, c)nie marozwiazania,

12.83. 8) xe(—o; -2y {1}, b) xe{-2,0)u{3}, & re{-12}

12.84.8) Dy = R\M-L1}, b) Dy =(—o0;-po(l;+®), ©) Dy =(-00;-1Jiu(];+e0),
d) Dy =R\{L,2}, & Dy=(l+0), § Dy =(L2)(2;+w).

12.85. Np.: @) —x(x—3)>0, b) (x+3)(x+1)(x-1)(x-3)<0, ¢ x(x-1)(x-2<0.
12.86. Gdy m=2,t0 O(x)>0 < xe(1-¥E1)u(1+45+0); gdy m=4,t0
O(x)>0 < xe(-L2)u(2;+0); gdy m=0,t0 8(x)>0 < xe(3+w)

12.87. Wskazowia. a) Przedstaw nierGwnosc T T e L B postaci

P P, P +x2+2x+2>0, skad xz(x2+2x+2)+(x2+2x+2)>0.

Zestaw powtdrkowy

Nr zadania | 1. | 2. 3. 4. 5.

Odpowiedz| C | D | KolginoP,P,FE,P|T—-B |BiC
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13. Wyrazenia wymierne

Wyrazenie wymierne i jego dziedzina
13.1.b) D=R, © D=RV{-1,1}, ¢ D=RI{-33}, i D=R Wskazdwka. Wymiernymi nie sa

wyrazenia w podpunktach a) i d).

13.2. 9) x;ﬁ—%, b) x;&—%, ¢ xcR, @ xcR, ¢ xesRV{-2,0}, D) xER\[—],(},%].

13.3.8) D=R\{0,2}, b) D= R\[ ;] ¢ D=R\{-1}, &) D=R\{-11}, & D=R\{-2,-1,1,2},

fn D=RW-3,-2,23}

13.4.2) D=R\{-],

) D=R\[ %] Wskazowka. € 3004757 ~4 =30+ 322 1 4% 4= 32 (x4 1)+ 42 -1)

13.6.3) me(0;1), b) me(—o;-Tu(l;+w), © me(-1;0)

13.7.9) D=R\{-1}, ) D=R, ¢ D=R\{-11}.

13.8.9) m=1 i xeR\{[-1}, bym=2 i xeR\{-2}, @ m=3 i xeRr\{I2]
Skracanie i rozszerzanie wyrazen wymiernych

4x 43

Sx—3

, D=R\[0,3], P
5 g

13.9. 9) ]3, xeRV-3,3), by afra+l, D=R\]}, ©
X+

x—2 -3
D=R\{-2,2, -1, D=R, —, D=R\{-3 2, , D=R\{-5, -4
{ } E) ¥ f) x4+3 { } g) r+5 { }

13.10. ) 522, D=R\{0}, b) 3x” +3x, D=R\[-1,1}, ¢ x*-7x+10, D=R\{-52]},

d)3x, D=R\[-3,0), ¢ 4x° +4x+4, D=R\[l}, D ?(x2—5x+25), D=R\[-5},

13,11, 2) 3% (x+3), D=R\[=3,0}, b) 2x(x+1), D=RV\-10}, © (x+3)(x—5), D=R\[-35).

2
13.12. a) Tl . | adde x%-2, b) 2 : . obiaed
x+2 x+2 o o
: 2
© (x+2) i 1 . R, Al 3x° +9x ; 4 adsie 3 i 5 el
x+2 x+2 (x-1}{x+3} (x-T){x+3)
552 +15x 3 —
i dzi -3 i -2 i 1
O el (i) SR L Bl
; 2
dx J;12x+36 ; 32x . Eie i, B 3 ; 16x ;8x+4, Seie x;e—l,
%=l x -27 853 +1 813 +1 2

2 2
h) 2.13 + Bx i o —34x+]6, WX -
i+ 6d i +64

1}, by D=RY-3,3, o0 D=R\{-11,4}, d) D=R\{1}, ¢ D=R\{—2,—1,§],
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Dziatania na wyrazeniach wymiernych

13.13. a) gdzie xe R\{-2,2}, b) % gdzie xe R\{-1, 0,1},

st

0 i—j reRV-L1, 4 f:;' gdzie xe R\[-3,3,4),

e) 5x, gdzie x =3, )1, gdzie xe RY{-2,0,2},

g4, gdzie xe R\{-3,-11}, W)

gdzie x e R\{—S, —ﬁ,-\ﬁ}.

El
I+5

13.14. 8) 3&:1}, gdzie xe R\I=10,1,,  h) % sdzie x < R\[-1,0,1},

2(x-13) : Ir+2 : [ 2 ]
., gdzi RY-3,0), d) ———, gdai R0, — 20
) gdzie x e R\{ } ) Sy gdzie x .
(5 2(x? - 8x+7)
__E0d ooyl g oagl. ny ot U gagmersegnl el
€ ey gdzie xe R\{ LoD s gdzie x e R\{ 1

g x(x+8),gdde x=RV{-1,0,1), h)1, gdzde x=RY{-11}.

2
13.15. a) i, gdzie x=-1, b) i , gdzie x e R\{-1,1}, © i, gdzie x #1,
x+1 | x-1
2x% +9x+6 2x
d) ——————, gdzi RvI4.4 —— godz RYI-2, 25
) x2_16 - g 1€ X £ { ) }9 e) 3(x+2)(x_2)? g LR RS { » }
X2 —2x+4 ol
13.16. 8) ————, gdzie xe R\{0}, b) ————, gdzie xe RV{0, 1},
-3 x(x=1)
2
g -2 a8 pierer\ 22, @ ke ~, gdze xe R\{-3,-2,2],
(x-2)(x+2) (x+3)(x—-2)(x+2)
113 ; (y-27 :
e) ——————, gdeie x=RYV-3, 0,3, ——— gdzie y = R\ 2Z;.
x+1 2 +x+1 1
13.17. ) ——, gdzie xe R\{0,1}, b) ———, gdde xeR\{-11}, ¢) —, gdzie x= R\{0,1].
x—1 ] x-1

Réwnania wymierne
13.18. a) Brak rozwiazania, b) x;=-3, ¢) x = —%, =0, d) x5=3
19

13.19. 8) x,=6,5, b) xn=§, 0 X =_%, @) 7y =7

. . 1 5
13.20. a) Brak rozwiazania, b) x = 5 c) x#3 d)x #E.
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13.21.0) x5=7, b) 5=—6, 5, =1, € x=—2, x;=42, & x,=—4, x, =1
13.22.9) ny=—4, 5,=4, by =-1,x5=1 g x=-8 =8 d y=-2, =2, ¢ 5=-1, x,=3,

f) brak rozwiazania.

13.23.a) x5 = %, b) x;=-6, x; =3, ¢)brakrozwiazania.

13.24.9) xp=-1, b) ID:—%, C) x[,:i, d) n=— x=1

=
2 3

13.26.a) my=-1, xp=1 x3=3, x4=5, by x=-1, =1, x3=5, x3=7, © x=-1, x,=1, x3=2,

xg=4, &) x,=-3, x;=-2, 53=1, x4=2. Wskazowka. a) Podstaw t=1¢:2—4x, gdy x=0 i x=4,

T : 15 S s s g
rozwiaz rownanie f— 7 =2 1 wroc do podstawienia.

3 5 1 g 7
> by X =—, =5 c) =5 d) B WS

1 1
13.27.8) 1y =——, Xy =—
) R=m By 2 2

Nierdwnoscl wymierne
13.28.9) x€(—o0;1), b) xe(-w;-1u(0;1), © x{—m;—%)u{ﬂ; %) d) xe(—.?.;—]]u(ﬂ; +o0).
13.29.2) xe(—om;—2 (4 +0), b) xe(%;]} Q) xe(—o0;—2) U{0;+o0),
d) xe(-o; -5 (5 +0), € xe(—w -3 u{-Z0u{d+o), D xel-5-1)u{2}

13.30.a) x=(-L1}, b) xe ((}; 1), © re(-o;0) u(l; +), d) xe [—]; %) (L +a).

13.31. a) xe[—m;—%]u[%ﬁoo], b) re(-w-3ju(l+), © xe[—m;—%)u[%;%},

d) xe(—oo;i’.]u(%;?r], &) xel(—4-2)u(0;40), H xe(-11-1).
13.32. a) xe(—oo;—}l}u(—]; Bu(2400), b) xe(0;5)42], © xe(—Z; (}]u(_?; 4},
d) xe(-Z1ui(2;4), € xe(—w;—3)u(-2;5)u(T;+o), D xeRV-1)

13.33.8) xe(—o0;—5)u(—4-3) b) xe(-3%-1}, & x=R\{2}, @) xe[—S;—g].

13.34.3) x = (
&

1_J7‘_3;_]Ju[1;1+:?'_3], b) xe(-5—-4)uid+o), © xe(B1U(3;5),

& xe(-3-2)u(-15)
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Przykiady zadan prowadzacych do rozwiazywania rownan wymiernych

1335.8) x3=7, b) x3=-2, &) x={-1,1,3,5}, d) x={-LL57}, ¢ x={-1124}, ) x=-3

13.36. a) x=% i y=i, by x=51 y=3, ¢ x=51 y=1,
o L25) [L 25 (1 245) (1 25
2 w2 5 Pegt s LY 5 |

13.37.3) x= (l; 2), b) xe [—oo; %), ¢) xe(-3-2) u<—]; %), d) x=(-2,80)u {1
13.38. 8) xe(—o0;0) b) xe(-o0;-9)u(4+w), ¢ xe [l; %)
1539, xe(-6-3 | W re(m-u[ L] 0 re(<oi-Gol-E)uls o)

13.40. 8) Dy =(—0;-3)U(2Z +0), b) sz[_z;%) 5 sz[l 4>_

E;
13.41. xe[—w—i]u(]_fﬁ;%JUE@Hm}

13.42. Wskazdwka, f(2-x)= +1.

—X

s km

13.43. Planowana predkosé pociagu to o =50 i
x-v=E80
Wakazowlka. x — planowana predkos¢ pociagu, y — czas przejazdu. Rozwiaz uktad 4 :
(x+10)| y—— | =80
15

(900++)-#=5500

, gdzie v to predkosé wiatru i { czas przelot.
(900—v)-+=4500" % s &

13.44. 90 % Wskazcwiea. JL

=1500
13.45. 250 ucziow. Wakuzdwiz. g , gdzie x to liczba uczni 6w klas drugich.
(x—50)-(y+1)=1500
1
13.46. Pierwszy tynkarz w ciagu 4 h, drugi w ciagu 12 h. Wskazdwia. ;C 3 3 gdziex i y to czasy
SRR s O,
X ¥ 4

samodzielnej pracy tynkarzy.

Zestaw powiorkowy

Nr zadania | 1. | 2. 3. 4. 51 6| 7.
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