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Oznaczenia graficzne

W niebieskie] ramce umieszczono tresci odpowiadajace definicjom lub
twierdzeniom.

Przypomnipmy
® W pomaranczowe] ramce umieszczono te treéci, ktére powinny by¢ znane
z wezegniejszych lat nanki.

Na szarym tle umieszczono uwagi, ktére sa podsumowaniem waznych tregci;

®
warto je zapamietac.
Na fioletowym tle umieszczono ¢wiczenia przewidziane jako zadania
® .
domowe, poniewaz ich rozwiazame wymaga wigkszej ilogci czasu niz inne.
Na zottym tle umieszczono zadania otwarte 1 zamknigte réznego rodzaju pod
®

haslem Zestaw powtorkowy.

® T{ Niebieski pasek na marginesie ksigzki oznacza treéci przeznaczone
B tylko dla zakresu rozszerzonego.

Symbol zeszytu na marginesie oznacza, ze przyklady z ¢wiczenia lub
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Wstep

Umie¢ matematyke, to miedzy innymi wiedziec, jak w codziennym zyciu ko-
rzystac z jej dobrodziejstw.

Ksiazka ,.Podrecznik 1— zakres podstawowy i rozszerzony” z serii Matema-
tyka i przyklady jej zastosowan jest podreczmkiem dla liceum ogolnoksztalea-
cegoi technmikum.

Naszym zdaniem w podreczniku jest wystarczajaca liczba zadan 1 ¢wiczen, by
naby¢ umiejetnoscli wymienione w podstawie programowe] z dma 30 styczma
2018 roku (Dz.U. z2017r., poz. 59, 9491 2203).

W koncowej czesci kazdego realizowanego tematu lekcji zamieszezono zadania
pozwalajace na utrwalenie przerobionego materialu (zadania utrwalajace).
Odpowiedzi do zadan utrwalajacych znajduja sic na ostatnich stronach ksigzki.

Odpowiedzi do ¢wiczen sa umieszczone w fioletowe] ramce przed kazdym
zestawem zadan utrwalajacych.

Kazdy rozdzial koneczy si¢ zestawem powtorkowym, w ktorym sg zadama
zamknigte roznego rodzaju oraz zadania otwarte.

Przy rozwiazywaniu problemow mozna korzystac z dostepnych narzedzi 1 tech-
nologii informatycznych, czyli encyklopedi, tablic matematycznych, kalkulato-
rOW 1 komputerow.

Zyczymy powodzenia,
Autorki



1. Jezyk 1 symbole logiki w matematyce

Logika to nauka o metodach wnioskowania i poprawnym rozumowariu, ustalajgca reguly,
ktorych naruszenie prowadzi do bledow.

Uczac sie matematyki badamy pewne zaleznosci, formulujemy twierdzenia, wyciggamy
wnioski 1 stosujemy pewne reguly, ktore pozwalajg precyzyinie przedstawic tok rozumowa-
niaigposob zapisu naszych mygli. Do tego shuzg nam zdania, czZgsto zapisywane z uzyciem
symboli matematycznych.

Za prekursora logiki uwaza sie Arystotelesa (384 pn.e—322 p.n.e.).

L ogika matematyczna, jako dziedzina wiedzy, rozwinela sie na przetomie XIX 1 XX wielku.

Cwiczenie 1. Wyszukaj w intemecie nazwiska Polakow, ktorzy przyczynili sie do roz-
woju logiki matematyczne;.

Zdaniem w sensie logiki nazywamy takie wypowiedzenie, kiéremu mozna
jednoznacznie przyporzadkowac jedna z dwoch wartosci logicznych:
prawde (1) lub falsz (0).

W logice matematyczne] zdania oznaczamy najczescie] symbolami: p, ¢, . 5, ... .
W sensie logiki zdaniami nie sg pytaniai wykrzykmenia.

L Zdanie p Wartosc logiczna zdania p
1. | Zrob zakupy! to nie jest zdanie w sensie logiki
2.1 7-8=65 0

3. | Liczba 0,5 jest odwrotnoscig liczby 2.
Przekatna kwadratu jest krotsza od kazdego

% jego boku. ‘
. Suma miar wszystkich katow wewnetrznych

- | kazdego tréjkata jest réwna 180°,
6. | Czy pojdziesz do kina? to nie jest zdanie w sensie logiki
7. | Liczba naturalna n jest podzielna przez 2. to nie jest zdanie w sensie logiki
8. | Najladmejsze z wielokatow to szesciokaty. to nie jest zdanie w sensie logiki

Zdanie Najladniejsze z wielokatow to szeSciokaty wartosciuje wielkosci, ktorych praw-
dziwosci nie mozna ocenic w sensie logiki.



1. Jezyk | symbole logiki w matemalyce

Rodzaje zdan ztozonych

Rozrozniamy zdania proste i zdania zlozone, np. Liczba 1 5 jest nieparzysta to zdanie proste.

Zdania proste mozna lgczyc w zdania zlozone, nzywajac spojnikow logicznych,
tzw. funktorow zdaniotworczych, np. Liczba 15 jest nieparzysita i jest podzielna przez 5.

Spainik losiczn Symbol spojnika | Nazwa zdania ze Symboliczny zapis zdania
poJ S logicznego spajnikiem logicznym zlozonego
nieprawda, ze ... ~ negacja ~p
. A koniunkcja prg
B 5 W alternatywa pvyg
jezeli ... to ... = implikacja P9
... witedy 1 tylko , .
= TOWINOWAZIOSC P=q
wtedy, gdy...

Negacja zdania

Negacja, czvli zaprzeczeniem zdania p, nazywamy zdanie nieprawda, ze p,

CO zapisujemy ~

P.

Wartosci logiczne negacji

Zdanie g |~P Uwaga Negacja (zaprzeczenie) zdania
Warto$¢ 0 prawdziwego jest zdaniem falszywym, a negacja
logiczna zdama falszywego jest zdaniem prawdziwyim.
zdania 0
Zdanie p Wartosc¢ l.oglczna Zawnie p Wartos-f: logiczna
zdania p zdania ~ p
5+3=18 543=8 0
Numer NIP ma 8 Nieprawda, ze numer NIP
szesc cyfr. ma szesc cyfr.

Cwiczenie 2, Utworz negacje Zdania 1 ocen wartos¢ logiczna zdania oraz jego zaprze-

czenia: a) 7:2>1 b)kazdy kwadrat ma of symetrii, ¢) 0:3=35, d) ~(3-5=20).

*) NIP — Numer Identyfikacji Podatkowej




Rodzaje zdanh ziozonych

Koniunkcja zdan

Koniunkcja zdan nazywamy zdanie zlozone z dwoch zdan p i ¢, polaczonych
spojnikiem ,,i”, czyli zdanie pi ¢.

| Komniunkcje zdan p 1 g zapisujemy pna g, czyvtany pi g.

Wartosci logiczne koniunke)i

Zdanie P q png Uwaga Koniunkcja dwoch zdan jest
Zzdaniem prawdziwym wtedy i tylko wtedy,
Wartosé 0 0 gdy oba zdamnia p 1 g sg prawdziwe.
logiczna
zdania 0 0
0 0 0
Wartosé Wartosé E‘:‘;ﬁ;
Zdanie p logiczna Z.danie ¢4 logiczna Zdanie p g zﬁania
zdania p zdania g
png
s . Dzien jest
Dzien jest Noc jest .21e.r1 Jes
- ; =50 przeciwienstwem
przeciwienstwem przeciwienstwenn ; :
. nocy i noc jest
nocy. dnia. oL, :
przeciwienstwem dnia.
2 jest liczba
2 jest liczba V2 jest liczba 0 caltkowita i /2 jest 0
calkowitg. catkowita. liczba
calkowita.
57 0 I ST . Il 0
252 0 J3>3 0 V252 A 353 0

Cwiczene 3. Ocen wartos¢ logiczna koniunkcji zdan.
a) Liczba3 jest pierwiastkiem rownamnia 2x—6 =0 iliczba 5 jest dzielnikiem liczby 25.
b) Liczba 2 jest liczba naturalng 1 liczba pierwsza.
¢) Kazdy prostokat jest trapezem 1 ma wszystkie katy rowne.

d)y 2>5i3<1

e) Liczby 21 5 s3 dzielnikami liczby 30.
) 4>-3 i5=2
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Alternatywa zdan

Alternatywa zdan nazywamy zdanie ztozone z dwoch zdan p i g, polaczonych
spojnikiem , lub”, czyli zdamie p lub gq.

Alternatywe zdan p 1 g zapisujemy pv g, czytamy plub 4.

Wartosci logiczne alternatywy

Uwaga
Zdanie 4 q pvg e Alternatywa dwoch zdan jest zdaniem
| falszywym wiedy i tylko wtedy,
Wartoéc¢ | 0 gdy oba zdania sa falszywe.
logiczna s o Niekiedy znaczenie spdjnika ,,lub”
zdania W matematyce jest inmne niz
0 0 0 w jezyku polskim.
Wartos¢
Wartosé Wartosé logiczna
Zdanie p logiczna Z.danie ¢ logiczna Zdanie pwv g Z(glania
zdania p zdania ¢
pvq
; ; Wars jest miast
Warszawa jest _ Warszawa jest s ml.a o
. : . lub Warszawa jest
miastem. stolica Polski. : :
stolicg Polski.
4=2° | 4> 2? 0 4=2* v 4>2°
: Romb jest Romb jest kotem lub
Romb jest kolem. 0 e ' PR RS
trapezem. trapezerm.
24:6=5 0 31-10=16 0 24:6=5 v 31-10=16 0

Cwiczenie 4. W zdaniu ztozonym wekaz zdania proste, z ktorych sklada sie alternatywa
1 ocen je] wartosc logiczna.

a) Kazdy uczen klasy pierwszej liceum ma piec lub szesc lat.

b) Kazdy kwadrat jest rombem Iub rownoleglobokiem.

¢) Liczba 12 jest podzielna przez 3 lub liczba 4 jest liczba pierwsza.

d) Kazdy czworoscian jest ostrostupem lub wieloscianem.
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Implikacja zdan

postac jezeli p, to g.

Implikacja zdan o poprzedniku p 1 nastepniku g nazywamy zdanie zlozone majgce

| Implikacje o poprzedniku p 1 nastepniku g zapisujemy p = g, czytamy jezeli p, to g.

Wartosci logiczne implikacji

Zdanie =
£ e Uwaga Implikacja p = ¢ jest zdaniem
falszywym wtedy 1 tylko wtedy, gdy p jest
Wartos¢ 0 0 it s fal
loBlczha zdaniem prawdziwym, a g falszywym.
R 0 Zdanie p — poprzednik implikacii,
0 0 zdanie ¢ — nastepnik implikaciji.
Wartosé Wartosé 313:;
Zdanie p logiczna Zdanie g logiczna Zdanie p = ¢ zcglania
zdania p zdania 4 _—
Skzyp jest Skrz?fP jest Jezeli .sk.rzyp je.st
aprotikiem rosling paprotnikiem, to jest
bap ' zarodnikowag. rosling zarodnikowa.
skezypiest Skrz?fP jest Jezeli .sk.rzyp je.st
s rosling 0 paprotnikiem, to jest 0
paprotnikiem. . 115 ;
nasienna. rosling nasienna.
2<0 0 250 2<0 = 2>0
=3 0 L= 0 =2 = 2=3

Cwiczenie 5. Ocen wartosc¢ logiczng implikacji.
a) Jezeli trojkat jest prostokatny, to suma miar jego katow wewnetrznych ostrych jest

rowna 90°.

b) Jezeli 7 jest dzielnikiem liczby 8, to 8 jest dzielnikiem liczby 9.
c) Jezeli 10:2=5,t0 5+2=25.
d) 2.3=7 = 8:2=4.
¢) Jezeli liczba 10 dzieli sie przez 2, to 10 jest liczba parzysta.
f) Jezeli 2<5,to 7>9.
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1. Jezyk | symbole logiki w matemalyce

Rownowaznosc zdan

RownowainoS$cia zdan nazywamy zdanie zlozone ze zdan p 1 g, polaczonych

spojnikiem logicznym wtedy i tylko wtedy.

. Rownowaznosc zdan pi g zapisujemy p<> g, czytamy p wtedy i tylko wtedy, gdy g.

Wartosci logiczne rownowaznosci

Zdants | F T |24 Uwaga Réwnowaznos¢ dwoch zdan jest
prawdziwa wtedy 1 tylko wtedy, gdy albo
Wartosc 0 oba zdania sg prawdziwe, albo oba falszywe.
logiczna
zdania 0
0 0
Wartosé Wartosé Fra.rtosc
. y y . " ogicina
Zdanie p logiczna Z.danie ¢ logiczna Zdanie p =g rdania
zdania p zdania ¢
p<=4
-2<0 2=0 —2<0& 20
2F 5 8=0 3-9=28 0 27:3=9 < 3.9=28 0
. Kralkdw Kraku?:-w Jest s.tt;)lu:af
Krakow jest . Polski wtedy 1 tylko
. : 0 byt stolicg : 0
stolica Polski. : wtedy, gdy Krakow byl
Polski. : .
stolica Polski.
6 jest liczba pierwsza
6 jest liczba 0 5 jest liczba 0 wtedy 1 tylko wtedy,
pierwsza. zlozona. gdy 5 jest liczba
zlozona.

Cwiczenie 6, Ocen wartosc logiczng rownowaznosci:
a) 8<0 < BB« b) 5:0=0 < 0-5=0.

9 (2 ==8 o (2)-(2)(2)=—8 d)3-[3-(-3)]>0 < 3+[3-(-3)]>0.

Forma zdaniowa nazywamy wyrazenie, w ktérym wystepuja zmienne 1 ktore

zmienia sie w zdanie logiczne (prawdziwe lub falszywe), gdy za zmienne

podstawimy wartosci liczbowe lub nazwy przedmiot 6w,




Rodzaje zdafh ziozonych 13

Formy zdaniowe oznaczamy np.: p(x) f(») ¢(n). gdziex, y, nto zmienne form
zdaniowych.

Uwaga

e Dziedzing formy zdamowe] jest zbior takich elementow, ktore po podstawieniu
do formy zdaniowe] w miejsce zmiennej, czynia ja zdaniem w sensie logiki.

e Mowimy, ze pewien element spelnia forme zdaniowa pewnej zmienne;j, jesli
po podstawiemu go w jej miejsce otrzymamy zdanie prawdziwe.

Zdanie Liczba naturalna n jest podzielna przez 2 jest zdaniem oznajmujacym, ale nie
okresla wartosci liczby »#. Nie mozna wiec oceni¢ jego wartosci logicznej.

Jesli w zdaniu w miejsce zmiennej » wstawimy liczbe, np.:

e 100, to otrzymamy zdanie prawdziwe,

e 51, to otrzymamy zdanie falszywe.

Wyrazenie Liczba naturalna n jest podzielna przez 2 w sensie logiki jest forma zdaniowa
7e Zmienna .

Zdanie Dla kazdego x prawdziwa jest nie- 7 danie Tstnieje takie x, 7e x—4 <0

zapisuyjemy symbolicznie

3x—4<0.

. ;. 2 . . . i
rowno$¢ x~ > (0 zapisujemy symbolicznie

szz[}.

Cwiczenie 7. Zapisz stownie zdanie: a) \V((x+ 1}’ 20, b) Jd3x—s5<6x

u
il Zapis symboliczny | Zapis stowny (czytamy)
Kwantyfikator ogolny (duzy) \vd dla kazdego x
Kwantyfikator szczegolowy (maly) 3 istnieje takie x, Ze

Cwiczenie 8, Zapisz zdanie za pomocg symboli logicznych, znakow dziatan, znakow
rownosci lub nierdwnosci oraz kwantyfikatorow.

a) Istmieje taka liczba x, ktora pomnozona przez 4 daje 1000.

b) Czwarta potega kazdej liczby x jest liczba nieujemna.
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Twierdzenie i jego dowod

Twierdzeniem w matematyce nazywamy kazde zdanie udowodnione w danej teorii mate-
matycznej. Jezeli twierdzenie ma postac implikacji Z = T, kiore] popizednik Z nazywamy
zatoZzeniem, a nastepnik 7 nazywamy teza, to przyjmujemy nastepujgacg terminologie:

implikacja prosta ZoT
implikacja przeciwna do implikacji prostej ~Z>~-T
implikacja odwrotna do implikacji prostej ; ffma 2 4
implikacja prze ciwstawna do implikacji prostej  ~T >~ Z.
Uwaga

Jezeli dla twierdzenia prostego majacego postac implikacji Z — T, prawdziwa
jest implikacja odwrotna T — Z, to mowimy, Zze do twierdzenia prostego istnieje
twierdzenie odwrotne.

f Przyktad 1. W twierdzeniu ,,Jezeli liczba n jest podzielna przez 4, to liczba n jest po-

M.

dzielna przez 2.”:
1) wskaz zalozeme £ 1 teze T,
2) ocen wartos¢ logiczng implikacji odwrotne] T — Z.

Rozwiazanie
1) Jezeli liczba njest podzielna przez 4 , to liczba n jest podzielna przez 2.
- S - 7
_v_ _v_
zatoienie 7 teza T

2) Twierdzenie odwrotne:
Jezeli liczba mjest podzielna przez 2, to lLiczba n jest podzielna przez 4.

L J L J
il . oidl
zalozenie T teza 2
Wartosc¢ logiczna implikacji odwrotne] T — Z jest rtowna 0. J

Uwaga
Jezeli prawdziwa jest implikacja prosta Z = T 1implikacja
odwrotna T = Z, to prawdziwa jest rownowaznos¢ Z O T.

Dowod, w ktorym, na podstawie zalozenia 1 wezesnie] udowodnionych twierdzen, wyciaga
sie kolejne wmioski, dochodzac do tezy twierdzenia, nazywa si¢ dowodem wprost.



Twierdzenie | jego dowdd

Innym sposobem dowodzenia jest dowod nie wprost, kidrego podstawe stanowi prawo
transpozycji: (Z=T) < (~T=~Z).
W dowodzie tym zakladamy, Ze teza nie jest prawdziwa. Na podstawie kolejno wyciaga-
nych wnioskow dochodzimy do sprzecznogci z zalozeniem dowodzonego twierdzenia lub

innymi twierdzeniami wczesniej udowodnionymi.

-~

WO o W odwrotng ~7—=~2
f l'ht!unil.'i;' dzl do cwiczen
. ; Wartosé logi
: Wartose logiczna | Zaprzeczenie =
Zdanie e aan Zaprreczenia
zdania
Ti2=1 1 Tad-E] o
Kazdy lowadrat 1 Kwadrat nie ma 4
rna of symetril, 0si syrnetril.
i3=3 o :35 1
~[3-5=20} 1 3-5=20 o

1.1.

Zamkniety uktad twierdzen
(kwadrat logiczny)

odwrotne

Wlasnosci twierdzen

e Twierdzenia przeciwstawne s3
rownowazne.

¢ Twierdzenia przeciwne tworza tak
zwany zamkniety uklad twierdzen.

Uwaga

¢ Jezeli prawdziwa jest implikacja

Z =T, to T jest warunkiem

koniecznym dla Z, a Zjest
warunkiem wystarczajacym dla 7.

e Jezeli prawdziwa jest rOWNowaz nosc

Z < T, to Z jest warunkiem
koniecznym i wystarczajacym

dla 7T (1 odwrotnie).

Zadania utrwalajace

a) Czy lubisz spiewac?

¢) Liczby 21 6 sg liczbami parzystymi.

Jal,
4.a)0,
a)l,
6.a)1,

M

b) 1,
b) 1,
b) 1,
b) 1,

o)1,
)1,
€0,
o)1,

d) 0,
a1
d) 1,
d) 0.

el Do

el no

7. a)Dla kazdegox prawdziwa jest

nierdwnosé {x+ 1)2 =0,

b) istnieje takie x, ze 3x—5< 6x.

2 a) Jdax=1000, b) V>0
A x

Okresl, czy podane wyrazenie jest zdaniem w sensie logiki.

b) Mieszko I byt krolem Polski.
d)Kazdy trapez jest pieciokgtem foremmym.

-
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e) 10+3=13, f) Istnieje trojkat o dwoch katach prostych.
) 3x+5>4, h) »*+4=0.

1.2. Ocen wartosc logiczna podanych zdar.
a) f7 jest liczba naturalna.
b) Nieprawda, Ze 8 jest liczba nieparzysta.
¢) Liczby 5 1 2 sg dzielnikami liczby 30.
d) 4>-3 A Af5=2 e)2:3=7 = 8:2=4
1) Kat o mierze 120° jest katem ostrym lub katem rozwartym.
o) Jezeliliczby 5, 12, 13 sg dlugosciami bokow trojkata, to ten trojkat jest prostokatny.
h) Przekatne kazdego rombu sa prostopadle 1 majg te samg diugosc.
i) Kazdy romb jest rownoleglobokiem.

1.3. Zapisz nastepujgce zdania, nzywajac kwantyfikatorow.
a) Istnieje taka liczba rzeczywista x, ktéra spelnia warunek x° = 27.
b) Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé x° +13 0.
¢) Niektére liczby naturalne sq wigksze od liczby 9*°,
d) Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nienjemna.

1.4. Zapisz slownie zdanie.

a) V%4450, by Vi =x, ¢) dn?—3=0,
dy dx-1=x, e) dJx? == f Via»-1 = 3a>-3)
g) V(a-{l:}az{l], h) V(a‘:—»ljaz}l).

1.5. Napisz twierdzenie Pitagorasa.
a) Wskaz zalozemnie i teze.
b) Napisz twierdzenie odwrotne do twierdzema Pitagorasa, a nastepnie wskaz w mm
zalozenie i teze.

1.6. Jakg liczbe nalezy wpisa¢ w miejsce x?
Ustalamy regule 1 zauwazamy,

ze: 5+4+1:r-, 5+7+1: ,

_4+7+1:_1, wiec ¥r=2. - . _ —
1 7 8 4 1
Ustal regule i w miejsce x l4]218] |6|1]6] [3]|3]9]| |1 8|

wpisz odpowiednig liczbe. 19| Ed 7 19




2. Zbiory i dziatania na nich

Zbiory i dziatania na nich

Punktem wyjscia do definiowania wielu nowych poje¢ w matematyce jest pojecie zbioru.
Mowimy o zbiorze ucznidw w szkole, zbiorze samochodow na parkingu, zbiorze ksigzek
na polce, zbiorze rozwigzan rownania itp. Jednak gdyby ktos nas zapytal, co to jest zbidr,
to nie udzielimy sciste] odpowiedzi.
ZDbidr to pojecie pierwotne, czyli takie, ktorego nie definiujemy.

Zbiory begdziemy oznaczac duzymi literami alfabetu, np.. A, B, C, T X, ... .

Elementy zbioru bedziemy oznaczac malymi literami alfabetu, np.: &, &, x, y, ... .
Stwierdzenie, ze:

o ¢ jest elementem zbioru A zapisujemy a € A iczytany ,,a nalezy do A”.

e amnie jest elementem zbioru A zapisujemy a & A 1 czytamy ,,a nie nalezy do A”.

Zbior okreslamy, podajac jego elementy lub opisujac warunki, ktore te elementy spelniaja,
np. zbior dni tygodnia A = {poniedzialek, wtorek, Sroda, czwartek, piatek, sobota,
niedziela}.

r Przyktad 1. Podaj przyklad dwéch liczb, ktore sg elementami zbioru B takiego, ze
B={-3, 0, 1, 5}, oraz przyklad liczby, kt6ra do zbioru B nie nalezy.
Rozwiazanie Liczba 1 jest elementem zbioru B, co zapisujemy 1< B,
liczba 5 jest elementem zbiom B, co zapisujemy 3 € B,
liczba 3 nie jest elementem zbioru B, co zapisujemy 3 ¢ A. J

Cwiczenie 1, Ktore sposrod liczb —4, —1, 0, 2, 4 s3, a kiore nie g elementami zbioru A
takiego, ze A={-2,—-1 0, 1, 2, 3}

Ze wzgledu na liczbe elementow rozrozmamy zbiory skoriczone 1 nieskonczone.

Zbior skonczony to zbior, ktorego liczba elementow jest rowna pewnej liczbie naturalne;j »,
np. zbior uczmow w twojej szkole.

Zbiér o elementach « b, ¢ moze mieé zapis symboliczny {a, b, ¢} lub {b, ¢, a},
lub {a. ¢, b, a},.... Zatem {a, b, c}={b, ¢, a}={a, ¢, b, a}=....

Zbioér pusty (oznaczamy go symbolem @ ) to zbiér skonczony, ktéry nie ma zadnego
elementu, np. zbidr liczb rzeczywistych spelniajacych réwnanie x* = —3.

Zbior nieskonczony to zbior, kiory me jest skonczony (ma nieskonczenie wiele elemen-
tow), np. zbior liczb naturalnych.
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W matematyce szczegolnie wazng role odgrywaja te zbiory, kidrych elementami sg liczby.
Nazywamy je zbiorami liczbowymi.

Uwaga

Wypisujac elementy zbioru nieskonczonego, zwykle piszemy kilka kolejnych elemen-
tow, a w miejsce pozostalych wstawiamy wielokropek, np.:

e zbior liczb naturalnych parzystych: {O, 2,4.6,..},

e zbior liczb calkowitych njemnych: { —4, -3, -2 — 1}.

Cwiczenie 2. Sposrod zbiordw A, B, C, D i E takich, ze:
e A to zbior wszystkich liczb naturalnych nie wigkszych niz 5,
e B to zbior wszystkich naturalnych dzielnikow liczby 12,
e (Cto zbior wszystkich poteg liczby 3 o wykladnikach naturalnych,
e D to zbior wszystkich liczb x spelmajacych warunek |r| <0,
* Fto zbior wszystlkich liczb x spelniajacych rownanie 2x+1=0,
wybierz ten, Kiory jest:
a) zbiorem skonczonym, b) zbiorem nieskoficzonym,
¢) zbiorem pustym, d) zbiorem jednoelementowym.

Definicja

Zbior A zawiera sie w zbiorze B, co zapisujemy 4 C B, (—\
_ : : : B A

gdy kazdy element zbioru A4 jest elementem zbiorn B. \\LL

Zbior A nazywamy podzbiorem zbioru B. K/
Uwaga
e Kazdy zbior jest jednoczesnie swoim podzbiorem, bo kazdy

element zbioru A4 jest elementem zbioru 4. Ac A
e Przyjmujemy, Ze zbior pusty jest podzbiorem kazdego zbioru. BcA

Cwiczenie 3. Okreél relacje zawierania sie zbioréw A, B, Ci D, gdy:
A — zbidr trapezdw, B — zbidr rownoleglobokow,
C — zbidr prostokgtow, D — zbior rombow.

Twierdzenie

Jezeli AcBi BC A to A=85. AcBiBc A
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Na zbiorach wykonujemy dziatania. Wyznaczamy iloczyn (inaczej czes¢ wspolna), sume
(inaczej zlgczenie) 1 roznice zbiordw. Pojecia te wyjasnimy na przykladzie.

( Przyktad 2. Czternastu uczniéw klasy Ia =N --A-la- ERE 9
wramach zajec¢ pozalekcyjnych uprawia ply- : 9 Adaf :
wanie lub gre w pitke nozng. Wiadomo tez, - .
g : L g e e ; 3. Basia
7e uczen moze uprawiac obie te dyscypliny. i 1 i
W dzienniku zaj e¢ pozalekcyinych uczniowie : eata : } A
uprawiajgcy plywanie sg zapisam naliscie od : 2 . - S
: .. . 1 6. Wojtek uprawigjacych
numeru 1 do 8, natomiast uprawiajgcy pilke i T Plywarie.
nozng zapisani sa od numeru 6 do 14. i e Kama
i
Piszac 1, many namysii Ale, poko e s |
piszac 8, mamy namysii Pawla, 190 11:1011'
piszac 14, mamy namysii Tadka itd. . i .
11. Irek Zbior ucznicw
Opisang sytuacje przedstawiamy graficznie. 12 ek tqm:;\:ky’qcych
. Heni pitke notnaq.
13. Andrzej
14. Tadek
Oznaczenie: A — zbior uczniow uprawiajacych plywanie,
B — zbior uczm ow uprawiajacych pilke nozna. J

Czes¢ wspolna zbiorow (iloczyn zbiorow)

Analizujac zawarte w przykltadzie 2. informacje o uczmiach,
zauwazamy, ze troje uczniow zapisanych pod numerami
6, 71 8 uprawia plywanie i gre w pilke nozna.

Mowimy, Ze zbior uczniow uprawiajgcych obie te dys-
cypliny sportowe jest czgscia wspolng zbiorow 4 1 B, co
zapisujemy AnB={6,7, §].

Definicja

CzeScia wspolna zbiorow A i B (illoczynem zbiorow A i B) nazywamy zbior tych
wszystkich elementow, ktore nalezg jednoczesnie do zbioru 4 1 do zbioru B. Czesc
wspolng zbioréw A 1 B oznaczamy 4 B.

xeAnB ozacza ze xeAixehB
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Do czedcl wspolne zbiorow A 1 B nalezg te elementy, A B
ktore naleza jednoczesnie do obu tych zbiorow. Czesc
wspolng zbiordw A4 1 B mozna zilustrowac za pomocg \
rysunku. P

Cwiczenie 4. Wyznacz zbiér A ~ B, gdy:

a) A={-7, -3, 1, 6}, B={-3, 0, 3}, b) A={m, V3, 13} B:{lﬂ ﬂlf’
C) A:{a, b k. x}, B:{b, r}

r Przyktad 3. Wyznacz zbidér A ~ B, gdy: 4 — zbidr liczb catkowitych dodatnich,
B — zbior liczb calkowitych njemnych.
Rozwigzanie Nie maliczb, kiore naleza jednoczesnie do zbiomi A 1 do zbioru B, Zbiory
te nie majg elementow wspolnych. Mowimy o nich, ze sg rozlgczne. Ich wspolna czesc
jest zbiorem pustym, co zapisujemy 4B =, J

Definicja

Dwa zbiory, kiorych wspolna czesc jest zbiorem 4 B
tym, I L

pustym, nazywamy rozlacznymi ANB-O

Cwiczenie 5. Wypisz pary zbioréw rozlgcznych przedsta-
wionych na rysunku.

Suma zbiorow (ztgczenie zbiorow)

Zbidr ucznmow uprawiajacych co najmnie] jedng z dyscy-

plin sportowych z przykladu 2. jest sumag zbiorow 41 B, co

zapisujemy
AuB={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14}.

AuB

Definicja
Suma dwoch zbiorow A 1 B nazywamy zbior tych wszystkich elementow, ktore
nalezg do zbioru 4 lub naleza do zbioru B. Sume zbiorow A4 1 B oznaczamy 4\ B.

xeAUB oznaxcza ze xed lub xe B

Cwiczenie 6. Wyznacz sume zbioréw A i B, gdy:
a) 4={-3,0,3}, B={-10,1}, b) A={-1,0,12}, B={0,1}.
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Roznica zbiorow

Jezeli sposrod uczniow klasy Ia z przykladu 2., upra-
wiajacych plywanie lub gre w pitke nozna, wszyscy
trenujgcy gre w pitke nozng wyjechali na zgrupowanie,
to zbior uczniow, kiorzy pozostali w szkole, zapisujemy
symbolicznie i jest on roznicg zbiorow 4 1 5.

Definicja
Roznica dwoch zbiorow A i B nazywamy zbior tych elementow, ktore naleza
do zbioru A 1 nie naleza do zbiorn B. Réznice zbiorow 4 1 B oznaczamy A\ B.

xcA\B oznacza ze xeAd 1 xeB

Uwaga
Dla zbioréw A i B z przykladu 2. mozemy okresli¢ dwie roéznice: 4\ B 1 B\ 4.
AN B —zbior uczniow, kiérzy B\ A — zbior uczniow, kiérzy
uprawicgiq tvlko plywanie. uprawiaiq tylko piltke nozng

A\B={1,2,3,4,5} B\A={9,10, 11, 12, 13, 14}

Cwiczenie 7. Wiedzac, ze A={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, B={1, 3, 5, 7, 9},
C={2, 4, 6, 8}, wyznacz réznice zbioréw: A\B, B\ 4, B\C, C\B.

( Przyktad 4. Zbior A jest zbiorem trojkatéw prostokatnych, a zbiér B zbiorem trdjlkatow
rownoramiennych. Nazwij trojkaty nalezace odpowiednio do zbioréw: 4B, 4AUB,
A\B, B\ A.
Rozwiazanie
Do zbiom A B nalezg trojkaty prostokatne rownoramienne,
do zbiomu 4 B nalezg trojkaty prostokatne lub rownoramienne,
do zbioru 4\ B nalezg trojkaty prostokatne, ktore nie sg rOwnoramienne,
do zbiomn B\ 4 naleza trojkaty rownoramienne, kiore nie sg prostokatne. J
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Definicja

Jezell 4 < B, tordinice B\ A nazywamy
dopelnieniem zbioru 4 do zbioru B. B\4

Cwiczenie 8. Zbidr X jest zbiorem wszystkich tréjkatéw, A — zbiorem tréjkatéw ostro-
katnych, B —zbiorem trojkatow prostokatnych, € —zbiorem trojkgtéw rozwart okatnych.
Nazwlj trojkaty nalezace odpowiednio do zbioru: a) X\ 4, b) X\B, ¢) X\C.

Odpowiedzi do cwiczen

1.—4gd —1led 0ed, 2e4, 44 2.3)ABE b)C, D, d)E 3. Bcd, Dcd, Cc4,CcB DcB
4.a) [—3}, b) @, ©) {b,x}. 5. 4nB=0, AnC=2. 6.3 {-3-1,0,13}, b) {—1,0,1,2}.

7. A\B:{D.Z,ﬂL,S,S}, B\4d=@, B\C=B, C\B=C.

8. a) Trojkaty rozwartckgtne lub prostolgine,  b) trdjlkegty rozwartolgtne lub ostrolegtne,  ©) trdjkaty ostrolegtne lub

prostolegtne.

Zadania utrwalajace

2.1. Okresl, jakim zbiorem, skoficzonym czy nieskoriczonym, jest zbidr A, gdy:
a) A = {1; 2} 3: 4; 5: 65 7, T, b) A = {—5, _3, —]_, L 3, 5},

¢) A={1,2,4,8,16,32,64, .}, d) A={.,—6,—4,-2,0,2,4,6, .}

2.2. Wypisz niepuste podzbiory trojelementowego zbioru liter { a, b, c}. lle podzbioréw
otrzymalas(es)? Czy pamietalas(es), ze kazdy zbior jest swoim podzbiorem?

2.3. W supermarkecie na polce znajdujg sie 234 opakowania plynow do prania, wiym 157
do prania wylacznie w pralkach automatycznychi 97 do prania recznego. Czy wsrod
wszystkich opakowan sa plyny, ktore mozna stosowac do prania recznego 1 do prania
w pralce automatyczne)? Ile jest takich plynow?

2.4. Z klasy liczgce) 32 uczniow na wakacje wyjechali wszyscy. Osiemnastu wyjechalo do
rodziny, a dwudziestu czterech poza wojewodztwo, w kidrym mieszkaja. ln ncznmiow
spedzilo wakacje u rodziny mieszkajace] poza wojewodztwem?

2.5. Wiedzac, ze zbior A jest zbiorem liczb caltkowitych nie mniejszych niz —2 i mniejszych
niz 5, azbior B zbiorem liczb naturalnych nie wiekszych miz 7, wypisz elementy zbioru:
a) A, b) B, ¢) AUB, d) AnBE, e) A\B, ) B\A.
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2.6. Stacje radiowe A 1 B polozone sa w odleglosci 40 km od siebie. Audycje nadawane
przez stacje A mogg by¢ odbierane w promieniu 30 km od niej, zas audycje nadawane
przez stacje B w promieniu 20 km od niej.

o 20 km
>
Ae 4B
) | L | 10km
? ! -
! - ’ .
< 30km | e

Uzupelinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz
odpowiedz sposrod oznaczonych literami C 1 D
Rejon zasiegu obu stacji radiowych jednoczesnie przedstawiono na rysunku:

AL B. IL
Rejon zasiggu co najmnie] jednej z tych stacji przedstawiono na rysunku:
cLllL D. IV.

2.7. Wiedzac, zZe:

X to zbior liczb naturalnych dwucyfrowych,

A to zbior parzystych liczb naturalnych dwucyfrowych,

B to zbior liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 3,
C to zbior liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 6,

opisz stowami zbior:
a) AUB, b) BnC, c) XnC, d) X'\ A4, e) XuC.

2.8. Zbiory 4, B, C przedstawiono za pomoca grafu. Naoddzielnych 4 B
rysunkach pokoloruj zbiory:
a) D=AUBUC, b)E=(ANB)uC,

) F=(AUB)\C, d) H=(A\B)nC. o

2.9. Opisz za pomocg dziatan na zbiorach 4, B 1 C zbiory pokolorowane ponizej.
C)

" A - B "t A4 ’}B A B
@? ('x i 3 %
S \_/’

[



3. Zbior liczb rzeczywistych i jego
podzbiory

W szkole podstawowe] wykonywaliscie dzialania na liczbach naturalnych, calkowitych,
wymiernych oraz na liczbach, kiére nie sg wymiemne.

Wiszystkie poznane we wczesmejszych latach nauki liczby tworza zbior liczb rzeczywistych,
ktory oznaczamy symbolem R .

2
Np.: 0cR, 2R, R, 3J2eR, neR

W matematyce liczby o okreslonej wlasnosci tworzg zbiory liczbowe, ktore oznacza sie
symbolami jak w tabeli.

Zbior liczb:

naturalnych | calkowitych | wymiernych | niewymiernych | rzeczywistych

DZﬂaCZETLie A‘T Z O R \ Q .R

migdzynarodowe -

Cwiczenie 1. Podaj trzy liczby, ktére naleza do zbiom liczb:
a) naturalnych (V), b) wymiernych (Q), c¢) caltkowitych (7).

Liczby naturalne

Przypomnijmy
Liczby naturalne: 0, 1, 2, 3, 4, ... +1 41 +1 1
Najmniejszg liczba naturalna jest liczba zero. i s M e
Wsrdd liczb naturalnych wyrozniamy liczby 01 2 3 nn+l

pierwsze i liczby zlozone.

e Liczba pierwsza to liczba naturalna wieksza od 1, ktora jest podzielna tylko przez
1 1 przez samag siebie, np. 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17.

¢ Liczba zlozona to liczba naturalna wigksza od 1, ktora ma wigcej niz dwa dzielni-
ki naturalne, np. 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14.

¢ Kazdaliczba zlozona ma co najmnie] jeden dzielnik, kiory jest liczbg pierwszg.

e Kazdg naturalng liczbe zlozona mozna w sposob jednoznaczny przedstawic
w postaci iloczynu liczb pierwszych.

e Liczb 0i 1 nie zaliczamy ani do liczb pierwszych, ani do liczb zlozonych.
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Uwaga Wszystkie liczby naturalne tworza zbior liczb naturalnych, ktéry oznaczamy V.
e N={0,1,2,3,4,..} —zbiorliczb naturalnych.
e N*={1,2,3,4,..} —zbiér liczb naturalnych dodatnich.

Zbior NV jest zbiorem nieskoniczonym. Nie mozna podac najwiekszej liczby naturalne;.

Cwiczenie 2. Sposrad liczb naturalnych wiekszych od 17 i mniejszych od 30 wypisz:

a) wszystkie liczby pierwsze, b) wszystkie liczby zlozone.

Przedstawienie liczby zlozonej w postaci iloczynuliczb pierwszych nazywamy rozktadem
na czynniki pierwsze. Pokazemy to na przykladach.

( Przyktad 1. Rozldz na czynniki pierwsze liczbe 132 i zapisz jg jako iloczyn liczb

pierwszych.

Rozwiazanie 132 | 2 132
plerwszy tloraz 66 | 2 56 )
drugi tloraz 331 3 =
frzect iloraz 11 | 11
cawarty iloraz 1 3

11

Odp.: 132=2-2-3-11. x-e}

Cwiczenie 3. Rozléz na czynniki pierwsze liczbe: a) 70, b) 192, ¢) 2016.

Cechy podzielnosdi liczb

Liczba naturalna jest podzielna przez:

2, | jedlijej ostatnig cyfrgjest 0, 2, 4, 6 albo 8,

3, | jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 3,

4 jesli liczba, wyrazona kolejnymi dwiema ostatnimi jej cyframi, jest podzielna
" | przez 4,

5, | jeslijej ostatnig cyfra jest 0 albo 5,

6, | jedlijest podzielna przez 2 1 przez 3,

3 jesli liczba, wyrazona trzema kolejnymi ostatnimi jej cyframi, jest podzielna
" | przez 8,

9, | jesli suma jej cyir jest podzielna przez 9,

10, | jesli ostatnig jej cyfrajest 0,

25, jeslije) dwie ostatnie cyfry to zera lub liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry

jest podzielna przez 25.
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Cwiczenie 4, Sformuluj ceche podmehmsu przez. 100

~ Cwiczenie 5. Przerysuj do zeszytu L__Lfia R I ] o
tabele i w micjsce [wpisz cyfrotal, | 67450 3 3018 | 25
aby otrzymana liczba byla podzielna 1533. 4 | E__31.fﬁ __§_|
przez podany obok dzielnik. r_6_§_21_l_[ 5 l i 350120 : g |

3ot 5 [13ssmE] 50 |

Rozklad na czynniki ulatwia nam wyznaczanie najwiekszego wspolnego dzielnika (NWD)
liczb oraz ich najmniejszej wspolnej wielokrotnosci (NWW). Jezeli @ 1 b sg roznymi
dodatnimi liczbami naturalnymu, to:

e NWD{(a, b} to najwigksza liczba, przez ktorg sq podzielne liczby ai b.

e NWW(a,b) tonajmniejsza liczba, ktéra jest podzielna przez liczby ai b.

Uwaga
Najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ NWW roznych liczb naturalnych dodatnich a1 b
ab
mozna wyznaczyc z zaleznosci NWW (a, b)= .
PRATREEE - (a,2) NWD(a,b)

( Przyktad 2. Oblicz NWD i NWW liczb: a) 90154, by 2*.7° i 2°.7%.

Rozwiazanie

D 9012 542
45 | 3 2 | 3 90=2-3-3.5, 54=2.3.3.3.
15| 3 3 NWD(90,54)=2-3-2=18,
5|5 3 NWW (90, 54}—-. 3.3-5-3=270.
1

i R lghgt PG

Odp.: 8) NWD(90, 54) =18, NWW (90, 54} =270,
b) NWD(EE-?5, 23-?3):23-7? W(:E-?S 23-?3]:23-75. J
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Cwiczenie 6. Oblicz NWW 1 NWD liczb:
a) 2°-3°-7 i 2-3%-7, by 3*-7%-111 3%-7*-11%

Cwiczene 7. Uzasadnij, ze kazde dwie kolejne liczby naturalne dodatnie sg wzglednie
pierwsze, czyli ze NWD{(a, n+1)=1, gdy n jest liczba naturalng dodatnia.

r Przyktad 3. Uzasadnij twierdzenie.
I Twierdzenie

Istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.

Dowod wprost Dowod nie wprost
Z (zatozenie) zaprzeczenie tezie T’
dowaod . dowad
T (teza) c.ni zaprzeczenie zatozenia Z c.k.d

Dowod przeprowadzimy metoda nie wprost. W dowodzie tym zakladamy, ze teza nie
jest prawdziwa. Na podstawie kolejno wycigganych wnioskéw dochodzimy do sprzecz-
nosci z zalozemem dowodzonego twierdzema lub inmymi twierdzemami wczesrie]

udowodnionymi.
Z (zalolenie): | T (teza):

P — zbior wszystkich liczb pierwszych, | P — zbior nieskonczony.
Dowdod:

1° Zaprzeczamy tezie T, czyli zakladamy, ze zbior P wszystkich liczb pierwszych jest
zbiorem skonczonym 1 najwigksza liczba pierwsza jest p,
P={2,35717, ..,97, ...,ph
2° Tworzymy liczbe a, ktora jest iloczynem wszystkich liczb pierwszych ze zbiom P,
a=2-3-5-7-..-97-...-p.
3° Wnioskujemy, z 1°1 2°, ze:
e liczba a+1 jest liczbg ztozong, Me jest elementem zbioru B
e liczby a+ 1 wrozkladzie na czynniki pierwsze nie mozna NWD(a,a+1)=1
przedstawic w postaci iloczynu elementow zbioru P.
4° Wniosek z 3°,
Poza zbiorem P musi istmec co najmnie] jedna liczba pierwsza, kiora bedzie sie
znajdowac w rozkladzie na czynmki liczby a+ 1.
5° Wniosek z 4°.
Zbior P nie jest zbiorem skonczonym. ek.d. Zaprzeczenie zaloZenia.
Zatem istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych. J
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Uwaga
Jezeli m= pi* - py2 -...- p;* jest rozkladem liczby naturalnej m na czynniki pierwsze,

to liczba mma (s +1}-(m, +1}- ...-(nk + 1) dzielmkow, gdzie n, n,, ..., ;. 59
dodatmimi liczbami naturalnymi.

r Przyktad 4. Oblicz, ile dzielnikéw naturalnych ma liczba 120,
Rozwiazanie Rozkladamy liczbe 120 na czynniki pierwsze:
120=2° .3' .5, wiec py=2im=3 p=3im=1 py=5im=1
Liczba naturalnych dzielnikow liczby 120 jest rowna
(3+1)-(1+1)-(1+1)=4-2-2=16.
Odp.: Liczba 120 ma 16 dzielmkow. J

Cwiczenie B. Oblicz, ile dzielnikéw naturalnych ma liczba:
a)450, b) 1520, ¢) 1000 000.

Uwaga
Werod kolejnych liczb naturalnych dodatnich:

co druga jest parzysta n, n+1 —dwie kolejne liczhy naturalne dodatnie,
co druga jest nieparzysta Jedna z nich jest parzysta, a druga nieparzysta
n n+l, n+2 —frzy kolejne liczby naturalne, wsrod

co trzecia jest podzielna przez 3
LAt 2 ktorych jedna jest podzielna przez 3

co czwarta jest podzielna przez4 | a, a+l, n+2, n+3 —cziery kolejne liczby naturaine,
itd. wisrod ktoryeh jedna jest podzieina przez 4

rPrzyklad 8. Udowodnij, ze iloczyn czterech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny

przez 24.
Rozwiazanie Zapisujemy zalozenie Z1iteze 7.
Z (zaloienie): i T (teza):
n, n+1, n+2 n+3 —cztery kolej- | Liczba n-(n+1)-(r1+2}-(n+3}
_ neliczby naurabne dodatnie. | _jest podeielnaprzez 4. _ _ _ _

Warod czterech kolejnych liczb naturalnych: jedna jest podzielna przez 4, co najmniej
jedna jest podzielna przez 3 1 co najmniej jedna jest podzielna przez 2, wiec iloczyn
n-(n+1)-(n+2)}-(n+3) jest podzielny przez iloczyn 4-3-2, czyli przez 24. c.n.u.J
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Cwiczenie 9. Udowodnij, ze iloczyn:
a) dwoch kolejnych liczb naturalnych dodatnich jest podzielny pizez 2,
b) pieciu kolejnych liczb naturalnych dodatnich jest podzielny przez 120.

Przypomnijmy

a=gq-ntr, %13 51, dzielnik

gdzie reszta r jest liczba naturalng mniejsza 13 5. 2 + 3

od dzielnika g oraz n jest ilorazem. T 'Q Yesztar

wiee 12=6-2+0, czyli r=A0,

33 3 3
—=6—=6+—, wiec 33=5:6+3, czyli r=3
55 5 F -
132 7 7
—=5—=5+—, wiec 132=25.54+7, czmyli r=7,
23 25 25

:U+é, wiec 1=5-0+1, czyli =1

r Przyktad 6. Zapisz trzy kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez:
a) 3 dajq reszte 2, b) 5 dajg reszte 1.
Rozwiazanie
a) Zauwazamy, ze kolejne liczby roznia sie o 3, wiec aby otrzymac nastepng liczbe, do
poprzedniej nalezy dodac 3.
3k + 2, gdzie k< N, 3+ 2 —naimniejsza liczba

3k+2+3=3k+5, Bk+3 —drugaliczba, 3k+5=3(k+1)+2
L1216 =38, 3k +8 —trzecia liczba, 3k +8=3(k+2)+2

b) Zauwazamy, ze kolejne liczby roznig sie 0 5.
S5k+1 gdzie k€ N, Sk+1 —najmniejsza liczba

Sk+14+5=5k+6, Sk+6 —drugaliczba, Sk+6=5(k+1)+1

Sk 41410 =5k+11. Sk+11 —trzecia liczba, Sk+]1=5(}:+2]+]J

Cwiczenie 10. Zapisz trzy kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez:
a) 3 dajgreszte 1, b) 7 dajg reszte 4.
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(Przykl’ad 1. Wykaz, ze suma czterech kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna
przez 8.
Rozwiazanie
Z (zaloenie):
2n+1 2Zn+3, 2n+ 5 2n+ 7 — cztery
kolejne liczby naturalne nieparzyste.

Dowad: 2n+142n4+342n+542n+7=

=8n+16=
_R. (H 4 2) Wilaezamy lezbe 8 preed nawias.

T (feza):
Suma 2n+1+2nr+3420+54+20+7

Liczba 8-(n+2) jest podzielna przez 8, bo jest iloczynem liczb
naturalnych 81 n+2. cn.u J

Cwiczenie 11. Wykaz, ze suma pieciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielna
przez 5.

Cwiczenie 12. Obok podana jest informacja o najwieksze;
odkrytej na poczatku 2018 roku liczbie pierwszej. Sprawdz

27T BT _1 10 liczba,
do ktorej zapisu

w internecie, czy w dmu, w ktérym czytasz to cwiczenie, potrzeba 23 249 425 cyfr.

znaleziono juz wieksza liczbe pierwsza. Jesh tak, to g poda.

Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa shuzy do wyznaczaniam.in. najwiekszego wspolnego
dzielnika dwdch liczb naturalnych.

Euldides urodzil sie okolo rokit 365 p.n.e., zmari okolo roku 300 p.ne.

Bvi greckim matematykiem pochodzgeym z Alen, kiory przez wigkszqg

czes¢ zycia dzialal w stawnej Bibliotece Aleksandryjskie].

Jego dziedo Elementy stanowi synteze owcezesnef wiedsy matematyczney.

rPrzyklad 8. Stosujac algorytm Euklidesa, oblicz NWD liczb:
a)90154, Db)8l61700, «¢)12611936.

Rozwiazanie

a) 90=54.1+36 b) 816=700-1+116 ¢) 1261=936-1+325
54=36-1+18 700=116-6+4 936=325.24286
36=18-2+0 116=4-29+0 325=286-1+39
NWD(90,54}=18 NWD(&16, 700} =4 286=39-7+13

39=13-3+0
NWD(1261,936)=13 3




Algorytm Euklidesa 3

Schemat blokowy algorytmu Euklidesa

y

Przedstaw a w postaci a = b-g+r, gdzie

g — iloraz liczby a przez liczbe b, <
r—reszta z dzielenia liczby @ przez liczbe b. a=b-q +x
¢ b=nr-g,+r
RA=nhq;+th
nie | =0
—>» | b=y —

(= czytamy podstaw)

e W ciggureszt 5, ry, #, ..., MUSi Wystapi¢ w pewnyim miejscu reszta rtowna zero.

e Ostatnia rozna od zera reszta w ciagu reszt #, #, #, ... jest najwigkszym wspolnym
dzielnikiem liczb naturalnych dodatnich a1 b, gdzie a > b.

Cwiczenie 13. Zastosuj algorytm Euklidesa i oblicz NWD liczb:
a)234 1 186, b) 1321 124, ¢)4321 1 2745, d) 11358 i 336.

e e e e e e e e e T T e R e e e e e e i ™ _—'__.—_—_—]

L .'II'IEJIJ\\’IP:“I do cwicz e |

5,9, b) —%, 02 e-5-10 l

! Np a) OJ ) ) 1 '
2 2)19, 23,29, b) 18, 20, 21, 22, 24. 25, 26, 27, 28. |
4 Liczba naturalna jest podzielna przez 100, jesli jef dwie ostatnie cyfiy sg zerami

6 a) N\RW(23-35-?3, 2-32-7)=23-35-73, m(23-35-73, 2-32-7)=2-3Z-7,

B) W(f-?’*-]l, 32-74-113)=33-74-113, m(33-?2-11, 32-74-113)=32-72-11.

7. Wekazawke. Zauwaz, ze warod dwdch kolemnych liczb naturalnych jedna jest parzysta, a druga niepatzysta
| 2a)18 b)20, Q49

i 100 8) 3n+l, In+4, 3n+7, gdzie ne N, b) Tn+4d, Tu+ll, Tn+18, gdzie ne V. f
Il 1326 b4 al, ds '

VP A S N S DS S M S U A U G S S A G S ——
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Zadania utrwalajgce

3.1. Liczby 108 1 1944 rozloz na czynniki pierwsze.

3.2. Liczby 12 i 15 mozna przedstawic w postaci sumy kolejnych liczb naturalnych
w nastepujacy sposob: 12=3+4+5 oraz 15=7+8 lub 15=1+2+3+4+5.
Podobnie przedstaw liczby 181 21.

3.3. Oblicz NWD i NWW liczb:
a) 2°-5*.3%12°.5°.3", 1) 75, 120196, ) 10° i 10",

3.4. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, fub

F —jesli jest falszywe.

NWD(180, 54)=18. P|F
NWW (180, 54) = 540. Pl T

3.5. Masz pociac¢ prostokgtny arkusz blachy o wymiarach 48 cm < 60 ¢cm na jednakowe
kwadraty o mozliwie najdluzszym boku, ktérego dhugosc jest liczbag naturalng wyrazong
w centymetrach.
a) Jaka dlugosc¢ powinien miec bok kazdego z tych kwadratow?
b) Ile otrzvmasz takich kwadratow?

3.6. Na dwoch kolejnych skrzyzowaniach dlugiej ulicy sa swiatla sygnalizacyjne.
Na pierwszym skrzyzowaniu swiatla zmmeniajg sie co 40 sekund, a na drugim — co
1 minute. W pewnym momencie swiatla czerwone wlaczyly sie jednoczesnie na obu
skrzyzowaniach. Co ile najmnie] minut sytuacja bedzie sie powtarzala?

3.7. Uzasadnij, ze suma dzielnikow kazdej liczby pierwszej jest o 1 od niej wieksza.
D[

3.8. 69 jableki 92 gruszki rozdzielono po rowno miedzy uczniow klasy pierwszej. Uzasad-
D | nij, ze 161 cukierkow mozna rowniez rozdzieli¢ po rowno miedzy uczniow tej klasy.

3.9. Uzasadnij, ze jezeli w czterocyfrowe] liczbie naturalne] suma cyfr tysiecy 1 dziesiatek
D | jest rowna sumie cyfr setek 1 jednosci, to liczba ta jest podzielna przez 11.

a) Sprawdz, czy liczba 9735 jest podzielna przez 11.
b) Podaj, jakq cyfre nalezy wpisa¢ w miejsce [l , aby liczby

476, BP68S, 13°. 687
byly podzielne przez 11.



oznacza liczbe do niej przeciwna.
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Liczby catkowite
Przypomnijmy
e OSliczbowa to prosta, na kiorej ustalono zwrot — = >
dodatni, punkt zerowy i odcinek jednostkowy. a 2
Liczby catkowite: ...,-3,-2,-1,0,1,2,3,.... —™° * 6 1 —>
Liczba 0 nie jest ani liczba catkowita dodatnia, W W
amni liczba calkowita ujemna.
e Liczby polozone na osi liczbowe] symetrycz-
nie wzgledem liczby 0 nazywamy liczbami
przeciwnymi. lllIJfllll
o Jezeli a jest pewna liczba, to —a=—1-a 4 3910612 3 4°

Np. —(—1}=—-1:(-1}=1 jest liczba przeciwna —a+a=0 —(-a)=a
do liczby —1. ;
Uwaga

e Wszystkie liczby calkowite tworzg zbior liczb calkowitych, kiory oznaczamy 7 .

Z:{... ,—3.—2.—-1.0,1,2, 3,...} — zbidr liczb catkowitych.

Nie ma w nim liczby najmniejszej ani najwiekszej.
o Z'={12,3,..} —zbiérliczb caltkowitych dodatnich, czyli Z* =N".
Liczba 1 to najmniejsza liczba w tym zbiorze.

Z = { == —1} — zbior liczb calkowitych ujemnych.

Liczba—1 to najwieksza liczba w tym zbiorze.

Cwiczenie 14, Przerysuj do zeszytu tabele i w miejsce I wpisz odpowiednig liczbe.

a | 4| 17 NI - B o
—« (NN > [ - |
—(-<) | | - (N [

Uwaga
Wszystkie wlasnosci dotyczace podzielnosci liczb naturalnych i reszt z dzielenia odno-
wzq sie rowniez do liczb catkowitych.

Np. liczby ..., —18, —13, -8, -3, 2, 7, ...
liczbami, ktore przy dzieleniu przez 5 dajg reszte 2.

sg liczbami postaci 55+ 2, gdzie k € Z, czyli
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( Przyktad 9. Oblicz reszte z dzielenia liczby:
a) —20 przez 3, b) —24 przez 7, c¢) —30 przez —4.

Rozwiazanie
a) Przedstawiamy liczbe —20 w postaci —20=3.g+» tak, by » bylo liczba naturalna,
taka, ze 0 <r <3.
—20=3-(-7)+1 21+1= 20
b) —24=7-g+r, gdzie 0<r<7, wiec —24=7-(—4)+4, 28+4= 24
c) 30=—4.g+r gdzie 0<r<4 wiec 30=—4.8+2. 32+2= 30
Odp.:a) 1, b)4, o) 2. J

Cwiczenie 15. Oblicz reszte z dzielenia liczby:
a) —53 przez 20, b) —200 przez 9, «¢) —132 przez 5.

Przypomnijmy
a—0=a q-1=a
0= a:l=a
il o T L1 (-1)=1
a-b-a+(-b) 4 p— _pig -11=1-(-1}=-1

e Wykonujac dzialania laczne na liczbach, nalezy pamieta¢ o kolejnosci dziatan. Jeéli nie ma
nawiasow, to kolejnos¢ dzialan jest nastepujaca:
mnoienie 1 dzielenie w koleinosci ich wystepowania,

a nastepnie dodawanie 1 odejmowanie.

e Przy obliczeniach zawierajacych nawiasy najpierw wykonujemy dziatania w tych nawia-

sach, wewnatrz ktorych nie ma juz nawiasow.

rPrzykiad 10. Oblicz wartos$¢ wyrazenia:
a) [27:(-3)]:(14-5), b) (—12):(-4)—(-3)-(-5)+(-8): 4+ 44.
Rozwiazanie
a) [27:(-3)]:(14-5)=-9:9=—1,
b) (—12):(—4)—(3)-(S5)+(-8):4+M=3-15-24+H=
=(3+44)—(15+2)=47-17=30. J
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Cwiczenie 16, Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) —32:(16:8), b) (-7+9)-(3—-5) ©)4-4.7+5-5.2+3-3 -4

Odpowiedzi do cwiczen
15.a)7, b)7, ©) 3 Wskezdwha, a) —53=20-(-3)+7, b) -200=9.(-23)}+7, ¢) —132=-5.27+3
16. a) -16, b)—4, ¢ 32

Zadania utrwalajgce

3.10. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

» (-3)(-2)+ «-(— )—(—3)-2 ) (-12): (-4)-3(-5)+(-5) 4

Q) 1-[(-2)-3—(—4)(-5)]-(-2)+(-2)- 4
3.11. Oblicz:
a) (-1)-(=1)-(=1)-(-1) b) (~1):(=1):(=1):(~1)
9 D)D) 9 D)) )( 1):(=1)-(-1)
e) (-3)(-2)-(-1)-0, f [(-13):(-17)-0]: (-
g) (—27-45)-[-23—(-23)] hy (-2) (-2 -(—2)-2-(—2).

(3.12. Uzasadmyj, ze jesli ne Z, to liczba calkowila zapisana w postaci:
D | a) 3n—4 przy dzielenin przez 3 daje reszte 2,

b) 4n—30 przy dzieleniu przez 4 daje reszte 2,

¢) 7n—21 jest podzielna przez 7,

d) 6n+19 przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1.

3.13. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczba Sn—21 przy dzielenin przez 5 daje reszte:
Al B. 2, €.3, D. 4.

:'}IH;'

3.14. Oblicz reszty z dzielemia liczby:
a)—12 przez 3, 5,81 10, b) —20 przez 2, 6, 71 15.

3.15. Wykaz, ze liczba:
D a) 1 jest podzielna przez 10,
b) 10" —4 jest podzielna przez 6, gdzie ne N*.
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Liczby wymierne

Przypomnijmy

- z vrecinek
I.Lu,zl.)f; nazywanwy Wymllerna, % 5 i dilostgina
jezeli mozna przedstawic jq 0 sy [ czpli semd

; ; kresha '
w postaci utamka liczb m:p= T o damkowa 2 (3

(SR R

1 ?}? 5 ¥ ! e
catkowitych —, gdzie p = 0. Nianowtlk N W i dankowa
P N, czpdé paltkowita

Uwaga

Wszystkie liczby wymierne tworza zbior liczb wymiernych, ktory oznaczamy Q.
e (" —zbiorliczb wymiemych dodatnich.

Q™ —zbior liczb wymiemych ujemnych.
0=0 v{0ju@' NcQ Zco.

Liczby wymierne
Liczby, ktére moZna zapisat jako iloraz liczb catkowitych
5 3 21 7 37
o7 w0 s 10

|
v v

Ulamki wlasciwe

TUlamki niewlasciwe

Wartost bezwzgledna licznika jest mnisjsza
niz wartost bezwzgledna mianownika

WartosSt bezwzgledna licznika nie jest mniajsza niz
wartost bezwzgledna mianownika

2 E B
1 100

» ¥

w7

37 7 3

—_— ——:—5

2
=1- ;
5 10 10 1

Lh | =

v

Ulamki dziesietne to inaczej liczby dziesieine

Utamkl, ktdrs mozna zapisaé w postaci utamka o mianowniku: 10, 100, 1000, ..,
3 21 7 7
—=0,3 = =B, =L
10 10 5

100

2 =¥
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Cwiczenie 17. Podaj utamek:

a) niewlasciwy mmniejszy od —1,

b) dziesietny njemny wiekszy od —1,

¢) wlasciwy wigkszy od zera, ktoérego suma licznika 1 mianownika jest réwna 9. Czy
jest tylko jeden taki ulamek wiasciwy? Jesli nie, to podaj wszystkie mozliwoscl.

Cwiczenie 18, Poréwnaj liczby:
2 6 | 2 4 -+

) =—i=—= B-2=i-2— Y=—=i=— @ =131-14
5 5 3 3 3 5

e) —1,0015 i L6
100

Uwaga
Liczby calkowite 83 liczbami wymiernymi, bo kazda z nich mozna przedstawic w po-
staci ulamka. Na przyklad:

1 3 2 3

; ; ;B ; ; ;
Jezelig #0, toliczby @ 1 — nazywamy liczbami odwrotnymi.
a
Liczba 0 nie ma swoje] odwrotnosci.

a b
Jesli =01 b0, to odwrotnoscig liczby 5 jest liczba —.
a
Przypomnijmy
Skracanie i rozszerzanie ulamkow

e Skroci¢ utamek to znaczy podzieli¢ jego Jezeli b=0 i ¢ =0, to:
licznik i mianownik przez te samg liczbe
calkowitg rozna od zera.

e Rozszerzy¢ ulamek to znaczy pomnozyc
jego licznik i mianownik przez te sama
liczbe calkowita rozna od zera.

a:c
= skracarie ulamka

b=
0

=

-C
= rozszerzarie ulamka
e

e w|m

=

e Polecenie , skro¢ utamek” oznacza pizedstawienie tego ulamka w najprostsze]
postaci, czyli w postaci nieskracalnego nlamka.

e Ulamek nieskracalny to iloraz dwoch liczb catkowitych, dla ktoérych najwiekszy
wspolny dzielnik ich wartosci bezwzglednych jest rowny 1.
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= Cwiczenie 19. Przepisz przyklady do zeszytu i w miejsce [ wpisz taka liczbe, by praw-
WO s bt e !, b >==0  ¢-012= L_|
40 15 O | =175

Uwaga
Jednoczesne zachodzenie dwoch nieréwnosci ¢< b 1 b< ¢ mozna zapisa¢ w postaci
a < b< ¢, zwanej nierownoscia podwadjna.

Cwiczenie 20. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [l wpisz taka liczbe, by praw-

= 2 IR 7 25 6

dziwa byla nierdwnosc: a) 2<T<3, P) —2———2=—1 ) =%

3 -9 3 o P 9

l1 .22+ )
e . : ' 3 373" 2
Cwiczenie 21. Oblicz: a) [g—lJi b) l—l-[é——?j, c) ¥ 3 2.
¥ 2,12 2 2 5 0,2
Przypomnijmy
Rozwiniecie dziesietne wlamkow 1
Jedng z metod zamiany ulamka zwyklego na E:U’lll“'

dziesigtny jest dzielenie licznika tego ulamka 2 _ 0.222 3_1_ 0.333
przez jego mianownik. Mozemy wtedy otrzymac , :

rozwiniecie dziesietne tej liczby, kidre moze byc %: 0,444...

skonczone lub nieskonczone okresowe.
Aby odroznic ulamki majgce rozwiniecie skonczone od tych o rozwinieciu nieskon-
czonym okresowym, warto je najpierw skrocic.
Ulamek nieskracalny ma rozwiniecie dziesietne:
e skonczone, gdy jego mianownik mozna przedstawic jako iloczyn liczb 2 lub 5,
na przykiad
1 1 5 5

= 0,025, —=— " —
39 9499:9.2

LI S —0,15625,
40 2.2.2.5

e pieskonczone (okresowe), gdy jego mianownik mozna przedstawic jako iloczyn
liczb pierwszych, z ktdrych co najmmiej jedna jest 10zna od 21 5, na przyklad
8 8

q
i - =0,41666..., —=—=0,5333....
12 2.2.3 15 3

L

2
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(

Przyktad 11. Podaj przyklad liczby wymiemej w takiej, ze 1—31< W< %
Rozwiazanie Podane ulamki rozszerzamy w taki sposdb, by miedzy ich nowymi licz-
nikami znajdowala si¢ co najmmnie] jedna liczba calkowita.

3 6 . 4 8 . 6 8 7
=i —=— WwieC —<Ww<—, 22
11 z22 11 22 Z2 22 g — it = = —— B
01 6 8
6 3 — e
6<7<8, wiec w:l, bo ;<i< b. 22 22 22
22 22 27X 22 J

Cwiczenie 22. Podaj przyklad liczby wymiemnej w takiej, ze:

7 8
a)E<:w<E, b) l<w<Ll, ¢) 1< w< 1000l
3
d) 0,01<w< 0,011, e) V2 <w< 43, n \E<w<;.
Przypomnijmy

Rozwiniecie okresowe ulamka to takie rozwiniecie dziesietne, ktore jest nieskoil-
czone 1 w ktorym od pewnego miejsca ta sama cyfra lub taka sama grupa cyfr po-
wiarza sie. Powtarzajaca sie cyfre lub grupe cyfr nazywamy okresem i zapisujemy
]a w nawiasie. Na przyklad:

| 2
—=(0,1666...= 0,1(6), —=10,28571428571428...= 0,(285714).
powltarza sie cyfia 6 powtarzajq sie cyfry 285714

1

Cwiczenie 23, Odczytaj z rozwiniecia dziesietnego okres i zapisz z nzyciem tego okresu
liczbe:

a)0,444.., b)5,2012012012..., ¢)1,0121212..., d)0,34434343...,

e) 7,21721721..., f) 0,0010010010... .

Cwiczenie 24, Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [}l wpisz odpowiedni znak:

'J'.\<:11? 15}11 ]‘-I‘-I'b 'J'.\:.n'

| 1 1 1
0,(3 — by — 0,(25), 0,(2 = dy — 0,(1).
a)()l3 )4l() c)()l5 )mIL)
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[

Przyktad 12. Uzasadnij, ze: a) (},(3}:%, b) 1?2(7}:1%.
Rozwiazanie
a) x=0,(3). | b) 1,2(7)=1,2777...=1,2+40,0777...
x=0,333.. /.10 | x=0,0777..
10x=3,333... : x=0,0777... /-10
10x=3+0,333... 10x=0,777... /-10
o alee |
X { | 100x=7.777...
10x =3+ x, skad ng. | 0a
7
100x=7+10 kad x=—.
Zatem 0,(3}:1. C.1L1L. | AT B ¥ 90
. | 7 23
| Zatem 1,2(7})=12+—=—. cnu
90 18

J

Cwiczenie 25. Uzasadnij, ze: a) 0,(9)=1  b) 0,(72}:%, c) 2,4(5):2%.

Odpowiedzi do cwiczen

e 22t wa-2s8 palss? o2 2 @ass-un » nonss 28
8 7 6 5 575 3 3 315 100

19.2)6, b)—8, )21 20 a)Np. 8, bymp. 5, 36 21.a)2, b)07, OS5
22 Np.oa)0,5, b)1,09, ¢ 1,00005, d)0,01055, e) 1,6 0143,

i
!
i
|
[
!
J. %

23 a) 0,(4), by 5,(201), © 1,0{12), d) 0,34{43), &) 7,{217), D 0,(001). 24.2),=", B),<, 0,3, 9,<

—— —— ——,— e — e, ————————

Zadania utrwalajace

3.16. Wypisz wszystkie ulamki wlasciwe dodatnie, ktorych:
a) suma licznika 1 manownika jest rowna 10,
b) iloczyn licznika 1 mianownika jest rowny 12.

3.17. Uporzadkuj rosngco liczby:
3 2
iy ) —

2.3 17
100 '8

15" 15

[
I
b2 | e

i
3.18. Bartek ma zaznaczy¢ na osi liczbowej liczby: _% 28 35 1015

42 4 15 18
Ile roznych punkiow powinien Bartek zaznaczyc na 0si?
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3.19. Skroc¢ ulamek:
i 131313 b) 80808080 : 505505505
6R6868 91919191 711711711

3.20. Uzasadnij, ze rozwinigcie dziesietne skonczone ma mwamek:

7 e o 3! 52
125 16 85 65

3.21. Uzasadmnij, ze rozwinigcie dziesietne okresowe ma ulamek:
D | | 15
o = i = Y. | i
75 150 120 140

3.22. Podaj najmniejsza liczbg dziesigtng z dwoma miejscami po przecinku, kiora jest
wieksza od liczby:
a) 0,(3), b) 0,(2), ) 0.(1), d) 0,(5).

3.23. Zamien na ulamek zwykly liczbe:
a) 1,(5). b) 0,(45), c) 0,(729), d) 0,0(27).

3.24. Uzasadnij, ze:

D a) 0,(4)+0,(2)=0,(6). b) 0.(4)—0,(2)=0,(2),
) 0,(4)-0,(2)=0,(8), d) 0,(4):0,(2)=2.

3.25. Jaka cyfra wystepuje na 192. miejscu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby:
a) 0,7(2), b) 0,(27), ) 5.(123).

1 2 3
3.26. Napisz rozwiniecie dziesietne ulamkéw: —, —, —, —, —, —
77 77 7
a) Podaj okres kazdego z nlamkow.
b) Wymien wlasnosci tych rozwinigc.
Wskazowhka. Ustal, co majg wspolnego te rozwiniecia, a czym sig roznia.

3.27. Oblicz:

o[t (23]

3 i 9. i 2
- 2| —+15-0,75 Z 4212,
> b) L +1,5-0,7 ] Q) S5+
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Liczby niewymierne

Wezystkie liczby niewymierne tworzg zbior liczb niewymiemych, ktory oznaczamy R\ Q.

Definicja
Liczbe nazywamy niewymierna, gdy nie jest ona liczbg wymiema, czyli nie moz-

na jej przedstawi¢ w postaci ulamka E, gdzie m 1 p sq liczbami catkowitymi

oraz p#0. &

e Liczbami niewymiernymi sa wszystkie pierwiastki:
« kwadratowe, gdy liczba podpierwiastkowa nie jest kwadratem liczby

3
wymierne]. Np. -\E \E \E v’g \ﬁ J§ \/; 1](},5, e

« SszeScienne, gdy liczba podpierwiastkowa nie jest szescianem liczby wymierne;.

"
SYGRERE N (I EN

Wykazemy, ze na przyklad liczba NG jest liczba niewymierng. W dowodzie skorzystamy
z jednego z podstawowych twierdzen arytmetyki.

Jezeli liczba pierwsza p dzieli iloczyn liczh naturainych a-b | to liczha p dzieli a
fub liczba p deieli b.

[

Przyktad 13. Udowodnij, ze liczba /5 jest liczba niewymierna.
Dowdéd nie wprost:

1° Zakladamy, ze NG jest liczba wymiema, czyli ze

i
‘\/_ = ;, gdy NWD (m, ”,} =1, P damek nieskracalny
n

gdzie me N" i ne NT\{IL

2 Ewadraty liczh dodatnich
. mo . m

20 f5= P WIGC O =—5 rownych sq rowne.
. omem . .
czyli =5, skad 5-n-n=m-m Liczba 5 dzieli
n-n iloczyn liczb m-m.

3° Zrownosci 5-m-m=m-m wnioskujemy, ze liczba 5 jest dzielnikiem m.

4° Z 3° wnioskujemy, ze 25 jest dzielnikiem m*

; : ; s ;s s i v
5° 7 391 4° wnioskujemy, ze 5 jest dzielnikiem n, tzn. ze ulamek — mozna skrocic
7
przez 5, co jest sprzeczne z zalozeniem. ck.d J
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Cwiczenie 28. Uzasadnij, ze liczba +/2 jest liczba niewymierna.

( Przyktad 14. Na osi liczbowej zaznacz punkty, ktérych wspdhrzednymi sg liczby:
V2 i 2, b)Bi-f
Rozwiazanie Zauwazmy, ze dlugos¢ przekatnej kwadratu o boku 1 jest réwna /2,
a dlugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokgtnego o przyprostokatnych dlugo-
scili 2 jest rowna NEY

| = A5 .r'rld. \..\
e Y e

; — : . : = —— i ; ' +—
2 42-1 0 1v2 2 —3 -1 0 1 32 )

Cwiczenie 29. Na osi liczbowej zaznacz punkty A, B, C, D, E takie, Ze:

Az[—é%} B:GJ c=(V2-1) D=(243) E=(-243)

( Przyktad 15. Podaj przyklad liczby niewymiemej p takiej, ze —50 < p <—49.
Rozwigzanie Przedstawiamy liczby —501—49 z uzyciem np. pierwiastkow lkwadratowych:
—50=—2500 i —49 =—/2401.

Zatem p moze byé réwne np: —J2402, —f2415 itp.

Odp.: p=—2499. J
Cwiczenie 26. Podaj przyklad liczby niewymiemej p takiej, ze:

a) l< p<2, b) 0<p<l, c) b< p< ] d) —-1< p<(

Uwaga

e Dla dowolnych liczb rzeczywistych a1 b takich, ze a < b, istnieje taka liczba wymier-
naw,ze a<w<b.

* Dla dowolnych liczb eczywistych @ 1 b takich, ze a < b, istmieje taka liczba niewy-
miernap, ze a< p<b.

Cwiczenie 27. Zapisz liczby w takiej kolejnosci, w jakiej leza na osi liczbowej.
22
a) T, ? 3,(14), b) /2, —L(4), J3-3.
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e Rozwinigcie dziesietne liczby miewymierne] jest nieskoficzone 1 nieokresowe.

Naprzyklad: 7 =3,141592653..., J2=1,4142135...,
5 =-2,2360679.... —£=—0,8660254... .

* Suma (roznica) oraz iloczyn (iloraz) liczby wymiernej roznej od 01 liczby niewy-
mierne] jest liczba niewymierna.

r Przyktad 16. Uzasadnij, ze +/2—3 jest liczba niewymierna.

Rozwiazanie
Z (zaloienie): | T(teza):
J2 —liczba niewymierna, | V2 -3 —liczba niewymnierna.

—3 —liczba wymierna. |

Dowaod nie wprost:
1° Zaprzeczamy tezie T

\E—Eﬁzﬂ, gdzie me Z i ne Z\{0,1}.

il

- o m ;
22 'JE =—+3 —+3 —liczba wymierna
Fi 1t

3° Z rownosci w punkcie 2° wnioskujemy, ze V2 jest liczbg wymierna,
co jest sprzeczne z zalozeniem Z. c.l.d J

Cwiczenie 30. Uzasadnij, ze niewymierna jest liczba: a) V3 +1  b) 7 —2.

Uwaga Jezeli « jest liczbg wymierna i & liczba niewymierna, to liczby:

sa+h ea-b eab e

E, o E gdzie a=0,
b a
83 liczbami niewymiemyimi.

Odpowiedzi do ¢wiczen

28, Np. a) M2, &3, b) 40,99, 0.2, o J0,00002, JO,0003, 4) 0.2, —‘E_

-

29.a) 3,114}, % by —1(4), 2, ¥3-3

Zadania utrwalajgce

3.28. Wskaz liczby miewymierne wsrod liczb:

a) JL21, 32,7, 0,008, 3Y-0,125, f19,
b) V343 V2B V2.0, ¥F-¥16 01235,
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W8 YF128 Jm ool V169
)f 72 Vi 4o o

; 1 : ;
3.29. Sposrodliczb 3, V5 +1, Y125, —J0,04, 1’21 , N +49, 7 wybierzte liczby,

ktore sa:
a) niewymierne, b) wymierne, ¢) calkowite, d) naturalne.

3.30. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

= F—jesli jest falszywe.

="

Pole kola o promieniu 1 jest liczbg wymierna. P|F

Obwdd kola o promieniu . jest liczbg wymierna. PlF
73

3.31. Przerysuj do zeszytu

- - 0§, Zaznacz naniej |0 | [ (o[ [ loal [ (o6l [ log[ | [ 1]

‘F‘F\Fl

7 —3 1je porownaj.

3.32. Liczby: V2, —3,2, —2%, 2.8, —6%, 4 uporzadku) w takiej kolejnosci, w jakiej

lezg na osi liczbowe;.

3.33. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

=1 2 4
=" Liczbg wymierng w spelniajgcg warunek g <w< ? moze by¢ liczba:
A, 9, B. E C. H D. E
16 16 16 16

3.34. Uzasadnij, ze niewymiema jest liczba:

D[, 341 b) 7 -2, &) 343

3.35. Podaj przyklad liczby niewymierne] p takiej, ze:
a) 10< p<1L b) —5< p<—4 ¢) 1000< p<100],

d)ﬁ«::p««:\/?-:, e)éﬁ<p<§/4_, f)-\fg<p<@.

3.36. Podaj przyklad liczby niewymiernej p takiej, ze —100 < p < —-99,
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Liczby rzeczywiste

Zbior liczb wymiernych © Zbior liczb niewymiernych R\ Q

\ /

Zbior liczb rzeczywistych R

Uwaga
Kazdej liczbie rzeczywiste] odpowiada jakis punkt na osi liczbowe;.
Zamiast mowic ,,punkt o wspohizedne)”, mowimy , liczba na osi”.

R R*
liczby rzeczywiste uyjemne  liczby rzeczywiste dodatnie
— 00 = N/ > + o0
: : B
od —w do 0 0 1 ododo 4o

—co czytamy minus nieskonczonos¢  +oo czytamy plus meskonczonosc

Cwiczenie 31. Odczytaj i zapisz wspolzedne punktéw zaznaczonych na osi liczbowej.

D B E C A
e e e e e e e
011
2
Zbior liczb rzeczywistych R
I |
Zbior liczb wymiernych QO Zbior liczb niewymiernych &' Q
T R™ — zbidr liczb zeczywistych dodatnich,
Zbior liczb catkowitych Z R~ —zbior liczb rzeczywistych ujemnych,
f R=R"U{0}uR",
R=0u(R\Q)
Zbior liczb naturalnych N
d 0N (R\Q)=2.

Zbiory liczbowe: N, Z, O, R\Q sa podzbiorami zbioru liczb zeczywistych R.
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Prawa i wlasnosdi, ktore zachodza dla dowolnych liczb rzeczywistych a, bi c.

Dzialanie Prawa i wlasnosci dzialania

; a+b=>b+a — przemiennosc dodawania
Dodawanie N
a-+(b+c)=(a+b}+c —lqgeznosé dodawania

Odejmowanie | a—b=a+(-b)

a-b=bh-a — przemiennos¢ mnozenia
Mnozenie (a-b})-c=a -(b- c} — fgcznosé mnoZenia

a-(b+c)=a b+ a-c —rozdzielnosé mnozeniawzglgdem dodawania

Dzielenie a:b:a-%, gdzie b0

Ty Cwiczenie 32. Sposrdd réwnosei oznaczonych cyframiod 1 do § wskazte, wktérych

blednie zastosowano prawa dziatan.

1 4+(-7)=—-T+4 2 (1-V3)3=1-3 3 —3+(8-12)=(-3+8)-12
4 {6-[-%)}-(—2):(—2-6)-{(—2}-[—5}} 5 —2.[(—4)+7]=(<2)-(—4)+(-2) 7.

Cwiczenie 33, Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce kratki [l wpisz taka liczbe, by
prawdziwa byla rownosc:

a) —15+=-15 b M-7=1 o 2-W=v2, d)3+MW=0,
o) MV3=—1 0nV2-1+H=0.

Uwaga
Jezeli w wyrazeniu arytmetycznym nie ma nawiasow, to kolejnos¢ wykonywania
dzialan jest nastepujaca:
potegowanie 1 pierwiastkowanie,
potem
mnozenie i dzielenie, W kolejrosct ich wystepowariza,
a hasteprie

dodawanie 1 odejmowanie.
Przy obliczaniu wartosci wyrazen zawierajgcych nawiasy wykonujemy najpierw
dzialania (wedlug powyzszych regul) w tych nawiasach, wewnatrz kiorych nie ma
juz innych nawiasow.
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Kazda liczbe zeczywistg mozna przedstawic w rozne] postaci, np.:

P mgh =35 = 2= = 2 spde spos
2 2 2 4 2 Z
o bt byt —y—! L bt ——" ——
tdamelk liczha liczba iloczyn tloraz pierwiastelr  suma dwdch  rdzZnica
mieszana  dziesietna  dwdch liczb  dwdch liczb liczhb dwdch liczb

Cwiczenie 34. Przedstaw w trzech réznych postaciach liczbe:

a0, bl ¢ % d)-2.

Odpowiedzi do ¢wiczen

3L A:[B%}, B={(-2), c=(1), D=[—4é), £ ={0). 32.2 i 4

O, (-1

1 1
3B.al b)) — 1, o) =3 — — 1-+2 34, a) Np.
a),),?,c),),enﬁnv" a) Np

Zadania utrwalajgce

3.37. Pizepisz przyktad do zeszytu i w miejsce [l wpisz symbol ,, € lub , € tak, by otrzy-
mac zdanie prawdziwe.

V2 _ 2
OB~ [ b) 0,(3)-0.3 [l @ o) (+5) M~z
dy V3-2 [ R, &) 3+v5 R, N3 (2}l z
3.38. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce || wpisz znak ,, .7 lub N tak, by
otrzymac zdanie prawdziwe.
a)R 0=0. DR B O=R, AN o=N,
N M R\Q=2, eyN [l =0 n(rR\Q) M 2=R.
3.39. Kazdemu z punktéw A4, B, C, : EI : E : f M EI =‘? .
D, E zaznaczonych na rysunku 0 1
przyporzadkuj jedng sposrod liczb: —3&, -1, % 2.8, 4.(3), ktorajest jego wespohzedna.
. . . . . .. 4 m 5
3.40. Podaj przyklady liczb calkowitych dodatnich m 1 & takich, ze 3 < T < o

3.41. Podaj przyklady liczb &, &, ¢ 1 d spelniajacych jednoczesnie warunki: a< b, c<d,
a>¢ d >b 1zaznacz je na osi liczbowe;.
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3.42. Przedstaw w postaci pierwiastka iloczyn liczb:

a) 36, b) —24/3, c) 36, dy —23f3.

3.43. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.
Druga potega liczby 22 jest rowna:
A. 42, B. 8.
Trzecia potega liczby 232 jest réwna:
C. -8, D.-16.

3.44. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, hub

F —jesii jest falszywe.

Liczba 2,4 przedstawiona w postaci pierwiastka kwadratowego to S;—i. P|F

: 2 : o .. ’ 17
Liczba 1; przedstawiona w postaci pierwiastka szesciennego to ¢ 4;. P|F

Liczbe 0 mozna przedstawi¢ w postaci wyrazenia: —1—[— (—1)]. P|F

Wartos¢ wyrazenia Jﬁ + S,J?_ (9 + 3\@) jest liczba wymierna. P|F

; ; % . 2% ; ; ; 3 1
3.45. Oile suma liczb 8— 1 —l; jest wieksza od ilorazu liczby 1§ przez E?
5 3

3.46. Liczbe —7,2 przedstaw w postaci:
a) sumy dwoch liczb, z ktérych jedna jest dodatnia, a druga ujemna,
b) réznicy dwoch liczb, z ktérych jedna jest dodatnia, a druga ujemna.

,,
3.47. Sposrod liczb: —l%, 1,25, 2=, -2.5 wybierz wszystkie mozliwe pary liczb tak,
5
aby wynik ich:
a) mnozenia byl liczba calkowita, b) dzielenia byl liczba calkownta.

3.48. Przedstaw w postaci potegi jednej liczby wyrazenie:
\ 6 " 6
a) 2194 21° b) 3215215, o) [ij +3-[1J,

d) 3.2 +5.2%, €) 2:3* +4.3% 3" 1 4.3%
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Przedziaty liczbowe

Kazdej liczbie rzeczywiste] odpowiadajakis punki na osi liczbowe]. Zatem na osi liczbowej
mozna wskazywac zbiory liczb spelniajacych pewne okreslone warunki.

rPrzyklad 17. Wiedzac, ze A=(-1), zaznacz na osi liczbowej zbi6r punktéw, ktérych
wspolizedne sa liczbami:
a) mniejszymi od wspolrzedne] punktu A,
b) wigkszymi od wepolrzedne] punktu A.
Jakimi figurami geometrycznymi sg wyznaczone zbiory punktow?
Rozwiazanie Wiedzac, ze na osi liczbowej punkty o wspohrzednych mniejszych od —1
leza po ,,lewe] stronie” punktiu 4, a o wspohzednych wiekszych od —1 leza po ,,prawe]
stronie” punktu A, przedstawiamy to na osi liczbowe;.

Odp.:
a) x<-1 4 b) A x>—1
e ! | } ! : —ﬂ
-1 0 x -1 0 1 X

Wyznaczone zbiory punktow sg polprostymi o poczatku w punkcie 4, ale bez tego punl{tu.J

Uwaga

Zbior liczb rzeczywistych x spehmajgcych warunek:

e x<—1 nazywamy przedzialem ofwartym od —oc (minus nieskornczonosci) do —1
i zapisujemy symbolicznie (—oo;—1},

e xy>—1 nazywamy przedzialem otwartym od —1 do +oo (plus nieskonczonosci) 1 za-
pisujemy symbolicznie (—1;+o0).

Cwiczenie 35. Zaznacz na osi liczbowej zbiér punktéw, ktérych wspdlrzedne x spelniaja
warunek: a) x>+2. b) x<+5, ¢ x<—/3, d) x>0.

Uwaga
Jezeli na osi liczbowej zaznaczymy dowolny punkt o wspolizednej a, to zapis:
e x# g oznacza zbior punkiow lezacych na osi, ktorych x#a
wspohzedne spelniajg warunek: x< a lub x > a, _a_i_;, 7
* x<a oznacza zbior punktow lezacych na osi, ktorych x<a
: i S —
wspolrzedne spelniaja warunek: x< a lub x=a 0 1 a Y
e x>g oznacza zbidr punktow lezacych na osi, ktérych x=a

wspohzedne spelniaja warnnek: x >a lub x=a. 0 1
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Cwiczenie 36, Zaznacz na osi liczbowej zbidr punktéw, ktérych wspohzedne x spehniaja

wartinek: a)x#3

b) x>2,

c) x<-5.

Cwiczenie 37, Zapisz symbolicznie warunek, ktéry speniaja liczby x zaznaczone na

osi liczbowe;.

a) i ! =
—2 0 1 =

C) o —— | | —
=2 -1 0 x

b) : : e
-2 0 1 =x

dhH ——t———>
-2 0 1 =

Na osi liczbowej wyrozniamy szczegolne zbiory, zwane przedziatami liczbowymi.

Ich ilustracja graficzng na osi moze byc prosta (os liczbowa), polprosta z poczatkiem lub
bez, 1 odcinek z koncami lub bez.

[
01 x
PDrosta,

przedzial (—oo; +)

[ e—
0la *

potprosta bez pocztku,

|
|
|
|
|
|
|
| preedtial (—eo; @)

_— ] —
a 01& *

odcinek bez kovicow
przedzial (a; b)

— e i
a 01&6 X

odecinek z koricami,
preedzial (a b)

. Nazwa " Yyerunes, ktc.)ry P elma._]q Nustracja graficzna
Przedzial dzial liczhy rzeczywiste x nalezgce edzlat ¥
przedziain do przedzialu Przedziail na osi
(@ +o0) przedzial otwarty x>a Pr——
(—o0a) przedzial otwarty x<a ——
. przedzial lewostronnie
(a_‘ —0—00) . ¥> EE——
domkniety a x
(_m; a) przedzial pra\.imstmnnw T )
domkniety a x

Uwaga

Zbidr liczb rzeczywistych R mozemy zapisad jako przedzial (—oo; +o0), czyli

R = (—o0; + ),

Cwiczenie 38, Nazwij i zaznacz na osi liczbowej przedziat:

a) (~oo;4),  b)

(—o0;—5),

€) (3;+o0),

dy {(—4;+o).
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rPrzyldad 18. Na osi liczbowej zaznacz wszystkie liczby zeczywiste x, ktore sa wieksze
od liczby —1 i jednoczesnie sa mniejsze od liczby 4, czyli liczby x spelniajace warunki
x>-1ix<4.
Rozwiazanie
Warunki x> —11 x <4 mozna zapisac w postaci —1 < x < 4.
Nustracja graficzng zbioru liczb x» spel-
majacych powyzsze warunki jest odcine 2 -1 0 1 2 4 £
bez koncow (co oznaczono na rysunku
pustymi koleczkami).
Jezeli zastapimy warunek x> -1 przedzialem (—1;+o) oraz warunek x<4 prze-
dzialem (—o0;4), to warunek —1<x <4 opisuje przedzial (—1;4) kiéry nazywamy
przedzialem obustronnie otwartym lub krotko — przedziatem otwartym okoncach —114 J

Warunek, ktory
: Nazwa spelniaja liczby rze- Iustracja graficzna
Przedzial . : : A :
przedzialu czywiste x naleiace przedzialu na osi
do przedzialu
(a, b} przedzial otwarty @< x<h % 1 %
(a, ) przedziat do ety as<x<h a b x
przedzial prawostronnie
(a; b) domkniety a<x<h O——
(lewostronnie otwarty) o b
przedzial prawostronnie
<a; b) otwarty a<x<h —*—4—;
{lewostronnie domkniety) a b

Cwiczenie 39. Zaznacz na osi liczbowej przedzial:

a) (-32), b L4}, o {-5-1)

Cwiczenie 40, Zapisz warunki, kt6re spehniajaliczby rzeczywiste x nalezace do przedziahu;
a) (—oo; 0), b) (4;+x), ) (-5;+w), d) (-20) e) (1;3),
0 {-2;4) ) (-3;5), h) (0;4), i) (2;2).
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Cwiczenie 41. Kazdemu przedzialowi oznaczonemu litera A, B lub C przyporzadkuj
odpowiedni opis stowny oznaczony cyvfra 1. 2 lub 3.

A, S——— 1 Liczby rzeczywiste wieksze od —1 i mniejsze od 1.

B, —— 1 ——»

3 6 1 g 2 Liczby rzeczywiste rozne od —11 1.

C. ol —— ——

g0 3 5 3 Liczbyrzeczywiste wigksze od—1 lub mmniejsze od 1.

rPrzykIad 19. Na osi liczbowej zaznacz wszystkie liczby 1zeczywiste x, ktére spelniaja
warunki; a) x<-2 Iub x>1, b)x<4 lub x>4, ) x<2 1 x>2
Rozwiazanie

a) Warunki x <—2 Iub x =1 spel- x<—2 r>1

niaja liczby rzeczywiste x na- — =ie——i——— F———————
: : . -2 c 1 2 x

lezace do przedzialu (—o0;—2) \ \
lub do przedziatu (1; +oc ). xe(-o;-2) lub xe(l;+m).

b) Warunki x<4 lub x>4 spel-

.. - : x<4 x>4

niajg wszystkie liczby rzeczywi- »
ste x, bo kazda liczbarzeczywista 0 1 4 x
moze by¢ mniejsza niz 4, réwna ceR

4 Iub wieksza niz 4.

¢) Warunkow x< 2 1 x> 2 nie spelnia zadna liczba rzeczywista, bo liczba nie moze
by¢ jednoczesnie mmniejsza mz 2 1 wieksza od 2. J

Cwiczenie 42. Na osi liczbowej zaznacz zbidr liczb, ktére naleza;:
a) do przedzialu (1; +o0} lub do przedziatu (—oo; —3),

b) do przedzialu (—oco; 0) Iub do przedziatu (0; +oco),

¢) do przedzialu (—oo; 5) i do przedziatu (5; +o0).

Odpowiedzi do cwiczen

37.a) x=-2 h)x>-2, c) x<-2 d) x<-2 40.a) x<0, b) x=24, ) x=z-5, d) 2<x<),
g) 1=x=<3 ) Z2=x<4 g 3<x=5 h)l=sx<4 i) 2<x<2 41.4-3 B-1,C-2
42,
8] ——— || > Pa >
—3 0 1 x —3 0 1 x

e

— 3
X
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Zadania utrwalajace

3.49. Dokoricz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Sposrdd nieréwnosgci ponumerowanych od 1 do 12

1 623 2 1723, & —10=-135, 4 -1>-2,

8§ 4>-4>-1 6 —5<5<9, T 3>0>-5, 8 -15<0,5<2,5,
2

9 420, 0258 1 2<4 12 ig[ij

: : - o 2 \2

nieprawdziwe sg nieroOwnosci o rumerach:

A.4,5,7,10,11, B.1,3,5 7,9, C.3,5,10,11,12, D.2 4,6, 8, 10.

3.50. Zapisz za pomocg nierdwnosci warunek:

a) Liczba m jest wigksza od —3,3. b) Liczba » jest nie wigksza od 0.
c) Liczba k jest ujemna. d) Liczba s jest dodatnia.

e) Liczba x jest niedodatnia. f) Liczba y jest mniejsza od 14.
g) Liczba z jest nie mniejsza niz —5. h) Liczba ¢ jest nienjemna.

3.51. Zapisz warunek, kiory spelniaja wszystkie liczby zaznaczone kolorem niebieskim
na osi liczbowe;.

a) A——— i by v ————
-1 0 1 X 0 1y
S d) ——t—t—t—t—t— >
0 1 ¢ 0 1 z

3.52. Zaznacz na osi liczbowe) przedzial:
a) (-2; 1), b) (—o0;3), ) (—3;4), d) (0 +o0), e) (-5;1).
3.53. Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb rzeczywistych spelniajgcych warunki:
a) x >—2, b) x <5, ) x20ix<2 d) x>-31x<—1,
e)x<4ix>0, Nx>5ix<10, g) x=2—21x<2.

3.54. Zapisz warunki, jakie spelniaja liczby rzeczywiste x nalezace do przedzialu:
a) (—oo; 0), b) (4;+w), ¢) (-5:+w)  d) (-2:0), e) (L3),
n(2:4), @ (%5  (04) (22, i {-1001).

3.55. Podaj wszystkie liczby naturalne nalezace do przedzialu:
a) (-1 1) b) (-1 1), ) (0;3), d) {(0;3), e) (0;3).
3.56. Wypisz wszystkie liczby calkowite nalezace do przedziatu:

a) (—1;4), b) <——{;2j} ¢) (—m ), d) (—E«E; ﬁ)

3
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3.57. Zaznacz na osi liczbowej przedzial (—8;3) i podaj:
a) wszystkie liczby naturalne nalezgce do tego przedziah,
b) trzy liczby niewymierne nalezace do tego przedziah,
¢) trzy liczby calkowite, kiore nie nalezg do tego przedziah,
d) liczbe najmmniejszg nalezaca do tego przedziatu,
e) liczbe najwieksza nalezaca do tego przedziah,
f) wszystkie liczby calkowite z tego przedzialu nie mniejsze mz zero,
g) liczby naturalne dodatnie nalezace do tego przedziahu.

3.58. Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb rzeczywistych:

a) nieujemnych, b) dodatnich, ¢) ujemnych, d) niedodatnich.

3.59. Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb x spelmajacych warunki:

a) x<—5 lub x>1, b) x<-2 lub x>1, O)x<2 lub x>2,
d) x<2ixe{0;3), €) 3<x<Bix>0, f) 2<x<0ixe({0;5),
o) xeR lub 2< x<35, hy xe(25)i xR, ) x<—11lub-1l<x<3

Dziatania na przedziatach liczbowych

Przedzialy liczbowe to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych. Wykonujac dzialania na
przedzialach liczbowych, stosujemy te same prawa co dla dowolnych zbiorow.

rPrzykI'ad 20. Wiedzac, ze A=(—o0;2) i B=(-1;35), wyznacz takie zbiory C, D, EiF,
7ze: C=AnB, D=AUB, E=A\B, F=B\A.

Rozwiazanie 4
A=(—o0;2) — o
-1 0 1 2 x
B
B:—l;j —_———e e
( ) -1 0 1 2 5 x
C=AnB=(-o;2) (-1 5)=(~1;2) T
R —feeeeee——— L3
=12 -1 0 1 2 5 x
D=AUB=(-00;2)u(-1;5)= (-, 5) D
=(—BO,S) ————— g4
-1 0 1 2 5 x
E=A\B=(—00; Y\ (-1 5) = (—w: -1} £
:(_m;_D —————— P
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F=B\A=(-15)\(—o0; 2) =(2; 5) R
=(2; 5) 1 0 1 2 5 x

Uhwaga Nea rysunkach wyniki dzialan na zbiorach A i B zazngc zono kolovem pomer aric 2owym.

Odp.: C=(-1;2), D=(-,5), E=(—=;—1), F=(25). J

Cwiczenie 43. Wiedzac, ze A=(-5;3) i B=(0;4), wyznacz zbiory:
a) ANB, b) AU B, c) A\ B, d) B\ A.

rPrzykiad 21. Podaj ilustracje graficzng i wyznacz zbiory 4B, 4B, A\B, B\ 4,
gdy A=(-3;2) i B=(3;5).

Rozwiazanie
A B
e ety — et ———
3 601 2 3 5 £ AnB=¢
b e ——— ——— {3 b B =(-3;2Yu{3;5)
3 c1 2 3 5 x
el —————+— > I\B=A
3 01 2 x
3 ~ B
01 3 5 *
Odp.: ANB=@, AUB=(-3;2)U(3;5), A\B=(-3;2), B\ 4=(3;5). J

Cwiczenie 44, Podaj ilustracje graficzng i wyznacz zbiory AnB, AU B, A\ B, B\ A gdy:
a) A=(-3;5)i B=(-22) b) A=(—;-2) i B=(-2;+w).

rPrzykiad 22. Wiedzac, ze A=(—c0;3), B=(-2;5), C=(—00;—1)\(4;7), wyznacz
zbiory A', B, C',gdy A =R\A4, B =R\B, C"=R\C.

Rozwiazanie
s - ' - {=R\A=(3;+
e sy ———————» (33 +e0)
01 3 x
B . : B'= R\ B =(—o0;-2)U(5;+)
—— e ——
-2 01 3 5 x

=R\C =(-1;4}(7;+)
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Cwiczenie 45. Wyznacz zbiory: R\A4, R\B, R\C, gdy: A=(-3;0), B=(-7;+x)
C=(—o0;—4)u(1;2).

Odpowiedzi do cwiczen

43.a) {03}, b) (-5:4), ) (-5:0), d) (3:4)

44.a) AnB=B, AuB=4, A\B=(-5;,-2)0{2;5), B\A=@, b) AnB=D, 4AUB=R, A\B=4, B\4=B.
45, R\A= (- —3)u{l; +=0), R\B=(—o;—7), R\C'={-4 1)U (2; +).

Zadania utrwalajace

3.60. Wyznacz sume, iloczyn i obie réznice przedzialow 4 1 B, gdy:
a) A=(-34). B=(,7), b) A=(—o0;1), B={-5;+), ¢ A=(-10) B=(L;5).

3.61. Zaznacz na osiliczbowe] odpowiednie przedzialy. Wykonaj dziataniananich 1 wynik
przedstaw graficznie.

a) (—oo; 2)\{-3; +0), b) (3:5)n(5; 6), ¢) (—10; 6y~ (-4 7),
d) (—oo; DA(L; +o0), &) (-3-2)n{-3;4), 0 (42} (3,7),
g) (oo lyu(-L+w)  h) (—oo56)u(5;8), i) (—4;10)u (05 11)
1) (=03 1) (5; +o0), k) (—=5;3)w(-7;4), D (=5 1)\ (L;10),

3.62. Za pomoca sumy przedzialow zapisz roznice zbiorow:

a) R\{0}, by R\{-1,1}, ) R\{—Ji 1,2}
3.63. Okresl, czy wynik dzialama jest przedzialem lub sumg przedzialow:

a) NUZ, by NmZ, c) RUN, dy RN,

e) R\, N N\R g) R" UR™U{0}, h) QU(R\Q)

3.64. Uzupetij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonyeh literami C 1 D.
Jezeli D=(—o0;2), to R\D jest przedzialem:
A. (2;+00), B. (2;+m).
Czescig wspdlng AN B, gdy A=(—o0; 1} 1B= (1; 2}, jest zbior:
C. pusty, D. jednoelementowy.
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3.65. Wyznacz zbior:
a) (-3;2)Z, b) {6;10} "N, ) (-3:0)nN,

d) (4, 0)R, e) (-3, 5} R, ) InR.

3.66. Uzasadnij, ze jezeli ac R, be R 1 a< b, to:

RI_a) (@ 8)=(a; +oe)}(—o0; b), b) (a;b}:<a; a;bju<a+b; b).

%

-

Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Liczbg mmiejszg od 1 jest iloraz liczb:
A. 0,01:0,001, B. 0,001:100, C. 10:0,0001, D. 0.1:0,000001.

k2

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwqg odpowiedz sposrod podanyeh.

Nieprawda jest, ze:
5
A, 0,(15)< 0,15 B. 0,(15)=—

= C. L(M>1777, D. 2,8(27)< 2,(827).
3. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyce h.
915 | ols
Wartos¢ wyrazenia % jest rowna:

—

A5 B 28901 C. 32 D. 2,

4. Czy liczba 4 270 008 jest podzielna przez 6?
Rl_ Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A, B i C.

T | Tak, A. | liczba jest parzysta.

poniewaz | B. | suma cyfr liczby dzieli sie przez 3.

N | Nie, C. | liczba jest parzysta 1 suma cyfr jest podzielna przez 3.

5. Liczby a1 b spelniajg warunek a-b=100.
Ocen praw deiwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F— jesli jest falszywe.

Jeslh liczby a1 b sa parzyste, to 10 jest dzielnikiem jednej z nich. P K

Jesli liczby a1 b sa naturalne, to 10 jest dzielnikiem jednej z nich. | P | F
Jesli a=350, to b= 320 000. & K
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6. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposvod podanych.

Wszystlkie liczby calkowite nalezgce do przedzialu (—ﬁ; 2«.&) to liczby:

Aa=—2—10; 1,723

B.—1,0,1, 2.3,

Cc.—-1 0, 1,2, 10501 2

7. Przyporzadkuj kazdemu przedziatowi przedstawionemu na osiach liczbowych oznaczo-
nych literami od A do F odpowiedni opis stowny, oznaczony cyfraod 1 do 6 .

A,

B.

T T ' : : b
3244 0 1 2 3 X
t — ; ; ;i C—g
32 -1 0 1 2 3 X
t s} it
“F =2 1 0 1 2 3 3
B B e
3 210 1 2 3 X
o — f f f —
321 0 1 2 3 X
-

Bl o g 0 25 03 X

Liczby rzeczywiste nieujemne.
Liczby zeczywiste mniejsze lub réwne —2.

Liczby rzeczywiste wieksze od —1
1 mmniejsze od 3.

Liczby rzeczywiste ujemne.

Liczby rzeczywiste wigksze od —1
1 mniejsze lub rowne 2.

Liczby rzeczywiste wieksze Iub rowne —1.

8. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz F, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

F —jesli jest falszywe.

%-\EE(O; 1)

P

—2¢(-V8; -4}

P

9. Zbiory A 1 B s3 przedziatam liczbowymi, dla kiorych wymki dzialan (sumy, iloczymm
1 roznicy) przedstawiono na rysunkach ponizej. Wyznacz zbiory 41 B.

a)

A B
- e S
-3 0 1 X
AmB
: ety —
-3 0 1 A
AvB
G —— —
-3 0 1 X

b)
AuB
I ————
0 1 S A
AmB
= ; —
2 o 1 A
AYB

" ] 3

2 o 1 ] A
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| logarytmowanie

Potega o wyktadniku catkowitym

Przypomnijmy

wykladnik potegi

5*=5.5.5.5=625
5% — czwarta potega liczby 5

(czytamy: pieé do potegi czwartej) 5 4 625

e Potegowanie zastgpuje mnozenie wynik
przez siebie tych samych czynnikéw. — podstawa potegi potggowania
» Potega a” liczby 1zeczywistej a nazywamy ilo-
czyn n czynnikow, z ktorych kazdy jest rowny a, a'=a-a-..-a
gdzie » jest liczba naturalna wieksza od 1. X (5 nitiw

Przyjmujemy: @' =a omz «' =1 gdy a=0

Uwaga

0" —symbol nieoznaczony, a"-a=a"", a":a=a""", gdy a=0.

Cwiczenie 1. Kazda z liczb:
a) 9, 81, 243 zapisz w postaci potegi liczby 3,
b) 32, 64, 128, 1024 zapisz w postaci potegi liczby 2.

[ Przykiad 1. Oblicz:
a) (-3), b -3. o [—%D] . )35,
Rozwiazanie
B (3 =(3)()(3)(3)=51
by 3*=-(3-3.3.3)=-81,

o [ 2)-2ond
3 3 3 9 9

d) 3,5" =1
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Cwiczenie 2. Oblicz:

4 2 3
m-@,lnﬂg, Q[—%},{D{J%} e) (0,02)".

Wykonujac dzialania na potegach, korzystamy z twierdzenia o dzialaniach na potegach.

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych @ 1 b réznych od zera oraz wykladni-
kow m, n, ktore sg liczbamm naturalnymi, prawdziwe sg wzory:

m4+R

1. &g —un iloczyn poteg o tych samych padstawach

2. a":a"=a" " iloraz poteg o tych samych podstawach

” -
3. (ﬁ‘m ) 3 i potega potegi

o

(a - b)m =a”-b" potega Hoczynu

potega Horazi

Ln
Fei—
o | &
B =

3

[
tm‘n

3w

Dowod twierdzema o dzialaniach na potegach wynika bezposrednio z definicji potegi.
Dowod:

m i w4+ R
M (m—n)+n m—n R
2. a":ad" = = = =a" " poniewaz m—n>0 .
a’ a” a”

3. (a-b) :(a-b)-(a-{?)-...-(a-b):(a-a-...-a)-(b-b-...-b):a” B

i ¥t #
i
———
4 [3)”_3_3. @ il &
" \b) bbb bbb
# B
bl
5 (am) =g -a” am:(a-a a} (a € a} -(a-a-...-a}:
\—v—f
¥ m m W
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¢ g X5
Cwiczenie 3. Oblicz: a) [1&} (0,8, b) (0,57 (0,5, ¢ 3°:32,

10 o~ 10

d) 3* 2%, e (23 )3, n [43J EEJ

Definicja
Dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n 1 dla kazdej liczby zeczywiste] a, 10znej

M

1 T
od zera, przyjmujemy, ze @ ' =—= (—} :
a

Powyzsza definicja pozwala rozszerzyc pojecie potegi o wykladniki calkowite.
Nie tracimy zadnej z wlasnosci dziatan na potegach o wykladnikach naturalnych, bo:

¥ = =F= a =0, n — liczba naturalna dodatnia.

Przykfad 2, Oblicz: a) 5, b 27 ¢ (‘&J

-2 2
Rozwiazanie a)S‘lzé, b) 2—3=i=é, c) [—i] =[——] =16.

Cwiczenie 4. Oblicz:

N  sn s 1 1y )
a) [Ej . b)Y (-3, -3 d Pt e) [3% , D (0,125).

-

Uwaga
Jezeli a1 b sg liczbami roznymi od 0 oraz » jest liczbg naturalng dodatnia, to

e | — = =1 e a =—, o |—| =—.
b a a bJ a

Cwiczenie 5. Uzasadnij, ze jezeli liczba rzeczywista a jest tézna od 0 i » jest liczba
naturalng dodatnig, to liczby @™ ” i " s3 liczbami odwrotnymi.
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r Przyktad 3. Zastosuj prawa dzialar na potegach i oblicz:

23 (22} y 3
a) — 2 ) . b) EJ 107

58

)

Rozwiazanie a) . = =27 =16,

_ =8 - -3
5 5 8 J

Cwiczenie 6. Zastosuj prawa dziatan na potegach i oblicz:

o () o] T ) o0

A s . 108 410° . . .

Cwiczenie 7. Wyrazenie —————— zapisane w postaci potegi liczby 10 to:
11 000-10

A 10° B. 10°, C. 10° D. 107"

Przypomnijmy

Do zapisywania bardzo matych i bardzo duzych liczb wygodnie posthugiwac sie nota-
cjg wykladnicza, np. 2 500 000=2.5-1000000=2,5-10°,

Liczby wymierne dodatnie @ mozemnty przedstawic¢ w postaci @ = x -10”, gdzie
1€x<10 1 ne Z. Takizapis liczby @ nazywamy notacja wykladnicza.

( Przyktad 4. Zapisz z uzyciem notacji wyktadniczej liczbe:
a) 5270000, b)0,00653, c)1000 000.

Rozwiazanie

a) 5270000=5,27-10°, 1£5,27<10
b) 0,00653=6,53-107", 1<6,53 <10
¢) 1000000=1-10° 151410 )

Cwiczenie 8. Srednica Ziemi jest réwna okolo 12 750 km. Dlugos¢ te podaj w metrach
1 zapisz z uzyciem notacji wykladnicze;j.



G4 4. Polegowanie, piemwiastkowanie [ logaryimowanie

Cwiczenie 9. Polskama powierzchnie okolo 3,13-10° km?. Wielko&¢ te zapisz bez uzycia
notacji wykladniczej.

Odpowiedzi do dwiczen
1:a) 2%, 3% 33, W) 22,25 of oWl 2.a) —216, b) % c) %, d) —%, €) 0,000008,
3.a)1, b) 31—2 027, d) E, e) 512, £)1024 4.19)36, b) %, ) —%, d) 36, e %, f) &4
6.4, 1, 91, d % 7.4 8 1,275.10" m 9.313 000 km?
Zadania utrwalajace
4.1. Oblicz:
, e 272 2 531
a) -2° b) (-3}, ¢) [;] , d) (-1), ¢) Lﬂ :
g = - 9 =1
f L—g} , g) ngj , R) 2~ L9 4255 i16-27°
4.2, Oblicz, korzystajac z kalkulatora:
\=3
a) (0,012) b) (L75)". o) [%%J _. d) (-0,31)
4.3. Kazda z liczb:
a) 64, 128, 256, 512 zapisz w postaci potegi liczby 2,
b) 0,2; 0,008; 1; 625 zapisz w postaci potegi liczby 5,
1 1 , , _—
— — 27, 72 ; G czby 3
c) S 247 27, 729 zapisz w postaci potegi liczby 3,
d) 0,01; 0,001; 10; 100; ((],Ul)_4 zapisz w postaci potegi liczby 0,1,
4.4. Oblicz:
a) 5-27°, b) 42 +4.3, () T A S
P = 3
d) (140,57 —=(1-0,5), e [l] [3] , f) (-1)°-2° -[—iJ,
' 2 3. ' 2
2 (23
(| 3 2 =3 . 2 3 . 3 (3
o). wiw]t a(2) » LT
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4.5. Oblicz;

N9 g™ 1y? (3°) (
o) (&) v MJ } (3] o5
d) 4—2‘1-@], €) %-2“—3‘% f) E+@] J :

4.6. Oblicz:
53 4 52 72l _ 419 (313+315)_2?
a) T o b) 40° c) (314+3L3]_9
d) (2 +2 )(3 =3 ) ) 5'415'99_4'320'89
(22_33}3 ’ 7 5,97 g8 _7 92 oqb

4.7. Zapisz z uzyciem notacji wykladniczej liczbe:

2) 0,01, b) 0,012, ) 0,00078,  d) 1680, e) 231 000 000.
4.8. Podaj n, gdzie ne 7, gdy:
2
a) 0,0000825=8,25-10", b) (4,8-10‘7)-(6,5-10‘3] —2,028-10"

4.9. Jeden rok astronomiczny to 365,25-86 400 sekund. Liczbe sekund zapisz z uzyciem
notacji wykladniczej.

4.10. Wykaz, ze liczba 2-9'" —9% 9% jest podzielna przez 19.
D[
Pierwiastki kwadratowe i pierwiastki szescienne

Przypomnijmy

V25 — pierwiastek drugiego symbol pierwiastka kwadratowego

stopnia z liczby 25

4
lub krétko , pierwiastek z 257, 1 12 5 — 5
¥\ wartoé pierwiastka

co zapisujemy 25,

/ liczba podpierwiastkowa

e Symbol V' czytamy: , pierwiastek kwadratowy™ albo . pierwiastek drugiego
stopmia”.
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Pierwiastkiem kwadratowym z liczby nieujemne] a nazywamy taka liczbe nie-
ujemna b, kiora podniesiona do kwadratu jest rowna a.

Jesli a>01 =0, to Ja=b wiedy i tylko wtedy, gdy b*=a.

Gdy a=0 1 =0, to:

Jﬁ:JE-JE, J%:%,gdy b0, (ﬁ)zza, m:aﬁ.

[ Przykiad 5. Oblicz:
2) VBT, b) V218, ¢ (VB), ) V253, e V13-

Rozwiazanie a) J81-144=J8_1-Jl44=9-12=108, Ja-b—di.I5

b) V2 /I8 =+/2-18 =36 =6, Ja-Jb=a'b

o (V6) =6, (Va) =a

d) V253 =/52 - B =543, V7 b-a-b
Wy konujemy dziatania pod plerwiast-

} 2 2 0 L. A4

e) 137 -5 :“,163_25 _'\{144 =12, iem i th'czamypferwiastekj

e . S Ji6 2

Cwiczenie 10. Oblicz: a) J4.25, b) ﬁ C) (\ﬁ) . d) J100-7.

Uwaga

Nie istniejq pierwiastki kwadratowe z liczb ujemnych, poniewaz kwadrat kazdej liczby
jest liczba nieujemnag (wiekszg od zera lub rowna zero).

[ Praykiad 6. Uzasadnii, ze /75 = 27 + VIZ.

Rozwiazanie Wprowadzamy oznaczenia:

r~ L —lewa strona yownosci
E i 27 + JE " P — prawa strona rownoscl

L <
Sprawdzamy, czy prawa strone P mozna tak przeksztalcic, by otrzymac strone lewa L.
P=v27+J12=/0-3+J4.3= Nl
=33 +243=543 avb=Nab

L :Jﬁ =253 = Sﬁ. Zatem L=P. C.H.IL.
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Cwiczenie 11, Uzasadnij, ze:

a) V128 =50 ++/18,  b) 24/288 — 34/08 + 24125 — /500 = 342

Uwaga
Przedstawianie iloczynu liczb a- Jb w postaci pierwiastka kwadratowego v a* - b
nazywamy wiaczaniem czynnika pod znak pierwiastka.

r Przyktad 7. Przedstaw w postaci pierwiastka kwadratowego (whacz czynnik pod pier-
wiastek): a) 4-4/3, D) %\E

Rozwiazanie Korzystamy z zaleznosci a-+/b =+a’ b, gdy liczby @i b sq nieujemne.

a) 4. 3= 3 =163=/m,
o 53] =i J

Cwiczenie 12. Przedstaw w postaci pierwiastka kwadratowego:

a) 3J7. b) 0,1-4J60, ¢©) %Jz_?

Przypomnijmy
A 97_ 3 bo (_3)3 - 27 stopien pierwiastka
5. symbol pierwiastlea
J0,001 =0,1 bo (U,l} =0,001L J

wartos¢ pierwiastka
4
e Symbol ‘\]3 czytamy: 3’ 27' L 3
.. pierwiastek trzeciego stopnia” albo — —

., pierwiastek szescienny”, Nliczba podpi erwiastkowa

Pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby ¢ nazywamy taka liczbe b, ktéra podnie-
siona do potegi 3 jest rowna liczbie a.
Jesli ¥fa=b,to b*=a.

Jesli liczby a1 b sq rzeczywiste, to:

GE-Ya 45, o=V bs0. (@) -a. VWD-aiF
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3"
(Przyklad 8. Oblicz: a) ¥216-64, b) _162, c) (%E}3 d) ¥=500.

G
Rozwiazanie
a) Y216-64=3216-J64=6.-4=24, Jab=da 3
b) J—162 16’? }j—ﬂé—d—z—?——i I
dy ¥-500=4-125-4=4-125-4-—5.4. I bou s % |

Cwiczenie 13. Oblicz:

Y35
a) —¥7°, b) 64343, ¢ %/12_'1(1 dy 4/7-343.

Cwiczenie 14. Sprawdz, czy:
a) ¥125-3Y27=Y98, 1) 4-Y2=41s.

Cwiczenie 15. Uzasadnij, ze ¥4° +5° =48 - 7.

Odpowiedzi do cwiczen

10.a) 10, b) % A7, d)10J7. 12.2) V63, b) J0,6, ©) 2. 13.3) -7, b)28, © —%, d) 7.7

14. a) Nie, b)tak

Zadania utrwalajgce

4.11. Oblicz w pamieci:

,14 ,10 ,7:} 324 361 ’ 2
VJ0,0036,
e ( 169 225 289 J196 JJA}O

27 3 343 4 512

by ij—. -\3/(}, 008, 64, H—., 3J0.729, 1331, 3 .

) 216 125 J W ' 216
4,12, Oblicz;

a) V16169, b) 64125, ¢) V2432, d) 4253504100,
e) /80 :4/5, n V5442, g) ggzdszl, h) J0.27 : 10,
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4.13. Przedstaw w postaci iloczynu liczby wymierne] 1 niewymierne] wyrazenie:

a) J25-3, b) /525, ) 28, dy ¥27-3,
e) V162, f) /128, g) /375, h) /135,

4.14. Przedstaw w postaci pierwiastka kwadratowego iloczyn liczb:

a) 243, b) 32, c) 445, d) 56, e) 6+/2.

4.15. Przedstaw w postaci pierwiastka szesciennego iloczyn liczb:

a) —2-42, b) 3-42. ) 2:33, d) 4-34-3, e) —3-4-5.

[ 4.16. Uzasadnij, ze:
D] o) FAVE=vET, by (VT 2 (VB 42 ) =245
¢) ¥250-32=3128,  d) (¥250+128-3/0,016):32=838.

4.17.Czy J3,0625 = 35,359752

- T
=

= Wybierz odpowiede T albo N i jej uzasadnienie sposrod A 1 B,

’4 ; 343
T | Tak, A | f3.0625= 1—2 1 %5,35975:3 ;

64

poniewaz
23
N [ Nie, B. 3,0625=1,75 i 3Y5,35975 = Sa.

Pierwiastki stopnia 7z i dziatania na nich

; ; ; stopieh pierwiastka
a — liczba podpierwiastkowa, 7 BEEP
n — stopien pierwiastka, gdzie » to n
liczba naturalna wigksza od 1, v ad — b
3¢ i i : E ?\\ wartos¢ pierwinsika
b — wartosc pierwiastka n-tego stopnia /
z liczby a. liczba podpierwiastkowa

Pierwiastek ¥a nazywamy pierwiastkiem arytmetycznym stopnia n.

Wartoscig pierwiastka arytmetycznego (jesli istnieje) moze by¢ tylko jedna liczba.
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Definicja

Pierwiastkiem stopnia #, gdzie n jest liczba naturalna:

parzysta wieksza od 0, | nieparzysta wieksza od 1,

z liczby nieujemnej @, gdzie a=> 0, | z liczby rzeczywiste] a. gdzie a € R,

nazywarmy | NAZywaltry

liczbe nieujemna b (5> 0), | liczbe rzeczywista b (b € R),

takaie M =a. | taque ' —a.

Ya =b wtedy i tylko wtedy, gdy 3" =a.

Na przykiad:
Ji21=11 bo 117 =121, : 364 =4, bo 4 =64,
J16 =2, bo 2* =16, | J-64=—4 bo (—4)3 =64,
Wi4=2, bo 2 =1024, : J283=-3 bo (-3)=-243
R =), bo 1121, I -1, bo =1
WYo=o, bo 0" =0, | W= bo  (-1)'=-1

Cwiczenie 16, Oblicz: a) /81, by -32, ¢) $f0.00001, d) o,
e) Y343, n Y&ea 81 -§B1-42, g) V3(¥2 64 +41)

f Przykiad 9. Przedstaw liczbe —5 w postaci pierwiastka stopnia i, gdy:
a) n=3, b) n=>5

Rozwiazanie
a) (—5) =—125, wiee —5=3-125,
b) (-5} =-3125, wige —5=43125. I

Cwiczenie 17. Przedstaw liczbe —2 w postaci pierwiastka stopnia », gdy:

a) n=7, b) n=9, ¢) A=11

Czy mozna liczbe —2 przedstawic w postaci pierwiastka szostego stopnia? Odpowiedz
uzasadnij.

& i _ 3 1 ;
Cwiczenie 18. Sposrod liczb: —1; 0; 0,0081; —0,0081; E —g wskaz te, kiorych nie

mozna przedstawic¢ w postaci pierwiastka czwartego stopnia.
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Uwaga

e Kazdg liczbe rzeczywistg mozna przedstawi¢ w postaci pierwiastka stopnia
nieparzystego.

e Liczb njemnych nie mozna przedstawi¢ w postaci pierwiastka stopnia parzystego.

o Kazdgliczbe nieujemna mozna przedstawi¢ w postaci pierwiastka stopnia parzystego.

Na pierwiastkach tego samego stopnia mozemy wykonywac mnozenie i dzielenie.

Twierdzenie o dziafaniach na pierwiastkach

Jedli istniejq pierwiastki ¥z 1 ¥b. to:

. % : %—; =Ja-b tloczyn pierwiastkow fego samego stopnia
2 (pierwiastek z loczynu )i
Va fa

® ﬁ = d;, gd21e b+0 lloraz prerwiastkow tego samego stopnia

(pierwiastekc z lorazi) 1

m ;i a
. (%) =a” , gdzie me Z 1@ # 0 potega pierwiastka (pierwiastel z potegi)

() e

Cwiczenie 19, Oblicz:

a) 79327, b % 9 (9 27 )3.

Cwiczenie 20, Uzasadrij, ze jezeli istnieja pierwiastki ¥—a i ¥a.to ¥—a=-%a.

rPrzyIdad 10, Przedstaw w postaci pierwiastka iloczyn liczb, czyli wlacz liczbe
pod znak pierwiastka:
a) 3:37, b)) 236, ¢ -3-34.

Rozwiazanie

a) 3.7 =437 =701, =3
b) —2-46=—2" .6 =—4096, o,

¢ —3-Y<4= ;—“{(—3}5 (—4) = f(~243) - () =72

Cwiczenie 21. Przedstaw w postaci pierwiastka iloczyn liczb;

a)y 243, w292, o-38  d1o2 e 105
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f Przykiad 11. Przedstaw pierwiastek w postaci iloczynu liczby wymiernej i pierwiastka,
czyli wylacz czynnik przed znak pierwiastka: a) 4243, b) 4/—864.
Rozwigzanie Obliczenie pierwiastka ulaiwi rozktad liczby podpierwiastkowe;j
na czynmiki.

a) 4243 = e 243=3 ' b) 864 =27 864=2.3°
5t sl | — 2327
Odp.: a) Y243 =343, b) 4864 =—2327. )

Cwiczenie 22. Wylacz czynnik przed znak pierwiastka:
a) Y32, by Y5000, o) 224, d): 7%.

Uwaga
Usuwajac niewymiernosc z mianownika utamka, mnozymy ten ulamek przez odpo-
wiednio przedstawiong liczbe 1 (czynnik 1 nie zmienia wartosci illoczynu, np. a-1= a).

r Przykiad 12. Usun niewymiernogé z mianownika:

a) i, b) i, c) ip d) ﬂ
23 5 i3 542
Rozwiazanie
2 7 _ 1 AW N’ 55 2 an
232 288 BB 25 "6 N
11 "_" 1 3
b) s= 3{’_ v %{_ */_ vy
2 P J: s B o
o 2 _ 2 A7 o
T T T
g B=VZ_8-42 V1 (8 VW2 gyZ-2 471
52 52 2 52 10 5

Cwiczenie 23. Usun niewymiernoé¢ z mianownika:
a) i, b) i, c) %
2 I~ 243



Fierwiastki stopnia n | dziafania na nich 73

rPrzyHad 13. SprowadZ do najprostszej postaci wyrazenie:
— 5
a) 45480124305, 1) M, o ¥, a (5 5—32).

J—64
Rozwiazanie
a) 45— YBO+2¢4205= 80 —5.2¢
=45yt 5ozt 5= 2451235 =545,  aps—s.3 Y7 -2, 5 =3
J_ fase J_ HETR) J_ 3J_ 232 486-2-3, 64-2.2°

=]

Jea o 22 232 =y =2
o T -7 = y(7Y :(2/7_2)9 — 7%= 49, (¥a) -a
9 (32} =431-2 () o (22

Cwiczenie 24. Sprowad? do najprostszej postaci wyrazenie:

2) {3 -Y96+24729. by 3 12;05;;/@, o V5, 0 (ZN3—125 )7.

- e = - . - - - - - - - - s - . - - - - — i - - - - - a..'I

[
I :'_ni!u-\'. ledzi do cwiczen

L6 @3, b2, 901, @0, 97, N0, @53  17.@ Y128, b) Y512, ¢ Y2048 Mie, bonie

istniejg prerwiastld parzystego stopnia z liczb ujermnych 18 -1, —0,0081; —% 19.a)3, b) %, c) 3.
1 0. Wekazown, Ya=gTa. 21 a) Y35, by -WI0E, o -G, @ Y2000,

I €) m 22.2) 242, b) S4B, o) 237, @ 5#1_5 23 a) 4802, v -23H2, © E‘E_]_
l

24 a) 33, b) —, ¢ 125, d)-5.

Zadania utrwalajace

4.18. Oblicz:
ay {160 000, b) 3/0,00032, c) 41024, d) &/729,
e) Y128, n ¥256, o) ¥—1331, h) 2401

4.19. Przedstaw liczbe a w postaci pierwiastka stopnia n, gdy:
a) a=6 1 n=3, by a=-2 1 n=9, ¢) a=41n=6,
dyaaE="7 1 R=3 e) a=6 1n=4, N a=-51n=5
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4.20. Oblicz:
a) ¥2-438, b) # i, c) 64 .32, d) {0,128 : 3/0,008.

81
4.21. Wylacz czynnik przed pierwiastek:
a) Y162, b) Y112, c) /64, d) /486, e) /6250,
f) 4384, g) {1280, h) §/1458, iy 479375, ) 1512

4.22. Wlacz pod pierwiastek czynnik stojacy przed pierwiastkiem:
a) 332, b) 542, ) 742, dy 24/6, e) 243,

f) 342, g) 542, h)y —64-5, iy 23 ) 11311
4.23. Usun niewymiemosc z mianownika:
3 1 4 J‘ V2
a) =5 b) = c) e =
V2 V3 35 SJ_
e) i f _i ) __1 h) ——
I6 ¥ " =

4.24. Sprowadz do najprostszej postaci:

a) VB +32 — 50 +408, b) 125 -420+3J45, ) ¥192+3375 + k1,
d) 128 -3Y54 e, e) 2 -2 +16z, f) 3+ Y48 - 4243,

WE VT W B TSI
g) 3z ) R )ﬁ—\@’ )] —J20

4.25. Dziecko bawiac sie kalkulatorem, wystukalo pewna liczbe. Nastepmnie trzy razy

nacisneto przycisk ..,/ 1 otrzymato liczbe 3. Podaj liczbe, ktora dziecko wystukalo.

4.26. Oblicz:
a) V172 — &, b) V152 + 82, 0 (Y.
d) 9% 17— 64, e) V2 (38 - 24/32), f) J3(5¥9-243)

g) 7354 5316+ 34128, ) (2340 -5¥72)353, i) 49 (59 -3/243),

4.27. Zbadaj, dla jakich wartosci m zachodzi roOwWnos¢:

a) v/50 —v/98 = my/18, b) 5412 + 2427 = mnf243.
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Potega o wyktadniku wymiernym

Definicja
wykladnik stopitn

1
Potege liczby dodatniej @ o wykladnika wymiernym —, potegs pierwiastha
n

N

o3 |
I
S

gdzie n jest liczba naturalng wiekszg od 1, okreslamy wzorem:

( Przykiad 14, Zapisz w postaci potegi pierwiastek: a) 27, b) 48, ©) 7.

L L L
Rozwiazanie a) v/27 =272 b) J8=85 o) ¥7=7" ]

Cwiczenie 25. Zapisz w postaci potegi pierwiastek: a) /3, b) /5, ¢) V12, d) ¥4.

Definicja
Potege liczby dodatniej « o wykladnikn wymiernym ﬂ, gdzie m jest liczbg
"
m

callkowita 1 n liczba naturalng wieksza od 1, okreslamy wzorem an = (ff:; )m .

Uwaga Wszystkie prawa dzialan na potegach o wykladnikach mn 1\"
catkowitych odnoszg sie réwniez do poteg o wykladnikach g% = (a )
wymiernych. Z praw tych korzystamy we wszelkich oblicze- 1

mach laczacvch potegi 1 pierwiastki. = (ﬂm )" =va"

E: : i
Przykiad 15. Zapisz w postaci pierwiastka potege: a) 45, b) 2%, ¢) 102,

3 i)
Rozwiazanie a) 45 — 4" = Jéa, by 23 =32° =432,
L 3
]__ =
) 102 =102 =+/10° = J1000. )

2
Cwiczenie 26. Zapisz w postaci pierwiastka potege: a) 32, b) 5°° ¢) 7%

rPrzyIdad 16. Zapisz w postaci potegi liczby 2 pierwiastek: a) ¥/4, b) §/32.
Rozwiazanie
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ik

Cwiczenie 27. Zapisz w postaci potegi liczby 3 pierwiastek:

a) ¥27, b)) ¥BL, ¢ {2187

Cwiczenie 28, Wiedzac, ze ajest liczba dodatnia, ki / sa liczbami calkowitymi oraz ni m
liczbami naturalnymi wiekszymi od 1, przepisz wzory do zeszytu i wmiejsce [l wpisz

[

wlasciwy wyktadnik.
E 1
a) ghgi—gq ., tloczyn poteg o tych samych podstawach
£ 1
b) gRp® =g -, iloraz poteg otych samych podstawach
!
( E)E
C) a” =27 . potega potest
1
13 225 132
Przykiad 17, Oblicz: a) 22-22, b) —— «¢) | 64° ) .
V3
Rozwiazanie
1
1 3 2ty P
L G2 2 =94 E 4 k1
a) 22.22--7 arogm—gh m
\ 3
JAP ~ TR =4 ¥a -5 -ah
- 3 1
Ealiey e S
4 3
P 3
ﬁ ; ah g —agh m
EN Cl Y
N
1 % S U P
PG 643 2 =645 =(25)6 =2 6 =2
C) [643j = < (ah) =g
1

o 4 15 142
Cwiczenie 29. Oblicz: a) 33-33, b) - c) [?293j :




Polega o wykiadniky wymiernym

1

= Cwiczenie 30. Wiedzac, ze i b sa liczbami dodatnimi, k jest liczba catkowita i n licz-
ba naturalna wieksza od 1, przepisz wzory do zeszytui w miejsce [l wpisz whasciwy

wykladnik.

K
a) (a-b}g = a.b.,

potega iloczyni

poteca ilorazu

( L

Przykfad 18, Oblicz: a) [%j 25 b2 T.
Rozwiazanie
1 1
1% g L £k K
a) [—j 29 =[_ j =17=] a"-b" —(a-b)
2
! = =
= 11 | 13 = EoE &
b 23'— = | 2 :83:38:2 el —; . h
) [4] [ .lj J_ a*: b (a.b}
Cwiczenie 31, Oblicz:
2 2 1 i
% 1 433 =% [ 8
a) 33| — |, b) 25 3: =| .
HCERERC
(Frzyldad 19, Przedstaw w postaci potegi liczby 2 pierwiastek ¢f2+/2.
1
4 3{ & 3‘ B iy 1 Lok
Rozwiazanie +2+/2 =V¥2.22 =V22 =|22] =22 2:22=3 2J

Cwiczenie 32, Wykaz, ze J4-2 =42

Pordéwnujac potegi o roznych podstawach
nalezacych do zbioru R* iréznych wyklad-
nikach:
e staramy sie przedstawic te liczby w posta-
ci poteg o takich samych wykladnikach,
a nastepnie
¢ pordwnac ich podstawy 1 wyciagnaé
wriosek.

Na przyklad:

2500 i

=
o
o
o .
o2
Lad
)
=
ki
b~
Lh
=
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f Przykiad 20. Poréwnaj liczby /3 i /5.

Rozwiazanie
1 1
=35 = oraz HB=53=
3 B, 1 1 5
B _ 515 - EZE oraz EZE
1 1
=(3 ) = 2715 =(55) =312515
2743125
1 1
Wniosek: 2715 < 312515,

Zatem %“_/’5< %E

Cwiczenie 33, Poréwnaj liczby:

ay 4™ § 3% b) ¥2 i 3.

i
I| Odpowiedzi do cwiczen |
! 1 1 1 1
i & 11 |
l 25.a) 32, b) 52, ) 123, d) 48 26. a) -%@ h) 43125, C) @49. '
'l 2 2 1] |
g 27.a / , O3 29.a) 5, , ©) 3 31, a) —, 5%
:*' ) 34, b) 3%, ©3 19.2)9, b)2, )3 31 )9 b)5 |
|
l |

33.a) 4300 .0 B LA

- s fpp— S 1 [ 44 s e e

Zadania utrwalajace

11
4.28. Liczba 2 4 przedstawiona w postaci potegi liczby 16 to:
_dd & _1 B
A 16 8, B. 16 &, C.16 4, . 16 3.

4.29. Oblicz:

1 5 & & 1 3
3 2)2 [ij 2 [Ej 3 3 2
a) 643, b) [16 . ©) o) d) - , e (0,125) 3, 1) 252

2 2 2 1

< £ = = -1
g) (0,027)3, h) 1000 3, i) 2-273 ) [gj 2[%) . k)25 =gt a1
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79

4.30. Stosujgc prawa dzialan na potegach, oblicz:
2 3

3 1 s 1 1 11 1
7 7 =

4) (4

4.31. Okresl, do ktorej potegi nalezy podniesc liczbe 8, aby otrzymac:

| | |
a) 64, by 1, c) 2. d)4, e) — ) 32, g) — h) —.
) ) ) ) ) 2 Ly ) 2 ) 256
4.32. Przedstaw w postaci jedne] potegi wyrazenie:
1 1
a) 3°.32.372 b) ¥5-32.3%.33, ) 3B, d) 43230,
2 1 2 = {1IY®
3 - P -= 512832
- 223/4.8 3 (‘ij
4., - i L S .
€) [3 Jz?], f T 2) - b 535
V2162 25 2
4.33. Przedstaw w postaci pierwiastka wyrazenie:
S w . s .
a)24,  m2¥, 935, @3 @33 n8gs g2

4.34. Uzasadnij, ze:
l_a) V48 +/147 = /363, b) Y1080 — Y40 =320, c) 40 =33,

d)?-%ﬁ-b’%er%J:S%, e)ffa_g:az-ﬁ,gdy az=0, DL%’II_G:QE.

4.35. Oblicz:

2] ’243 ’ 1
q—97—, b) &/-16 -¥16, 2-8——+§—
2 32 ) ' © 1024 64

4.36. Porownaj liczby:

V2 i 0 py 25”290 WiV, @B ids

4.37. Uzasadnij, ze:
D | 1 1

1 1 1 1
a) %/g}ﬁ, b) 32432432 _32 .32.32, C) %/_m+-3\f_216 =-2

d) jezeh a:245, h=3*4 (3’:520, to a<c<b.

) 1 1
a)[_JS.(_JS, b) 33-33, ) 22-82, d)53-25%  €) 1083.23 473492,
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Pojecie logarytmu

wyktadnik potegi 5/ _ (Pierwiastkowanie
4 / 32=2 — szukanie podstawy potegi.)

5
podstawa potegi _» 2 == 32
4

\ ]-ng 32 =5 (Logaryimowanie

warto$¢ potegi / —szukanie wyldadnika potegi.)
a liczba logarytmowana
log,8=3  Dbo 2" =8, 4
— j 2 =L g
log,9=2 bo 3*=9 loga =1 —
log.25=2, bo 5 =25

podstawa logarytmu /4

Definicja
Logarytmem liczby dodatniej b, pizy dodatniej podstawie a roznej od 1, nazywa-
my wyldadnik ¢ potegi, do kidrej nalezy podnies¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe
logarytmowana b.

c=log, b wiedyitylko wiedy, gdy a° =5

[ Przykiad 21. Oblicz:
a) log, L log, 4 log, 16, log, 64,

b) log, L leglé, log, 3, log, 27.

3 I 3 3

Rozwiazanie
a) log,1=0, bo 4"=1 log,4=1, bo 4 =4
log,16=2 bo 42 - 16, log,64=3  bo 4 = 64,
g0 it
b log,1=0,  bo G] -1 log%%:L s [%] -1
RN 1
log, 3=-1, bo [EJ 5 leg%,’l?:—_?, bo (51 ~27.

3

Odp.:a)0,1,2,3, b)0,1,-1,-3.
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Cwiczenie 34. Oblicz:

1 1 1
a) log. 1, log.5, logjg, log. b) logﬁg, log. L logﬁq—é_. log.216.

125

rPrzyldad 22, Uzasadnij, ze jesli a jest liczbg rzeczywista dodatnig rézng od 1, to:
a) log,a=L Db)log,1=0.
Rozwiazanie Zalozemia: a>0 1 g# 1. Bezposrednio z definicji logarytmu wynika, ze:
a) log,a=1 bo d=a en b) log,1=0, bo =1 enu J

N

3

. log,, 10,
2

& s ; 1
Cwiczenie 35. Oblicz: a) log, 6, logi > log V2. logE
27 3

b) log,L log,,L log,, 1 log,1, log, L.

( Przyktad 23. Uzasadnij, ze jesli a jest liczba rzeczywistg dodatnig r6zng od 1, to:
a) log, a" =k, gdzie k jest dowolng liczbg rzeczywista,

b) log , a* = E gdzie k jest dowolng liczbg zeczywista 1 p liczba rzeczywista

rozng od 0.
Rozwiazanie Zalozenie: a>01 a# 1.
a) Zatoézmy, ze log, a* = ¢, gdzie ke R. Z defimicy logarytmu
@t =" log, b= ¢ wiec a° =b.
=K. C.IL .
b) Zalozmy, ze log - at =c, gdzie ke R oraz pcR i p#0.
(ap )C - Z definicji logarytmil
log,b=¢ wiec a®=b.
p-ec Kk -
€ =il (a,m) i
pc=k
k
cC=— C.JLIL,
? J

Twierdzenie
Jezeli a jest liczba rzeczywistg dodatnia i rézng od 1 oraz b liczba rzeczywista dodat-
nig, to: elog 1=0. olog a=1. llogaak:k, gdzie k= R

olugapakzﬁ,gdzie keR, pesRip#0, o aB?_p
p
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Cwiozenie 36, Skorzystaj z definicji logarytmu i uzasadnij wzoér &% = b.

[ Przykiad 24. Oblicz:

5
i 5 1 1
a) log, 27, logﬁ(ﬁ), logl[gj . bylegs4 ¢ loggg, d) logig.
4

4

Rozwiazanie
Ly
ay log, 27 =3, log‘ﬁ(\@)s:i logl[lj =0 log, a* =k
1
1
b) logs4=log 2 =1: =4 JZ=22 4=2
-
¢) logg—=log .3 =-1] :—l Joit L
g 2’ "3
3 1
d) log,8=log -2 =7:( "):_E ——2% g=0
P
1 3
Odp.:a)-3,5,-5, b)4, ¢) — d) —

2 2 J

Cwiczenie 37. Oblicz:

1 3 2 o 1
a) logl[E] . b)logpg (\g] C) logzﬁ(\.@] , ) logiz, €) 10&.’21-
2 2

Cwiczenie 38. Oblicz:

a) log,8 b) log, 54 © logllé, d) loglff', e) logié, ) logg, 32.
8 9 125

[ Przykiad 25. Oblicz:
a) zlﬂgz’}r, b) 2310%2 5, C) 1610%23.

Rozwiazanie

a) zlogg 7 _ % alagab L
by 2°1°82° = (zlogzﬁf =5 =125, =\ ~(am) i 2080 =
C) 1610g23 _ (24)10323 _ (210g23)4 _ 34 — gL o (a”]m —(am]n i olog3 _o

Odp.:a) 7, b)125, ¢)8l.
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Cwiczenie 39. Oblicz:

rPrzyk{ad 26, Przedstaw liczbe:

a) 2 w postaci potegi liczby 7,  b) 11 w postaci potegi liczby 15.

Rozwiazanie Korzystamy z wzoru a'°%® =
a) 2=7°872 p) 11=15"8stL )

Cwiczenie 40. Przedstaw liczbe: a) 3 w postaci potegi liczby 10,
b) 25 w postaci potegi liczby 4, ¢) 100 w postaci potegi liczby 5.

Cwiczenie 41, Przedstaw liczbe: a) 2 w postaci logarytmu o podstawie 3,

b) % w postaci logarytmu o podstawie 2, ¢) 100 w postaci logarytmu o podstawie 10.

Uwaga

Wazna role w matematyce 1 naukach matematyczno-przyrodniczych odgrywa:

¢ logarytm przy podstawie 10 zwany logarytmem dziesietnym, zamiast log,, b
piszemy logh lub lgb,

e logarytm przy podstawie e (gdzie e=2,718281828...) zwany logarytmem natural-
nym, zamiast log, b piszemy Inb .

Cwiczenie 42. Przerysuj tabele do zeszytu i w miejsce [ll wpisz wlasciwa liczbe.

b 0,001 (00101 (1] 10]100( 1000 | 10000 (100 0000|1000 000

op | -2 | - N -

Poshugujac sig uzupelmiong tabela, ocen prawdziwos¢ ponizszych merownosci:
a) log34>0, b) logl24<31ilogl24>2, ¢)logh(2>-31loglh02Z<—1
d) logl0 000 000 < 5.

Odpowiedzi do cwiczen

M a0, 1,-1,3, 1,023 E.al, »no 36. Wskazdwha, Zatdz, ze log, b=c.
37 a4, M3 -2 d)2, e)-2 38 a)i b)i ot d) 2 e)l ni
L ‘ : ' gl X 3’ CAZLES I

39. 2)5, B2 A9 B 88 N36 40. a) 3=10'98103 p) 25=4198425 & 1090 = 5108 100

41. a) 2=1og; 9, b) %zlngzﬁ, ¢) 100 = log; 510" 42, a) Prawda, b)prawda, o prawda, d) falsz
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Zadania utrwalajgce

4.38. Oblicz:
a) log,1 log,4 log,v2, log, 0,125, b) log, 2 log, 4 log, ~/2, log, 16,

2 2 2 2

¢) logl00, logm, log 0,01, logm, d) log.l, log. % log, N log, 625.

4.39. Oblicz:
a) log. 125, log,16, log,8], log.6 log,343,

b) log. 1;5, logzl, log31 log, 614’ log 0,001,

8 27

c) logs(ES\E), logzﬁ log5(6v’g), log, NES log, 49,

1 1

d) log, V2, logﬂﬁ, log s J32, log, o7 log 5 5
4.40. Oblicz, nie uzywajac kalkulatora:

] 5 log =3
a) 310g3 8, (0;5) 0Ln 5 ) (.JE] N : €h112, b) 5210g5 ?, 10310g5, 6210%510, E3_21115,

) 2510g52’ d) 810%25, €) 7210g73+1, f) 3410g3 5—3’ g) 27210g32—1_

4.41. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [l wpisz wlasciwg liczbe.
7= a) log, =2 log; =3 log. = —l, b) log o 27=3, log )] 64 =6, log I Tl
2
4.42. Zapisz za pomoca logaryimu rownosc:

a) 6=216, b 1°=1331, ¢ 102=0,01 d)4* =2 ) (JE]¢=4.

4.43. Oblicz log, , b, gdy:

a) b=0,2, b) b=625, ¢) b=30,04, d)b=5, €) b:%

4.44. Sposrod liczb:

log, 4, log0,0001, Ine, logﬁq—lts, log-, 1, log3\/§, 10%4&’ logg 8, 10g9%

wypisz te, ktore s3:

a) ujemne, b) rowne 1, ¢) dodatnie 1 mmejsze od 1.
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4.45, Przerysuj tabele do zeszytu i w miejsce [l wpisz whasciwa liczbe.

b 10,125)10,25(0 128 [ 256 | 51211024

log, b | -3 | ------I-----

Postugujgc sie uzupelniong tabelg, porownaj liczby:
a) log, 0,113, b) log, 0.8 10,5, ¢) log, 100 17.

i

4.46. Przedstaw liczbe 2 w postaci logarytmu o podstawie:
a) 2, b) % €y 3; d) 4, e) 5, N 10.

Logarytm iloczynu, ilorazu oraz logarytm potegi

Pojecie logarytmu jest zwigzane z pojeciem potegi, wiec z praw dzialan na potegach wy-
mkajg prawa dzialan na logarytmach.

Twierdzenie

Jesli a, b1ic sgliczbami dodatnimi i @+ 1, to:

o log,(b-c)=log,b+log,c, logarytm iloczynu
b

o log,—=log_b—log_c, logarytm ilorazii
¢

e log b =m-log b, gdy meR. logarytm potegi

Udowodnimy dwa pierwsze wzory. Dowod wzoru trzeciego pozostawiamy Uczniowl.

Dowéd: Jedli log, b=x ilog,c=y, wtedy b=a" i c=¢a’.

Zaten
X, o — g
e bc=a"-a’, skad b-c=a""”, SRDERE
XY= loga (b : c). Z definicji logarytmu
a®=b,wiec log,b=c.
Zatem log, (b-c)=log, b+log,c. cn.d.
Az
E:a—, skad Ezax—y? aoia a7
c a¥ 5
b - o
x—y=log,— Z definicji logarytmii
¢ dc=b,w1¢c lngab=c:_

Zatem log,, 2 =log,b—-log,c c.n.d.
c
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[ Praykiad 27, Oblicz:
a) log,12,8+1og, 2,5, b) log,40—log,10, ¢) 2log,6—log. 4

Rozwiazanie
a) log,12,8+log,2,5=1log,(12,8-2,5)=log,32=5, log, b+1log,c—log, (b-c)
40
b) log, 40~ log, 10=log, == log, 4=2, fivg: b —loe s,
Z
, 36
¢) 2log,6—log,4=log,6" —log, 4=log, a4 log,9=2. m-log, b—log "

J

Cwiczenie 43, Oblicz;

a) log, 80+leg, 0,1, b) log3§+log3é, ¢) log, 10+ log, 0,4,
d) log, 48—log, 3, e) log. 10—log, 2, f) log,9—log, 72,
g)2log,, 5+ 2log 2,  h) 3log2+ 3logs5, i) 210g26—410g2«/§.

rPrzyklad 28, Oblicz: a) log,(logl00}), b) log, (log, 24+log, 4—log, 6.
Rozwiazanie

a) log,(logl00}=log,2=1, logl00=2

wykomijemy w pierwsze] kolepnosci

24.
b) log, (log, 24+log,4—log, 6}= log{logz #] =log, (log, 16} =log,4=1

wykomifemy w plerwszej kole nosci

Odp.:a) 1, b) 1. J

Cwiczenie 44, Oblicz: a) log,(log,512), b) log{logsll—logﬁ%—logs 2}

Cwiczenie 45, Wskaz za pomoca nawiasow kolejno$¢ wykonywania dziatar i oblicz:
a) log, log, 16, b) log, log,512.

f Przykiad 29, Wiedzac, ze log, 5~ 2,322, oblicz przyblizona wartosé logarytmu:
a) log, 50, Db) log,6.25.
Wynik podaj z doktadnosgcia do 0,01.
Rozwiazanie
a) log,50=1log,(2-25)=log,2+log,5" =1+2log, 5.
Zatem log, 50=1+2-2,322, czyli log, 50 =5, 64.
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- -2
b) log, 6,25:log2%:logz[%J =2-log,

=2(log,5—log, 2)=2-(log, 5-1).

Zatem log, 6,25~2(2,322—1), czyli log, 6,25 ~2.64.

Odp.: a) log, 50~ 5,64, b) log,6,25=2,64. J

Cwiczenie 46. Wiedzac, ze log2~ 0,3010, oblicz log4+%log8 —4log %
Wynik podaj z dokladnoscig do 0,01. )

logy 3
(Przykiad 30, Oblicz: a) 3°8+°, py 2836-logd
log9+log3
Rozwiazanie
log, 3 log, 3 1
a) 31‘3349 :32108143 :352,\'[1 log, 9=2log, 3
log3—6
log36 —log4 _ 4 _ log a lngb=10g§,
log9 +log3  log(9-3) iog 4o Iogh = oga-5)
_ log9 log3® 2-log3 2
_leg,’l?_lgg33 _3-10g3_§' J

Cwiczenie 47. Oblicz:
log, 16 logl Zl—logl 3
log, 4 b log, 48 —log, 8 : 2 3
" log,9+log, 4~ log, 49
2

a) 5

Odpowiedzi do cwiczen

43, a)3, b)-2, ol, d)4, e}, D3, DZ h)3 DI 4. a)2 b) % 45. a)1, b)2 46, 572
l _

5

1
47. 25, b) - O

Zadania utrwalajace

4.47. Oblicz:
a) log4+log25, b) log5G+ log 20, ¢) log, 2+ log, 18,
d) log, 96 —log, 6, e) log, 108—log, 4, M) log, 6—log, 3,

2 2

o) logb—log2—log3, h) log, 480—log, 5—log, 3.



a8 4. Poltegowanie, piemiastkowanie | logaryimowanie

4.48. Oblicz:
243
a) 2log, 6—log, 4, b) log&+ 3log5. ¢) log, 3+ 2log, 3
d) Zlog, 5+4log, 2—2log, 10, e) log,3—-3log, 2+log, 24,
2 2 2 .
M) log,18+log, 8—2log, 3 o) log15+log2+21055—logi
4 4 4
4.49. Wykaz, ze:
£|_a) log, 50=2+log, 2, b) log,15=1+log, 5,
¢) log,6+log, 8=2+log, 3, d) log; 5—1=log, 10.
2 2
4.50. Przedstaw w postaci jednego logarytmu wyrazenie:
a) l1+leg, 4 b) log,5-1 c) leg,3-2, d) 2-log, 6.
3
4.51. Oblicz: log5s
a) log, (log1000), b) 5'°823, ¢) 10-10'983-0e2,
14,
d) ng]_ (1@%39). E) 102+10g3, I-Dgﬂ '-6 10%5-64>
- log. 6-log. 512
log; 75—2log, 5
%) 2 2 h log36+log4 i log4+ log9 log25
log; 6-log; 2~ log3+log4 log2 log3 logl2s
2 2

4.52. Pordéwnaj liczby: S
o ) 2 ~ logy 3+logy —
a) V8 i 29V by 5 ioleES g4 o dN2Bi4 e

].Dgl 4

-

o

4.53. Wiedzac, ze log3 =~ 0,477, oblicz przyblizong wartos¢ logarytmu:

a) log30, b) log%, c) logé, d) log 27.

4.54. Wykaz, ze jesli log,5=a, to:
D 2 log,10=a-+1 b) log,2,5=a—1, ¢) log,100=2(a+1).

4.55, Oblicz x, gdy:
a) logx=2log5, b) logx=log40—log5,
c) logx=log2+log3+log4 d) logx=2log3+log4

e) logx=3log5 —%logfa‘, f) log, x =log, 10+leg, 5—log, 25.
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Przyktady zastosowan poteg i logarytmow

Notacja wykladnicza nazywamy zapis liczby wymiemne] dodatniej x w postaci
x=a-10", gdzie 1< a <10 i njest liczba catkowita.
Na przyklad: 2° =3,2-10, (0,02) =3,2.107.

Cwiczenie 48, Zapisz w notacji wykladniczej liczbe: a) 2% b) 3, © 7 d) i

Korzystajac z zapisu liczb dodatnich w notacji wykladniczej przy uzyciu logarytmow dzie-
sietmych, mozna okreslac liczbe cyfi potrzebnych do zapisywama wielkich liczb.

W tym celu wystarczy znac tylko kilka wartosci logarytmow dziesietnych: log2 = 0,301,
log3 =0,4771 Pokazemy to na przyktadach.

— 4 —64100 | 1og25 6-log2 =6-0,301
cyﬁy?&r_lzapisie |[ logzﬁ —l R06
=k | 141=
I
25 32768 =3,2768-10° | log2”=15-log2=15-0,301
i ee—t.._ 2 [ =Y
cyfr w zapisie | 1og’*15—4 515
=441
| 441=5
Uwaga

Jezeli x=a-10" i ae{1;10), to do zapisu liczby x potrzebnych jest #+1 cyfr.

r Przykiad 31, Okresl liczbe cyfr potrzebnych do zapisu liczby:
a) 2% )60 o5
W obliczenmiu przyjmij log2=0,301, log3=0,4771
Rozwiazanie
a) log2'% =100-log2 =100-0,301 =20,1.
Zatem w zapisie liczby 2 7 bedzie 31 cyir. n+1=30+1
b) log6™® =50-log6 = 50-(log2 +log3) = 50-(0,301+0,4771) = 38,905,
Zatem w zapisie liczby 6> bedzie 39 cyit. n+1=38+1
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30
0 1og53°:10g[¥] =30-(logl0—log2}=30-(1-log2) = 300,699 = 20,97.

Zatem w zapisie liczby 530 bedzie 21 cyfr. A+1=20+1
Odp.: a) 31 cylr, b) 39 cyl, ¢) 21 eyl _J

Cwiczenie 49, Okresl liczbe cyfr potrzebnych do zapisu liczby: a) 9 b) g C) 9520

Logarytmy przed erg komputerow 1 kalkulatorow miaty olbrzymie zastosowanie w obli-
czeniach. Przyrzad zwany suwakiem logarytmicznym byl powszechnie uzywany do konca
lat 80. XX wieku przez technikow 1 inzynierow.

Cwiczenie 50, Poszukaj w internecie informacji o suwaku logarytmicznym i okresl, jakie
dziatania na liczbach mozna bylo wykonywac przy jego uzyciu.

Wielu naukowcow wyniki swoich doswiadczen 1 obserwaciji staralo si¢ opisac wzorem.
We wzorach tych wykorzystywali logarytmy dziesietne (log ) albo logarytmy naturalne (1n).
Oto kilka przykladow.

Prawo Webera-Fechnera Wzor Ciotkowskiego Skala Richtera
(psychologia) (kosmonautyka) (sejsmologia)
w:k-ln£ vy Tt Rz]ﬂgAi

Wzor opisuje zaleZnosd pomie-
dzy fizyczing miarg bodzon B
a reakcjg zmystows, np. warok,
shuchu, wechu na Jego sife.

Weor opiswje zaleZnosc miedzy
prediasciq v rakiety a je] masq
My z paliwerm § masq m bez
paliwa oraz predkosciq gazdw
wylatowych.

Weor okredla wielkosd trzesienta
ziemi na podstawie amplitidy A
drean wstrzgsow sejsmicziych.

[ [
| |
I |
I |
B | m | 0
I I
I |
I I
| I
| |

rPrzykIad 32, Zastosuj wzér R = log%, gdzie 4y =10"* [cm] i oblicz, ile razy mniej-
szg sile ma trzesienie ziemi w skali Richtera 3 od trzesiema ziemi w skali Richtera 5.
Rozwiazanie
R= logi 1 4g= 1074 [cm] log%= loga logh

A —4
R=log—— skad R=Ilogd—logl
107
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R=log A+4loglt. log10=1
Zatem  legA=R-4

log,b=c to b=a"

A=10%4
- _ _qpd-d4 1
Jezeli: R=3to A4=10"""= ; A 1 1
skgd —=—:10=——.
R=5to A =10°"% =10 4 10 10
Odp.: 100 razy. J
= Cwiczenie 51. Przerysuj tabele do R [213lalslsl7lslol10
zeszytu, zastosuj wzér R=log—— | [em) || NN NN [
10

i w miejsce [l wpisz wlasciwa liczbe. Z tabeli odczytaj wartosé R, dla ktérej:
a) A=1m, b) A=100m, ¢) A=1 km.

Cwiczenie 52. Poszukaj w internecie informacii o najwickszych zarejestrowanych trze-
sieniach ziemi: a) na calym swiecie, b) w Europie, c¢) w Polsce.

Uwaga

Chemicy do okreslenia kwasowosci roztworu wodnego postugujg sie okresleniem
czynmka pH: pH= —lc}g[HJr ] gdzie [H“L ] okresla stezenie w roztworze jonéw
wodorowych.

pH ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 14
| H,0" > OH" | [Hp*} < [DH*]
kwasowy zasadowy

pOH 14 13 12 11 10 & 8 7 6 5 4 3 2 1 0
107 107’ 10"
pH=—log|H,0" | pOH=—log| OH |
Dla chemicznie czystej wody pH =—logl® ' =7.
Jesli:
e pH <7, toroztwor ma odczyn kwasny,

e pH > 7, toroztwor ma odczyn zasadowy,
e pH=7 (woda), to roztwor ma odezyn obojetny.
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|' Przykiad 33. Stezeniejonéw wodorowych [HJ“ ] W mieszaninie jest téwne 1,26-107%,
Oblicz pH tego napoju. W obliczeniach przyjmij logl. 26 =0 1.

Rozwiazanie
pH = —IDg[H+ ]
pH:—log[1,26-1(}_4 ] — —(1og1,26+1og10—4 ]: log (4-5)=log 4+ log 5

——logl,26—logl0™ wiec pH~—0,1+4=309.
Odp.: pH=3,9. J

Cwiczenie 53, Oblicz pH soku z pomaranczy, jesli stezenie [H+ } jestrowne 1,26-107°,
W obliczenmiach przyjmij logl,26 =0, 1.

| Odpowiedz do cwiczen

42 2) 2,56-10%, b) 2,43-10%, o 3.43-10%, @) 1,024-10°. 49 )48 cyfr, b) 41 cyfr, © 70 cyir

— — — —

|
i
!
|
|| &= [ 2|3]|4]l5 6| 7| 8 | ¢ | 10
|
!
|

51 a6 b)s 9
] ] Wekazdwie. Zastosy)
Aflem] | — | — | 1| 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100 000 | 1 000 000 . LR
100 ) 10 wzor 4A=107""
3. 4.9,

Zadania utrwalajace

4.56. Okresl liczbe cyfr potrzebnych do zapisu liczby:
a) 12°° b) 154, c) 40%° d) 60%°,
W obliczeniu przyjmij log2=0,301 1 log3=0,4771

4.57. Oblicz amplitude A trzesienia ziemi o sile w skali Richtera:
a) 4,7 (trzesienie ziemi w Polsce — 1993 1),
b) 9,5 (najsilniejsze trzesienie ziemi na swiecie — Chile, 1960 1.),
c) 9 (trzesienie ziemi w Japonii — 2011 1.).
W obliczemach zastosu] wzor R = log 10—_4.
4.58. Oblicz:
a) pH octu, wiedzac, ze stezenie jonow wodorowych w occie jest rowne 1,26-1(}_3
(w obliczeniach przyjmij logl 26 = (L 1),
b) stezenie jonow wodorowych w mleku, wiedzac, ze pH mleka jest rowne 6,6
(w obliczeniach zastosu] wzor pH = —log[H30+ ]).
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4.59. Poziom glosnosci dzwieku L, wyrazony w decybelach (skrét dB), oblicza sie z wzoru

I 12| W
L=10-log o gdzie 7 tonatezenie dzwiekn, a Iy = 10712 {—2} jest natezeniem dZzwie-
0 m

ku odpowiadajgcego progowi styszalnosci przez czlowieka. Oblicz:

; 2 e s ; ; 4 W
a) poziom glosnosci startujacego samolotu, dla kiorego 7 =10 3 —
m

b) ile razy wieksze natezeme ma grzmot pioruna, dla ktorego L =120 dB (decybeli),
od najcichszego dzwieku, dla kidrego L=0 dB.

4.60. Cichy szept to 30 dB {decybeli), glosna rozmowa 60 dB, a intensywny ruch uliczny
to 90 dB. Ocen, ile razy wieksze natezenie glosnosci od szeptu ma:
a) glosna rozmowa, b) ruchliwa ulica.
W obliczeniach zastosuj wzor L=10- log%, gdzie L to poziom glosnosci dzwiekn,
10~
a I to jego natezenie.
4.61. Podgrzewany garnek z zupg kucharz zdejmuje z palnika i odstawia. Temperatu-

ra T garnka, wyrazona w stopniach Celsjusza, jest w procesie stygniecia opisana
t
iJm, gdzie czas ¢ mierzony jest w minutach.

wzorem 7 =100 [

a) Podaj temperature gamka zaraz po zdjeciu z palnika.
b) Oblicz temperature garnka po uplywie 10 minut.
¢) Czy po 30 minutach mozna podniesc garnek golymi rekoma, nie dotykajac uchwytow?

Zamiana podstawy logarytmu

Twierdzenie o zamianie podstawy logarytmu
Jezel a, b, ¢ sg dodatnimi liczbami rzeczywistymioraz a#11 c# 1, to

log, b
log, b= ]
log, a
: + x " | log.b
Z (zaloienie): ac R \{l}, be R", ce R"\{l}. | T (feza): log, b= e g
0g. @
h o -
Dowéd:  Poniewaz a°%” = b, wiec log. a8’ =log b SRV 7
] & Strony rawhoscl.
czyli log, b-log.a=log,b/: log, a fog abeek —tsp Belon
log, b= m. c.aL .

log,a
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R Cwiczenie 54. Wykaz, ze jesli ai b sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi réznymi od 1,

to leg, b=

log, a

( Przykiad 34, Wiedzac, ze log, v/a =0.125, oblicz log, b.

Rozwiazanie
log, Ja= %-logE, @, WiecC
| 1
k) = 4y
Elogba 2
log :
b=y =
4 log, @ log b
1 1
log,b 4
log,b=4
Odp.: log,b=4 J
Cwiczenie 55, Oblicz log_ b, gdy:
1 B
a) logb[—szll’}, b) 1055%19_5:9_
£
( 2
Przykiad 35. Wykaz, ze log, 9=——.
1+log, 2
Rozwigzanie log.9= FgJ 2 =i ’f? ) = log,(4:-c)=log,b+log,c
021 gzl
2 log;3=1
— — D =
log, 3+1log, 2 -
2
=, C.1 L.
1+log,2
Cwiczenie 56, Wykaz, ze:
a) log, 100= l ; b) leg,3-log,4=2,
log2 -
c) 2 :ilug4+1ilog8. d) log96™ —0,25-1og3: :
log,10 2 3 27  log,l0
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[ Przyktad 36. Oblicz:
a) log,6-log,9 D) leg,.17-log, 5.

Rozwiazanie log, 9
log, 9 L e
a) log,6-log,9=log,6- 36=log39=2, OE3
0
& o 5= logs 5
| 3 1 e
b) log,17-log,, 5=log,17-—25 _|og, 5=—. logas 17
0g,:17 B 2
Cwiczenie 57. Oblicz: a) log, 5-log. 8, b) loggﬁ-log\@ 9.
Odpowiedzi do éwiczen o o
: 1 _5 e s _ log100 -
: 55. a) log, b= 5 b) logab_gq. 56. Wekazdwka. log,100= o : 57.a)3, M2
Zadania utrwalajace
4.62. Zamien na logarytm przy podstawie 3 logarytm:
a) log,, 2, b) leg, 25, ¢) log , 5. d) leg,, 8.

3 NG

4.63. Zapisz w postaci jednego logarytmu iloraz (iloczyn) logarytmow:
-ﬁ /

3} log, A b) log, 4
log, 7

o5 ¢) log, 7+log, 3, d) log, 3:log, 5.
30

4.64. Zapisz w postaci jednego logarytmu sume (r6znice ) logarytmow:

a) log, 5+ log, 9, b) log, 7+log, 11, c) log, 2—log, 4.
2
4.65. Oblicz:
1 1
a) log| 2— Elegﬁﬁ -logﬁg, b) log, 7 log:3 log, 5—1.
4.66. Wykaz, ze:
_ e W . 1+ log?2
a) log,7-log,3=1 b) log,5-log, 3-log5,=§, ¢) log,20= 2og3
d) log,,16= : e) log; 2-log, 3-log.4-...-log,, 9 =log 2,

log, 3’
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f) log, b-log,c-log, d-log,e-log, a=1
edy a b, ¢, d e s3 dodatnimi liczbami rzeczywistymi roznymi od 1.

4.67. Wiedzac, Ze log, 4= a, wyraz w zaleznosci od a liczbe:

a) log, 9, b) log, 27, c) log, 811 d) log,, 729.

4.68. Wyraz za pomocy a:
a) log, 10, gdy a=log,5, b) log, 2.5, gdy a=leg, 5.
c) log, 16, gdy a=log, 2. d) leg,, 16, gdy a=log, 28.

4.69. WyraZ za pomocg al b:
a) log,; 0.8, gdy a=log; 4 1 b=log, 5,
b) log, 360, gdy a=log, 20 1 b=log, 15.

4.70. Wykaz, ze liczbg calkowitg jest wartos¢ wyrazenia:

D

—l_a) logtg40°+logtg50°,
b) lUUlogsinrﬂrU" +10010g5in50°
¢) logtgl®+logtg2°+logtg3®+ ...+ logtgBB8°+logtg 89°,
d) log, 3-log, 4-log, 5-logs 6-logs 7-log 8.

—  Zestaw powtorkowy
1. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
a2 L
Dziesigta czes¢ liczby 23 -53 jest roéwna:
10 000 000, B. /1000 000, C. 100 000, D. 3’10 000.

2. Dokonez zdanie. Wybierz wilasciwq odpowiedz sposrod podanych.

-6

Wartos¢ wyrazema J_ 1est rowna:

A 2 B.=1; .0 D.1.
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3. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposvod podanych.
2 4

Wyrazenie | 4/5 - 1253 [é} 125 2 7apisane w postaci potegi liczby 5 to:

il 1;
A, 52 B. 5 2 C. 52, D. 5%

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyceh.

Wartos¢ wyrazenia log, 0,5+ log, 6 jest réwna:

A. 6.5, B. 1, C. log; 6,5, D.3.

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyceh.
Liczba log, 24 jest rowna:

A. 1+log, 6, B. 2+log,12, C. 3+log, 3, D. 4log, 3.

6. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Liczbg ujemnsg jest wartos¢ wyrazZenia;

A. logs125-logs 5, B. 2logg4—logg2, C. logys9-log, 2, D. logzgﬂngz%

7. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz F, /—9.3-81=3 P

jezeli zdanie jest prawdziwe, lub F — jeslii jest

fadszywe.

2
F
=)
(4-3‘1— 9‘1)2=2. P|F
logm:O,S_ P|F

— 9
8. Crzy wartos¢ wyrazenia (QNQ —343 ) jest liczbg wymierng?
RI— Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A1 B.

T | Tak, A | (5B =B,
poniewaz > 5
N | Nie, B. (ﬁ) =(-4Ba3).

9. Wykaz, ze liczba calkowita jest wartos¢ wyrazenia:
D[

1 1 i
—log2 +=logle +=log128
a) 102 3 g . b) Ujllogﬂ,ll :0;111‘)%0’1, c) 310g2 _210g3.

10.Wykaz, ze jesli ai b sg liczbami dodatnimi réznymi od 1, to log, b-log, a =1.
D

R



5. Wzory skroconego mnozenia

Kwadrat sumy i kwadrat roznicy dwoch wyrazen

Przypomnijmy
Mnozac dwa dwumiany, korzystamy najpierw z prawa roz-
dzielnosci mnozenia wzgledem dodawania, a nastgpnie prze-
prowadzamy redukcje wyrazéw podobnych, czyli jednomianéw
rézniacych sie jedynie wspdlezynnikiem liczbowym. Mozemy
rowniez wykonac to dziatanie ,,pisemnie”, w sposob analogiczny
jak pisemne mnozenie liczb.

(a+b)(ct+d)=

=a-¢ct+a-d+b-¢e+b-d

(Na przyklad. Wykonaj mnozenie (5x—2)-(2x—3),

10x° —4x <« 2x(5x—2)
10x*—19x +6 J

+(=2)2x+(-2}-(3)=
—10x*—19x+6

1 sposob: | 1l sposob:
'm | 5x—2
(5x—-2 -(2x—3): | y PHTE
' | Ix—3
=S+ 2x+5x-(-3)+ : 4 lsx46 <« 3.(5x-2)
I
I

Przeksztalcajgc wyrazenia algebraiczne, czesto trzeba podnies¢ do kwadratu sume lub
roznice dwoch wyrazen albo tez pommnozyc¢ sume dwoch wyrazen przez ich rdznice.
Wzory, ktére ulatwiaja wykonywanie wyze] wymienionych dzialar, nazywamy wzorami
skroconego mnozenia.

[ Przyklad 1. Wykaz, ze (a+b) =a’ +2ab+b".
Rozwiazanie (a+b)2 =(a+b)(atbh)=
=a’+ab+ba+b* =a® +2ab+ b TR

Dustracja graficzna rozwigzania, gdy a >0 1§ b >0:

«—at+h—>»

a b

T a a? ab
P = a? + | ab| + ba +| B

l bl  ba B




Kwadrat sumy | kwadrat roznicy dwoch wyrazen

Twierdzenie

Kwadrat sumy dwoch dowolnych wyrazen jest

réwny sumie kwadratéw tych wyrazen i ich po- (‘1 it b)z =a’ +b" +2ab
dwojonego iloczynu.

rPrzykiad 2, Zastosuj wzor na kwadrat sumy dwoch wyrazen i wykonaj potegowanie:
a) (x+3), b (4a+9c)
Rozwiazanie
a) | A1 3 A © | 3 I~ Z.\X 3

(x+3}2 —x°+3%4+2-x-3=x"+6x+9,

by | 4a 1 e = (@a” <+ B+ / (aal [oc

(4a+ 96)2 = (4@}2 —|—(9€.}2 +2-4a-9c=16a"+72ac+81c".

Cwiczenie 1. Zastosuj wzor skroconego mnozenia i wykonaj potegowanie:
\2 ; ; S| N )
a) (x+5), b)(2x+7), © (9yp+8z), d) [:a—l— J e) (VZ+1).

( Przykiad 3, Przedstaw w postaci kwadratu sumy dwoch wyrazen:
a) x> +14x+49, b) 4x"+20x+25.

Rozwiazanie
a) x°+14x+49=x"+2.7-x+ 72 =(x+7), a’+2ab+ B
b) 4x° +20x+25=4x"+2.10x+25=

=(2x)" +2-2x-5+5°=(2x+5)"
10x

Cwiczenie 2. Przedstaw w postaci kwadratu sumy dwéch wyrazen:

a) x°+12x+36 b) 165+ 8x+1 c) %x2+2x+ 4,

d) 4x” +12x+9, e) 0,01x” + 0,04x+ 0,04, f) 100x” + 400x + 400,
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Twierdzenie
Kwadrat roznicy dwoch dowolnych wyrazen jest

2 2 ed
rowny rozmcy sumy kwadratow tych wyrazeni ich (a —b) —a*+b*—2ab

podwojonego iloczynu.

Cwiczenie 3. Uzasadnij, ze (a—b)’ =a” —2ab+b".

rPrzykiad 4. Zastosuj wzér skroconego mnozenia i wykonaj potegowanie (3x—4).
Rozwigzanie

2] - Y x| == [4)° J6GA

(3x—4)" =(3x) + 4 -2-3x-4=9x> —24x+16,

Cwiczenie 4. Zastosuj wzér skroconego mnozenia i wykonaj potegowanie.

2
a) (x—2, Dby (2x-7), o (4-3), d (%y—im}, e) (V3-1).

-

( Przykiad 5. Przedstaw w postaci kwadratu réznicy dwéch wyrazen:
a) x° —20x+100, b) 362" —84x+49.
Rozwiazanie
a) X —20x+100=x"—2.10.x+10" = a=xib=10
— (x—10),

b) 36x° —84x+49=(6x) —2-6x-7+7% =

=(6x—7)2. a=6x:ib=7]

Cwiczenie 5. Przedstaw w postaci kwadratu réznicy dwoch wyrazen:

a) x> —6x+9, b)4x’—4x+1 ¢ %x2—§x+16.

r Przyktad 6, Zastosuj wzor skréconego mnozenia i oblicz:
a) 2003°,  b) 1999°.
Rozwiazanie
a) 2003% =(2000+3)" =2000%+2-2000-3+3° =4 012 009,

b) 1999% =(2000-1)° =2000 —2-2000-1+ 1> =3 996 001.
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Cwiczenie 6. Zastosuj odpowiedni wzér skréconego mnozenia i oblicz:
a) 305% b) 1027 c) 99° d) 999°

Odpowiedzi do cwiczen

1
1.a) x> +10x+25, b) 4x° +28x+49, ¢ Bly’ +144yz+642°, d) Eaz+a.ﬁ.+b3, &) 1+247.

2

2.a) (x+6Y, B) {4x+1, o [%erZ] @ (2x+3)% @) (0,1x+0,2)%, D (10x+20)°
] T T

4.2) X —4dx+4, b) 4 —28x+49, ) 16—24x+9¢, d) TV =S +25e, e) 4-2413.

2
s5.a) (x=3)%, b) (2x-1)%, 9 [%x—ﬂL] . 6.2)93025, b) 10404, ¢) 9801, d) 998001,

Zadania utrwalajace

5.1. Zastosu] wzory skroconego mmnozenia 1 wykonaj potegowanie:

a) (x++2), b) (x-+14)" o) (2y+6). a) (35241,
¢) (8x+y). D (2°+3°), @ [Zab + lf. ) [E e lv]h.
. 2 4 2
5.2. Przedstaw w postaci kwadratu sumy dwoch wyrazen:
a) x° +8x+16, b) 4x° +4x+1, ) 4x* +12x+9,
d) 9x% +12x+ 4, €) 25x° + 40x+16, f) 64x° +8x+ i

5.3. Przepisz przyklady do zeszytu i w miejsce Bl wpisz taki jednomian, aby podane wy-
razenie bylo kwadratem sumy dwoch wyrazen.

a).+18x+8], b) 9y + l +100, c) 9x% + 12x+ IB.
5.4. Zastosu] wzory skroconego mnozenia 1 wykonaj potegowanie:
a) (2—xY, b) (V3—x), 0 (5z-1Y, d) (1- ),
- 2
] . 1 , )
&) (3x—2y). 1) (4xp—3Y, g) [Zx— 3 1j ; h) (-2—x)"

5.5. Uzasadnij, ze suma kwadratow dwach kolejnych liczb nieparzystych przy dzielenin
D | przez 8 daje reszte 2.

5.6. Przedstaw w postaci kwadratu réznicy dwoch wyrazen:

2
a) x> —2x+1, b) .rz—x+l, c) .1:2—:.1:+i,
4 3 9

d) 1, 2085=2.2%+], e) 9x° —6x+1, ) 2x*—42x+4.
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5.7. Przepisz przyklady do zeszytui w miejsce [l wpisz taki jednomian, aby podane wy-
- = razemnie bylo kwadratem réznicy dwoch wyrazeni.

a) .—4x+i, b) 81x2—.+i, c) i.r2—4x+..
- 9 25

5.8. Zastosu] wzory skroconego mnozenia i oblicz:

a) (3++42)°, B (VB-1)° o (VF+VZ) B (1-35) o (VT-45)"

5.9. Zastosu] odpowiedm wzor skroconego mmozemnia i oblicz:

a) 39°, b) 1037, c) 2022 d) 4997
[ 5.10. Uzasadnij, ze liczbg naturalng jest wartos¢ wyrazenia:
D[, (V6 VBY +6v2 b) (VG <)’ 445

¢) (V6 -5vZ) ~(VI5 - 245, d) (5v3-6) —(VI0-345)"

— : 2
5.11. Uzasadnij, ze jesli n jest liczba naturalna, to liczba (10” + 2] jest podzielna przez 9.
D[

Roznica kwadratow dwoch wyrazen

[ Prayktad 7. Wykaz, ze (a+b)(a—b)=a*—¥"
Rozwiazanie (a+b)(a—b)=ala—b)+b(a—b)=

—a’—ab+ba-b =g’ - b —ab+ba—0
TNlustracja graficzna rozwiqzania, T T i T
d 0, b>01 ax>h: a—b| p—fa— '
gay a = I a - ‘Fl} [ﬂ b} (ﬂi’l‘b] E?:gz—bz )5
|
b ! To l
_l___JL-:____._..___..! b I
«——— O —e—> rlgl'
- a+h — & —™
B 1 P, —polaobszarow zaznaczonych kolorem niebieskim.
Zauwazamy, ze P, = B, czyli (a—b)(a+b)=a’-b" i

Twierdzenie
[oczyn sumy dwoch dowolnych wyrazen przez ich

- S )
roznice jest rowny roznicy kwadratéw tych wyrazen. (a+b)(a—b}=a”—b
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( Przyktad 8. Zastosuj wzér skrdconego mnozenia i wykonaj dziatania:
a) (5x—3y}(5x+3y),  b) 53:47.
Rozwiazanie

a | S5y} = 1y .I 5 3y : 5x * R3y
(5x—3y)(5x+3y)=(5x) - (3y) =252 - 95",
b s3a7= | Go] + (3) || Go] — [

53-47 =(50+3)(50—3) = 50° —3* = 25009 = 2491. )

Cwiczenie 7. Zastosuj wzor skroconego mnozeniai wykonaj dzialania:

a) (x+4)(x—4} b)(5-23}(5+2y} o [Zm—kén][bn—én], d) 31-29.

Cwiczenie 8. Oblicz 1 okresl, czy otrzymany wynik jest liczbg wymierna.
) (2-v3). B (1+47). o (2-8)(2+46). @) (32 -V5}(3v2+45)

r Przykiad 9. Przedstaw w postaci iloczym dw6ch wyrazen réznice kwadrat 6w
a) (x+4Y =25 b)) (x+1¥ -3 o (x—2) —(x+1)"

Rozwiazanie

a)  (x+4) -25=(x+4)-5= a=x+41ib=5
= (x+4+5)(x+4-5)= a' b =(a+b)(a b)
:(x+9](x—l),

B (x4l —3=(x+1P - (¥3) = 3-(+3)"

x+1+J§](x+1—J§],
9 (x-2F—(x+1F =[x—2—(x+1)]- [x—2+(x+1)] =

=-3(2x-1) )

Cwiczenie 9. Przedstaw w postaci iloczynu dwéch wyrazen roznice kwadratéw:
a) (x-2Y-16,  b) (x+7F -8L  © (x+3)°-5,
d) x* -1, e) 9x* — 49, ) (x—1) —(x+2).
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r Przyktad 10, Przedstaw x” —3x w postaci t6znicy kwadratéw dwoch wyrazen,

Rozwiazanie
2 2 3
X—3x=x"-2-—x=
2
~2 o D
zrz_z.i.x+[i] = E} = Eorzystamy z rawnosci
2 2; \2 at 2ab=(a b)Y
\-—‘.—H

Cwiczenie 10. Przedstaw w postaci réznicy kwadratéw dwéch wyrazen wyrazenie:
a) x° —4x, b) x° +5x, ¢) x*—6x+5.

Odpowiedzi do cwiczen

7.2) x> -16, b) 25-)%, © 43112—%?:2, d) 899 8. a) 9— 445, nie, b) 8+247,nie, ) -2, tak, d) 13, tak
9.9) (x+2)(x—6), b) (x+16)(x~2), O (x+3+45)(x+3-45), & (xz—l)(xl +1), e) (3&—7)[3x2+7).

: : i sy (sY e -
0 —3(2x+1) 10. a) (x—2)*-2%, b) (HE _[E , © (x-3y-2

Zadania utrwalajace

5.12. Zastosuj wzory skroconego mnozenia i wykonaj dzialanie:

a) [a—lj[anti} b) (x+2y)(x—2y). ¢) (2a—5)(2a+5),

d) (6a—2b)(6a+2b), ) (4-3x)(4+3x), D (1-x7 (1427},

o) (JE—JEJ(JE+ \/E) h) (2x2 —33#)(21‘2 + 3}1], i) (3.1‘3 —4}'2)(3x3 +457 )
5.13. Zapisz w postaci iloczynu wyrazenie:

a) 9a” —100, b) 144— 37, c) 1-9x7,

d) 49x* 957, e) 64x° —25y° ) 169x* — 225,

g) x* —16, )%= i) x*—4y% P xt =yt

5.14. Oblicz i ustal, czy otrzymany wynik jest liczba wymierna.
a) (VZ-3)(VZ+43})  b) (2V6-3)(2V6+3)  o(3VI-4/3)(3V2+443)
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5.15. Wykonaj wskazane dzialania 1 zapisz w najprostsze] postaci wyrazenie:
b) (x—1) —x(x+1),
d) 2(3x—1)* +3(1-2x),

a) (x+3)(:x—3)+(x+3)2,
) (2.1:—}1)2 —(2x+y)2.

) (x—5F —(x=5)(x+3),

&) 4(x—y)(x+y)-3(x—y)
5.16. Doprowadz do najprostsze] postaci wyrazenie, a nastepnie oblicz jego wartosc licz-
bowa dla podanych wartosci zmiennych zapisanych obok.

b) 4(x—1)(x+1)—(2x—-1)(2x+1), » =/3,

-

d) (33:—5_19}(3)4:4—5_1;}, =)

& AN
g ¥ = _[-Ir-—a

a) (x+2)° -3(5-x)° x=2

c) (:x—y)z —(x—|—y]2, =1
d) 1,2-10°-0,8-10",

5.17. Zastosuj wzor na rozmce kwadratow 1 oblicz:
b) 7.9-8.1, ¢) 3.02-2,98,

a) 199-201
5.18. Uzasadnij, ze liczba wymierng jest wartos¢ wyrazenia:
b) V10— 543 -/10+54/3,

d) V6+3v3 -3-A2-5.

Bl_a} N7 26 -7+ 246,
) V242 4B,
0) (4x—1) -2,

5.19. Przedstaw w postaci iloczynu dwoch wyrazen roznice kwadratow:

b) (2x+1)> -9,
f) 16x> —(3—x)

a) (x+4)° —100
€) 452 —(x—l]g,

d) (x+2) —(2x 1),
5.20. Przedstaw w postaci roznicy kwadratow dwoch wyrazen:
b) X +10x, C) X —x,
) ¥ —-\Ex.

€) ¥ +J§x,

a) x” —8x,
d) x*+3x,

5.21. Uzasadnij, ze wartos¢ wyrazenia:
D

ra) 999% ] jest liczbg podzielna przez 1000,
—1 jest liczba podzielng przez 31,

12

b) 5
2 3B ;
¢) @ +b" =0 gdy a=01b=0.
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Zastosowanie wzorow skroconego mnozenia

Wzory skroconego mmnozenia stosujemy miedzy innymi do:

e usuwania niewymiernosci w mianownikach utamkdéw — czynimy tak dlatego, ze dzie-
lac przez liczbe wymierna, otrzymujemy dokladmejszy wynik, niz gdy dzielimy przez
liczbe mewymierna,

¢ rtozkladania wyrazen algebraicznych na czynniki —jest to pomocte przy rozwigzywaniu
rownan 1 nierdwnosci roznego typu,

e zapisywania wyrazen w prostszych albo dla nas wygodniejszych postaciach,

e porownywania liczb mewymiernych.

Pokazemy to na przykladach.
[ o . . B
Przykiad 11. Usun niewymiernos$¢ z mianownika wyrazenia :
v2+5
Rozwiazanie
3 3 > s Mnozymy wamek przez
245 B 2+5 - v -3 B liczhe 1—J§_5, by zastosowac
V25
3.(&_5) WI_15 15-33 W mianowniku wzor
Sk b = . (asd)(a b)=d b
(fZf -5 225 13 |

Cwiczenie 11, Usun niewymiernos¢ z mianownika wyrazenia:
a) £’ b) ;, C) i’ d) L’ E) ﬂ
243 1++3 52 245+1 2-7

[ 1
Przykiad 12. Uzasadnij, zejesli @>0, b>01i a—b=1to ————=~Ja—/b.
yk ] 1 a a -JE+'JE a

Rozwiazanie

Z (talofenie): a >0, b>0, a—b=1, : T (teza): ﬁ:\f;_@'

1 1 Ja-b_ a-

- M - JE_ JE C.ALIL z zatoZenia 4 bB=1
a—b J
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Cwiczenie 12, Uzasadnij, ze jezeli ¢>0, b>01 a—b=1 to0 ——== a-++Jb.
18 .

- Cwiczenie 13. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

Nieprawdziwa jest rOWnNOoSc:

1 1
A, afd=]= : Bafiedff— = -
JZ 41 N

1 1
C. «ﬁ+6=ﬁ_6, D. Jg—ﬁ:m.

Uwaga Jezeli zapiszemy poznane wzory skréconego mmnozenia w postaci:

a’+2ab+ B = (a —|—b)2, a®—2ab+ b = (a—b)z, & - = (u+b)(a—b),

to mowimy, ze stosujemy je do przeksztalcenia sumy algebraicznej na iloczyn odpo-
wiednich wyrazen.

Przeksztalcenia te nazywamy rozkladaniem wyraZen algebraicznych na czynniki
z zastosowaniem Wzorow skroconego mnozenia.

Cwiczenie 14, Zastosuj wzory skréconego mnozenia, rozléz na czynniki wyrazenie:

a) Ox> —6x+1,  b) 25m° —0,36, c)14ﬁ+2x+4, d) (4x—3)" - (2-x)"

(a+b}2 _(a—b}2 _

4 4
(a+b)2 _(a—b}z _
4

Przykiad 13. Wykaz, ze

L —lewsa strong rownosal

Rozwiazanie
P — prawea strofa rownosci

"u{g

# S
Aby wykazac réwnosc, nalezy przeksztalcic jedna z jej stron (w naszym przykladzie
strong lewq L) tak, aby otrzymac drugg strone:

a—l—bz a—bz a+b 2— a—bz X zZ XxX—=z
L_( } ( } - — e
T T 4 B y ¥ v
— [( B b) L (a L b}] [ [(a 0 b) 14 (a _ b)] — Stosujemy waory skrdconego mnoZenina.
4
:zb'za:4ab:ab:j?_
4 4

Zatem L =P. C.H.W. J
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a® +h? _{a+b}2+(a—b}2
4 4

Cwiczenie 15, Wykaz, ze

[ BG+sY
Przykiad 14, Poréwnaj liczby ai b, gdy a= % ib= 25_‘}33_}.

Rozwiazanie Przedstawiamy liczby a1 b w najprostsze) postaci:

\r’§+52
(¥3+5) :3+10J§+25:28+10\/§:%+10ﬁ:14+5ﬁ

=

2 2 2
(ac+§:5)2—r;12+2415+b2
- 53 244 :1“‘5“5:10\@“5_ 244
2-a3 244 4-3 SEW

Badamy roznice a — b

a—b=14+5J§—(1oJ§+15]=—5J§—1.
—5J§—1<0,Wi@c a—b < 0. Zatem a < b. J

Uwaga Poréwnujac dwie liczby rzeczywiste a1 b miedzy soba, mozemy badaé:
* roznice a— b 1poréwnywac jaz liczba 0, wtedy jesh:
R a-b>0 to a=b, B a-b<0,toga<bh,

e jloraz %, gdy b >0, 1 pordownywac go z liczbg 1, wtedy jesh:

[ E::»1, to a=b, [ §<Lto a<b.

Cwiczenie 16, Poréwnaj liczby a¢i b, gdv a=— 1 b= :
] Y gay - Nl

rprzyldad 15. Oblicz (V315 V3 5 )2.

Rozwiazanie (J3+J§ —-J3—\E)2 = (a—b) —a’ —2ab+ b’
(V3535 ) W35 BB+ (VB - oo -Nab

=3+45-2,J(3+45)(3-+5}+3-5 =
= 6-2J8 (V5] =6-2y0-5=6-4=2. (a+a)(a_a)—a2_53




Zastosowanie WZOrow skroconego mnozenia 109

2

Cwiczenie 17. Otlicz (\/2 —_ 34244 )

rPrzyIdad 16. Przedstaw w postaci kwadratu sumy albo kwadratu réznicy wyrazenie:
a) 3+ 242, b) 29-1245.
Rozwiazanie
a) Stosujemy wzér a” +2ab+b" =(a+ b)z.

3_‘_2_\:’? Jeéﬁs’cI:ls'b:ﬁ,
A N o o +h> =13,
a” + b? 2-ab

ab=+7 i J2 =+Z 1. Zatem 3+2J§=(1+J§]2.

b) Stosujemy wzér a” —2ab+b” = (a— b)z.

G- .\E Jegli:

/ Ik G=6.ib=x5 10 o +b> %29

czyli ab=6J3 1 645 = \—)-2 35 . Gl B0
b
3.245 a=3ib=2005,t0 o +5°=29.
2
Zatem 291245 =(3-24/5Y . ]

Cwiczenie 18, Przedstaw w postaci kwadratu sumy albo kwadratu réznicy wyrazenie:

a) 6+ /2, b)) 124—7043.

Umiejetnosc przedstawiama liczb mewymiernych w postaci kwadratu sumy lub roznicy
dwoch wyrazen pozwala obliczac miedzy innymi pierwiastki kwadratowe z liczb niewy-
miernych. Korzystamy wtedy z wlasnodci ¥a® = | Pokazemy to na przykladzie.

Dla dowolnej liczby zeczywiste] a:
° ‘a‘:a, gdy a=0,
° ‘a‘:—a, gdy a< 0,

e Ja?=|d
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[ Praykiad 17. Oblicz:

@) J(3-vB) +y(2-22). 1) Jo-45.

Rozwiazanie ,_@_\ F@_\
) 3B +y(2-242) —J-2v2]+ 222 3 B0
=3-2\2-242J2=1 2 242<0
b) Przedstawiamy liczbe 9 —45 w postaci kwadratu roznicy dwoch wyrazen:
9-4/5=9-2-245= Jezeli a=2 i b=+f5,
:gz_g.g.\g%\/g]z:(g_\g:}{ to a® +5>=9.

£
o= = [(2+3) =p—3]=5-2 2 J5<o |

Cwiczenie 19. Oblicz:

a) \l(m—w‘ﬁ]2 —J(NE—Q}E, b) ¥7-26.

Odpowiedzi do cwiczen

’E, J_ L9 3(V5+2) @ ng—?. B) -3-47 13.¢,
W2
14.2) (3x— 1}2 (5m—0,6)(Sm+0,6), © [—lw] d) (5x—5)(3x-1) 16, a>b 17. 6.

18. a) (JE+ 2)2, b) (545—7) lub (?—S'ﬁ} 19 a)—1, b) J6-1

Zadania utrwalajace

5.22. Rozloz na czynniki wyrazenie:

a) @’ +4ab + 40>, b) 9a> —12ay+ 437 c) 9x* b7,

d) 16b> -9, e) 43> — 20x+25, 1) 42> +12n+9— 45,

g) (5x—2) —36, hy (6x+1) —(6x—5), 1) x*-81

i) 1- %% —ijﬂ—yﬁ_. K) 64z° —a? +2ab—b>, 1) 3’ —2_]-*2 —ZNZy—1.

5.23. Usun niewymiemosc z mianownmnika:
-2 1 V2 2 1
a) =1 b) 1 C) = d) - .
NN Ji+2 2JZ -3 Vi-B 53




Zastosowanie WZorow skrbconego mnozenia 111

5.24, Uzupefnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowie & sposrod oznaczonych literami C 1 D,

Réznica kwadratéw liczb J2+1 i 2—4/2 jest rowna:

A. -3, B. 3(2v2-1}.
Kwadrat roznicy liczb 243 +42 1 3 —+/2 jest réwny:
C. 11+ 446, D. 3.
5.25. Wykaz, ze:
B, 1B Byl if
G Ve |

5.26. Wiedzac, ze m=3-+J5 i n=3—+/5. oblicz:

a) ma, b) 1?2, C) m —nz, d) (m—n}z, e) (m +n}2.

5.27. Przedstaw w postaci lcwadratu sumy albo kwadratu roznicy wyrazenie:

a) 7+ 2V6, b) 4—24/3, ¢) 21— 845, d) 5+ 246.

5.28. Wykaz, ze:

Rl_a.) No+45 =542 b) V8+247 =7 +1

5.29. Porownaj liczby a1 b, gdy:

) 1 ) 2
a) a=J6+2 i b=2—J§, b) a= 1 b= 3
) ) \(lg—l 'Jg—l
: 5 1 : 2 2
€) a=5J2+2 i b= . d) a= 1 b= — :
) J2-1 ) V3-1 Ji-1 541
5.30. Oblicz;
2 2
2) (JS-J?+J5+J?). b) (J57—40JZ—J57+40JE),
221 3222 -3 2_4 100% —99°
C) + 3+ i 1 lFE .
2+1 3+2 443 5+4 100+99

(9—2@]2 . (9+2~l’1_-’-1]2
2 (ﬁJr\E]E

5.31. Wykaz, ze liczba

bf 7 2)

lest wymiema.

5.32. Wykaz, ze roznica kwadratow dwoch kolejnych liczb naturalnych jest liczba
D | nieparzysta.
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5.33. Uzasadnij, ze jeshi a1 b sg dowolnymi liczbami, to:

Dl 2 | 3.2
& 155 Hadhdy G2

>ab, d)a®+b°+222(a+b).

-

5.34. Wykaz, ze dladowolnej nieparzystej liczby naturalnej x liczba postaci (x —1)” +(x+3)°

jest podzielna przez 8.

2
2 _
[ 5.35. Wykaz, ze 2443 + 2-3 ]

B VZ+2dE 22—\

"‘)‘
e w

=  Zestaw powtorkowy
1. Ocen prawdziwosc podanve h zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe lub
F— jesli jest falszywe. Wpisz odpowiedz do zeszytu i jq uzasadnij.
Wartos¢ wyrazenia (3\5 —4..,@) (3-J§+ 4J§) jest liczba niewymierna. P|F

Réwnos¢ (5— EJE)E =x+ J;JE bedzie prawdziwa, gdy w miejsce x podstawi-
my liczbe 49, a w miejsce y liczbe —20,

a1

2. Wykaz, ze wartos¢ wyrazenia —-J_ 8 jest liczba calkowits.
D[ ¥2=]
3. Dokonez zdanie. Wybierz wiasciwqg odpowiedz sposrod podanych,
Tesli x>+ % =65 1 xp=28, to wartos¢ wyrazenia (x+ )~ jest rowna:
A. 158, B. 121, €.93, D. 37.

[ 4. Wykaz, ze:

ﬂl_a) jesli liczba calkowita przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to je] kwadrat przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 4,
b) kwadrat liczby naturalnej niepodzielnej przez 3 powigkszony o 2 dzieli sig przez 3.

5. Wykaz, ze V611 (6+4/11)-(¥22 -2} =50
Bl

6. Wykaz, zejedli x=0 i x+i:5, to x° +i2:23.




6. Rownania i nierownosci liniowe

z jedng niewiadoma
Przypomnijmy
Dwa wyrazenia algebraiczne, z ktorych przynajmniej jedno zawiera zmienna, pola-
czone znakiem réwnosci nazywamy rownaniem.
Zmienng wystepujacg w rownaniu nazywamy niewiadoms.
e Tradycyjnie (najczescie] ) mewiadomg w rOwnarniu

: 2x+1=x+2
oznaczamy litera x.
e Liczba spelnia rownanie, jesli po podstawiemiu :> ] "\:
je] w miejsce niewiadomej otrzymujemy rownosc
prawdziwa. 2\_1\,+_1.r = l-—_t—iz

Naprzyklad: 0=0, 2=2, —1=—1, ..itp. 3 3

e Liczbe, ktora spelnia rownanie, nazywamy rozwiazaniem rownania
lub pierwiastkiem rownama.

fPrzyHad 1. SprawdZ, ktéra z liczb: -2, 0 spelnia réwnanie:
a) ‘x—2|=4, b) x(x+2){x—6):0.
Rozwiazanie
a) x-2=4

b) r(x+2)(x—6}: Q,.
L F |

7 P

e Sprawdzamy, czy liczba —2 spelnia rownanie.

L=|-2-2|=|-4=4 : =—2-(-2+2)-(-2-6}=-2-0-(-8)=0
LE=P | L=P
¢ Sprawdzamy, czy liczba 0 spelnia roéwnanie.
L=[0-2|=|-2=2 | L=0-(0+2)-(0-6)=0
L#P | L=P
Odp.:a)-2, b)-210. J

Cwiczenie 1. Sprawdz, ktore z liczb: —2, 0, 2. 4 spelniaja réwnanie:

]. __I. ’ ¥ 3
=—, d)P+4x=(x+2)-4 e =1
I-x 3 -

a) 2(x—2)=4 b)|x-1=3 ¢

Cwiczenie 2. Uléz réwnanie, ktérego pierwiastkiem jest liczba:
a)l, b3 o2 d)o.
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Nie kazdg liczbe mozna podstawi¢ w rownaniu za zmienng. Wszystko zalezy od tego, czy
po podstawieniu liczby za zmienng mozna wykonac dzialania na liczbach.

Zbior wszystkich liczb, ktore mozna podstawic w rownaniu w miejsce mewiadome;,
nazywamy dziedzing tego rownania.

| Najczesciej dziedzing oznaczamy literg D.

Dziatania nieokreslone (niewykonalne), kiore poznalismy, to:

1° dzielenie przez liczbe 0, na przyklad w rownaniu:

° 1 =4 nie mozemy za zmienng x podstawic liczby 0,
o co zapisujemy x =0, wtedy D=R\{0},

=3 Za zmienng x nie mozemy podstawic liczby 1,
co zapisujemy x =1, wtedy D= R\{1k

2° zerowa potega liczby 0, na przyklad w rownaniu;

o x'=1 Za zmienng x nie mozemy podstawic liczby 0,
co zapisujemy x = 0, wtedy D= R\ {0},

o (a+ 1}2 =(a+ 1}0 za zmienna a nie mozemy podstawic liczby —1,
co zapisujemy a=—1 wtedy D= R\{-1};

3° pierwiastki parzystego stopnia z liczb ujemnych, na przyklad w rownaniu:

o Jx+2=16 Za zmienng x mozemy podstawic tylko liczby spelniajace
warunek x+ 22 0, wtedy D= (—2; + m},
4
* x = 3 za zmienng x mozemy podstawic tylko liczby spelniajace
Y warunek x—1> 0, wedy D=(1;+o00),
o Y3ix=2 za zmienna x mozemy podstawi¢ tylko liczby spelniajace

warunek 3 —x >0, wtedy D=(—o0; 3)

Cwiczente 3. Sposrdd liczb: —1, 0, 1 wybierz te, ktore naleza do dziedziny rownania:

a) x(x—-1}=2, b) x(:_l}:e;, C) x23—l:L d) Vf1-2x=2.
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Uwaga

e Rownanie, ktore spelniajg wszystkie liczby nalezace do jego dziedziny, nazywamy
rownaniem tozsamosciowym (toZsamos$cig ) lub réwnaniem nieoznaczonym.

¢ Rownanie, ktore spelnia jedna lub wigcej liczb nalezacych do jego dziedziny, nazy-
wamy rownaniem oznaczonyim.

e Rownanie, kidrego nie spelnia zadna liczba nalezaca do jego dziedziny, nazywamy
rownaniem Sprzecznym.

Rownanie liniowe z jedng niewiadoma

Definicja

Rownanie z niewiadoma x postaci ax+ b=0, gdzie b < R, nazywamy:
e rownaniem stopnia pierwszego z jedng niewiadoma, gdy a = 0,

e rownaniem liniowym, gdy a« R,

a, b —wspolczynniki liczbowe rownamia.

Dziedzing rownania liniowego jest zbior liczb rzeczywistych R.

r Przykiad 2, Rozwigz réwnanie liniowe i zaznacz zbidr rozwiazan na osi liczbowej,
: ; 3 -
a) 4(x—1)+5=3+2x, b)2x—(4-x)=2 (Ex—ZJ, ) 2(3x+7)=5+6x.
Rozwiazanie

€) 2(3x+7)=5+6x
6x+14=5+6x

a) 4(x—1)+5=3+2x
dx—4+5=3+12x

b) 2¥—(4—x}:2[§x—2j

.

Ixy—4+x=3x—4

I |
I I
| |
dx—2x= -5 6x—6x=5-14
dx—2x=3+4-73 | Iy 3y — 44 | x—6x
=2 2 | 0-x—0 | 0-x=-9
x=1 | rownosé prawdsiwadla | rownosc falszywa
| kazdej liczby x, czyli xe R |
| I
Odp.: | |
- 3 | 1 > | — >
01 x | 01 x | 01 x
Réwnanie ma jedno roz- Réwnanie ma nieskonczenie Réwnanie nie ma
wigzanie x, =1 : wiele rozwiazan; rozwiazaniem : rozwigzania

jest kazda liczba rzeczywista (rovwmanie sprzeczne).

(rownanie toZsamoSciowe). J

(rownanie oznaczone).
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Cwiczenie 4. Zbadaj, czy réwnanie jest réwnaniem oznaczonyir, tozsamosciowym czy
sprzecznym. Jesli rownanie jest rdwnaniem oznaczonym, to podaj jego pierwiastek.
a) 4(x+1)—-1=6(2x-3)-3(x—2) b) (x—6)+4x=2(x—3}+3x,

) 2(2x—3)+3=4(x-2), d) 2+(x—4)(x+4)=(x—1)".

Uwaga
R ownania, ktore maja takie same dziedziny 1 takie same zbiory rozwiazan, nazywarny
réownaniami rownowaznymi.

Cwiczenie 5. SprawdZ, czy réwnania 1 i 2 saréwnowazne, gdy:

I 1 \ 2x-3 7
D=2 i @ +—=0 D2 =4 i @12
x 2 2 2

Cwiczenie 6. Podaj przykladowe wartosci ai b, dla ktérych réwnanie ax+b=0 bedzie
rownowazne rownanin Sx+3=0,gdy a=51 b#3.

W szkole podstawowe] rozwigzywaliscie rownania metoda rownan rownowaznych.

Przypomnijmy
Rozwigzujac réwnanie, mozemy:
e do obu stron roéwnania dodac to samo wyrazenie lub od obu stron rownania odjac
to samo wyrazenie

4x—12=20 —> 4x—-12+12=20+12 — 4x=32,
Bx=10-2% —» x4+ 2x=10-2x+2% —» Sx=10
bx=4x+12 — 6x—4x=4x+12-4x —>» 2x=12,

¢ obie strony rownania pomnozyc lub podzielic przez te sama liczbe 16zng od zera

:.:4—5:3 - __L_x—I-S
4 .

=4.3 —» x+5=12,

J5-x 45 45 45 45 _&JE

=— —» X=—0 —¥» ¥x=—f—f= —> x=

VR E 5 V5 45

e przeksztalcac jedna lub obydwie strony rownania, stosujac znane prawa dzialan,
np. uwalmac sie od nawiasow 1 redukowac wyrazy podobne

3(x—2)-3=0 —> 3x—6-3=0 —> 3x-9=0.

J5 x=45 —

Uwaga

Rozwigzujgc rownania metoda rownan réwnowaznych, pamietajmy, by na rownaniu,
w celu ofrzymania rownania rownowaznego, wykonywac tylko takie dziatania, kiore
niie zmieniajg jego dziedziny i zbior rozwigzar.
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17

[

Przyktad 3. Rozwiaz réwnanie 27-11e
7
Rozwiazanie Serhdl L 554
7 14

|
IWN(27-11c) 45

> ol
54 -22¢=35¢
4
54=5¢+22c

2= w2yl e=2

3¢
14
MuoZymy abie strony rownania
przez wspolny mianownik,

Skracamy wlamki.

Przenosimy —272¢ na prawg strone
Ze zimienionym znakiem

{do obu stron rownania dodajemy 22¢). J

Cwiczenie 7. Rozwiaz rownanie i sprawdz, czy otrzymana liczba spehnia to rownanie:

x+2
2

X

b S eged

]-a
2 3 4

a) 2

r Przyktad 4. Rozwiaz réwnanie:

a) (x+2) —3=(x—"3)(x+v3) D) VBr+2=x+3.

Rozwiazanie
a) (x+2)2—3:(x—-\f§)(x+\@)
P 4dx+4-3=x"-3
dx=—4
p==]

:b) Br+2=x+3

| Br-x=+3-2
 x(¥B-1)=E-2 /2(3B-1

| AB-2 JBB-2 il 1-4B
| TSl Bl Bl 2

Cwiczenie 8. Rozwiaz réwnanie:

a) E(x—l)z—(ervE)(x—\/E]: x5,

rownowaznych.

X X

1 ———=
= i3

1, 2 4x—5=1+3x, 3

b) vf5x—3=2x—245.

- Cwiczenie 9. Sposrod réwnan, oznaczonych cyframiod 1 do 4, wybierz pary réwnan

4 Ti1-1

—x+3=2(x+1}+1,
x+ (x+1)+ 4
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Za pomocg rownan mozemy opisac wiele réznorodnych problemow 1 je rozwigzac.
Pokazemy to na przykladach.

[

Przykiad 5. Rowerzysta jechal z Torunia do Inowroctawia ze $rednig predkoscig 15 %
a z powrotem (z Inowroclawia do Toruma) z predkoscia 12 % Jazda w obie strony

zajela mu 5,4 godziny. Oblicz odlegltosc pomiedzy Toruniem a Inowroclawiem oraz
czasy przejazdu w jedna 1 w drugg strone.

Rozwiazanie
I sposob by i =
Inoviroctaw Torun
Trasa Droga (5) | Predkosé (v) | Czas (i)
I F=1- f,
Torun — Inowroctaw 15 &
15 - Ry B &
7 r _ _: LS _:
Inowroclaw — Torun 12 '5—2 v !
§—droga, v — predkose,
R 5.4
=t i 1 —czas.
Warunek ,,czas jazdy w obie strony wymosl 5,4 godziny™ zapisujemy w postaci rownania
* 12 54 irozwiazujemy je:
5 12 & dZU] ety Je:
() - 60- -
€J5+_u S:{:,U.574 _ _ ‘ .
15 12 MunoZymy obie strony rownania preez
. B wspolny mianownik,
Agr-Ss=ai czyli przez NWW{15, 12)=6&0.
§=36, wiee > =241i" =3
15 12
II sposob
Trasa Czas (f) | Predkos¢ (v) Droga (s)
Tomn — Inowroclaw 15 15¢
Inowroctaw — Torurt | 5.4 ¢ 12 12-(5,4—1)

Warunek ,,droga tam i z powrotem jest taka sama” zapisujemy w postaci rownania
15f= 12(5,4— I), skad =24
§=15t=36 omz 5,4—1=3

Odp.: Odleglos¢ miedzy Toruniem a Inowroclawiem jest rowna 36 km. Rowerzysta
jechal do Inowroclawia przez 2,4 godziny, a z powrotem przez 3 godziny. J
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Cwiczenie 10, Rowerzysta przejechal trase z Gdanska do Wejherowa i z powrotem.
Wracajgc do Gdanska, jechat ze srednig predkoscia o 4 % mniejszg, niz gdy jechal

z Gdanska do Wejherowa. Jazda do Wejherowa trwata 2,5 godziny, a z powrotem 3,5 go-
dziny. Oblicz odleglos¢ miedzy Gdanskiem a Wejherowem.

Cwiczenie 11. Pomyél i napisz dowolng liczbe. Pomnéz ja przez 2. Do otrzymanego
iloczynu dodaj 9, anastepmnie liczbe pomyslang. Otrzymang sume podziel przez 3 1 do
ilorazu dodaj 2. Na koniec odejmij liczbe pomyslang. Otrzymales wynik rowny 5.
Uzasadnij, ze wynik taki otrzymasz niezaleznie od tego, jaka liczbe pomyslisz.

Odpowiedzi do Swiczen

l.a)4, by -2,4, o4, d)-2,0,2,4, e)zadnaz podanych liczh, 3a-1.0,1, -1, o0, d-1,0

4. a) Oznaczone, 1y =3, b)tloisamosciowe, ¢)sprzeczne, d) oznaczone, ay="7,5.

5.a)Mie, b)tal Welazdwia. a) Rownania majg réne dziedziny. 6.Npa=51b=3 a=-10 i b=-6
2x49+x

+2—-%=35

7.8) %, =0,b)xy,=12 8a)x=0b) x=—4-+5 9112 3i4 10.35kn 11 Wekazdwia,

Zadania utrwalajace

6.1. Uzupelnij poniisze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod eznaczonych literami A i B

2= oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D,

% ==
=

Liczba —2 spelnia réwnanie:

A —2x(x+2)(x—4)=0, B. x' —8=0.
Liczba 2 nie spelnia réwnania:
C. x*—4=0, D. |x+2|=3.

6.2. Sprawdz, ktore sposrod liczb: —1, 0, 2, 4 sg pierwiastkami réwnania:

2 12%:0, D) Vr=2 ¢ +1=0 d) x(x+1)(x-2)(x-4)=0.
X— 3

6.3. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

d--ip F—jesii jest falszywe.

= Eehs
e — ]

=

7 s

. . .oXx=5 x.x x43
Rownowazne 8a rownania =t = . P|F
2 4 2 ]
s : o T |
Jezeli do obu stron rownania — = — dodamy wyrazenie . to otrzymamy
_ a E2 x—2 P F
rowrnanie rownowazne.
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6.4. Sprawdz, ktore z liczb calkowitych niedodatnich wigkszych od —8 =g pierwiastkami
5 .2
X X

rownama —+—=10,.
] 4

6.5. Sprawdz, ktére z liczb calkowitych niedodatnich wiekszych od —6 sg pierwiastkami
rownania:
1 3
a) x* +8x+15=0, b) Exhzzo, ¢) ¥ +7x +14x+8=0.
6.6. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [l wstaw takg liczbe, aby liczby 11 -2 byly
pierwiastkami rownania:

a) (x—ll]l::x+2}: B b) (x—!—fll}(x—l): B c) 2(x—l}(x+.}:(},
d) (2x-2)(x+l)=0, e) —é(x—.)(x—ki):ﬂ, f) (2x+Hl)(x-1)=0.

6.7. Rozwigz rownanie:

a) (x+3) —1=2", b) x(x—1}—4=(x—2}x+2)-x
¢) 4x* —(1-2x) +2x =11 d) 0=4(10—5x)—3(-3x—5),
- 3 2(x+3 2
& F= @58 a(e0) f) 25—~ 2=t (44 50)- L.
2 5 3 375 3 30

6.8. Sprawdz, czy rownowazne sg rownamnia:

2 . 2y+1 4x—14
a);y—3:y1 yg +y==3+y b)x-1- r?

=3x—53112x+1=3x+3.

6.9. Oblicz ,sprytnie” wartosc wyrazenia podanego obok (kolor niebieski):
a) 3(x—5)}+19=-2, x5 b) 2(y+8)—9=35, 2y+16,

€) 3=4(y+7)-15 3y+21 d) 9—%((:—3) =1, 4(a-3).

6.10. Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanych.

= Jezeli y+5=13 toréznica y—35 jest réwna:

=

A2 B. 3, L8, D. 15.

6.11. Sposgrdd réwnan oznaczonych cyframiod 1 do §:

=1 0.x=0 2 0x=L 31x=1 4 1x=0 5 1xi0=lx
wskaz te, ktore:
a) majg tylko jeden pierwiastek, b) nie majg pierwiastkow.
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km
6.12. Z lotniska A nalotnisko B maly samolot lecial ze stala predkoscig 660 % Te samg
h

km
trase helikopter lecacy z predkoscig 360 T pokonal w czasie dluzszym o 20 minut.
|
Oblicz odleglosc migdzy lotmiskamm A1 B.

6.13. Z dwoch réznych miejscowosci, odleglych %3 ﬂ 1,5(:':2 4) %}
od siebie 0 60 km, o te] samej godzinie wyje- A | ©; !
chali rowerami naprzeciw siebie KasiaiJurek. i“‘— g —He——% —"1:

- 0km ——

Spotkali sie po uplywie 1,5 godziny. .
Wiedzac, ze Jurek jechal ze stalg predkoscia o 4 kilometry na godzine wieksza niz
Kasia, oblicz droge, jaka przejechal kazdy z nich do chwili spotkania.

Nierownosc liniowa z jedng niewiadomg

Nierownos¢ tym roézni si¢ od rownania, ze wyrazenia algebraiczne po obu jej stronach sg
polaczone jednym ze znakow: €, €, >, 2 .

Przyklady nierdwnosci limowych z jedng niewiadoma:

2x+7<0, Sx+420, —03x+7<0, 4x>0  a(x-1)2x"-3

Definicja

Nierownosc¢ z niewiadoma x postaci ax+5>0, ax+b=0, ax+b <0, ax+b<0.
gdzie be R |, nazywamy:

e nierownoscia stopnia pierwszego, gdy a= 0,

e nierownoscia liniowa, gdy a= R.

Dziedzing nierownosci liniowe] jest zbior liczb rzeczywistych R.

E= Cwiczenie 12. Sposréd nierdwnosci: 1 3x—5>0, 2 ¥ —x<0, 3 4-x>0,
4 6x—x*<0, 8§ 3x>0 6 05x-5<3

wybierz te, ktore s nierdwnosciami pierwszego stopnia.

Uwaga

Rozwiazaniem nier6wnosci z jedng niewiadoma jest kazda liczba rzeczywista spelnia-
jaca te nierownosc, tzn. kazda liczba, kiora, wstawiona wmiejsce niewiadomej, zmienia
nieroOwnos¢ w prawdziwe porownanie liczb.

Sprawdzajac, czy liczba spelnia nierownosc, mozesz otrzymac porownarnie liczb:

e falszywe: 0>0, 222 5<5 itp,

e prawdziwe: 0<0, 2=2 8>-3 iip.
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( Przyktad 6. Sprawdz, ktéraz liczb —6 1 0 spelnia nieréwnosé —3(x+1}<6.
Rozwigzanie Sprawdzamy, czy liczby —6 oraz 0 spelniajg nieréwnosc:
x=-6, wtedy x =0, wtedy
—3(-6+1)<6 —3(0+1)<6

15< 6 mnierownosé falszywa —3<6 nierownosé prawdziwa

Liczba —6 nie gpehia nierdwnosci. Liczba 0 spelnia nierdwnosc. J

Cwiczenie 13. Sprawdz, ktora z liczb: -2, 3, 11 spelmia nieréwnos¢ 3x+2>2x+35.

Cwiczenie 14. Podaj wszystkie liczby naturalne, ktére spetriajg nieréwnosé x<5.

rPrzykIad 1. Liczby stojace polewej i prawej stronie nieréwnosci —5 < 9 pomnoz przez
liczbe —1 i poréwnaj otrzymane liczby.

Rozwiazanie —5:(-1)=5 i 9:(-1)=-9, wiec 5>-9,

zatem -5<9 /-(-1)
5> -9 J

Uwaga

e Jesli mmozymy lub dzielimy obie strony nierownosci przez liczbe njemmna, to zmie-
niamy zwrot nierownosSci na przeciwny.

e Rozwigzujgc nierownosc limowa z jedng niewiadoma, postepujemy podobnie jak
przy rozwigzywaniu rownarn, tzn. niewiadome grupujemy po jednej stronie nierow-
noscl, a liczby po drugiej 1 przeprowadzamy redukcje wyrazow podobnych.

r Przykiad 8. Rozwigz nieréwnosé i podaj dwa przyktady liczb, ktére jg spelniaja;

f)
a) %x >—12, b) —2x<8, ¢ —x>—%.

Rozwiazanie
a) LS YE Jie :b) 2x<8 /:(-2) :C ¥ /-(-1)
: 3 | ; | 2 :
x2>-18 : S : :
l{;

Odp.: a) x>—18 np.—18; 10"°, b) x>—4,np.-3,9: -1, ©) x<%~ np. l,—looo.

2 3 J
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Cwiczenie 15. Rozwiaz nierownosc i podaj dwa przyktady liczb, ktére ja spelniaja;
a) I%x <=3 b) —gx <10, «¢) —Z%x >—14, d) 2<2x

r Przyktad 9. Przedstaw na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziahu liczbowego zbior
rozwigzan nierdwnosci: a) 2x+1<13,  b) 2x—9>3(x -5}

Rozwiazanie
a) 2x+1<13 b 2x—9>3(x—5)
2x<13-1 I 2x—9>3x-15
25<12 /:2 | —x2-6 /(-1
x<6 | 4
(~e0; 6} : (—0;6)
01 6 = | 01 6 =

Odp.: Obie nieréwnosci spelnia kazda liczba x nalezaca do przedzialu (—oo; 6), czyli
nieréwnosci sa réwnowazre. Przedziat (—oo; 6) jest zbiorem rozwigzan merowIloscl. J

Cwiczenie 16, Wykaz, ze podane nieréwnosci sa réwnowazne.
a) 2x=4 1 —3x<-6 b) —100x > 300 1 50x <150

r Przykiad 10, Rozwiaz nieréwnodé x > /2 + /2 x ipodaj najwieksza liczbe calkowita
spelniajgcy te nieroOwnosc.

Rozwiazanie x>2 +2x
¥ @ = ﬁ Grupujemy niewiadome po jednej stronie nierdwnosci.
x(l o JE ] = ,JE Witgczamy wspolny czynnik x poza nawias.

Drielimy obie strony nierdwnoscl przez liczhe

#(1-V2}>V2Z /:(1-2)
2

stojgeg przy niewiadome].

X Zrieniamy zwrot nierownosct na przeciwny, bo 1-2 <0,
1-~2
—(\5 + 2) Zaznaczamy zbior rozwigzahn nierownosci na osi.
— JE
o = 22 —(V2e2)r3a
-4 -3 0 1 =x

Odp.: x< —(\E + 2] 1 —4 jest najwiekszg liczba catkowita spelnmajaca te nieréwnos’é.J
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Cwiczenie 17, Rozwiaz nieréwnosé i podaj najwieksza (jesli istnieje) albo najmniejsza
(jesh 1stmeje) liczbe calkowita, kiora ja spelma:
a) VIxr>x—1, b) V2x—1>2x+3.

Uwaga

e Nierownoscilimiowe, ktore majgten samzbiorrozwigzarn, nazywamy rownowaznymi.

* Rozwiazaniem nieréwnosci jest kazda liczba, ktora spelnia te nierownosc.

e Zbiorem rozwigzan nierownosci jest zbior wszystkich liczb spelmiajgcych te
TieTOWNOSC.

Przykiad 11. Rozwigz nieréwnosé

(x—2)2 (x+1}(x—l}}l 2
I 3 _g(x—|—2}.

Rozwiazanie

2
(x — 2} _ (x—l— 1) (x — 1} > i(x+ 2}2 /6 Mnozymy obie strony nierdwnosci przez
2 3 6 wspolny mianownik 6.

3 (x _2)2 _ Z(x i 1)(”,:_ 1} > (x+ 2)2 W konwjemy dziatania, stosujge
wzory skroconego mnoZenia.

3(x° —4x+4)-2(x* 1) 25 + 4x+4
32 —12x+12-2x" + 2> x* +4x+ 4
Yyt 0 DePgl A9 G

N D R R Smm——

_16x2-10 /:(-16)

Redukijemy wyrazy podobne.

5
X< —,

5 : 5
Odp.: x < czyli : —o0; — ),
p x_S }" IE[ 8)

Cwiczenie 18, Rozwiaz nier0wnosc:
a) (x—3)(x+3)+24x > (x+2),

b) 2(,1:—2)2 >(x—3)x+ 3}—x+x2+l,

o (x—2}2+1£?+(x—1)(x+1),

a) [x—%]z—(x+2}(x—2)+%2(x+5}2—%x(3x+2).
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( Przykiad 12. Rozwigz nierdwnosé:

: . l-x 3-2x
x4 (x+4)<2(3+0,5¢°), b - >1.
a) (x ){x ) ( X ) ) p 2
Rozwiazanie
a) (x—4}(x+4}<2(3+0,5x2] b) I;X—B_;xﬂ /-8

¥ 16«64 x>

(< 22 — nierownosé

|

|

I 2(1-x)—(3-2x)>8
prawdziwa I

|

|

|

|

2-2x—3+2x>8
—2x+2x>8—-2+3
0 =9 — nieréwnosé
Odp.: Kazda liczba rzeczywista Jadszywa
(x € R) spelma te nierd6wnosc Odp.: Nie istnieje liczba, ktéra spelnia te

— NieTOWNOoSC tozsamosciowa. NMieTOWIOSC — MierOWNOosC Sprzeczna. J

Cwiczenie 19, Rozwiaz nieréwnosc:
3x WX +2 5 3x— 1.
2. 3 -4

a) (2x—3}(2x+3)}—24x>4(x-3), b)

Uwaga Nierownogci liniowe z jedng niewiadoma dzielimy na nieréwnosci:

e pznaczone — merownosci, ktore maja zbior rozwiazan, ale me jest mm zbior R,
e toZsamos$ciowe — nierdwnosci, ktoérych zbiorem rozwigzan jest zbior R,

e sprzeczne — nierownosci, kiore nie majg rozwigzania.

Nierownosc moze wystepowac w postaci merownosci a<h<e,
podwoinej, ktéra mozna zastapi¢ uktadem dwoch nie- czyli
rownoscl, czyli dwiema merownosciami polaczonyimi s : b oy
. fe CO Zapisujemy
klamra § (klamra zastepuje spojnik £). <k
Pokazemy to na przykladzie. el

f Przyktad 13, Rozwiaz nierdwnosé podwding 6x +3 < 2x+3 < —4x i zapisz zbidr jej
rozwigzZzan w postaci przedzialu liczbowego.
Rozwigzanie Zapisujemy nierownosc podwojng w postaci ukladu nierownosci:
x<0

Gx+342x-13 _ 1
, skad 1, czyli xe| —ov;——|.
2x+3<4x

X< —— 2
b 5

_—

Odp.: Zbiorem rozwigzan merownosci sa liczby x nalezace do przedzialu [—m; —éj J
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Cwiczenie 20. Rozwiaz nieréwnosé podwdina;

a) S5x—1<3(x+2)<2x—5 b) —(I—FE)S%I(?I—"{ ¢) 3(2+x)<1-2x<x.

Odpowiedzi do cwiczen
12. 00 03 0 e 13. 11. 14.0,1,2,3,4,5

1 T R R T T

Lh

L8) x<-2 np. —3,-15, by x=-12,5.np. —125,0, @ x<6,np. 51, d) x>-1,np. O &
16. Zhicrem rozwigzafn obu rierdwnosct {est przedzial: a) (2;+oo), b) (—oo; 3)

17. a) x}ﬁ;, najmniejsza liczba callowita jg spetruajgca to -1, b) x{vg_—q, najwieksza liczha catlkowita jg

s

spetmajgea to =7 Wekazdwiz. a) ﬁ;rf—l,ﬁl, b) 754—2;:—6,7.

1 16 . : ;
18. a) x}qﬂ, bh) xﬂ?, ) x22, d) x=-2 19 a)Miemarozwigzania, b)lkazda liczbax spelnia nierdownose

8 e g 4 .
20. a) x<—11, b) JJZBE C) NIErOWNOSE N8 Ma MW IgZania.

L]

Zadania utrwalajace

6.14. Sprawdz, ktérez liczb: 2,0, 1, % nalezg do zbioru rozwigzan nierdwnosci 2x > x+ %

6.15. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwigzan nierownosci:

"1
a) —x =-5, h).r>§+2x, c) %x+2£x—1, d) 3x>10x-7.
6.16. Rozwiaz nieroOwnosc:
a) 2(x—1)+3<4(x+3)-1 b) 1+§—y <-3, ¢) 2z—1 <%z+1,
d) 1-2x>3 e) V3+x<f3x f) 2x—3<f5x—1.
6.17. Na osi liczbowe| przedstawiono zbidr liczb. oy
Podaj przyklad nieréwnosci, dla ktorej jest on 0 1 1% %

Zblorem rozwigzarl.

6.18. Sprawdz, ktore z liczb: 4,5, —\E -3, J2-5 naleza do zbiom rozwigzan

nierdwnosci (x—1)(x+1)+x>x"-2.5.

6.19. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwq odpowiedz sposrod podanych.

'=! Liczb naturalnych spelniajgcych nieréwnos¢ x+10 > %x +1 jest:

—

A2 B. 4, Chdy D. 6.
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6.20. Podaj najmmniejszg liczbe calkowitg spelniajgcg nierownos¢ 4x+43<23x+ 5,

6.21. Rozwiaz nierownosc 1 zbior rozwigzan zaznacz na osi liczbowej.

a) (x+2)(x—2)—2x> x> +8, b) 33 —3(1-x)" -6 <—3x,
> 1Y 3
©) (x+3) >x(x+6) d) [HEJ z'v[JHZ}
3 3 ) ,
e) 4y6 ‘+3£‘;+§, 1)) (x—3}(x+3}>x;r'+l+x“.

6.22. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

2.=u lub F—jesli jest falszywe.

i

Liczba —1 jest najmniejszg liczbg calkowitg spelniajgca nierownose

'ng <3xy+1. PIF
Liczba —8 jest najwiekszg liczba calkowita spelniajaca nierownosc
x—2>2x+1. PIF

6.23. Uzasadnij, ze najmniejszg liczbg naturalng spelniajgcg nierdwnosc:
Rl_a} X —l<(x+ 1)2 2 (x+2)2 jest liczba 0,
b) 2x-log2>3—x(1+2log5) z niewiadoma x jest liczba 2.

Przyktady zadan prowadzacych do rozwigzywania nierownosci
liniowych

Za pomoca nierownoscl limiowych mozemy rozwiazywac wiele problemow matematycz-
nych, a takze praktycznych. Pokazemy to na przykladach.

(

3
Przykiad 14. Okzesl, dla jakich wartosci x wyrazenie yhi —6 przyjmuje wartosci:

a) ujemne, b)dodatnie, c¢)nieujemne, d)niedodatnie.
Rozwiazanie Aby odpowiedziec na pytanie postawione w zadaniu, nalezy rozwigzac
1MeTOWIOosC:

3 ;
a) zx—6<:(} : b) —x 6> 0 : c) %x—ézi} : d) —r 6<0
Ex<6 ,f;é | x>8 | x=8 | x<8
4 4 | | |
x<8 | | |
Odp..a) x<8, Db)x>8 ¢ x=8 d)x<8 J
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Cwiczenie 21, Okresl, dla jakich wartosci x wyrazenie:
a) —x+1 przyjmuje wartosci ujemne,

b) 5—6x przyjmuje wartosci dodatnie,

C) 2— %x przyjmuje wartosci medodatmie,

d)y 1- J2x przyjmuje wartosci nieujemne.

r Przyktad 15. Dwie wypozyczalnie sprzetu wodnego stosujg rézne metody oplat
Za WypoZyczenie roweru wodnego.

Wypoiyczalnia I1
Wypoiyczalnia I pierwsza 2odzing ......coccceeveeevnenennennn @ ZE
za kazdg rozpoczeta godzine druga godzing.........ccoceeeeeiieeiviinereieneen 7 21
frzecia godrzina i kazda rozpoczeta
5zl
DASEEPNA....eirrrererrenseesrrnssnressessrnnsssnnsseens 3 ZF

Zapisz zaleznosc 1 oblicz, na co najmnie] ile godzin nalezy wypozyczyc rower wodny,
aby bardziej oplacato sig skorzystac z ushug wypozyczalni I niz wypozyczalni 1.
Rozwiazanie Oznaczamy:
x — liczba godzin wypozyczenia rowery, gdzie xe N™,
5x — oplata za wypozyczenie roweru nax godzin z wypozyczalni I,
9+7+3(x—2) — oplata za wypozyczenie roweru na co najmuiej 3 godziny

z wypozyczalni II.
S5x>0474 3(x i 2} Koszt wypoZyczenia roweri wodnego z wypozy-
czalm I jest wiekszy niZ z wypoZyczalni II.
5x—3x>16-6 i

2x>10, skad x5
Odp.: Wypozyczenie roweru wodnego z wypozyczalni 11 jest bardziej oplacalne, jezeli
jego uzytkowanie bedzie trwato dinzej niz 5 godzin, tj. 6, 7, 8 lub 9 godzin itd. J

Cwiczenie 22. 7 dwoch miejscowosci odleglych od siebie o 29 km wyrnuszylo jednocze-

sme dwoch turystow idacych naprzeciw siebie ze stala predkoscia 4 ? az do chwili
h

spotkama. Po jakim czasie odleglos¢ miedzy turystami bedzie mniejsza mz 7 km?

r Przyktad 16, Okredl, dla jakich wartosci x sens liczbowy ma wyrazenie:

a) 3x1, b) vVr—2.
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Rozwiazanie

wyrazenie x—1 nie moze by¢ rdwne zZero. ja tylko z liczb nieujemnych,

_ wigc wyrazenie ¥x—2 ma
Zatem wyrazefie ¢

n ma sens liczbowy,
x_

a) Dzielenie przez zerojest niewykonalne, wiec | b) Pierwiastki kwadratowe istnie-
|
|
|
| sens liczbowy, gdy x—2 20,
|

gdy x—1=0, czyli gdy x=#1. czyli edy x> 2.

Odp.:a) x#1 czyli xe R\{1}, b) x=2, czyli xe{2;+x) J

Cwiczenie 23, Okresl, dla jakich wartosci x ma sens liczbowy wyrazenie:

X 1 x 2
a , b) ¥2—x, C ; d) —+—
) 2x+4 ) ) Jx+5 ) 2 x

Odpowiedzi do éwiczen

V2

2. @) 1>1, b .m%, ) 224, Hxs

22, Pouptywie 2 godzin 1 45 minut. Wekazdwke, 29-2-4.x<7, gdzie x to czas marszu turystdw,
23

23.a) x=-2, b)x<2, o) x>-5, d4) x=0.

Zadania utrwalajace

6.24. Uzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.

™

: 1 : : - ;
Jezeli x e [—m; ok to dodatnie wartosci przyjmuje wyrazenie:

-

A 12x -6 B. 6—12x.
Ujemne wartosci przyjmuje wyrazenie 6—3x, gdy:
C. x<2, D. x>2.

6.25. Okresl, dlajakich wartosci x wyrazenie przyjmuje wartosci niedodatnie:

a) 4x—-J§.r, b) (x—Jg)(er\E)—xz, C) Ix—nx

6.26. Okresl, dlajakich wartosci x ma sens liczbowy wyrazenie:
= :
ay =¥ b) V3x—6, 0 —— 8 —=—i-J5T,

x+5 4—x x—1
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6.27. Uldz odpowiednig nie-
TOWNOSC Opisujgcag sytuacje
przedstawiona na rysunku.
Podaj, co oznaczyles/ozna-

czylas jako niewiadoma.

6.28. Uczen oszczedza po 40 zI miesiecznie i zaoszczedzil juz 160 zl.

20 Ocen prawdeiwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

—
="

F — jesli jest falszywe.

W dwunastym miesigcu oszczednosci ucznia przekrocza kwote 640 zl. P|F

Po dwoch latach oszezednosci ucznia nie przekroczg 2000 zl. P|F

6.29. Koszt produkcji pewnego przedmiotu jest rowny 120 zl. Producent sprzedaje
go za 150 zl. Tle sztuk musi sprzedac, aby osiggnac co najmmie] 1000 z1 zysku?

6.30. Pewnego dnia stan wody w 1zece byl 0 5 cm wyzszy od stanu ostrzegawczego. W cig-
gu kilku nastepnych dni poziom wody podnosit sie 0 6 cm na dobe. Po ilu nastepnych
dniach stan wody bedzie wyzszy od stanu ostrzegawczego o wiecej niz 23 cm?

6.31. Uczestnicy szkolnej sztafety4 x 100 m zamierzajg osiagnac¢ podczas biegu czas poni-
ze] 45,6 s. Jaki czas powinien uzyskac czwarty zawodnik, jezell trze) pierwsi sprinterzy
uzyskali na swoich zmianach czas odpowiednio rowny: 11,428, 11,35s, 11,50 s?

6.32. Roznica kwadratu liczby naturalnej parzystej i kwadratn nastepnej po niej liczby
parzyste) jest nie mniejsza miz —20. Wyznacz wszystkie pary takich liczb.

6.33. Suma S katow wewmnetrznych wielokata o » bokach okreslona jest wzorem
§=(n—2)-180°. Podaj wszystkie wielokaty, ktérych suma katéw wewnetrznych nie
przekracza 1500°.

6.34. O godzinie 12:00 wyrnszyly z dwoch stacji 41 B, odleghych od siebie o 100 km, dwa
pojazdy szynowe. Jeden jedzie ze stala predkoscig 13 T adrugi— 12 —. O ktorej

h
godzinie odleglos¢ miedzy pojazdami bedzie mniejsza niz 30 km?

6.35. Rozwiaz nieréwnosé 1—1000x <1,999-10°. Uzasadnij, ze najmniejsza liczba catko-
El_witq spelniajacy te nierownosc jest liczba —1998.
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Wtasnosci wartosci bezwzglednej

W szkole podstawowe] obliczaliscie wartos¢ bezwzgledna dowolnej liczby,
np. [4|=4, [0]=0, |3|=—(-3)=3, ¥2-1|=2-1 bo J2-1>0,
1-v2|=—(1-42}, bo 1-4/2<0.

I E';{,;:".,"

Cla

Wartoscia bezwzgledna (modutem) liczby: # |x| =x, gdy x=0

e mnieujemmne] x jest liczba x,

. . : e |x|=—x, gdy x<0
e ujemnej x jest liczba —x.

CO Zapisujenty
Wartog¢ bezwzgledna z dowolnej liczby x, gdy x=20
rzeczywiste] jest zawsze liczbg nieujem- \x‘ - {—x gdy x<0

ng, czyli |x|=0 dla xR,

Cwiczenie 24, Oblicz: a) W3 -5 b) [r—10| o |2 d) W2—+3]+[243-342
e) |35 +246| -5 -2v6| 1) |23 5435|5243 -345].

Ed

Cwiczenie 25, Skorzystaj z definicji wartosci bezwzglednej i okresl, dla jakich x praw-
dziwa jest TOWNosc:
a) ‘x‘ =% b) |x| == C) ‘—x‘ =2, d) |—x| —=—ap,

Wartosc bezwzgledna liczby ma interpretacje geometryczng na osi liczbowe;.

Interpretacja geometryczna wartosci bezwz glednej

Wartosc bezwzgledna liczby a jest rowna e T 2} L ‘E

T i T T T T T T : )'
odleglosci na osi liczbowej liczby a od ! a | a T -
: R .
liczby 0 (zero). odleglosé liczby —a  odleglosé ezby a
od lezby 0 od liczby 0

=== Cwiczenie 26. Przepisz zdania do zeszytui w miejsce [l wpisz stowo ,, mniejsza” albo
- »wieksza”.

a) Z dwoch liczb dodatnich tajest mniejsza, ktorej odleglosc¢ od liczby 0 jest .

b) Z dwoch liczb ujemnych ta jest mniejsza, kiorej odleglos¢ od liczby 0 jest .
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Uwaga
Z dwoch liczb ujemnych ta jest wieksza, kiore] bezwzgledna wartosc jest mniejsza,
np.

r Przykiad 17, Oblicz odleglo$é migdzy liczbami:
ay—4i3, b)-1i-5.
Rozwiazanie Obliczyc¢ odleglosc na osi liczbowe] miedzy dwoma liczbami mozna
na dwa sposoby.
I sposob: Od liczby wieksze] odejmujemy liczbe mmiejsza.
a) 3>—4 wiec 3—(—=3+4=7,
b) —1<-5 wiec —1-(-5)=—-1+5=4.

1T sposob: Obliczamy wartosc bezwzgledng z mzmcy tych liczb.

a) |[4-3|=-7=7 4 g : 3
< 4 > 3—
b) |-1-(=5)|=|-1+35/=4. ® >
| 1]
Odp.:a)7, b)4. < 5 o

Cwiczenie 27, Oblicz i zaznacz na osi liczbowej odleglo$¢ miedzy liczbami:
; : 2.1
a)—3,112, b)—3,11-5, c) —1—
) ) ) T
Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwe sa zaleZnoSci:

x| = -], -3|=3}

o |x—y|=|y—x| [2=xt=]x=0]

o x|y N4 =14, J# =4

o |x|-|y|=|x-y| \(1—5)-(—3}\=1—J5\-|—3L
‘x‘ ‘x‘ : ‘\/_ 1‘
o e 0, |

T V241 V241

Cwiczenie 28. Oblicz:

) 272447 B (6-4B). oVT-4B 26
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r Przyktad 18, Wykaz, ze liczba V33 —20+/2 +/33+202 jest liczbg wymierna.
Rozwiazanie Zauwazamy, ze

J33-2042 =1/(5—2JE]2 =|5-22|=5-242 33-2548— 52 4 (242}

J33+2UJ‘:1/(5+2J§]2:\5+2J§‘:5+2J§, 20v7 2.5 242
N33-2042 +4/33+2042 =5-242 454242 =10, 10eQ. cnwm J

Cwiczenie 29. Zbadaj, jaka liczba, wymierna czy niewymierna, jest liczba
1242411 — 12211

[ Przyklad 19. Zapisz wyrazenie |4—2x| bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledne;.

Rozwiazanie
4—2x, dy 4-2x=0
—(4—2x), gdy 4-2x<0 e sl
4—2x, gdy x<2 gdzie a=4 2x
Zatem ‘4 _x‘: :
—(4—2x), gdy x>2

Cwiczenie 30. Zapisz bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej wyrazenie:

a) [x—5,  b)Bx+l ¢ VP —6x+9.

Cwiczenie 31, Skorzystaj z definicji wartosci bezwzglednej i okresl, dla jakich x praw-
dziwa jest TOWNOSC:
a) [x+1=x+1, b) |x—2|=2-x ¢) [x+3)=—(x+3)

rPrzyklad 20. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenie |x+2|+|x—1|— |x|, gdy

xe(—Z;D).
Rozwiazanie Z defimcji wartosci bezwzgledne] otrzymujemy:
‘x+2‘={x+2, gdy x=-2 +2=—(x+2 P+2|=x+2
—(x+2), gdy x<-2 T 3 3 12| x+3/0 1 2 %
‘x—l‘:{x_L By el G
—(x—l), gdy x<1 "4 3 o
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Y

x, gdy x=0 [x]=—x |x==
’E .

—x, gdy x<0 4 3 A\ - S0 1 2

Zatem, gdy xe(-2;0), to |x+2|=x+2,

.x—1| :—(x—l),

.x| =—x,

wiec ‘x+ 2‘ + ‘x— 1| — |x

:x—|—2—(x—1]—(—x}:x—|—3. J

Cwiczenie 32. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenie:

. gdy xe(-10), b)

X

a) |x+1—

S5—x|—|r+4/—|2—x gdy xe(2;5).

X

— ——————— == == — ——

Odpowiedzi do cwiczen

24.d) 2WZ-f3, 8) 45, 0. 25.a) x20, b) x<0, ¢) x>0, d) x<0,

[, gdy —x=0
|—(—=x), gdy —x<0’

26. a) Mniejsza, b) wisksza 27.a)5,1, m12, ol

Wokazbwka. ©), d) |-q=/ sl |_x|=_[—x, edy x<0

lx, gdv x>0

28.2)3, b) 43-6, O 2-4f3, &) 5-1 29. Liczhg wymiemg réwrg 2

Ix+],  egdy x:z—l;
b) Px+1]=1 L 0 pe—3|=-
—3x—-1 gdy x{:—g

f;u—ﬁ, gdy 1=5
LS—};, gdy 1<5’

-3, ed =3
30. a) Jr—3|= [+=3 edy =

[3—,1, gdy 1<3

3l.a) x>2—1, b) x<2, ©) x<-13 32.3) x+2, b) 3-3x

Zadania utrwalajace

6.36. Oblicz:
345 —5|-5-35
a) [1-[2—-3]|| b) ‘—‘\E—ﬁ‘—‘ﬁ—S‘—Z‘. ¢) ‘3J§+J‘§HJ§3‘\’
1-/11]-3 5_25
d) %, €) J:z_JE’ 0 13|32 23]+ 53 - 2|

6.37. Zapisz w prostsze] postaci:
2 J(5-V7). b) yJ(4-2v6) , ¢) J(5-27).

6.38. Liczbe /15— 226 przedstaw jako roznice dwoch pierwiastkow z liczb naturalnych.
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6.39. Zbadaj, jaka liczba, wymierng czy niewymierna, jest wartos¢ wyrazenia:

a) J(z—ﬁ]g +J(2+J§]2, b) V625 61245, &) V16647 16 1647.

6.40. Uprosc wyrazenie:

a) J(8-243) {2V 18", by (62 +9) +4(6v2 -9),
6) V18+82 ++/18-842, d) V28 +1043 —4/28 1043

6.41. Uzasadnij, Ze:
a) V332042 +4/33-2042 =10, b) V34— 242 —/34+ 242 =—§
€) V69+1645 + /69165 =16, d) 4/36+16+/5 —4/36-165 =8.

6.42. DoprowadZ do najprostsze| postaci wyrazenie:

a) [x+2+[2x—2|-3x—4, gdy x>2, b) %x—ﬁ

—|x—?|+ ‘G—Zx‘, gdy x<1,

€) |x+3|+3|x—1 gdy xe(L+o0), d) |5—x|+2|x+2| gdy xe(-25),
e) 4l—x|+5|x+3| gdy xe(—oo;—3) 1) 2[x—4|-31-2 gdy x=(4;+o0).

6.43. Przedstaw w najprostsze] postaci wyrazenie:
gDl 1‘

a) [v—4|—|v—3|~[x—2| gdy xe(3;4) b)‘ x—1]

. gdy xe(—o0;1},
Q) Vx' —6x+9+[1-x| gdy l<x<3,  d)|jx—2/+3+]2-x} gdy 2<x<5.

6.44. Okresl, dlajakich x spelniona jest réwnosc:
a) 5|x|=|5x| b) e N ©) [2x—3|=3-2x, d) ||f+1|=|x|+L
|x+ 2|

6.45. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

= Wartosé wyrazenia \/(:c—l)2 +2J(1—x}2 +J(x—1}2, gdy x=4, jest rowna;
A. 12, B. 6+ 243, C. 543, D. 4/3.

6.46. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

i = Wyrazenie |x—4|—|x—3| gdy x<(3;4) zapisane bez uzycia symboln wartogci bez-
wzglednej, jest rtOwne wyrazeniw:

A.x—4—-(x-3), B.—(x—4}+x-3 C.—(x—4)—(x-3), D.2x+7.
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Rownania z wartoscig bezwzgledng

Przy rozwigzywaniu rownan z wartoscia bezwzgledna bedziemy korzystac z definicji war-

e Wartosc bezwzgledna liczby x jest —;: E 1 f >
rowna odleglogci na osi liczbowej < %] e ¥ . ¥
liczby x od liczby 0 (zero). %ﬂfm = ﬂﬂ?egﬁfd mffgyx

e Wartos¢ bezwzgledna z roznicy
wspohzednych  dwoch  punktéw -~ Xz =l T
(z roznicy dwoch liczb) jest odle- A.:; — .:;B »
glogcig miedzy tymi punktami (mie- 01 %
dzy tymi liczbami) na osi liczbowe;. |AB|=|xz—x4|=|x—x5|

Najprostszym rownaniem z wartoscia bezwzgledna jest rownanie |x| =a gdy ae R.
Pokazemy na przykladach, w jaki sposob liczba rozwiazan tego rownania zalezy od a.

[ Prayktad 21, Rozwiaz ownanie ||=3
Rozwiazanie
1 sposob Korzystamy z interpretacji geometryczne] wartosci bezwzgledne;.
Zauwazamy, Ze réwnanie |x|=3 jest réwnowazne réwnanin |x —0|=3.
Rozwiazaé réwnanie |x|=3 mozna przez wyznaczenie wspohzednych takich purk-
tow M, 1 M, na osi, ktorych odlegtos¢ od punktu O jest rowna 3.

k—0]=3
M, =(-3) =3 ' . M, =(3)
\\\"5;:' : H\\i:" I \-‘1*-} J -
3 0 3 x
PM|=3 | [PM,|=3

Zatem x; =-3 1 x, =3,
11 sposob Korzystamy z definicji wartosci bezwzgledne;.
¥=3
x=3 lub x=-3 Bl=| 3/=3
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Cwiczenie 33. Rozwiaz réwnanie: a) [x|=5, b) |x|:2%, ¢) |x=0, d) |x|=-1

X =4

Uwaga Rownanie
e ma dwa pierwiastki v, =—a 1 x,=a,gdy a>0,
e ma jeden pierwiastek x;=0,gdy ¢=0,

¢ nie ma pierwiastkow, gdy a< 0.

Réwnaniatypu |6 - x| = e mozemy rozwigzywad, korzystajac z definicji wartosci bezwzgled-
nej. Pokazemy to na przykladach.

r_Przyklad 22. Rozwigz réwnanie:
a) [5x]=3,  b)|(1-vZ)x|=1

Rozwiazanie
a) 5x]=3 : b) (1-vZ)}x|=1
Sx:—33 Iub 5x=3 | (1_5]:’::_1 5k (1—&]1‘:
x:—g Iub ng. | 1 1
x=——rn lub x=—"~
: 1-2 -2
| H el - 1 1+42
X = . = .
| 1-42 1442 1-42 1442
: x=1+42 lub x=-1-2.
Odp:a) % =— %,=2 by & =—I-Z, % =1+7.
5 5 )
Cwiczenie 34, Rozwiaz réwnanie:
1
a) | =4 b) |(v2-2)x|=+2.

[ Przyktad 23, Rozwigz réwnanie |x—2|=3.
Rozwiazanie
I sposob
Korzystamy z interpretacji geometrycznej wartosci bezwzgledne;.
Aby rozwigzac¢ rownanie \x—2| =3, wystarczy znaleZ¢ wspolizedna takiego punkin
M =(x), ktérego odleglos¢ od punktu P, gdy P=(2), jest réwna 3.
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k—2|=3
M, :(_1) 9 i +3 M, :(S)
I \_:I:J 1‘\{:?' h-(-}. : }
| 2 S x
|PA =3 A, | =3

Il sposob Korzystamy z definicji wartosci bezwzgledne;.

‘x—2|:3 "
ax>0, o |x=a
x—2=-3 lub x-2=3 wiedy [ fvlko wtedy,
x=-1 lub x=5. gdy x= alub x=a
Odp A :—]., Xa = J

Cwiczenie 35. Rozwiaz rownanie;
a) |[x—6/=4  b)|x+3|=2, ¢ 2x-]=6

Nie wszystkie rownania, w ktorych niewiadoma wystepuje pod znakiem wartosci bez-
wzgledne], mozna rozwiazac, korzystajac tylko z interpretacji geometryczne] wartosci
bezwzglednej lub jej definicji.

Wykorzystujemy réwniez jej wiasnoéci, np. vx* =|x| Iub |x—a|=|a—x|.

R [ Przyklad 24, Rozwiaz réwnanie vx®—10x+25+|x—3=8.

Rozwiazanie Va? —10x+25+|x—5/=8 Ja7 =|d]
|x—5‘+‘x—5‘ =8
2)x—5|=8 /2
|x B 5‘ =4 |a| =4 wtedy i tyiko wtedy,

gdy a——4 lub a=4
x—5=—4 lub x-5=4

¥=1 b x=8.
Gdps =14 =0 J

Q Cwiczenie 36, Rozwiaz réwnanie:

a) [v—2+2-x=6  b) 2x—1+5=3¥—2x+L
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r Przyklad 25. Rozwigz réwnanie ||x+1|—2|=3. ‘[:{
Rozwigzanie Korzystamy z definicji wartosci bezwzglednej.
H_r+1|_2|:3 |a|=3, gdzie a—|x+1|-2
£« T =
lx+1]-2=-3 lub le+1-2=
lx+1=-1 1lub v +1=5
Nemozliwe, by [x+1]——1, x+1=-5 lub x+1=35

bo |x+1 =0, r——6 lub =4

Odp.: x =—6, x, =4 J

Cwiczenie 37. Rozwiaz réwnanie:
a) |lx—3+1|=2, -3|=1.

r Przykiad 26, Rozwigz rownanie:
a) ‘x+2‘ +|.1:| =6, b) ‘x—3|—|x—6| =
Rozwiazanie
a) Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej, otrzymujemy:
‘.1_4_2‘:{ x+2, gdyx z—? otz |x|:{ x, gdy x> 0.
—x=2, pgdyx<-2 —x, gdy x<0
Liczby —2 1 0 dzielg zbior liczb rzeczywistych na trzy przedzialy, jak na rysunku.

(~03-2) | (-2:0) | (0; +20)
| | & | b | | | >
-2 0 1 2 x

1 Jeshi xe(—oo —'3) to : 2 Jesli .a:E(—Z; 0}), to : 3 Jedli .!CE(G;"'{’C')w to
. |

‘x+2|:—x—2 i |

|x+2|:x+21‘x|:—x. |x+2|:.1:+2i|x|:x

2 0
Réwnarnie |x+2|+|x|=6 przyjmuje postac:

(—%—=2)+(—x)=6, skad |  (x+2)+(-x)=6,skad |  (¥+2)}+x=6, skad
x=-4, | 2=6 —};rifwxms"é | =2
, _ sZyWa
—4 e (—o0;—2), wiec : (ol ¥ (_2; 0), to : ((}: +oo), wiec
it | Téwnanie nie marozwig- | X =2.
| Zzania.) | R
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R Warunki 1, 2, 3 mozna zastapi¢ alternatywa” ukladow:

{xe(—ao;—fl) {xe(—ﬁ;ﬂ) x e(0;+00)
=) a)=6 " Fainia=6" ™ @ i) ia=b
b) |x—3|—|x—6‘ =3

x—3 gdy x>3 x—6, gdy x>6
|x—3|: _ 5 |.r—6|: ;
—x+3, gdy x<3 —x+6, gdy x<6

Liczby 31 6 dziela zbior R na przedzialy, jak na rysunku.

:3)

|
e e
1 3 6

(—oo

(3:6) !(6;+c=0}

X

Réwnanie |x—3|—|x—6|=3 jest rownowazne altematywie” ukladéw:

{x & (—o0; 3) o {x e(3:6) T {x e{6;+o0)

—x+3—(—x+6)=3 x—3—(-x+6)=3

{xe(—m; 3) o {xE(B;é] i {re(fi;m}

—3=3 —rdwnosd r=5 3 =23 —rownosdé
Jatszywa prawdziwa
6¢(3,6), x e{6;+mx)
uklad nie ma uklad nie ma
rozwiazan rozwigzar

Odp.: @) x, =4, x,=2, b) xe(6;+m).

Cwiczenie 38. Rozwigz réwnanie:
R a)pefeop-1=5  b)Jx—2-p-o=2

Odpowiedzi do éwiczen

B.oa)-515, b) —2% 1 2%, c) 0, d)brak pierwiasticdw, 34.2) ;;=-8, x; =8, b) x =—1-4/2, Xy =1+42.

Ba)yng=2,x=10, ) x=-5, 5=-1, g g=-2, =4 3.a) q=—1 m=5 byx=-4 x==06

3a) =2, =4, BYy=-9 x=-"T »m=73, =-1 3B.a) x1=—%, H=2, b) x=-1, x2=%

" Alternatywa — zdanie zZtozone ze zdan pojedynczych potaczomych spéjnikiem . lub”.
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Zadania utrwalajace

6.47. Rozwiaz rownanie:

1
a) —|y|=—4, b) |¥|=-0,1 Ok x| =0, d) |-x|=20.

6.48. Rozwiaz rownanie:
2

D[22

L b)—(Ja-5)=12 ¢ (N2+1)-]x[=0, &) 2x[=1-+/2.

6.49. Uzupeinij poniisze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonyeh literami A i B
4= oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.
Liczba—3 nie spelnia rownania:
A. |-3x]=9, B. |3x|=-9.
Liczba -2 jest pierwiastkiem rownama:

C, ‘\Ex‘ =22, D. ‘\Ex‘ =

6.50. Rozwigz rownanie:

a) [x—4|=1, b) |5—x|=2, ¢) 2/x+3

=10, d) -3x—2/=-12.

6.51. Nie rozwigzujac rownania, podaj liczbe jego pierwiastkow.

a) 2|x|=0, b) 1—x|=0, ) 4-|x+2|=1
d) [v]=2-4/5, &) [x+3=43-1 D [4—x]=3-8.

6.52. Rozwiaz rownanie:

a) J(x+2) =1 b) 4f(x—3)* =0, O J3-x) =4
dy Va2 —6x+9=2, €) Vx2 +14x+49 =5, B Vi —22x12=0

6.53. Uzywajac symbolu wartosci bezwzglednej, zapisz rownanie, ktorego zbiorem roz-
wigzan jest zbior punktow lezacych na osi, kiorych:
a) odleglosc od liczby 1 jest rowna 4, b) odleglosc od liczby —3 jest rowna 3.

.54, Uzasadnij, ze rOwnowazne sg rowmnariia:

[ 6.54
D[ 4 (1-"B)a=1 i [(VB-1)x]=1  B)fi-x|=3 i |v-1]=3,
[ 6.55
D[

. Uzasadnij, ze rozwigzaniem réwnania |x|=|—x| jest kazda liczba rzeczywista x.
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6.56. Rozwigz rownanie:
a) ||x+3]-2|=4 b) 1-|1l—x||=1 c) |[2x—3|+1]|=3,
d) 3l—x|—2|=4 e) 2-|[3x+2|+1|=10, D ||x=1|-1]-1|=1

6.57. RozwigZz rownanie;
) v~ 1) =2 55 sl
d) ‘4—2.r‘+|6—x|:5, e) ‘x‘—‘Ex—-ﬂl

=4, €) |3—x|+|4+2x]=5,
=1k 0 x—4-22-x=2.

— 2_ 2_.
6.58. Wykaz, ze gdy ae(2;3), to Va 6':H_9+‘J':I o

Rl_ 3—a a—2

6.59. Ocen prawdziwosc podanyeh zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
fub F — jesli jest falszywe.
Liczbg calkowitg spetniajaca réwnanie |x—2|+2|x+2|=4 jest liczba:

—1. P|F
2. P|F
nalezaca do przedziath (—2;2). P|F

6.60. Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

/= Pierwiastki réwnamia |x—1|+x|=3 to:

A. liczby —11 2, B. liczby —1 1 1, C. liczba 2.

6.61. Dokonicz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych

< /= Rownanie |-x|+|x|=1

: : : : 1 1
A. ma dwa rozwigzania x, i x, takie, ze x, = 3 B
B. ma jedno rozwigzanie x, takie, ze x, = . C. nie ma rozwiazamia.
6.62. Uzasadniy, ze:
D| a) rownanie [2x|+3x—5=|y—1| ma jeden pierwiastek,

b) réwnanie 2|x|+|x—1|+|¥+1/=4 ma dwa pierwiastli,
c) liczba catkowity spelniajacg réwnanie |x—2|+2|x+2|=4 jest liczba nalezgca
do przedziatu (—2;2}.

6.63. Uzasadnij, ze jedyna liczbg calkowita spelniajaca réwnanie |x—3|+2|x+1|=4 jest
D | liczba 1.




Nigrownosci z warfoscia bezwzgledna 143

Nierownosci z wartoscig bezwzgledna
Przy rozwigzywaniunierdwnosci z wartoscig bezwzgledna poslugujemy sie jej interpretacija
na osi liczbowe] oraz odlegloscig na osi miedzy dwiema liczbami.

Pokazemy to na przykladach.

r Przyktad 27. Uzyj symbolu wartosci bezwzglednej i zapisz za pomoca nieréwnosci
zbior tych punktéw x, dla ktdrych:
a) suma odleglogci od punktéw —2 1 3 jest nie wieksza niz 5,
b) roznica odleglogci od punkiow —4 1 2 jest wieksza od 1.
Rozwiazanie Uzywajac syvmbolu wartosci bezwzgledne, zapisujemy podany warunek
W postaci nierownosci:

a) |x+2 + |¥x-3 <5 b) |x+4 - |x-2| >L
odlegiosc od  odleglodc od odleglodc od  odleglosd od
punkti -2 punkti 3 punkin —4 punktie 2 J

Cwiczeme 39, Uzy] symbolu wartosci bezwzgledne] 1 zapisz za pomoca rownania
Iub nierdwnosci zbior tych punktow x, dla ktorych:

a) suma odleglogci od punktow 3 1 5 jest rowna 2,

b) roznica odleglosci od punktow —4 1 7 jest mmniejsza od 3,

; . o 1
¢) suma odleglosci od punktow —1 1 1 jest nie wieksza niz 5

( Przykiad 28. Rozwigz mierdwnosc: a) [x[<3,  b) [x|=3.
Rozwiazanie
a) Rozwiaza¢ nieréwnosé |x| < 3, to znaczy znalez¢ na osi liczbowej wszystkie liczby,
ktorych odleglosc od liczby 0 jest mniejsza od liczby 3, co zapisujemy |x - (}| <3

lx—0|<3
B I R -
e e e
I ::\ }
-3 g To L 5 3 x
& > >
x >3 i yes3,

czyli xe(-3;3)

Nieréwnos¢ |x| < 3 mozemy zastgpic nieréwnoscig podwéjng —3 < x <3.
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b) Rozwigzac merownosc

x‘ >3, to znaczy znalezc na osi liczbowe] wszystkie liczby,
ktorych odleglosc od liczby 0 jest niemniejsza niz 3, co Zapisujemy |.::— 0\ >3

x—0/=3
_3____% | B 43

-—F-r t t i t t

-3 1] 1 3

x<-3 lub B |
czyli x e (—oo; -3} (3; +oo).

[ ]
ny

Nierownosc |x| >3 mozemy zastgpic alternatywg merownosci x<-3 lub x=3, J

Uwaga Jezeli @ >0 i x= R, to:

* |x|=a wtedyitylko wtedy, gdy x=—a lub x=a,
e |x|<a wtedyitylko wiedy, gdy —a<x<a,

e |x|>a wtedyitylko wtedy, gdy x<-a lub x>a.

‘.I =4a ‘.?C|:ﬂ

x<—a

i
1
—d
i
®
1
i
1
]
I
'

|.\T‘ >

Cwiczenie 40. Rozwiaz nierdwnosé: a) x|<6, b)|x>+2, ©)|x<8

rPrzyklad 29. Rozwigz merdwnosé: a) |x—5/<12, b) |x+1>3.
Rozwiazanie
a) Warunek |x—5|<12 spelniaja wspohizedne x punktéw, kiérych odleglosé od liczby
5 jest mniejsza lub réwna 12.

bk—35| =12
| a2
o o | -

+ . —

7 12 2 12 17 %
Zatem ‘.1:—5 <12, gdy —12<x-5<12 |x| < @weedy i tylko
<1245 x <1215 wiedy, gdy a<xsa.

—7<x <17,

Odp.: a) xe(-7;17).
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b) Nierownos¢ |x+1|> 3 zapisujemy w postaci [x—(-1)|> 3.
x—(~1)| >3 spelniajg wspolrzedne x punkiéw, kidrych odlegtosé

Warunek
od liczby —1 jest wieksza od 3.

< f } + : : B »
4 X

Zatem ‘x _ (_1)| >3, gdy L\.| > a wiedy i tylko wiedy,
gdy x< alub x>a

x+1l«<—3 lub x+1>3
x<—4 lub X =2

xe(—oo;—4pu(2; + o).

Odp.: b) xe(—o0;—4)(2;+oo). J

Cwiczenie 41, Rozwiaz nieréwnosé:

a) [x+4/<7 b)|x—3<9 © |x-2[>4 d) |[x+3=2.

( Przykiad 30, Rozwiaz nierdwnosé:
a) [|x+4+2|<6  b)|2x+3]-1|>4

Rozwiazanie Korzystamy z wlasnosci wartosci bezwzgledne;.

—
a) Hx—l—4|—|—2‘ <6 |a| <6 wiedy i tyiko
—6 < |.::+4 +2<6, czyli weedy, gdy —6<a <6

|x+4|+2:>—6 i |x+4/+2<6

e+ 4| = 0 weedy i tyiko ‘x+4|>—8 1 |x+4|<:4 b +d| <4 weedy
wtedy, gdy x e K, xeR 1 —d<x+4<4 1 tylio wiedy,
wigc tym bardziej |z +4| >—8 Rex<l ady -4 <x+4<4

Zatem xR i x=(—8;0).
Odp.: a) xe (-8 0).
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R o
b) HEJ:—I— 3‘ = 1| >4 |a| >4 wtedy i tylko wtedy,
2x+3-1<—4  lub 2x+3|—1>4 sies bt
[#]
r—i—

2x+3)<-3 lub 2x+3|>5 la|>5 wiedy i tylko wtedy,
Memozlive, by |2x +3| < -3, 2x+3<=5 lub 2x+3>5 2 WS M 020

bo [2x+3|2 0. 2x<-8 lub 2x>2

x<—4 lub x>,

czyli x e(—o0;—4) (1 +oo),
Odp.: b) x & (—o0;—4}(l; +o0).

Cwiczenie 42. Rozwigz nieréwnosé lub réwnanie:
a) |[x+2/+2|24,  b)|2-a|-1]<3, o |[|]x-2-2]-2|=2

rPrzykIad 31, Rozwiaz nieréwnos¢ |x —5|<x+7.
Rozwigzanie Korzystajgc z definicji wartosci bezwzglednej, otrzymujemy:
[-x+35, gdy x<5

- Ix—i, gdy x>5

|.1‘ -5

Liczba 5 dzieli zbior liczb rzeczywistych na dwa przedzialy: (—o0; 5) 1 (5;+00).

1 xe(—x5) lub 2 xe(5i+om)
—x+5<x+7 x—-5<x+7
Dy [ [ —2) 0< 12 nierownosd prawdziwa
X511 xe(5;+mw)ixeR,

ye(—s05) 1 x>, czyli x=5.
czyli —1<x <35,

Zwarinkow 1 1 2 otzymujemy —l<x<35 lub x=5

czyli xe(—15)u{5; +o0),

1 0 1

)
th Q%
nY

wiec x >—1.

Odp.: xe(—1;+).

Cwiczenie 43. Rozwiaz nierdwnosé:
Q a) |6+x‘22x+6, b) |x+3‘>2x—2, C) 2|x—1|£3.r+4.
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x—l|—‘x+3|£6.

( Przyktad 32. Rozwigz nierdwnosé
Rozwiazanie Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej, otrzymujemy:

‘x—l|:{r_1’ gdy x21 vs3 x+3, gdy x=z-3
1-x, gdy xel’ —x—3, gdy x<-3

Liczby —3 1 1 dzielg zbior liczb zeczywistych na trzy przedzialy:
(—o0;—3), (=3;1), {L;+o).

-3:1
(—o;—3) o ( ) o (1;+m}
® : : f i g >

-3 0 1 x
xE(—mJ—S) Lub xe(—S; 1) b .::E(l;+ao) ,
1—x— —x—3)£6 Ll—.x—(x+3)£6 x—l—(x+3)£6
x e(—00;—3) o2 xe(-3;1) o x e{l;+oo) |
4<6 xz—4 4 <6
mierdwnosde prawdziwa, ooyl X e (_3; 1) nierdwnosd prawdziwa,

gdy x e (—m;—3) gdy X E(I;+m)

Zatem xE(—m;—S] Inb xE(—3;1}, lub xE(1;+m},
wige x e(—oo;—3)u{-3;1)(l;+x ), czyl xeR.

Cwiczenie 44, Rozwigz nieréwnosé: a) [1-x|—|x+3[26, b) [x—1>|v+3]

. Odpowiedzi do cwiczen

39, ) [x=3|+[x=5|=2, b) pe+d|—|x=T<3, O [r++}r—1<0,5

; 40.a) xe{-6,6), b) xe(—w—V2Ju(VZ+e), o xe(-8;8)

41. 8) xe(-143), b) xe(—414), O xe(—o;—-2)u(6+), @) xe[—oo;—S}u(—]; +o0).

T a)xe{-oo;-4}u(0;+oo), b) x=(-2:6), O x=—4, 5=0 x=4 x,=8

43.2) x£0, b) x<5, ¢ x=-04

44, a) Brak rozwigzania, b) x<-1

H1 AL O A LML T A T

Zadania utrwalajace

6.64. Rozwiaz nierOwnosc:
a) |x| >0, b) |x|= 0. ¢) |x|<0, d) x| <0,

e) [x|>-L B x| <-2, g) |x| =5, h) %|x‘ >,
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6.65. Rozwigz nierdwnosc:

a) [x—3|<4, b) |x+1|<3, ) |x+2/>2

d) |x—4>3, e) [x+1|>1, ) [x+1<2.
6.66. Zaznacz na osi liczbowe] wszystkie liczby x spelniajace warunek:

a) |x|<5, b) || 22, ¢) |x+1] <3,

d) |x+1>4, e) |x—3<3, N |x—5=L

6.67. Zapisz za pomocg wartosci bezwzgledne] warunek:
a) xe(-2;2), b) x>-3ix<3 ¢) x<—4 lub x >4,
d) xe(0;4), e) xe{-4 0), ) xe(—ow -3} U(l +w)

6.68. Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

i == lub F—jesli jest falszywe.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci |x—3{<2 jest przedziat (—5; 5). P|F
Liczba 1 nie nalezy do zbioru rozwiazan nierownosci 2.::\ > 1. PIF
Liczba 1 nie spelma merownosci x—2]>1. P|F
6.69. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
-~ Zbidr rozwigzan nieréwnosci [v—1/> 2 zaznaczono na rysunku:
A, iy | et B. +—+—+—+ 1+ ¢ »
—2 0 1 2 X ¢ 1 3 h
C.v v ——t— > D. +——t ¢ —
-1 0 1 3 X -1 0 1 3 X
| 6.70. Rozwigz nieréwnosc:
a) ||x—2|+1] <4, b) |lx+1-3[>2 ©) |jx+4-1]<3.
d) [x—1]+2|=2 e) |lx—3+35|<1, ) [4-2)x+1||>8
6.71. Rozwiaz nierdwnosc:
a) |2x+1|—|x| <0, b) 9—2x—5|>|x-1]
2 2 2
¢) VOx? +36x+36 <15—|2x+4| d) 4-Zx-21> Zx 2146
e) Vx? —dx +4 4432 —6x49 <0, 1 [2x—3]+|4— x>0,

R 6.72. Uzasadnij, ze najwigksza liczbg ujemng spelniajacg nieréwnos¢ |x+2|+|x—3{29
D | jest liczba 4.
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. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Najwiekszg liczbg calkowitg spelniajgcg nierdwnos¢ —2x+4 > ( jest liczba:

A. 0, B2 G 1, D.-2.

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Do zbiom rozwiazan nierownosci 4—1,5x > 7 —(2x—1) nie nalezy liczba:

A.7, B. 8, G2 D. 10.

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Kazda liczba rzeczywista spelnia merdwnosc:
A 34x+1)<12x+42, B. 3(4x+1)<12x,
C. 3(4x+1)>12x+2, D. 3(4x—1)>12x.

Dokoncz zdante. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

1
Wyrazenie ma sens liczbowy, gdy:
T o e
A xl B. x=3, G e 3 D.x<3.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.
Jezeli w rownariu 3(1—x) =[l|- 3x w kratke [l wpiszemy:

liczbe 3, to ofizymamy rownanie Sprzeczne. P|F
liczbe 5, to otrzymamy réwnanie tozsamosciowe. P|F
wyrazenie 2y, to otrzymamy réwnanie oznaczone. P|F

Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowieds sposrod oznaczonyceh literami A 1 B

oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C' 1 D.

Nierdwnos¢ |x|—1|< 2 spelniajg liczby x nalezace do przedziatu:
A, (-3;3), B. (-1;1).

R ownanie |x — 1| =]l
C. marozwigzanie, D.nie ma rozwigzania.

74

Uzasadnij, ze réwnanie |x —5|+|x+ 6|=0 nie ma rozwiazania.

L

8.

_Uzasadnij, ze réwnanie |5 2|x+3| =1 ma cztery pierwiastki.

D

o

w

Uzasadnij, Ze nierdwnos¢ |l—|x|| < 3 gpelnia dziewiec liczb calkowitych.

R



7. Uklady rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi

Rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi

Rozwigzywanie mekiorych problemow sprowadza sie do ulozenia rownania postaci
ax + by =c z niewiadomymi x 1 y, kiére nazywa sie rownaniem liniowym.

Pokazemy to na przykladzie.

f Przykiad 1. Jacek narysowal w zeszycie kilka trojkatow i kilka szesciokatow (figury
byly roztaczne)i policzyl wierzcholki tych figur. Okazalo sie, ze jest ich razem 24. Uléz
rownanie opisujace dang sytuacje 1 T0zwigz je.

Rozwiazanie Nie znamy liczby trojkatow ani liczby szesciokatow. Oznaczmy:
x —liczba trojkatow, xe N7,
vy — liczba szesciokatow, y e N7,
wiec 3x —liczba wierzcholkéw wszystkich trojkatow,
6y — liczba wierzcholkow wszystkich szesciokat 6w,
Z warunkow zadania otrzymujemy rownarnie liniowe:
3x+6y=24 liczba wszystkich wierzchotkow wielokgtow
X+2y=8. 3x+6y=24 /:3
Rozwigzaniami réwnania x +2y = 8 sq wszystkie paryliczb (x, ) spelniajgce warunek
x+2y=8 gdzie xe N 1 ye N* (zalozenia wynikajg z warunkéw zadania).
Zauwazamy, Ze interpretacja geometryczna rozwigzan YA
rownania jest zbior tych punktow lezgcych na proste] %
ordéwnaniu x + 2y = 8, ktérychwspélrzedne sq dodat- 3

2
nimi liczbami naturalnymi. 1
Wyznaczamy y z rownama x+ 2y =8: 0
L,
y=—yrre . 2[a]6]8 10

Zauwazamy, 7e wartosc x powinna byc liczba

1
—
o
L

1
y=—=x+413
3 3

naturalng parzysta, gdyz ye N™.

Odp.: Warunki zadania spelniaja pary liczb:
(2, 3), 4, 2), (6, 1). Jacek mogl narysowac 2 trojkaty 1 3 szesciokaty lub 4 trojkaty
1 2 szesciokaty lub 6 trojkatow 1 1 szesciokat. J
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Definicja

R ownanie, kiore mozna przedstawic w postaci ax+ by = ¢ z niewiadomymi x 1 y,
NAazy wary:

e rownaniem stopnia pierwszego, gdy a-b# 0 (liczby g1 b nie sa zerami),

e rownaniemliniowym, gdy aZ+p’ >0 (tylkojednazliczb a1 bmoze byc rowna0).

Rozwigzaniem réwnania liniowego ax-+by=c jest kazda para liczb (x, ), ktora

spelmia to rownanie.

rPrzyIdad 2. Podaj trzy pary liczbx 1 y, ktore spelniajg rownanie 2x + y— 6 =10, i zaznacz
w ukladzie wspohrzednych punkty odpowiadajace tym parom liczb.

Rozwiazanie Rownanie 2x+ y—6 =0 zapisujemy YA
W postaci y=-2x+6. P

o Jesli x=0, to y=—2-0+6=6 T

o jedli x=1 to y=-2-1+6=4 L] ‘\\'

o jedli x=2, to y=-2-246=2. el 5
Odp.: Rownanie 2x+ y—6=0 spelniaja pary: ol 1 y -4

(0,6), (1,4) (2 2). | (o] 1 | [ 4 |

Zauwazamy, ze wszystkie zaznaczone w ukladzie wspohrzednych punkty leza na jednej
prostej. Wspolrzedne tych punktow spelmajg rownanie 2x+ y— 6=0, czyli rOwnamnie
y=—-2x+6. O kazdym z tych réwnan mowimy, ze jest rtOwnaniem tej prostej.

Cwiczenie 1, Podaj trzy pary liczb spetniajacych réwnanie:
a) 3x+y=35 b) x—2y=-3 €)=,

Uwaga Jezeli utozsamiamy pary liczb rzeczywistych (x, y} z punktami plaszczyzny,

to réwnanie ax+by+c=0 opisuje prosta, gdy o° +5° = 0.

r Przyktad 3. Podaj conajmmniej dwie pary liczb spelniajace réwnanie x —4 = (. Przedstaw
w ukladzie wspolrzednych obraz graficzny zbiorn rozwigzan tego rownania.

Rozwiazanie x—4=0 wtedy, gdy x=4. A

Rozwigzaniami réwnania x=4 sg pary liczb (4, y), HEEEN t-"x—%df.
gdzie ye R np. (4,-2), (4.0), (4,1} itd. L
Obrazem graficznym zbioru rozwigzan rownania x —4=0 | © 1] | | £
jest prosta o rownaniu x = 4, réwnolegla do osi y. {
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Cwiczenie 2. Podaj co najmniej dwie pary liczb bedacych rozwiazaniami réwnania y = 3.
Zaznacz na plaszczyznie obraz graficzny zbioru rozwigzan danego rowrania.

Cwiczenie 3. Dane jest réwnanie x—y +6=0.

a) Podaj trzy pary liczb spelniajacych réwnanie.

b) Czy zbior wszystkich par liczb spelniajacych dane rownanie jest zbiorem skonczonym?
¢) Nazwi) figure, ktora jest obrazem graficznym zbioru rozwigzan tego rownania.

Cwiczenie 4. Podaj trzy pary liczb spelniajacych réwnanie:
a) 3x+y=>5 b) x—2y=-3, C) x=y.

Odpowiedzi do cwiczen
L. Np.: a) (-1,8), {0,5), (12), b) {-1,1), (1,2), {-3,0), o (-2,-2), (0,0), (L1).
2. Mp.: (6,3), (2,3), (3,3). 3.a)Np.: (0,6), (2,8), (3,3), b)nie, ¢)prosta.

4.Wp. a) (0,5), [;DJ (12), b {-3,0), {-1,1), (1,2), o (0,0), (-1,-1), (2,2)

Zadania utrwalajace

7.1. Sprawdz, ktére pary liczb: (1,1), (12, 2), E(},

rownania x—5y=2.

th | b

J, (— L3 J nalezg do zbioru rozwigzar

7.2. Przedstaw w ukladzie wspohzednych obraz graficzny zbioru rozwiazan rownania:
a) x—5=0, b) 2x—y—1=0, c) yv+7=0.

7.3. Rownanie liniowe ma postac —x+2y—1=0.
a) Podaj dwie pary liczb, ktore spelniaja to rownanie.
b) Podaj pare liczb, ktora me spehma tego rOwnama.
¢) Nazwij figure, kidra jest obrazem graficznym zbioru rozwiazan danego roéwnania.

Rozwigzywanie uktadow rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uwaga

e Jesli dwa rownania liniowe z dwiema niewiadomymi polaczone sg spojnikiem i ,
np. 2x—y+4=0 i 5Sx+4y=12,

2x—y+4=0

to mozemy je zapisa¢ w postaci ukladu réwnan { _
Sx+4y=12

¢ Rozwiazaniem ukladu rownan limowych z dwiema niewiadomymi jest kazda para
liczb (x, y), ktora spelnia jednoczesnie oba réwnania.
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Cwiczenie 5. Sprawdz, czy para liczb (3, —1} spelnia kazde réwnanie ukladu:

) x+3y=0 b =3 ) %x—iy:’f'
a 3 "
2x —y=17 Sk=3—12yp g1

Wskazowka. Wstaw do rownar ukladu za x liczbe 3 1 za y liczbe —1, wykonaj obliczenia
1 stwierdZ, czy obie otrzymane rownosci 83 prawdziwe.

Uklady réwnan liniowych mozemy rozwigzywac metoda podstawiania lub metoda prze-
ciwnych wspolczynnikow.

Metoda podstawiania polega natym, ze z jednego z rownan wyznaczamy jedng mewiadoma
1 podstawiamy otrzymane wyrazenie zZa t¢ niewiadoma w drugim rownaniu.

W ten sposob to drugie rownanie staje sie rownaniem z jedng niewiadoma.

Pokazemy to na przyktadzie.

: 2x+yp=1 o
Przykiad 5. Rozwiaz uklad réwnar ’ metoda podstawiania.
6x—2y=16
Rozwiazanie
2x+y=17 Z plerwszego
6x—2y=16 réwnania wyznaczamy y.
=g FPodstawiamy do drigiego rownania
6)5—7-(7—"1'}:16 za y wyraZenie 7 — 2X.
Rozwigqzujemy drugie rownanie: 6x 2(7 2x)=16
6x l44+4x=16
y == ? —2x = 3.
=3
y=7-23 Whnik x =3 podstawiamy do plerwszego
rownania.
Odp.: { £ Rozwigzaniem uktady réwnan jest para liczh (3,1).
y =

Cwiczenie 6. Rozwiaz metoda podstawiania uklad réwnan:

{2x+y:8 H {I—F_}‘:ﬁ
a : :
3x+y=11 2x—3y=20
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Metoda przeciwnych wspdlczynnikow polega na przeksztalceniu obu réwnar ukladu tak,
by przy jednej z mewiadomych byly liczby przeciwne. Tak otrzymane rownama ukladu
dodajemy stronami. Pokazemy to na przykladzie.

( Przyktad 6. Rozwiaz metoda przeciwnych wspotczynnikéow uklad réwnan:

2x+y="1 . 2x+3y=4
a : :
6x—2y=16 3x—y=>5
Rozwiazanie
2x+y=T7 /2 Ohbie strony pierwszego rownania mnozymy przez 2, aby
a) s Zy g w rownaniach przy zmienne] y byly przeciwne Hczhy: 21 —2.
4x ly=14 Rownania dodajemy stronami.
6x—-2y=16
10x + Gy =30
10v =30 Chrzymujemy rownanie 10x= 30 z niewiadomg x
el [ vozwigzifeny je.
{x i Wartosd x =3 podstawiamy do dowolnego rownania uldadu
2x+y=1 i obliczamy y.
Xy
2:34+y="7

HeiR
y=1

b) Metodg przeciwnych wspdlczynnikéw mozemy obliczy¢ obie niewiadome x 1 y.

Obliczamy niewiadoma x: | Obliczamy niewiadoma y:
(2x43y=4 : {_x+3y:4 /(=3)
13x—p=5 /3 | x—y=5 /2

. [2x43y=4 | {-x—9y=—12
9% 3y =15 : x—2y=10
11x =19 | —1ly=-2

b | 2

11 19 | auT
_3 e
Odp:ay<" -, byq
y=1 2
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Uwaga

¢ Rozwigzywanie ukladu rownar polega na zastepowaniu tego uktadu kolejnymi
ukladami jemu rownowaznymi, eliminujgc mewiadoma przez:
» podstawiamnie (metoda podstawiamia),
» dodawanie réwnan stronami (metoda przeciwnych wspolczynnikow).

o Dwa uklady rownan sg rownowazne, gdy majq ten sam zbior rozwigzan.

Cwiczenie 7. Rozwiaz uklad réwnan metodg przeciwnych wspolczynnikow:

Eyay=l b Sx—4y=2
a . :
3x—6y=-9 3x+2y=1

Cwiczenie 8. Doprowadz kazde réwnanie ukladu do postaci ax+by =c:

{Z(Jﬁ- yI-2=3(x+2) b [(3‘7_1}2 _(}'_3)2 =(x—y}(x+y)
2(y+2)+3(x—y)=2x-1" lx;4_l§i:1 |

r Przyktad 7. Okregl, czy uklad jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny, gdy:

x+yp= 2 X—y= 5 X—y= 3
a) o , b) h . c) Y )
x—y=4 2x—2y=10 2x—2y=4
Rozwiazanie

Do wszystkich ukladow zastosujemy metode przeciwnych wspolczynnikow.

Rozwiazaniem ukladu sa
pary liczb (x, y), gdzie

xeR ye R
lub
P=x—3

Rozwigzaniem ukladu jest Ulklad nie ma rozwiazamnia.

jedna para liczb (3,1}

| I
R il o frep=F I | Tep=8 F{3
x—y=4 | ™ ]2x-2y=10 | ™ J2x—2y=4
I 4 I 5
2x=6 | {_—'x y=—10 I [—;x y:_(j
X¥=23 | Ti—=2F =10 I 1 2x-2y=4
»=3 | Ox+0y=0 | Ox+0p=-2
y=-1 | 0=0 | 0=—2
: rawnost prawdzivea : rownosc fatszywa
Uktad oznaczon Uktad nieoznaczon Uktad sprzeczn
y | y | P ¥
I I
I I
I I
| |

x:y+5' J
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Definicja
. Uktad réwnati limowych z dwiema niewiadomymi nazywamy:
e ukladem oznaczonym (lub ukladem réwnan niezaleznych), gdy ma jedno rozwia-
zanie, kiorym jest para liczb,
e ukladem nieoznaczonym (lub ukladem rownan zaleznych), gdy ma nieskorcze-
nie wiele rozwiazan, czyli nieskonczenie wiele par liczb spelnia réwnania ukltadu,
¢ ukladem sprzecznym, gdy nie ma rozwigzania.

Cwiczenie 9. Okresl, czy uklad jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny, gdy:

2x—y=06 [lx—ly:il 4x—y=3
3)23_2, by<3 2 5 C)EUS—ES’
e 12;5—31;—1? S o
Y gpe=8 —x+2y=3 Ix+y=8
€ s

4x—2y=3 ) Ix—6y=-9 D Ix—y=-2
i Ogowedido cma’ |
| 5 a)Tak, b)tak, c)nis 6.3) (3,2), b) (7,-2). !
| 4 1 o [Frt2y=8 2% +6y=8 |
| b {_]’I)J 0 [ﬁ’_ﬁj - {x—y=—5 + b {3};—2}4:2 ' i
l
I

9. Uktlad jest: a) cznaczony, b)niecznaczony, < spreeczny, d) sprzeczny, e)nieoznaczony, f) oznaczony.

Zadania utrwalajgace

7.4. Rozwiaz uklad réwnan metodq podstawiama.

x+3y=3 [Zx—yzlﬂ Im+n=9

a) ; b) 5 C) y
x—y=35 1x—|—5y:—17 2m—5Sn=-11
[4&—2:.6 S5x=4-2y 6x—3y=9

d) ; e ; :
13a+7b=15 4x+y=3 x+5y=-9.5

7.5. Rozwiaz uklad réwnan metodg przeciwnych wspolczynnkow.

+y=9 YrEdy=12 +4y=11
a){x > b){x 2 c{x i

F—y=23" —3x+y=10" 2x+5y=10"

{4x+5y:—4 {—2x+5y:—10 {9x+8y:1
e

6x+7y=—6 Tx—4y=8 ’ Sx—6y=11"



Rozwigzywanie ukfadow rownan liniowych z dwiema nigwiadomymi 157

7.6. Rozwiaz uklad réwnan.

(=
%) 1_5.1'—_1-' =4

7.7. Rozwiaz uklad réwnan.
[2x—y=2

a) W_JC—JF=—1 A

®

P 3x—7y—4=0
3x—-3y=4

x+y+z=0
g) x+2y+3x=-3,
X4Hy—g=4

i g

7.8. Uczen rozwigzujac uklad rownan {

h)

3xtytz=-2

x+3y+2z=06

T4+ =3
Ix—2y=4

2x+2y+3z=8 ,

lx_lv:_ﬁ
/. ;
3x—2y=30
x+y+z=6

2x—y—z2==3 .

x—3y+2z=

, otrzymal rozwiazanie

x=-2 1 y=—1. Czy uczen poprawnie rozwigzal ten uklad rownan?

Wybierz odpowiede T (tak) albo N (nie) i jej uzasadnienie sposvod A, B i C.

para liczb (-2, —1) spehnia tylko réwnanie

T | Tak, Sl 5 y=-3,
poniewaz | g | paraliczb (—2,—1) spelniatylko réwnanie
3x—2y=4
N | Nie, sl s
C. | paraliczb (-2, 1) spelnia oba réwnania ukladu.
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7.9. Rozwigz ukiad réwnan:

x+2y A1
10(y+2)+x—5=x-5 b) PR~ S
25(y+2)+3(x—5)=—9 " y+3 2-x_3 ’
6 £ 2

c) x+4_y+4_1
2 3

(s-lf p-sfimfosiloesl {(xZJZ(yl)Z(xy)(Hy)”

7.10. Rozwigz uklad réwnan:
a)-ﬁ&+y:3 , b) 2x+$bﬁJ§, o x+y—2J§:0,
x—y:\E—l x—y+2=0

; {(ﬁl)ﬁy—ﬁﬂ o {ﬁx—y_—ﬁ_l {_3I+J§y__4

x—y=0

(VZ+1)a-y=v2-1 x+B3y=43-1 2x—J6y=4-243

7.11. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

= o ., |2x+y=16 | -y
Rozwiazaniem ukladu rownan i jest para liczb i sg to:
r=y=
A. dwie liczby dodatnie, B. dwie liczby njemne,
C. liczba dodatma 1 zero, D. liczba dodatnia i liczba ujemna.

7.12. Rozwigz uklad rownani okresl, czy jest on oznaczony, nieoznaczony czy spizeczny, gdy:

{6x+9y:15 0 %x—y:l ) 1,5x+0,5y:i
: > C .
2x+3y=3 e (},3x+(},1y:§
=13
1x+1y:2 x—y=—1 2x+y=13
(l) 3 5 . e) i i f) 1 ;_2.

7.13. Podaj, jakie liczby mozna wpisaé¢ w miejsce L1 i O, aby uklad
Cx+2y=3
3Ix+Qy=9

a) NieOZNACZOony, b) oznaczony, C) Sprzeczny.

= rownan { byt
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Przyktady zadan prowadzacych do rozwigzywania uktadow rownan
liniowych

Za pomocg rownan limowych 11ich ukladdéw mozna rozwigzac wiele problemdw z roznych
dziedzin nauki 1 z Zycia. Wystarczy w tym celu:

e ustalic poszukiwane niewiadome i oznaczyc je dwiema dowolnymi literami — najcze-
scie] uzywamy liter x 1 y,

e zaobserwowane zwigzki miedzy poszukiwanymi wielkosciami wyrazic¢ symbolicznie
z uzyciem liczb, liter 1 znakéw dzialan — ulozy¢ dwa rownania liniowe z dwiema nie-
wiadomymi,

e rozwigzac otrzymany uklad rownarn.

Pokazemy to na przyktadach.

( Przykiad 8. WprowadZ niewiadome x oraz v i zapisz za pomoca ukladu réwnan infor-
macje przedstawione w zadaniu.
Na parkingu stalo 120 pojazdow, w tym samochody esobowe i motocykle.
Ile bylo pojazdow kazdego rodzaju, jezeli wiadomo, Ze wszystiie pojazdy lgcznie
staly na 366 kolach?

Rozwiazanie Przyjmujemy oznaczemnia:
x —liczba samochodow, wigc 4x —liczba kot samochodow,
vy —liczba motocykli, wiec 2y —liczba kol motocyklowych.
Ukladamy rownania 1 zapisujemy je w postaci ukladu rownan:
{x 4 =120 Na parkingu stafo 120 pojazdow,

4x+2y=366 pojazdy mialy lgcznie 366 kot J

Cwiczene 10. WprowadZ niewiadome x 1 v. Zapisz informacje przedstawione w zadaniu
za pomocg uktadu rownari.

a) Do salonu samochodowego sprowadzono 48 samochodéw dwoch marek: Kiai Su-
zuki. Samochodow marki Kia bylo dwa razy wiecej] niz samochodow marki Suzuki.
b) W klasie liczacej 27 uczmow dziewczat jest dwa razy mmiej niz chlopcow.

W zaleznosci od informacji zawartych w zadaniu obieramy strategie jego rozwigzania.
Pokazemy na przykladzie, Zze ten sam problem (zadanie) mozna rozwigzac¢ za pomocs
jednego rownama lub za pomoca dwoch rownar, czyli ich ukladu.
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r Przykiad 9, Kasia narysowala kilka tréjkatow i kilka czworokatéw, a nastepnie poli-
czyla ich wierzcholki. Bylo ich 70. Tle trojkatow, a ile czworokatow narysowata Kasia,
jezell trojkatow bylo dwukrotnie wigce] niz czworokatow?

Rozwiazanie Rozwigzujemy problem za pomoca:
Jednego rownania ukladu rownai

x —liczba czworokatow, x — liczba czworokatow,

4x —liczba wierzcholkow czworokatow, y— liczba trojkatow.

|
|
|
2x —liczba trojkatow, | 2% —liczba trojkatow,
|
|
|
|

3-2x —liczba wierzcholkdw trojkatow, {Ex —p
dx+3-2x="170, 4x+3y="70"
H="7, =Y
2e=2.7=04, | y=14"
Odp.: Kasia narysowala 7 czworokatow 1 14 trojkatow. J

Cwiczenie 11, Tata kupil dwa rodzaje puszek z karma dla pséw. Karma ,,Smaczek”
kosztuje 2,80 zl za puszke, a karma ,,L.asuch” 3,40 zl za puszke. Tata kupil o 3 puszki
mmniej karmy ,,Lasuch” niz karmy ,,Smaczek” 1 zaplacil 33,20 zl. [le puszek kazdego

rodzaju kupit tata?
( Przykiad 10. Oblicz diugogci bokéw trapezn réwnora- p M
miennego 4 BCD przedstawionego na rysunku. |
; " 2x+y { 3x-1
Rozwiazanie |
: : o
Ukladamy uktad rownar. A 3y B 4r_3y B
2x+y=3x—1 |4D|= [BC| v I C 4
Y N
|4B|=3y+4x 3y ma X
| i |4B|=3y+2y+3y ij ' \ !
48 s N
E 4
y=x-1 _ W=
4x=8y wige y=1" Zapis [4B| cztamy dlugosé odcinka AB.
|AB| =8y |AB|=8-1=8
IDC|=2y , wieec <|DC|=2-1=2
|AD|=3x-1 |AD|=3-2-1=5

Odp.: Podstawy trapezu majg dlugosci 8 1 2, a ramie 5. J
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2y-3
D 6
Cwiczenie 12, Oblicz dlugosci bokow prostokata 4BCD 5 iy
_ + —
przedstawionego na rysunku. rd 2
A B
I+

r Przykiad 11. Wyznacz wszystkie pary liczb naturalnych xi y spelniajacych réwnanie
xy—3p=3.
Rozwiazanie Wszystkie pary liczb naturalnych.x i y spelniajacych rowname xy —3y =3
mozna wWyznacz y¢ nastepujacg metoda:
e przeksztalcamy réwnanie do postaci y(x—3) = 3, gdzie ye NV i (x-3}e N,
(% ) I_v_l
z ¥
e liczbe 3 po prawej (P) stronie rownama mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu
dwoch liczb naturalnych tylko na dwa sposoby: 3-1 lub 1-3
: . ¥=3 y=1 ; :
e rozpatrujemy dwa przypadki: s lub g 3 1 wyznaczamy wszystkie
b= P
pary liczb naturalnych spelniajacych te warunki.

Odp.: Rownanie spelniaja pary liczb naturalnych {x lub {x :
y=3 y=1 )

Cwiczenie 13, Wyznacz wszystkie pary x i y liczb;
a) naturalnych spelniajacych rownanie xy—4y =7,
b) calkowitych spelniajacych réwnanie x” — y? =5.

1 Od 'rlF‘\'lIPl i do cwiczen l
; ; ; ; ; i ; x+p=27 '

10, a ) , gdziex —liczba samochoddéw Hia, y — liczba samnochoddw Suzuki, b) ,gdziex—liczba |
= 2y Zx=y |
| dziewczat, y — liczba chiopeow. 11 Tato kupit 7 puszek karmy ,Smaczek” 14 puszld karmy  Lasuch”.  12.513. |,
|

=11 =-3 =—3 =3

13 a) { lub {x b { lub {x ub {x lub {x | Wekazéwia.b) (x—y)(x+y) =5, wicc | f
y=1 y=2 yp=—"2 y==2 y=—"=2 |

l
!rozpatmjemy crtery przypadkl, czyli {x Y lub {x * , lub {x Y , lub {x i
Xt =t xt+y=-5

Zadania utrwalajace

7.14. Zapisz informacje w postaci ukladu réwnar 1 rozwigz go.
a) Liczba p jest o 3 wigksza od polowy liczby #, a suma liczb p i rjest rowna 18.
b) Liczba m stanowi 30% liczby », a suma liczb m 1 n jest réwna 65.
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7.15, Suma liczb x 1 yjest trzykrotnie wigksza niz ich roznica, a pierwszaliczba jest 0 4.3
- — Wwieksza od drugiej.
t_: Uzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonyeh literami A1 B oraz
odpowiedz sposrod oznaczonveh literami C 1 D,
Powyzsza sytuacje mozna opisa¢ rownaniem:

A x+x—43=3. [x—(x—4, 3}] B. x+x—4.3= 3-[.1:—0—(.1:—4,3)] .

Powyzsza sytuacje mozna opisac ukladem rownar:

x::l.-—|-4?3 y=3ﬂ'—|—4,3
4 . .
x+y=3(x—y) x+y=3(x-y)

7.16. Nazebranu poddano glosowaniu pewien wiiosek. Glosowalo 360 osob. Glosow za
przyjeciem wniosku bylo o 104 wiece] mz glosow za jego odrzuceniem. Ile osob gloso-
walo za wnioskiem, a ile za jego odizuceniem, jezeli niki nie wstrzymal sie od glosu?

7.17. Piekarz ma obecnie piec razy wiecej lat prakivki niz jego uczen. Za 4 lata piekarz
bedzie mial trzy razy wiecej lat praktyki niz jego uczen. Ile lat pracuje piekarz w swoim
zawodzie?

7.18. Z przystani Rados¢ odlegle) o 6 km od przystani Milos¢ wyplynela motorowka.
Z pradem 1zeki plynela 20 minut, a powrdt trwal pol godziny. Oblicz sredmig predkosc
wtlasna motorowki 1 predkos¢ nurtu rzeki.

7.19. Gdyby Aleksander Wielki umarl o 5 lat wczesniej, to panowalby przez i SWego

zycia. Gdyby zvyl 0 9 lat dluzej, to panowalby przez polowe swego zycia. Ile lat zyliile
lat panowal Aleksander Wielki?

7.20. Kierowca prowadzi samochod, ktory zuzywajac 1 litr benzyny, moze przejechac 12 km
autostrada lub 9 km ulicami miasta. Podczas ostatmego weekendu przejechal 348 km
1 zuzyl 35 litrow benzyny. Ile litrow benzyny zuzyl na jazde w miescie?

7.21. Dwaczerwone lizaki kosztujg tyle samo co jeden lizak z6lty 1jeden lizak zielony. Dwa
D | lizaki zolte kosztu)g tyle samo co jeden lizak czerwony 1 dwa lizaki zielone. Uzasadnij,
ze najdrozszy jest lizak zolty.

7.22. Laczna cena stohii 6 krzesel byla réwna 4800 z1. Cene stolu obnizono o 10%, acene
krzesta o 20%. Teraz za zestaw trzeba zaplacic 4050 z1. Oblicz, ile kosztowal stol, a ile
krzesto przed obnizka.
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7.23. Wyznacz wszystkie pary x 1 y liczb:
a) naturalnych spelniajacych rownanie xy —4x=3,
b) catkowitych spelniajacych warunek xy—2y=7.

7.24. Dzielagc pewna liczbe przez 17, otrzymujemy iloraz g 1 reszte 16. Dzielac te sama
liczbe przez 18, otrzymujemy iloraz réwny poprzedinie] reszcie oraz reszte rowna po-
przedniemu ilorazowi ¢. Wyznacz te liczbe.

Rownania, nierownosci i uktady réwnan liniowych z parametrem

Uwaga
Parametrami nazywamy litery, ktore we wzorach 1 rownamach oznaczajg wielkosci
dane.

Parametr w réwnaniach liniowych pozwala nam odpowiadac na pytania dotyczace liczby
rozwiazan rownania oraz warunkow, jakie wtedy spelniaja parametry lub rozwiazania tego
rownania. Pokazemy to na przykladach.

rPrzykiad 12, Rozwiagz réwnamie 2(x—k)+3k=3(x+k}—1 w ktérym:
a) niewiadoma jest x, b) mewiadoma jest k.
Rozwiazanie 2(x—k)+3k=3(x+k}-1
2x—2k+3k=3x+3k-1, skad —x=2k-1.

a) Wyznaczamy x, gdy X jest parametrem. | b) Wyznaczamy &, gdy x jest parametrem.

—x=2k-1 /-(-1) | —x=2k-1
x=1-2k. I 2k =—x+1
| k:l__x_
2

Odp.: a) ROwnamnie z niewiadomg x, niezaleznie od parametru k&, ma jedno rozwigza-
nie x,=1-2% np.gdy k=0,to xy =1 gdy k=-2,to x, =5.
b) Réwnanie z niewiadoma &, niezaleznie od parametru x, ma jedno rozwigzanie

| =

ky = np. gdy x=Lto k;=0; gdy x=-3to k; =2. J

Cwiczenie 14. Rozwigz réwnanie %(.)C—l— 2k} —x=2(x—k})+2, wktorym:

a) niewiadomajest x, b)niewiadoma jest k.
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"R ( Przykiad 13, Oblicz, dla jakich wartoci parametru m réwnanie 2mix+3=4m—x ma
jedno rozwiazanie. Podaj to rozwiazanie.
Rozwiazanie 2mx+3=4m—x
2mx+x=4m-—3
x(lm+l): dm—-3 /: (2m+ 1), gdy 2Zm+1=0,
2m+1=20, czyi m= —%,

dm—3 f 1 =
, ed RAN(——1.
1 gdy me l 5

Odp.: Rownanie ma jedno rozwigzanie x, = o ,gdy m= —l.
2m+1 2 J

Cwiczenie 15. Oblicz, dla jakich wartosci parametru k réwnanie (k+1)x—k=2 ma
jedno rozwigzanie? Podaj to rozwiazanie.

rPrzyklad 14, Rozwigz rtownamie 3mx+2=4(x+m) z niewiadoma x.
Rozwigzanie Pizeksztalcamy rownanie do postaci ax+5=0.
3mx+2=4(x+m), skad 3mx—4x+2—4m=0
(3m—4) x+(2—4m)=0.

[~
[
5 T 5
3
I~

Rownamnie liniowe ma:

1° jedno rozwiazanie, | 2° nieskoniczenie wiele | 3° zero rozwiazan
gdy a=0. | rozwiazan, gdy |  (réwnanie nie ma roz-
3m—4=20 | a=01ib=0. | wigzania), gdy
m;ei | [3111—4:0 | a=01 b0 .
3 | 12—4}'”:0’ | Im—4=0
RGWB m:aro.zwiq- : m:i ; m:l. : {_2—4;}17&0 ;
zamie 1 jest mim liczba | 3 2 - 4 ) |
¥ —(2—4}?3‘)’ sy | | N n.zemozhwe | m =3 1 ms >
3m—4 | Nie ma takiej liczby m, | 4
meR \Jﬂ _ | dla kiorej dane rowna- | m =3
(3 [ | nie ma nieskonczenie | -
| |

wiele rozwiazan.

Odp.: Rownanie ma jedno rozwigzanie rowne

z,gdy me R\ %},aniema

: : 4
Q rozwiazania, gdy m= =
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Cwiczenie 16, Okresl, w zaleznosci od parametru m, liczbe pierwiastkéw rownania: R
ay mx+m=2, by mx—4x=m+2.

Uzycie parametru w nierownosciach liniowych pozwala nam, podobmnie jak wréwnarniach,
wyznaczac ich rozwigzania w zaleznosci od tego parametru oraz okreslac w zaleznosci od
niego zbiory rozwiazan nierdéwnogci. Pokazemy to na przykiadach.

rPrzyldad 15, Dla jakich wartosci parametru m pierwiastek réwnania
3x—m=2(m+1)+x jest wiekszy od 3?
Rozwiazanie Obliczamy: 1 pierwiastek x réwnania, a nastepnie 2 rozwigzujemy
nierownos¢ x > 3.

1 3x—m=2(m+1}+x | 2 3mt 2
Ix—x=2m+m+2 I »3/-2
2x=3m—+2/:2 | Im+2>6
3m+2 | 4 ; [4. ]
= _ m>—, czyll me| —;+oo |
2 | 3 3
4
Odp.: me| —;+o0 |.
’ [3 j J
k-, : - - N . . 2x-1 x—k
Cwiczenie 17. Dla jakich wartosci parametru & pierwiastek réwnania s @

jest mniejszy od 2?

rPrzyldad 16, Rozwiaz nierdwnosé 2x—k > 3(k—1}+4x—5, w ktorej:
a) niewiadomajestx, b)niewiadoma jest k.
Rozwigzanie 2x—k >3(k—1}+4x—5
2x—k >3k -3+4x-5

a) 2x>4k—8 /:(-2) | b) —4k>2x-8 /:(—4)

x<—2k+4. I k<—%x+2.

Odp.: a) x <—2k+4, czvli rozwigzaniem nierownosci jest kazda liczba x nalezaca do

przedziatu (—oo; —2k+4) gdy ke R, b) k< —%x + 2, czyli rozwigzaniem nierdwinoscl

jest kazda % nalezaca do przedzialu [—m; - l.:nc + 2], gdy xR,
2 J R
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R Cwiczenie 18, Rozwigz nieréwnos¢ 3x —m < 2(m +2)—x, w ktdrej:

a) niewiadoma jest x, b) niewiadoma jest m.

r Przykfad 17, Rozwiaz nieréwnos¢, w ktérej niewiadoma jest x.

a) mx+1>0, b) (m-+1)x<0.

Rozwiazanie

a) mx—+1>0, wiec mx>—1.
Aby rozwigzac nierownosc z niewiadomag x mx > —1, gdy dzielenie przez m jest:
» mniemozliwe (m =0 ), nalezy sprawdzic, czy gdy za m podstawimy 0, to otizymamy

nierownosc prawdziwa czy falszywa,

« mozliwe (m £ 0), nalezy podzieli¢ obie jej strony przez m.

Rozpatrujemy przypadk:
m=0 m#(
0-x>-1 m<0 | m>0
0>—1. nierownosc mx>—1 /im | mx> -1 /im
prawdziwa | | |
Zatem x € (—o0; +o0), Mo W=y
_ bl | m
czyli xe R. B | :
Zatem xe(—m;——J. I Zatem xe[——;+m].
i | m .

b) (m+1}x<0.

Rozpatrujemy przypadk:
m+1=0,czyli m=-1 m+1z0, czyli m=-1
. / \“* .
(—1+I}x<_10 m+1<0, czyli m<—1, | m+1>0, czyli m>—1,
' BT el (m+1}x£0 fi(erl] | (m—I—Ij}xEU /:(m+1:}
prawdziwa x> —0 : I x= 0 ;
Zatem x< R, -l | m+1
Zatem x >0, | Zatem x<0.

Odp.:a) xe R, gdy m=0; b) xe R, gdy m=—1;

|
1 I
x<—;, gdy m< 0; | x>0, gdy m<—],
I
I

1 o _
x> ——, pdy m>0. x<0, gdy m>-1.

i _J

Q Cwiczenie 19. Rozwigz nierdwnosé¢ z niewiadoma x.

a) mx+2<0, b)mx—2<0, ¢ (m—1)x>0.
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Parametr w uktadach réwnan liniowy ch pozwala okreslac¢ warunki, kiedy uklad ma, akiedy
nie ma rozwigzania lub kiedy te rozwigzania majg zgdang wlasnosc. R

rPrzyldad 18. Okresdl, dla jakich wartoci parametru & rozwigzaniem
x—y=k-1

2x—y=—3—k

a) jest para liczb ujemnych,

b) jest para liczb dodatnich,

¢) jest para liczb o przeciwnych znakach.

ukdadn rownan {

Rozwiazanie Rozwigzujemy uklad rownan.

x—y=k—1 /(-2)
2x—y=-3—-k
N —2x+2y=-2k+2
2x — y=-3-k
y=-3k-1
=—2(k+1
Zatem % ( } gdy ke R.
y=-3k-1
| |
a) x<01iy<0, | b)) x>01 y>0, | O (x>01y<0)
[~2(k+1)<0 | [-2(k+1)>0 | lub(x<01y>0)
1_3;{_1{0 : k150 : {—2(k+1):>0 i {—2(k+1}<0
Fin | | | —3k—-1<0 —3k—-1>0
1 k<—1 k>—1
> | 3 T !
| | |[e>— k<—="
] k<-1 3 3
k>—§. | | e istrnieje i 1 |
| | liczba k spel- = > g )t
1 1 nigigea obie
Odp.: a) k>_§’ by k<—1 ¢ ke[—l;—g} Hierownosci.

Cwiczeme 20, Oblicz, dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem ukladu réwnan
2x+y=3m+l
rrymam jest para liczb x 1 y spelniajaca warunek:
e

a) x<01iy>0, b)|x‘ili‘y|£%. R
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Odpowiedzi dn cwiczen

3 k+2 . . 2—m
14. a) x= k——, ) k=x+z. 15, %= T 1,gdy f#—1 16, a)Jednorozwigzanie xg= , gdy me R\{0};
o

_ . . _ +2 _ _
nie ma rozwigzania, gdy m=0, b)jednorozwigzame x; = m—4, ody me R\{4}, nie marozwigzania, gdy m=4.
o

Im+4 4x—

17. k>—4. 18.a) x< , by m>

19. a) Wie ma rozwigzania, gdy m=10, x}—i, gdy m <0,
it

h £ 2 ]
x<—,gdy m>0, b) xR, gdy m=0;, x>—, gdy m<0;, x<—, gdy m>0, ©)niemarrozwigzania, gdy
Figs i) m

m=1, x=0,gdy m=1, x<0, gdy m=1

20.a) me(-10), b) m=

Zadania utrwalajace

7.25. Rozwigz réwnanie z niewiadoma 1 x, 2 m, gdy:

a) —B(x = m_} —2x= 4(29: + m] +1, b) %(Zx + m} —3m= %(1?1 = 1),
c) 5(I—2?H)+2=;(I+1), d) (l—i‘??} }?I—l}

7.26. Okresl, w zaleznosci od wartosci parametru m, liczbe pierwiastkow réwnania:
a) 2x—m =3, b) mx—3=x+m, C) mx+1=x+n.

7.27. Rozwigz rownanie Z niewiadoma x:
a) mx—2x+1=4x-2, b) ax+x=a+1,

¢) a(2—-x)=a, d) ax—a®=2x—4.

7.28. Rozwiaz rownanie Z niewiadoma x:
a) mx—m’ =4m+4-2x, b) mx—1=m"—x,

¢) mPx—m>—1=2mx—x, d) m2x+4mx+m2+4(l+ R =51

7.29. Dla jakich wartosci parametru m pierwiastek rownamia 4(m—3)+x=m—5x jest

mniejszy od 3?

7.30. Dlajakich wartosci parametru m pierwiastek réwnania 2x+m-+4=—4(x+3m) jest
wiekszy od —57?

3x—-2 .
7.31. Dla jakich wartosci parametru & pierwiastek réwnania i r;k nalezy do

4

przedziatu (—4; 2} ?
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7.32. Rozwiaz nier6wnosc¢ zZ niewiadoma x: R
a) ax—a >0, b) mx+3 <m, C) 2x—m =35,
d) ax+3<3a, e) mx —3 <Tmx, ) ax+2a2z3ax.

7.33. Okregl, dlajakich wartogci parametru m zbiorem rozwigzan nieroOwnosci mx > m—1
jest przedzial:
a) (—o0; +00), b) (—o0: 2).

7.34. Okresl, dla jakich wartosci parametru m jedno rozwigzanie ma ukltad rownarn:

x+2y=4 m—1)x—my=1 mx—2y=4

2x+my=2m nax—(m+1)y:0 ’ (m—l}x+3y:3 '

7.35. Okresl, dla jakich wartosci parametru a sprzeczny jest ukltad rownan:

2x+3y=4 b 4x—3y=1 {3x+ay:—2
a ; : C :
dx+ay=2a ax—y=2 3x+2y=3
; E = ; ; .  |x+y=2t
7.36. Okresl, dlajakich wartosci parametru ¢ rozwiazaniem ukladu rownar 3
: . ¥ 2P =B 1
jest para liczb:
a) dodatnich, b) ujemnych, ¢) roznych znakdw.
; s 5 : 3 " oy | XTY=DF]
7.37. Okresdl, dla jakich wartosci parametru p rozwigzanie ukladu rownan " 2
spelnia warunek: rry=s
a) x=221iy=-1 b) |x|+[y<1
. — . : : , . | 2x—p=3m
7.38. Okresl, dlajakich wartosci parametru m rozwigzaniem ukltadu rownan 3 Q
jest para liczb dodatnich. FAR= I
- = Zestaw powtorkowy

1. Dokorncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
_ _ Zx+7y=16 _
Rozwiazaniem uktadu jest para liczb:
4x+3y=10

A. (2,1), B. (1,2}, C. (1,-2), D. (-1,—-2).
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2. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwq odpowiedz sposrod podanyc h.
Jesli x+5=2y 1 y=2x—14, to:
33

AL ——11 B. x=——17 C. =28 D..x=11
3

Q 3. Uzupelnij ponizsze zdania Wybierz odpowieds sposrod oznaczonyeh literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonych litevami C i D,
x+y=3

Uklad rownan { nie ma rozwigzamnia, gdy:
2x+my=m

A m=2, B. m=5.

3x—(m—1)y=3

ma rozwiazanie, edy:
3x—2y=1 4 i

Ukladréwnaﬂ{
C. m=3, D. m=30.

4. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D,
Réwnanie (m—1)}x=1 nie ma rozwigzania, gdy:

A. m=0, B. m=1.

Réwnanie (m—2)x=2—m ma jedno rozwigzanie, gdy:

C. m=2, D. m=0.

5. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych litevami A i B

oraz odpowiedz sposrod oznaczonych litevami C i D,

Liczba 20 jest najwieksza liczba spelniajaca nieréwnosc 2x— &k <10, gdy:
A. k=20, B, =310

Jezeli pierwiastkiem rownania —%x+m—1:0 z niewiadoma x jest liczba wigksza

od 2, to:
C. m<2, D.m=>2.
— v g s : : ; . x+p l+x
6. Uzasadnij, ze jesli rozwigzaniem rownania =

2] [ S

o p=z—.
P=3

= é jest liczba niedodatnia,

R



8. Funkcja i jej wlasnosci

Pojecie funkgji

Ludzie, komunikujac sie miedzy soba, z reguly uzywajg zdan. Zdama moga okreslac przy-
porzadkowanie migdzy dwoma zbiorami. Pokazemy to na przykladzie.

( Przyktad 1. Marek na spotkaniu z réwiesnikami powiedzial: ,, W mojej grupie nie ma

ocen niedostateczrych na polrocze z matematylki ™.
Oceny polroczne dziesiecioosobowe] grupy uczniow, kiorzy w dzienniku lekeyjnym sa
zapisan pod numerami od 1 do 10, przedstawiono w tabeli.

Numer z dziennika pod ktorym
uczen jest zapisany [x]

Ocena [¥] 3136|5434 ]2]4]3

Zmienna x przybiera wartosci ze zbioru kolejnych liczb naturalnych od 1 do 10.
Zmienna y przybiera wartosci ze zbioru piecioelementowego: 2, 3, 4, 5, 6.
Zobrazujemy to strzalkami poprowadzomnymi od liczb odpowiadajacych uczmom do liczb
oznaczajacych stopnie.

Zauwazamy, ze kazdemu uczniowi z Marka grupy przyporzadkowana zostala w sposob
jednoznaczny ocena semestralna.

Zbior X nazywamy dziedzina tego przyporzadkowania, a zbidr ¥ nazywamy zbiorem
jego wartosci.

J

i

Cwiczenie 1. Na rysunku przedsta- - 4
, ; - s ; Polska e e Praga
wiono dwa zbiory: X — zbior panstw, .
i3 : e Czechy # Berlin
Y — zbior stolic. Przerysuj zbiory do _
; : Austria e s Warszawa
zeszytu 1 polacz strzalkami kazde _
, . . Wiochy » e Paryz
panstwo z jego stolica. _
Niemcy = eRzym

Francja e o Wieden
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r Przykiad 2, Okresl, czy graf przedstawiony na rysunku spelnia warunek:
.kazdemu elementowi ze zbioru X odpowiada dokladnie jeden element ze zbioru Y.
OdpowiedZ uzasadnij.

a) X y ¥ b) ¥

Rozwiazanie

a) Tak, bo f(l}=a f(2)=0, f(3)=c, czyli przyporzadkowanie fjest jednoznaczne.

b) Nie, bo g(3)} nie ma wartosci.

) Nie, bo A(2)=8 i k(2)=c czyli argumentowi 2 przyporzadkowane sa az dwie
wartosci.

d) Tak, bo k(1)=a. k(2)=a k(3)}=a, czyli przyporzadkowanie k jest jednoznaczne.
Odp.: a) Takk, b) nie, c)nie, d)tak. J

Definicja
Funkcja nazywamy jednoznaczne przyporzadkowanie, wedlug ktorego kazdemu
elementowi x ze zbioru X odpowiada dokladnie jeden element y ze zbiom Y.

Zapis y= f(x) czytamy zmienna y jest funkcja zmienne;j x.
x —zmienna niezalezna y —zmienna zalezna
¥ —argument funkciji £ yif(x) —warto$¢ funkeji £ dla argumentu x

Zbior X nazywamy dziedzina Tunkcji flub
zbiorem argumentow funkcji 1 oznaczamy
symbolem X lub D,.

Zbior zlozony z tych elementow y zbioru ¥,
dla ktorych istnieje element x ze zbioru X taki,
ze y=f(x), nazywamy zbiorem wartosci
funkcji /i oznaczamy Y.

X=Df={x1,x2,x3,xd} }}={JJ’1=JJ’2=J’3=JF4}

Funkcje w matematyce najczescie] oznaczamy:
e malymi literami alfabetu, np.: fw, g &, s £ u
e stowami albo ich skrotami, np.: tg (tangens), sgn (signum —lac. znak).
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Cwiczenie 2. Okresl, czy jezeli elementom ze zbiorn Y przyporzadkujemy ele-
menty zbioru X z przykladu 2. a), b), c), d), to przyporzadkowanie bedzie funkcjg.
OdpowiedZ uzasadnij.

Cwiczenie 3. Wwitrynie sklepu,, Ciucholand” widnieje napis reklamowy: ,, Dzié wszystko
po 10 zt!”. Okresl, czy przyporzadkowanie f1i g jest funkcja, gdy A to zbiér towarow
w,.Ciucholandzie™, a B to zbidr cen.

A ¥ B
towary —_— 10 2k
w sklepie - '
L=

Cwiczenie 4. a) Uzasadnij, ze nie jest funkcja przyporzadkowanie, ktére do kazdego
dnia tygodnia przyporzadkownje czlowieka, kiory sie w tym dniu urodzil.

b) Czy przyporzgdkowanie, ktore kazdemu czlowiekowi przyporzadkowuje dzien tygo-
dnia, w ktorym sie urodzil, jest funkcja? Jesli tak, to okresljej dziedzine i zbior wartosci.

T R AT goat TR e = gt L TR

| Odpowiedzi do cwiczen

i1 X ¥ 2. a) Mie, bo elementowi dnie jest preyporzgdkowana zadna wartose,
Polskae- 3 oPraga b)tak, ©)nie, boelementowi & preyporzgdlcowane s3 dwie wartoscl,
Czechy s — . .p eBalin : _ o
= : d) nie, bo elementowi a proyporzadkowane sq trzy wartoscl.
v, - el ) prayporzy g trzy

3. Przyporzgdlkowanie fjest funlee)g, boleazda szhilza towanima stafg

1 Wiochye : I-ﬂ’ar}é ; . . f
, N—‘[En'.;ﬂ.lt.'jfn';h-. g wartost 10 zt Przyporzgdlowanie g nie jest funlcejg, bo elementowi
Francjae - o« Wieder 10 zt odpowiada wiele towardw,

4. a) Welrzdwita, Zauwaz, Ze np. sroda moze byd dniem uradzin
wielu ludzy,

Zadania utrwalajace

8.1. Okresl, czy funkcjg jest przyporzgdkowanie, kiore:
a) czlowiekowi przyporzadkowuje jego wage,
b) matce przyporzadkowuje jej dziecko,
¢) dziecku przyporzadkowuje jego ojca biologicznego,
d) drzewu przyporzadkowuje jego lisc,
e) jablku przyporzadkowuje jablon.
f) piosence przyporzadkowuje jej wykonawce.

8.2. Uzupelnij poniisze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonye h literami C i D.

L=

Jednoznaczne jest przyporzadkowanie, ktore:
A, dmowi tygodmia przyporzadkowuje date,
B. dacie przyporzadkowuje dzien tygodnia,
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Nie jest funkcjg przyporzgdkowanie, kiore:
C. miastu przyporzadkowuje liczbe jego mieszkancow,

D. liczbie mieszkancow przyporzadkowuje miasto.

8.3. Okresl, czy funkcjg jest przyporzadkowanie, kiore:
a) liczbie bokow wielokata przyporzadkowuje liczbe jego przekatnych,
b) dhugosci boku kwadratu przyporzadkowuje jego pole,
¢) liczbie bokow wielokata przyporzadkowuje sume miar jego katow wewnetrznych,
d) kazdej liczbie naturalnej dodatniej przyporzadkowuje liczbe do niej przeciwna.

8.4. Pewng funkcje fprzedstawiono w postaci grafi. X
Popraw tabele tak, aby funkcja fbyla zgodna z przedstawieniem
je] w postaci grafu.
x |20 1| 2] 10
y |23 | 0 [100] 100
8.5. Okresl, kidre z przyporzadkowan jest funkcja, gdy:
a) x—>y, b) C) yA XY

x|-2|-t]of1]2 ,/@‘(\C) T
yl4]1]|0]1]4 @ ]

o1 ]

=Y

8.6. Elementom zbioru A={a, b, ¢,d} przyporzadkowano elementy b
=  zbioruA4 wsposob pokazany na grafie. Przyporzadkowanie to na-

i

'

zwano p. Przepisz przyktady do zeszytu i w miejsce [l wpisz a
odpowiedni element zbioru A. \

N
v
r@-N »)-H - o-Em
8.7. Miedzy elementami podanych zbiorow okreslona jest funkcja. Zapisz symbolicznie to
przyporzadkowanie, gdy:
a) A —zbior liczb stron, B — zbior ksiazek,
b) C —zbior samochodow, D — zbior numerdw podwozi samochodow,
c) K —zbior numerdw butéw, F— zbior ludzi,

d) G —zbior pierwszych imion ludzi, H — zbidr ludzi.
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Sposoby okreslania funkciji

r Przykiad 3. Funkcje fokreslono nastepujaco: kazdej liczbie ze zbioru X, gdzie
X= {—E, -1, —%, 0, %, I; 2}, przyporzadkowujemy liczbe bedacq jej kwadratem.
a) Wyznacz zbidr Y, wartosci funkeji f
b) Funkcje fokresl za pomoca: tabeli, wzoru, grafu 1 wykresu.
Rozwiazanie
P~ N e 4
! - : N2 | 1 1 e
B f(2)=(2f =4 S(-1)=(-1) =L, f[—EJ = L—Ej =2 f(0)=0=0,

WY (TP X aon i g sy sm g ce godi g al
f[ﬂj_[zj =" F)=0 =1, f(2)=2"=4, wig 1}_{_(}: " 1, 4J.

—

b) Okreslenie funkcji za pomocy:
1) tabeli

2) wzoru

y=x* lub f{\l} =x’, gdzie

| 1 51551
X c]l—z,—l,—;, D,—, 1.2[

2: 2
4y wykresu
y.lk
. 4 .
.3
2
. :1 ®

J

Cwiczenie 5. Furkeja f okreslona jest nastepujaco: kazdej liczbie ze zbioru X przy-
porzagdkowano jej trzecig potege. Przedstaw funkcje fza pomocg wzoru, tabeli, grafu
iwykresu, gdy X={-2-10,12}.

Uwaga
e Funkcje mozna okreglic za pomoca:

— przepisu slownego —tabeli —grafu —wzoru —wykresu
® Wzor tej samej funkcji mozna zapisac na kilka sposobow,

np. f(x)=2x lub f:x— 2x, lub y=2x.
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Cwiczenie 6., Kazdej z liczb x: =3, =2, 0, 1, 2, 3 przyporzadkuj liczbe y, ktéra jest od
niej o 2 wieksza.

a) Przedstaw to przyporzadkowanie za pomocg wzoru oraz tabeli.

b) Sporzadz wykres tego przyporzadkowania.

Definicja

Wykresem funkcji f na plaszczyznie kartezjanskiej
nazywamy zbior tych wszystkich punktow plasz-
czyzny, kiorych wspohzedne x 1 y spelniaja waru- _ | | (21)
nek y= f(x). TN AT T,
Kazdy punkt (x, y} nalezacy do wykresu funkcji f ] HEE
ma wspolrzedne (x, f(x)), gdzie x jest argumentem i i —— i
funkeji £ a y wartoscig funkeji fdla argumentu x.

S @)

f Przykiad 4. Uzasadnij, ze nie jest funkcjg przyporzadkowanie przedstawione

na rysunku.
a) | YA L b) ) YA d)

I x [2[a] o] S -
I e |

o-e} y340 | 01}- 0
| 401 &+ | X _

Rozwigzanie Zauwazamy, ze przyporzgdkowanie nie jest funkcja, bo:

a) argumentowl x =1 przyporzadkowane sg dwie wartosci: y=11 y=2,

b) argumentowl x =—1 przyporzadkowane sg dwie wartosci: y=41 y=2

¢) istnieje wiele argumentow, np. x =0, x=1 x=-2 kiorym przyporzadkowano wiecej
niz jedng wartosc y,

d) argumentowl ¢ nie przyporzadkowano zadne] wartosci. J

B ]

Uwaga Aby stwierdzié, czy wykres przedstawiony na rysunku jest wykresem fink-
Cjl, wystarczy sprawdzic, ze kazda prosta prostopadla do osi x 1 przecinajgca wykres
ma z mim tylko jeden punki wspolny.

Cwiczenie 7. Uzasadnij, ze nie jest funkcja przyporzadkowanie przedstawione na rysunku:
a IA by, o . . 9 x ¥ D Y

N Ay
o[ 1|3 [ % ny
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r Przyklad 5. Funkcja fokreslona jest wzorem f(x}=2x—1. Okredl, kiéry z punktow
A, B takich, ze A=(3, 5), B=(-2, 0), nalezy do wykresu funkcji /.
Rozwigzanie Punktnalezy do wykresu funkcii £ jezeli jego wspohzedne x 1 y spelniaja
warunek y =2x—1. Sprawdzamy kolejno:
o A=(3, 5). Jedli x=3 to y=r(3)=2-3-1=5§, F(3)=5
wiec punkt A nalezy do wykresu funkcji f.
o B=(-2,0) Jedi x=-2, to y=f(-2}=2-(-2)-1=-5, czyli f(-2)=1

wiec punkt B nie nalezy do wykresu funkeji f. 7 2)=0
Odp.: Na wykresie funkcji flezy punkt 4. J
VA
Cwiczenie 8. Okresl, ktore z punktéw 4, B, C przedstawio- A
: —t— —3»
nych na rysunku nalezg do wykresu funkcji f okreglone; 0l 1 Jol | | x
wzorem f(x)=3-2x. T

Jezeli funkcja okreslona jest wzorem, to mozemy obliczaé, dlajakich argumentow funkcja
przyjmuje okreslone wartosci. Pokazemy to na przykladzie.

r_Przyldad 6. Funkcja fokreslonajest wzorem f (x}=4— 5x, gdzie x jest dowolna liczbg
zeczywista. Oblicz, dla jakiego argumentu x funkcja fprzyjmuje wartosc rowna:
a)-1, b)0, c)20.

¢) f(x)=20, wiec 4—5x=20, skad x:—?%.

Rozwigzanie Zauwazamy, Ze: | Sprawdzenie:
a) f(x)= 1, wiec 4—5x= |, skad x=1, : f()=4-51=-],
: 4
b) f(x)=1, wiec 4—5x=1) skad ng, | f[?]::}_j?:(},
|
|
|

QOdp.;a) 1, b) % C) —31.

5 J

Cwiczenie 9. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x}=8x—15, gdzie x jest dowolna
Liczba rzeczywista. Oblicz, dlajakiego argumentu x funkcja fprzyjmuje wartosc rowna:
al, b-7. ¢)o.
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Odpowiedzi do cwiczen

5 ffx):xE
> —1 0 2
y=f)| -1 |o 8
6. a)yWzdr fx)=x+2, b)wylre
tatiela
x| 3|-2]0 1 2| 3
vyl lolz2]3]4]5

7. Argumentowi x=1 preyporzgdlowane sgnp. liczby 1,2, 2.5, 3, b)argumentowi np. x=0 preyporzgdkowane sq
dwie wartosc: —2 12, ¢) argumentowt x=1 przyporzgdkowane sq dwie wartose: 2 15,

przyporzgdkowano zadne) wartoser y,

B.AL1C

o] 1

9.a)2, b)1,

3

x

Nt
5

d) argumentow: x=4 nie

Zadania utrwalajace

8.8. Funkcja fokreslona jest grafem. Sporzadz:
a) tabele funkcji £ b) wykres funkcii £

8.9. Przerysuj tabele do zeszytu 1 dokonaj takich zmian,
by przyporzadkowanie g bylo funkcja.

iy
P
==

8.10. Na rysunku przedstawiomny jest wykres funkcyi g.
Przedstaw funkcje g za pomoca grafu oraz tabeli.

8.11. Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Funkcja nie jest przyporzadkowanie przedstawione tabela:

A,
% 1] Q| 2] 5
y=f(x) | -1 2|5

)
X -1 0} 2 |-l
y=f(x}|s|[2]0]-5

B.

i 21 -1 -1
y=g(x)| 3| 4 2
YA
L ]
! o
ol
ol 1 %
X -11 0O 2 5
y=f(x)] 0 0] 0
X 11 0 2 5
y=f(x)| 34|56
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8.12. Oblicz f(0), f(1} 1 f(-1), gdy
a) f(x)=5-2x. b)) F(x)=4x+2. ¢ flx)= % d)y f(x)=x
X+
8.13. Funkcja fokreslona jest tabela. )
a) Dla jakiego argumentu x funkcja f X -1| 0 5 415 |10]11
przyjmuje wartos¢ 127 —
b} Dla jekich arpumentéwx fimkejaf Z=fixh| 2| 1|3 |7 [12{15]|17
przyjmuje wartosci wieksze od 3?

¢) Dla jakich argumentow x funkcja fprzyjmuje wartosci mniejsze lub rowne 77

8.14. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwq odpowiedz sposrod podanych.

—_
1=

Wartos¢ funkceji fdla argumentu x = 0 jest rtowna 0, gdy funkcja fokreslona jest wzorem

A. f(x)=5-2x, B. f(x)=4x+2, C. f@):ﬁ, D. f(x)=x"

8.15. Funkcja f'okreslonajest wzorem f(x)=7x—12, gdzie x jest dowolna liczbg rzeczy-
wistg. Oblicz, dla jakiego argumentu x funkcja fprzyjmuje wartosé réwnag:

a) 2, b) 12, €) 0, d) 16, e) 100.

8.16. Napisz wzor przyporzadkowania, ktore kazdej liczbie rzeczywiste] x roznej od 0
przyporzadkowuje:
a) liczbe do niej przeciwna,

b) liczbe, ktora jest jej odwrotnoscia,
c) je] wartosc bezwzgledna.

8.17. Kazdej z liczbx: —8, -4, 0, % 5 przyporzadkuj liczbe y, ktora jest od niej
miiejsza o 3. )

a) Przedstaw to przyporzadkowanie za pomoca tabeli 1 opisz je wzorem.
b) Sporzadz wykres tego przyporzgdkowania.

8.18. Uzasadnij, ze punkt 4= (-1, 2) nalezy do wykresu funkcji f okreslonej wzorem:
D |
a) f(x):%x+2%, b) /(x)=100x+102,

0 f(x}= Va® +3, d) f(x)= x+1
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Dziedzina i zbior wartosci funkcji

Jezeli funkcja okreslona jest grafem lub tabelka, to jej dziedzine 1 zbior wartosci odczytu-
jemy bezposrednio z grafu lub tabelki.

rPrzy‘kIad 1. Podaj dziedzing D,

a) tabelky

i zbior wartosci ¥, funkcji fokreslone;j:
b) grafem

Ld
|
|

X .2 014

(]

y |0 0 |1

]

Rozwiazanie
a) Odczytujemy z tabelki, ze:

D, ={—.;, _fl““’ 4, ?},

P {u, 1,2}.

b) Odczytujemy z grafu, ze:
D, ={1,2,3,4,5)
Y, ={6,7,8}.

J

Cwiczenie 10. Odczytaj z tabelki lub grafu dziedzine D - 1zbiér wartosci ¥, funkeji £

yv=f(x)lolofo]o

a) by X . ¥

c)

2 | —

kJ||—~

a2 | —

y=f(x)

Jezeli funkcja okreslona jest wykresem, to dziedzine 1 zbior wartosci tej funkcji odczytujemy

z wykresu. Pokazemy to na przykladzie.

rPrzyklad 8. Funkcja fokreslona jest wy-
kresem. Odczytaj z wykresu dziedzing D,
i zbior wartosci ¥, funkeji £
Rozwiazanie
Dziedzinai zbior wartogcl funkeji £, ktére) wykres
przedstawiono na rysunku, wyznaczajg wymiary
prostokata (kolor zolty), w ktorym miesci sie
wykres funkcji.
Dziedzine funkcji okresla szerokos¢ prostokata
zaznaczona na osi x (linia niebieska), a zbior
wartoscl funkcji okresla wysokosc prostokata
zaznaczona na osi y (linia czerwona),

-y

wy
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Na osi x odczytujemy dziedzing O, ana osi y zbidr wartosci T
Zatem Df :(_4; 4) Inne zapisy: xe( 4;4) albo 4<x<4.

rf = (_2; 4)_ Inne zapisy: y E( 2;4} albo 2<y <4 _J

Cwiczenie 11, Podaj dziedzine D, oraz zbidr wartosci ¥, funkcji fprzedstawionej
na rysunku.
a) YA b) YA 9 YA

le/

—3
X

r Przykiad 9. Narysuj trzy przykladowe wykresy funkcji £, gi A, ktérych dziedzing jest
przedzial (=2;6), azbiorem wartoéci przedzial (—3; 4). ik
Rozwigzanie Na osiach ukladu wspdolrzednych wy- I
rozmamy kolorem niebieskim dziedzing D funkcii,

a kolorem czerwonym jej zbior wartosci 1. E

| |
t | | t
s~ L) N S O O 8
Wykresow spelniajgcych warunki zadania mozna ! !
narysowac nieskonczenie wiele.

c1 L y=f(x) |

A y=g)

S A A = _l

a

i J
s
ILLL .c‘..

il
R =
L e Eeliee
<-'
L1 1 T |
[a49
w

Cwiczenie 12. Narysuj trzy przykladowe wykresy funkeii £, gi A, ktorych dziedzing D
jest przedzial (0, 4), a zbiorem wartosci ¥ przedzial (1, 5).
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Jezeli funkcja okreglona jest opisem slownym, to jej dziedzine odczytujemy z tego opisu
1 na te] podstawie okreslamy zbior wartosci. Pokazemy to na przykladzie.

f Przykiad 10, Skorzystaj z informacji: ,,Liczbie dodatniej » przyporzgdkowano obwéd L
okregu o promieniu ¥* 1 wskaz zmienng mezalezng oraz zmienng zalezna, napisz wzor
przyporzadkowania, a nastepnie okresl jego dziedzing 1 zbidr wartosci.

Rozwiazanie
Zauwazamy, ze obwod L zalezy od promienia r, wigc L jest funkcja r, czyli

L(r): 27z,
gdzie r — zmienna niezaleznai » >0, L —zZmienna zaleznai L >0 oraz z =3,14.
Odpd), =R, TR )

Cwiczenie 13, Skorzystaj z podanej informacjii wskaz zmienna niezalezng oraz zmienna
zalezna, napisz wzor przyporzadkowania oraz okresl jego dziedzing 1 zbidr wartogci.
a) Dodatniej liczbie a przyporzadkowano objetosc ¥ szescianu,

b) Liczbie naturalnej dodatniej x przyporzadkowano liczbe y wieksza od liczby x 0 10%.
¢) Czasowl ¢ przyporzadkowano droge s, jaka mozna pokonac, idac pieszo przez 6 go-

dzin ze stalg predkodcig rowng 5 %

rPrzyklad 11, Wyznacz dziedzing D, funkcji fokreslonej wzorem:

3
44 x

1

a) f(x})=x+3, b) f(x}=m, ¢) f(x)=v1-x, d) f(x}=
Rozwiazanie - o | |
a) f(x)=x+3, wigc D;=R. Do kazdej liczby rzeczywistej x mozna dodad 3.

| : .
b) f (x } - m’ wiec x+3=0, czyli x=-3. Drielenie przez Oto dziatanie niewykonalne.
D,=R \ {—3}, inny zapis: D 1x # -3 lub D, = (—oo; - 3) u(—3; —|—oo).
¢) f(x)=«1—x, wiec l-x20, czyli x<1. Fierwiastek parzystego stopnia

istileje tylko z liczh nieujemnych.

D, = (—cx:); 1) inny zapis: Df ;x<1

Drielenie przez O jest dziataniem

d) f(x}:i,wiegc 44+x>0, czyli x> 4.

4+ x

D= [:—4; —|—00} iy zapis: D x> —4.

mewylkonalnym i pierwiastek
parzystego stopnia istnieje tylko
z liczh niewjemmnych. J
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Uwaga
o Jezeli nie jest podana dziedzina funkcji okreslonej wzorem y = f{x), to wyznacza-
my ja, przyjmujac, ze dziedzing tej funkcji jest zbior tych wszystkich argumentow,
dla ktorych wzor ma sens liczbowy (mozna obliczy¢ warto$c funkeji f).
o Jezell wyznaczamy dziedzine funkceji okreslonej wzorem, to nalezy pamigtac, ze:
» Wyrazenie wystepujace w mianowniku moze przyjmowac tylko wartosci rozne
od zera,
» Wyrazenie wystepujace pod znakiem pierwiastka kwadratowego moze przyjmo-
wac tylko wartosci nieujemnre.

Cwiczenie 14, Wyznacz dziedzine funkcji fokreslonej wzorem:

a) f(x}:xz—l b) f(x):ﬁ, c) f(x}:v‘erS, d) f(x):%

Jezeli znamy wzdr finkeji y = £ (x}, to zaargument x mozemy do wzoru funkcji fpodstawié
liczby oraz wyrazenia algebraiczne. Pokazemy to na przykladach.

( Przykfad 12. Funkcja fokreslonajest wzorem f{(x)= 2x+ 1. Napisz wzor funkcji g, gdy: Q
a) g(x} = f(—x), b) g(x}= f(x+ 1), c) g(x}=f (x2 — 3.x), d) gix}= f(f(r})

Rozwiazanie
Zapis g(x} rozumiemy tak, ze we wzorze funkcji fw miejsce x wstawiamy:

a) v, wiec gl(x)=F( }=2-( 1 }+1=-2x+]

by 1, wiec glx}=f(r1}=2-(v 1}+1=2x+2+1=2x+3
¢) + - ix, wiec g(x}:f( ' ):2-(- +1= 247 —6x+],
d) fix) wigc glx)=f(fx)=F(2x+1}=2-(2x+1}+1=4x+3.

Odp.: a) g(x}=—2x+1 b) g(x)=2x+3, €) g(x)=2x"—6x+1 d) g(x)=4x+3. J R

Cwiczenie 15, Funkcja fokreslona jest wzorem f (x}=4—3x. Oblicz wartos¢ funk-
cji f dla argumentu x:
1

2 1
)~ b)ﬁ, ORE d) 1-/2.

Cwiczenie 16, Funkcja fokredlonajest wzorem £ (x) = 4x” — x. Napisz wzor fimkdji g gdy: Q
2) g(x)=f(-x) b) g()=r(x-1) © g(x)=F(2-x) d) g(x)=F(2x).
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Odpowiedzi do cwiczen

10. a) Dy ={-3,-2,0,1}, ¥, ={0}, b Df={~E,ﬁ,J§,JE}, ¥s={2,3,5,6}, o Df={—1%,—%, 0,1%},
Y, ={2,-11) 1L &) D, =(-24), ¥,=(-23), 1) D,=(-44), ¥,={-24), oD, =(24),¥,=(06)
13. a) P’[a):ag, a>0 1 V>0, 2 —zmienna niezalezna, ¥ —zmienna zalemna,

b) y=11x, gdzie xe N* iyjest liczhg wymiermng taks, ze y =11, ¥ —zrmienna niezalezna, y —zmienna zalema,

¢) $(f)=5¢ gdzie D<r<6 1 0<s<30, t—zmienna niezalezna, §—zmienna zalezma.

14, a) xeR, DY x#1, ) x=—>5, d)yx<2 15. a)5;, bh) 4—2~.E; c) o, d) 1+3W2

16. a) g(x)=4x"+x, b) g{x)=4x"—9x+5, ©) g{x)=4x"-15x+14, d) g(x)=16z"-2x.

Zadania utrwalajace

8.19. Narysunkach 1. 2, 3 1 4 funkcje f okreslono roznymi sposobami. Okresl
dziedzing D, oraz zbidr wartosci ¥, kazdej z nich.

1 2 3 4
x|y Y
21 7 3
—41 3 28—
‘.
01 11
> |0 HRSNN onN";
o 1 2 X | L]

8.20. Funkcja f okreslona jest wykresem. Podaj dziedzing D, oraz zbior wartosci ¥
funkceji £
a) YA b) YA c) YA

I
MY

sistsis s, A
RACE uy? /\71\/:
8.21. Wykres funkcji fjest zbiorem punktow A4, B, C, D, E, F, G takich, ze A=(-2,3),

B=(-1,5), C=(0,-5), D=(2,3), E=(3,3) F=(4.5), G=(55).
Podaj dziedzine D, oraz zbior wartosci ¥, funkeji f.
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8.22. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. YA v =F(x)

sposrod podanyeh.

Zbiorem wartosci funkeji fjest przedzial:
A. (-2;7), B. (0;4),

C. (0:4), D. (0;4).

o

8.23. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x}=«1—x.

== Dokoiicz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

o =

=

Dziedzina funkcji fjest przedzial:
A. (—oo; 1), B. (—oo;1), C. (1;+x), D. (1;+).

8.24. Skorzystaj z podanej informacji 1 wskaz zmienna niezalezng oraz zmienng zalezna,
napisz wzor przyporzadkowania oraz okresl jego dziedzine.

a) Promieniowi r kola, przedstawionemu na rysunku, przypo- _J,___,}th
rzadkowano pole P pierscienia wyroznionego kolorem |"'J B ] f
niebieskim, gdzie |04|=1 |0B|=r. \ ~

< 7> Sal

b) Krawedzi a pudetka majacego ksztalt grania- 1910 10] 0
stostupa prawidlowego czworokatnego, ktorego 2 2
siatka przedstawiona jest narysunku, przyporzad- | ¥
kowano jego objetosé V- o 1;0

« >
8.25. Wyznacz dziedzine funkceji f okreslone] wzorem:
2x |

a) f(x}:S—.:cB, b) f(x}:4x_3, ¢ fx)= 7 ey

8.26. Przepisz przyklad do zeszytu i okresl zbior wartosci ¥, funkeji £ gdy:

Vs a) f(x)= 32 _1 b) X =4 | =2

-1]1 1] 2
T

8.27. Funkeja fokreslona jest wzorem f(x})=x". Napisz wzor funkgji g, gdy:
a) g(x)=—/(x) b) g(x)=f(-x) 0) glx)=r(¥-3)
DEE=fEA  ©ald=i) 0 8(3)=/(/ ().

8.28. Uzasadnij, ze jezeli f(x)=4xto f(a+b}= f(a)+ f(b). gdzie aib sa dowolnymi
D | liczbami rzeczywistym.
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‘R Funkcje roznowartosciowe

Definicja

Funkcje f nazywamy roznowartoSciowa,
jezeli je] roznym argumentom przyporzad-
kowane sg rozne wartosci.

o Jezeli x; e D, x, €D,1 Xy #X,,

to f(x)# f(x,).

e Jezeli funkcja jest rGznowartosciowa, to
lkazdy element zbioru jej] wartosci przyj-
mowany jest tylko jeden raz.

y
/ =
1 .
5 3 " }
1 X
x =—11x, =

flx)=-11 f(x)=1

Cwiczenie 17. Okresl, czy przedstawiona funkcja jest réznowartosciowa.

a) X Y ©

%) x|2|-1]0]1]5

y\5|2|3|2\—2

Uwaga

Jezeli funkcja fjest roznowartosciowa, to kazda pro-
sta rownolegla do osi x ma co najwyzej jeden punkt
wspolny z jej] wykresem, czyli prosta rownolegla do
osi x przecina wykres funkcji fjeden raz lub weale.

rPrzyldad 13, Funkcje fi g okreslone sq wykresami 1 i 2. Ktéry z wykresow jest

wykresem funkcji roznowartosciowe]?
1 YA i 3 YA

y=g(x)

R I A E
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Rozwiazanie
1
YA o
flx)=1(x) BER }y = Istnieje prosta rownolegla do osi x,
ﬁ\ — ktéra z wykresem funkcji fma dwa

0% % \/ > punkty wspolne, wiec funkcja f

nie jest roznowartosciowa.

2 YA
—r=gx) Kazda prosta réwnolegla do osi x
_ﬂ}-‘ ' ma co najwyzej jeden punkt wspalny
/ i - - . .
g / 3 ;- z TYI?ESBEH]«I{?JI g, wiec funkcja g
> jest roznowartosciowa,

a) VA b) A C) A £
| 1y | i [ il y=fi(x
Z\&i.ii_ IN T LI
* i[} ] 7 ? . : U]T. : lx — .w./ : x}
Z/:Z L[] y—f(x);;l{}”"\. LT L]

rPrzyHad 14, Wykaz, ze funkcja fokreglona wzorem f(x)=5x+3 jest réznowarto-

sclowa.
Rozwiazanie
Z (zalozenie): x,cR. x;,cR i x, #x,, : T(teza): f(x )= f(x)
czyli x—x, 20, | czyli f(x)—f (% )=0.
Dowad:

f(-’ﬂl)_f(xz)zjxl+3_(5x2+3):
Flx)  flx)
:5-(.11—,1:2).

Z zalozenia x, —x, 20, wiec 5-(x, —x, }=0, zatem f(x)—f(x)=0.  ecmw ) R
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Uwaga
Aby wykazac, ze funkcja fjest roznowartosciowa, wystarczy sprawdzic, czy
7 (x)— f(x)=0, przy zalozemniu, ze x, —x, = 0.

Cwiczenie 19. Wykaz, ze funkcja f okreslona wzorem f(x)=-3x+2 jest réznowar-

tosciowa.

| Odpowiedzi do ¢wiczen

17, a) Mie, bYtak, )me, d)tak 18. a) e, b)tak, cyme

Zadania utrwalajace

8.29. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
<= Funkcje, ktora nie jest roznowartosciowa, przedstawiono na rysunku:

A. A B. " C. i D. i
.y_ y:f(x) / l .y__ | (- J"'__ y:f‘(x) S Y ———1
p— y= f(x} 1| | s [ N Jf'—.f(x)
I, e I s+t ! - 1 -y, I [ 1 L [
SN PR HERE AT TR
1 | I_',[} / U__ i | I_I} | ] IU | 1 !; T | U 1 I ' _,'L’
8.30. Przeanalizu] wykres funk-

YA

D | ]l fprzedstawiony na rysun-
ki okresl, czy jest to wykres
funkcji roznowartosciowe;.

y=f(x)

Odpowiedz uzasadnij.

8.31. Naszkicu] dwa przyklady wykresow Tunkcji, kiore:

a) sg roznowartosciowe, b) nie sg roznowartosciowe.

=
o

=~
EF:

. Wykaz, ze funkcja fokreslona wzorem f (x} =—T7x+3 jest roznowartosciowa.

.33. Wykaz, ze funkcja fokreglona wzorem f(x)}= x° nie jest réznowartosciowa.
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Miejsce zerowe | znak funkcji w przedziale

rPrzyldad 15. Przeanalizuj wykres funkcji £
przedstawione] na rysunku i podaj wartosci
funkcji dla argumentow x;, x,, x, gdy:

x1:_5? x‘z:l: x3:4.

Rozwiazanie

Zauwazamy, ze wartosci funkeji £ gdy x, =-5, x, =1 x, =4, sgrowne zero, czyli
f(=5)=0, f(1)=0, f(4=0.

Wykres funkcji fprzecina os x w punktach o wspohzednych (-5, 0}, (1, 0), (4, 0). _J

Definicja

Miejscem zerowym funkcji nazywamy kazdy argument, dla ktorego funkcja ma

wartos¢ rowng zero.

e Liczbax, jest miejscem zerowym funkeji £, gdy f(xg}=0.

e Miejsce zerowe funkcji fjest rowne oddetej punktu, w kiorym wykres funkeji
przecina os x.

Np. funkcja fokreslona wzorem f(x)=—2x+4 mamiejsce zerowe rowne 2, bo f(2)=0.

B YA
Funkcja, ktorej wykres przedstawiono na rysunku, nie Yo | T
mamiejsc zerowych, poniewaz jej wykres nie przecina | AT l\
o8l x. | g
o 1 .
Cwiczenie 20. Podaj miejsca zerowe funkeji przedstawione;:
a) tabelka b) wykresem ¢) wykresem
A A
x| y=7) P T
=3 =1 Y I PE/)
= 0 S S N S Y N N i
0 3 \\-
3 1 ABENE EEREkE; I NZL 1 [ [ %
4 0 |
5 2
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f Przykiad 16, Przeanalizuj wykres funkcji £i podaj:
a) miejsca Zerowe,
b) przedzialy liczbowe, w ktorych wartosci funlkeiji
sa dodatnie,
c) przedzialy liczbowe, w ktorych wartosci funleji
84 ujemne,
d) dla jakich argumentow x wartogci funkcji f =g
niedodatnie, czyli f(x)<0.
Rozwiazanie
a) Miejscami zerowymi funkcji f's3 liczby:
-3, bo f(-3)=0,
1, bo f(1)=0,

4,bo f(4)=0.

b) xe(-5;-3) lub x(L;4), czyli
xe{-5:-3)u(l;4).

€) xe(-31) lub xe(4;5). czyli
xe (=31 u(45).

-
S

*

Wartosel funkcji sq dodatnie ( f(x) > 0) dla
tych argumentow x, dla korych wykres funikcji

lezy nad osig x (Zodte Ho).

Wartosct funkcji faq wiemne ( f(x)<0)

dia tych argumentow x, dia kiorych

wylkres funicri leZy pod osiq x (niebieskie Ho).

d) xe (_3; 1) lub x e (4; 5)? czyli Argumenty, dia kiorych f(x) <0, tzn. te argumenty x,

xe(-31)u(4;5).

dia ktdrych funkcja [ przyjmiije wartosci yjemne
Iub wartosc 0, ezyll przymuje wartosci niedodatnie.

J

Cwiczenie 21. Odczytaj z wykresu te wartosci argumentéw x, dla ktorych funkeja f

PrZyjmuje wartosci:

a) dodatnie | b) yjemne
I
A A
| | .y L - : .y__y:f(x) .
y=f@ T ] 11
—— > e : >
/U__ S I I | x
A I
I I

¢) dodatnie
A
2T e )
»r— | |
I I i .
Sy
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r Przyktad 17. Narysuj przykltadowy wykres funkcji £ ktorej dziedzing jest przedzial
(-3; 4), zbiorem wartosci przedziat {—2;3) i ktéra ma:
a) jedno miejsce zerowe, b) dwa miejsca zerowe, C)1Zy miejsca zerowe.
Rozwiazanie Na plaszczyznie kartezjanskie] rysujemy prostokat (kolor zolty), w kiorym
umieszczamy wykres funkceji, jak na rysunku.

Cwiczenie 22. Narysuj przykladowy wykres funkcji £ ktéra spelnia warunki:
a) D, =(-5;5), Y, =(-44) f(-3)=01 f(3)=0,

b) D,={-61) Y.=(-3;1) i f(x)=0,gdy x=—41ix=—]

¢) D, =(-23), ¥.=(-30) i f(1)=0.

Odpowiedzi do éwiczen 0
2008) x=—1 x3=4, b)) xj=-3 u=ln=4 c) x=-2, ;=0 22. ) Np 1

— et
21.3) xe{-1;2), b) xe(-23), o) x{-3;2) },:ﬂ_r}—Z | 0 3 x
—
3

Zadania utrwalajace

8.34. Podaj miejsca zerowe funkcji okreslonej za pomoca tabeli.

)

> 32 2lo 1] ® x 1]o 21314
y=fxy|-1lo0o]1]2]0 y=fx) o[ 101

8.35. Odczytaj z wykresu miejsca zerowe funkcji f.
b) . A

(
<
E
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8.36. Na rysunku przedstawiono wykres funkciji f.
Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz

fik

A. jedno, B. dwa,

Aty

C. tizy, D. cztery.

8.37. Narysunku przedstawiono wykres funk-
cjif. Odczyta) z wykresu 1 podaj: =1
a) dziedzine i zbior wartosei funkcji £, [T 14

| L | y=

sposrod podanych. | | | ?‘i\
Funkcja fmiejsc zerowych ma: / / /
o KA T

ny

b) miejsca zerowe tej funkcji, T /0 1
¢) te argumenty x, dla ktorych funkcja f EENARE

przvimuje wartosci dodatnie.

8.38. Funkcja fokreslona jest wykresem. gt (i)

a) Odczytaj 1 podaj miejsca zerowe funkcji f.
b) Podaj przedzialy, dla ktérych f(x} > (.
¢) Podaj przedzialy, dla ktérych f(x}< .

8.39. Narysunku przedstawiono wykres funkcji f.

Qcen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz F, jezeli

===

zdanie jest prawdziwe, lub F —jesli jest falszywe.

Funkcja fmawartosci dodatnie, gdy x € (-3;-2). | P | F

Funkcja fma wartosci medodatmie, gdy
xe(=2,0)u(2;5).

Funkcja fma trzy miejsca zerowe. P|F

8.40. Narysuj przykladowy wykres funkcji, ktérej dziedzing jest przedziat {—4; 4} i ktéra:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma trzy miejsca zerowe,
c) ma piec miejsc zerowych, d) przyjmuje tylko wartosci ujemne.

8.41. Pewien przedsighbiorca przeanalizowal dochod swojej 3 A
firmy w ciagu siedmiu lat i przedstawil to na wykresie. 2 2 L
Odczytaj z wykresu okresy, w ktorych przedsiebiorstwo: €41 4 L
a) mualo straty (dochod byl ujemmny), e ol 13 B & B Pt
b) osiagnelo zyski (dochod byl dodatni).
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Monotonicznosé funkgiji

Okreslic monotonicznos¢ funkeji, to znaczy wskazac maksymalne przedziaty tych argu-
mentow, dla ktorych funkcja jest rosngca, malejaca lub stala.

. Cwiczenie 23. Przepisz ¢wiczenie do zeszytu.

= e ez i A =S
Przeanalizu) wykres funkciji f1 wstaw w miej- 28 I T T B
sce [ znak . <" lub . >". 4
a) 28, f(2) M f(8) 3¢
b) 2H6  f(2) W f(6), 27
O x My, f(x) W f(x) I 2 EZ 2
d) x, Mx f() B f(x) o[12 4 6 8 x

Definicja oA fx )< f(x;)
Funkcja jest rosngca w przedziale (a; b),
jeshi x e{ab) i x, =(a:b) araz x, < x,, FYCS ] S— /
- o 1
tof(xl)-::f(xz). a X | »
of 1 1 Xz b X
Funkcja jest rosngea w przedzicle (a_, b), gdy (%) n-—i,_]/
w przedziale tym wraz ze wzrostem argumentow X <X,
Junkcji rosig jej wartosci.

< Cwiczenie 24, Przepisz ¢wiczenie do zeszytu.
‘ Przeanalizuj wykres funkeji f1 wstaw w miej-
sce [ znak , <" lub ,,>",

a) 1M3, f(1) MW fQ3)

b) x W7, f(x) W f(7)

Q) xMx, fOx) MW Sf(x)

d) x, M8, f(x;) M f(8).

Definicja

Funkcja jest malejgca w przedziale {a; b),
jesli x {a;b) i x, E(a; b) Oraz x; < X,, F(x )=
to £(x)> f(x,).

Funkcia jest malejgea w przedziale {a; b) ,
gdy w przedziale tym wraz ze wzrosiem
argumentow fimkeji malejq jej wartosci.

Uwaga
Funkcja rosngca (malejgca) w zbiorze jest roznowartosciowa.
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L= Cwiczenie 25. Furkcja fokreslona jest wykresem. Przepisz ta- YAy i)
' bele do zeszytu oraz w miejsce - wpisz wartosci funkcji dla I #T T 1
wybranych argumentow 1 zapisz wmoski. i
X 100 11213 |4 . N S
=/ I 2
Definicja
Funkcja jest stala w przedziale (a b)., y4
jesli xle(a;b) iIiE(ﬂ;E’) oraz x, < X, f(xl):f(xz) | | BB
to f(x'l):f(lz) _ 4 1y & du
Funlccja jest stata w przedziale (a; b} gdy w prze- = By sy
¥ =k

dziale tym wraz ze wzrostem argumentow funkcji jej

wartosci nie zmieniajq sie, czyli sq state.

f Przykiad 18, Narysunku przedstawiono wy-
kres funkeji fokreslonej w przedziale (—8; 9).
Odczvtaj z wykresu maksymalne przedzialy,
w ktorych funkcja:

a) maleje, b) rosnie.

Rozwiazanie

Analizujgc wykres funkcji, zauwazamy, ze:

a) funkcjajest malejaca wprzedziale (—4; 4)
(Indzik idzie w dol),

b) funkcja jest rosngca w przedziatach (—8; —4), (4;9) (ludzik idzie w gore).
Rozpatryw ana funkcja jest rosngeca rowniez 1 w innych przedzialach, np. w prze dzia-
tach: (—6;—4) , (5;8), (4,9) itp., ale przedzialy (—8;—4) i (4_: 9) sq maksymalnymi

preedziatami, w ktorych funkcja jest rosnqgea.

J

Cwiczenie 26. Podaj maksymalne przedzialy, w kto-
rych funkcja fprzedstawiona na wykresie jest:
a) rosngca, b) malejaca.

Cwiczenie 27. Na rysunku przedstawiono wykres
funkgji f okreslonej w przedziale (—4:5). Odczytaj
z wykresumaksymalny przedzial, w ktérym fiinkcjajest:

a) stala, b)rosnaca, c) malejgca.

A

L | y=7k)

¢

IEANAE.
y=£(x)
1 ’a'f
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( Przykiad 19, Wykaz, ze funkcja f okreslona wzorem f(x)=—2x+4 jest malejgca Q
w zbiorze liczb rzeczywistych R.

Rozwiazanie

Z (zaloienie): x,cR, x,cR i x < x, | T (teza): f(x)> f(x,).
f(x)=-2x+4 |

Dowad

Zauwazamy, ze x <x, czyli x,—x >0,

S(x)> f () czyli f(x)-f(x)<0
Badamy znak réznicy f (x, }— f(x,):
F()=1f(n)= 2 +4__£—2-":L +41:
f(x)  f(x)
=—2x, +2x, =—2(x, —x ).
Z zatozenia x, —x, > 0, wiec —2-(x, —x,) <0, zatem f (x, }— f(x, ) <0, czyli funkcja f
jest malejaca. C.ILW. J

Cwiczenie 28, Wykaz, ze funkcja fokreslona wzorem f (.x} =3x—7 jest rosngca wzbio- R
1ze liczb rzeczywistych R.

Uwaga
Jesli x, —x, >0 oraz:

o f(x,}—f(x)>0, to funkcja fjest rosnaca,
e f(x)—f(x)<0 to funkcja fjest malejaca,
o f{x}—f(x)=0. to funkcja fjest stala.

Odpowiedzi do éwiczen

25. Wniosek: funkeja jest stata.  26.a) (2:5), b) (-2 2), (5 8) 27.3) (-4-2), bB) {-Z1), o {15)

Zadania utrwalajace

8.42. Funkcja f okredlona jest wykresem. Podaj
maksymalne przedzialy, w kiorych funkcja
jest:

a) rosnaca, b)malejaca, c) stala.
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8.43. Na rysunku przedstawiono zmiany cismie- FENL
nia atmosferycznego w ciagu jednej doby. e
Odczyta) z wykresu, w jakich przedziatach 1000
czZasu cisnieme to:

a) roslo, b)malalo, c) bylo stale.

o
8.44. Pacjent zostal przyjety do szpitala o go- E’
dzinie 1°"". Temperature mierzono mmu co \ / \ I
godzine i zapisywano w karcie choroby. E'BB' vt
Odczyta) z wykresu, wjakich przedzialach i \/ \ ] / i
czasu temperatura ciala chorego: 3T \/
a) roslta, b) malata. E BER AN

1w 5% T L=
8.45. Funkcja f przedstawiona jest tabelka. Okregl, czy funkcja fjest funkcja: malejaca,
rosnaca, stala, gdy:

. 1 1
D sl L] 25 |ilse| X — | - 0 1
2 2 3
5 1 = e
S| T O = 7(x)| V241
=7 2 y=7() 21142 2
)yl X 011 |-1]2(-2]4][ d) x —05(-03] 0 |01 o112
y=/f)|1[2[2[4[3]5 y=r(x)| 4 | o [-05]-07] 2 |31

8.46. Naszkicuj] w ukladzie wspolrzednych wykres funkcji:
a) rosnacej w przedziale (0; 4), b) malejacej w przedziale (—3;3),
c) statej w przedziale {-2;4}).

8.47. Dzieci zjezdzaja z gorki na sankach.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Zmiane predkogci jazdy dzieci zjezdzajacych z gorki na sankach opisuje wykres:
A. A B. A L A D. A

="
==

L.
L.

predkosé

predkosé
predkosé
predkoié

- > >
droga droga droga droga

* Zapis godziny 1% jest réwnowazny zapisowi 1:00.
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8.48. Narysuj przykladowy wykres funkcji, ktéra w przedziale (—6;—2) jest malejaca,
w przedziale (—2;3) jest stala, a w przedziale (3;7) jest rosnaca oraz:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma miejsca zerowe.

8.49. Wykaz, ze funkcja fjest:

D[

a) rosngca, gdy f(x}=4x—12 b) malejaca, gdy f(x)= —%x+L

—

¢) malejaca w przedziale (—oo; 0), gdy f(x)=x"—4.

Wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkcji w przedziale domknietym

Cwiczenie 29. Skrupulatny pan 'E 18 1 | Ly |
Kowalski zaznaczal liczbe me- '§'15 _[ : ] T
trow szesciennych wody zuzyte) % 14 _l._: — |_: :_’ — | L
przez jego rodzine w kolejnych q 12 . . —®—| |_'_ -
miesigcach jednego rokn. W kiorym 10 I_l i _I : I_|_ 7 __l )
mi.e sigeu %'01?11 1'1:_ndzjna Kowal%kich {81 1 i i .; i i @%
zuzyla najwigcej wody, a wktorym I I I IV V VI VIVIIIX X XI XI

najimniej?

Uwaga Symbolicznie oznaczamy:

* vy, —najmniejsza wartosc funkeji, * y,..v —najwieksza wartosc funkceji.

rPrzyklad 20, Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkeji f okreslonej w przedziale (—5; 5).
Odczyta) z wykresu najmniejszg 1 najwieksza

wartosc funkceji fw przedziale:
a) (-5:5). b) (31 o (L4).
Rozwiazanie

a) xe (—5; 5) b) xe (—3; 1)
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Z wykresu odczytujemy, ze funkcja fma:

a) w przedziale (-5; 3) \ b) wprzedziale (-3;1) ¢) w przedziale (1; 4)

zbiorem wartosci zblorem wartosci zbiorem wartosci
funkeji fest funkeji fiest funkcji fest

przedziat (-2;2),
wiec wiec wiec

Vaay =2 1 Vygr =2

Vi =3 1 Vyguy =1

przedziat (—4; 3), : przedziat (—3;1),
Vigy =4 1 Vyyr =3 i

Odp.: @) yygy = f(5) =4 Yyr = (-5} =3,
b) Vg = F(3)=-3, yyur=7(1)=1
C) J’MIN:f(‘q'):—l JJ’J-,JM:f(E)Z’_-‘. J

Cwiczenie 30. Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkcji f okreslonej w przedziale (-5;6).
Odczyta)] z wykresu najmniejsza i najwiekszg
wartosé¢ funkcji fw przedziale:

a) (-5,6), b) (-2:3), © (-3-1).

Odpowiedzi do cwiczen
29, Najwiece) w grudniu, naymnie] w lipou,

30.2) yagn=-—1 Yaux=% D) Yagn=1 Vauxr=% O Vagw=1 Yyux=3

Zadania utrwalajace

8.50. Na rysunkn przedstawiono wykres funkcji f.
Odczytaj z wykresu najmniejsza i najwigksza
wartosc funkceji fwprzedziale:

a) (-7:6), b (06) o (-44).

8.51. Na wykresie przedstawiono anomalny charak- v [ermd] A
ter rozszerzalnosci cieplnej jednego grama wody. 1,003 +
Odczyla) z wykresu: 1,002
a) dla jakich temperatur T objetos¢ wody maleje, 1,001 7
b) dla jakich temperatur T’ objetos¢ wody rosnie, Looo
¢) dlajakiej temperatury T objetosé wody jest naj- 112345678010 TPc)

TN e]SZa.
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8.52. Kazdego dnia dwutygodnio-
wych ferii zimowych Malgosia
o godzinie 12" odczytywala
temperature powietrza. Wynik
zaznaczala na wykresie.

rcr

temperaiura
bl ko mnw s

Skorzysta) z wykresu Malgosi
1 odpowiedz na pytania:

a) W kiorym dniu ferni temperatura byla najmzsza, a w ktorym najwyzsza?

b) Przez ile dm ferii temperatura byla ujemna?

¢) lle bylo dni, w ktorych Malgosia odczytata temperature 0°C?

d) Jaka byla réznica miedzy najwyzszg a najnizszg temperaturg w czasie ferii?

8.53. Funkcja f przedstawiona jest grafem.
o =0 Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod

3 —_—
3 =

oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz sposrod ozna-
czonych literami C i D.
Najmniejszg wartoscig funkeji fjest liczba:

A. 2, B.2
Najwiekszag wartoscig funkciji fjest liczba:
C. 6, D. /6.

8.54. Termograf zarejestro-
wal zmiany temperatury

powietrza w ciagu jednej
doby. Odczytaj z wykresu:
a) godzine, o ktorej tem-

peratura byla najwyz-

sza1 podaj jej wartosc,
b) godzine, o ktdérej temperatura byla najnizsza i podaj jej wartosc.

= Zestaw powtorkowy

3 -
=== y=7(x)
1. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji £, \p N
B'Ezy prawda jest, ze f(2)=-3?

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadniente

sposrodA i B.

N
L poniewaz A SE)=1

N | Nie, B. | liczba 2 nie nalezy do dziedziny funkcji.




200 8 Funkcia ! j&i wiasnosci

2. Wykres funkcji ftworza punkty 4, B, C, Dtakie, ze 4=(-2.

i D=(7,-2).
Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie
lub F— jesli jest falszywe

2} B=(Z0),e=(53)

jest prawdziwe,

Do dziedziny funkcji fnalezy liczba 0.

Do zbioru wartosci funkeji fnalezy liczba 0.

Miejscem zerowym funkcji fjest liczba 0.

Najmniejsza wartos¢ funkcja fprzyjmuje dla najwiekszego argumentu.

Funkcja fjest réznowartosciowa.

||
S T

3. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji . Czy

D | prawda jest, ze funkcja przyjmuje tylko wartosci ujemne?
Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie

sposrod A i B.

YA

0:;\-; ¥ =ff.x)x

T | Tak, sopiewss A. | funkcja fnie ma miejsc zerowy ch.

N | Nie, B. | funkcja fma miejsca zerowe.

4. Z hodowli roglin zbozowych pobierano w cia- . Steaeriv elikor
gu dnia po kilka rodlin i mierzono stezenie | Godzina w % suchej masy lisci
glukozy w lisciach. Wyniki pomiaréw w pro- 4:00 045
-:en]:ach.poc.lar}o w tabeli. | 50D 0.60
a) Podaj najwieksza wartosc stezenia glukozy.

b) Podaj przedzial czasowy, w ktorym naste- L i
powal wzrost stezenia glukozy, oraz przedzial £ 40
czasowy, w ktorym stezenie glukozy malalo. 40 4
¢) Podaj, o kiorej godzime stezenie glukozy 2400 9.5
osiggnelo 0,45% suchej masy lisci. 00 04
d) Podaj, jakie bylo stezeme glukozy o polnocy.

5. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f J“_‘_L

D| Czy f(x}=2 gdy x=—3 lub x=—1?

T I=®)
Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie P———0
—t—— 1 —t—

sposrodA i B.

T | Tak Al f(-3)= f(-1)

poniewaz

N | Nie, B.| f(3)=rf(-1)=2
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Proporcja i przeksztatcanie wzorow

Przypomnijmy
wyrazy skrajne
wyrazy skrajne " -
Proporcja nazywamy réwnosé dwoéch stosun- v 7 ' ! Tub a /C )
g = - ; - 330 = 5:d 5 TP
kow (rownosc dwoch ilorazow), co zapisujemy: A 4 b % / d”
wyrazy srodkose wyrazy drodkowe

e W proporciji iloczyn wyrazow skrajnych jest rowny iloczynowi wyrazow

srodkowych:
a:b=c:d, wiec a-d=b-c lub :—I=‘§, wiec a-d=h-c.

e W proporcjl mozna zamiemac ,,miejscami” wyrazy skrajne lub wyrazy srodkowe.

Zamiana wyrazow skrainyveh: Zamiana wyrazow srodkowych:

b s @B d ¢ TR a b

jezeli —=—, to —=—. jezeli —=—, to —=—.
b d b a b d c d

Niektore rownania pierwszego stopnia sq zapisane w postaci proporciji, np.:

o deas b Sl skad Sx=12,
3 S
9 x+3 _ _
« = Inb 9:5=(x+3}:9, skad 5-(x+3)=8L
J
2 3
e — == lub 2:(x-1)=3:x, skad 3-(x-1}=2x
x—1 x

rPrzyklad 1. L6dZ motorowa, plynac ze stalg predkoscig przez 40 minut, zuzywa
1,8 litra benzyny. Tle litrow benzyny zuzyje 10dz, jesli bedzie plynac 2 godziny i 30 minut?
Rozwiazanie Plyngc:
40 minut  1odz zuzywa 1,8 litra benzyny,
150 minnt  16dz zuzywa  x litrow benzyny.
Zuzycie benzyny jest wprost proporcjonalne do czasu plyniecia lodzi, wiec iloraz tych
wielkosci jest staly.
40 1,8, g, o= 150-1,8’
150 x

Odp.: Lodz motorowa zuzyje 6,75 litra benzyny. J

=£J to d =——
d

n ol B

czyli x=46,75litra.
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Cwiczenie 1. Glos przenosi sie w powietrzu na odleglosé 825 m w czasie 2,5 sekundy.
a) Po ilu sekundach od wystrzalu ustyszymy odgtos dziala odlegltego o 1650 m?
b) Od blyskawicy do grzmotu uplyneglo 7 sekund. Jak daleko od nas uderzyl piorun?

Cwiczenie 2. W objetosci 1,25 m® powietrza jest 262,5 dm’ tlenu.
a) Ile decymetrow szescienmych tlenn zawiera 5,4 m® powietrza?
b) W ilu metrach szesciennych powietrza zawiera sie 315 dm’ tlenu?

f Przyktad 2. Sztabe cyny o masie 40 kg rozdzielono na dwie czesci, ktérych stosunek
mas byl rowny 3 : 5. lle wazyla kazda z tych czesci?

Rozwiazanie I speosob. Sztabe rozdzielono na:

3 3+
czesc I o masie: §-4ng=15kg, St

czesc I o masie: 3-40 kg=25kg. | 3 5

I sposob. Oznaczamy: 3x —masa pierwsze] czescl sztaby,
5x —masa drugiej czesci sztaby.
Wtedy masa calej sztaby jest réwna (3+5)x =8x. Zatem 8x=40, skad x=35.
Odp.: Czesci wazyly 15 kg1 25 kg. J

Cwiczenie 3. Thiszcz sklada sie z wegla, wodoru i tlenu W nastepujacym stosunku
wagowym: 19:3:3. Ile kilogramow wegla, wodoru 1 tlenu zawartych jest w 10 kilo-
gramach thiszczu?

g—X

= l gdzie b# 01¢#0, wyznacz zmienne:
c

r Przyktad 3. Z rownosci
ajc, b)x, c¢)a

Rozwigzanie Korzystajac z wlasnosci proporciji, otrzymujemy:

) a—le |b) a—x:l | o) a—le
b % | b & | b c

(a—x}c:b f:(a—x}, | (a—x)c:b Gie | (a—x)c:b e
gdzie a—x =0, | b | b
== R—X=—
L__b | . | "

a—x | b | b+
R e g=—=+X
| g | c )

1 ‘ ‘ . . . a4+ Xx
Cwiczene 4. Z rownosci

=y, gdzie y#0ib=#0, wyznacz: a)b, b)x.
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Odpowiedzi do ¢wiczen

1.a)5s, b)2310m  2.a) 1134 dm®, B)15m> 3.76kgwegla, 1,2kg wodaru, 1,2 kg tlenu,

_a+x

4.a) b= , b) x=by—a.
¥

Zadania utrwalajgce

9.1. Oblicz x z proporcji:

a)izé, b) x—izl’ o X :E! d) .1:—421.
4 5 x+3 2 x+1 3 3 2
9.2. W supermarkecie proszek do prania spizedawany
jest w trzech roznych opakowaniach 1 w réznych m
cenach, przedstawionych na rysunku. Ktore z opa- @ e
kowan stanowl najbardzie| korzystng oferte dla 75kg kg e
kupujacych? 65,90 zt 25,90 =z 6,50 zt

9.3. Wartosc energetyczna produkiow spozywczych podawana jest w kaloriach. Wiedzac,
2e250 g miodun ma sredmo 750 kilokalorii, oblicz, ile kilokalorii ma 100 g miodu.

9.4. W czasie 0,4 s glos w wodzie przebywa odleglosc 384 m.
a) W jakim czasie glos w wodzie pokonuje odleglosc 1,44 km?
b) Ile metréw glos pokonuje w czasie 0,6 s?

9.5, Podziel 1705 zl miedzy dwie osoby w stosunku 4 : 7.

9.6. Do produkeji 300 kg kielbasy krakowskiej wzieto miesa wieprzowego, wolowego
isloniny w stosunku 13:5: 2. Tle kilogramdéw kazdego z tych surowcow zuzyta?

9.7. Zakladajac, ze wszystkie zmienne maja wartosci dodatnie, wyznacz x z wzoru:

—X 72X [#1
a y= 1 b) y=—, C) p=—=+0,
) 3 5 ) 3 b ) ) >
d) J-‘ZE—E?, e) y=(a+x)b, N y=ax+b.
X
9.8, Wiedzac, ze 2X=8 _ T%=6) " asadnij, ze X - 12

D[ 2 3 y 13
9.9, Oblicz iloraz X wiedzgc ze:

Jr‘
- i /| A 2 Ay il A k]
a) :i, b)i:l y’ 0 3x+,y:4l Ty d) 91+3J:3x+9y.
=

5 x+y 5 6 4 5
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9.10. Jaki to ulamek, ktory po skroceniu jest rowny 3 1 ktorego licznik jest o 20 mniejszy
7
od mianowmnika?

Wielokaty podobne i ich wtasnosci

Z figurami podobnymi spotykamy si¢ w zyciu codziennym. Sg przedmioty, kiore majq takie
same ksztalty, chociaz ich rozmiary sg roézne, np. sfotografowany obiekt na odbitkach rézne;
wielkosci, podloga pomieszczenia i jej plan w skali itp.

Nim poznamy wilasnosci figur podobnych, okreslimy pojecie odcinkow proporcjonalnych.

Definicja
Stosunkiem odcinkéw AR 1 CD nazywamy liczbe, ktora jest ilorazem diugogci tych
odcinkow mierzonych tg sama jednostka dlugosci, co zapisujemy %
Definicja
Odcinki A B, 1 C.D; nazywamy proporcjonalnymi do odcinkéw AB 1 CD wtedy
: B| D]
i tylko wtedy, gd |A‘ e i
T EY L] o
Na przyklad: Odcinki o dlugosciach
|4B|=12,8 i |C\D,|=484
g proporcjonalne do odcinkow o dlugosciach
|4B|=32 i |CD|=121, poniewaz
|48, 12,8 :g CDy| 484 2 7 atemm 4B, _ \CIDI|_
|4B| 32 5 CD| 121 5 |4B|  |CD|
Uwaga
e Figury f'i f, sa podobne, jesli powigkszajac lub f X
zmniejszajac w pewnej skali jedna z figur, otrzyma- ((4e—"B

e W figurach podobnych stosunek dwoch dowolnie (
wybranych odcinkéw jednej figury roéwna sie sto- -
sunkowl odpowiednich im odcinkow drugiej figury,

a odpowiednie katy majg rowne miary. |A131| _ |C,D| —k
J — skala podobiefistwa figur f1f,. [4B]  |cD|

my figure przystajaca do drugie;j. f /—-
Dl
B ﬂ/)
cY
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Definicja
Dwa wielokaty sa:

podobne w skali k (gdzie & >0), gdy | przystajace (podobne w skali k =1),
majg odpowiednie katy réwne i odpo- | gdy majg odpowiednie katy i boki réwne.
wiednie boki proporcjonalne. |

fegwafy X
s/

|
| \e]
3 Y 25 M | KQ > M
weir X | -
? 4 12 | A% By
il e 7 | L
|
|
|
|
|

figura Feurafy figura fy

o g 1
a ‘83
| B el |cpl
RRCRTRG

_4D| _|4B|_[BC| _[€D| _,
|KN

[Kz| |Lm] ]

fi =1 coytamy: figura f] jest przystajaca
do figury f,

Cwiczenie 5. Narysuj figure podobna do:
a) odcinka o dlugosci 2.5 cm w skali 2,

b) kwadratu o boku majacym dlugosc 6 cm w skali %

¢) prostokata o wymiarach 1 cm x 2 cm w skali 2,

d) kola o promieniu 1 cm w skali 4.
Przy obliczaniu dlugosci odcinkow w figurach podobnych zwykle korzystamy z wlasnosci
proporcji.

r Przyktad 4. Uwzglednij dane przedstawione na ry- D C N, M
sunku 1 sprawdz, czy prostokaty ABCD 1 KLMN
sg podobne. 4 *
Rozwiazanie Pierwszywarunek podobienstwafigur u : B K . I

jest spelmony, pomewaz wszystkie katy prostoka-
tOw sa proste, a wiec 1 rowne.
Zauwazamy, ze krotszemu bokowi prostokata 4 BCD odpowiada krotszy bok prostokata

KLMN, zatem @ = = = l a bokowi AD odpowiada bok K. Zatem @ = i
KN| 4 2 KL| 5
éqﬁ ;f czyli |§‘ #+ % wiec prostokaty ABCD 1 KLMN nie sq podobne.
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Cwiczenie 6. Sprawdz, czy podobne sa prostokaty o wymiarach:
a) S5cm*10cm 1 6 cm % 12 cm,
by 0.8cm=02cm 1 40 cm x 160 cm. B,

Jesli prostokaty sa podobne, to oblicz skale ich podobienstwa. 3 i 4
A, &
A

Cwiczenie 7. Wykonaj odpowiednie obliczenia i sprawdz,
czy stosunki dhugosci odpowiednich bokow trojkata ABC
i A B C, sgrowne. Czy trojkaty ABCi A4 B,C, 83 podobne?

Uwaga
Jezeli figura fjest podobna do figury f; w skali &, to figura f| jest podobna do figury f
w skali l
k
f Przyktad 5. Fotografie , o wymiarach podanych  Fotografia F Plakat P

narysunku, powigkszono do wymiarow plakatu P.

Oblicz:

a) skale podobienstwa plakatu P do fotografii F,

b) brakujgcy wymiar x plakatu P,

¢) obwdd L1 L, oraz powierzchnie P, i P, fo-
tografii oraz plakatu,

d) stosunek obwodu plakatu do obwodu fotografii,

e) stosunek powierzchni plakatu do powierzchni
fotografii.

Rozwigzanie

a) Oznaczamy k — skala podobienstwa plakatu do fotografii.

k:ﬂ, czyli k=35
16

X

2 .
by — =k czyi —=35, skad x=
T yh = skad

Lh

5 cm.

¢) L-=2-16+2-11 czyh L. =54 cm, P.=16-11 czyli P-=176 cm?,
F Y Lg F Y F

L,=2-80+2-55 czyli L,=270cm, P,=80-55 czyli P, =4400 cm?

|
F F

Stosunek obwodow plakatu P1 fotografii F jest rowny skali podobienstwa k rownej 3,
natomiast stosunek powierzehni tych figur jest réwny &°, czyli 25. J
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Uwaga

Jezeli figury sg podobne w skali k, to:

o stosunek ich obwodow jest rowny skali podobienstwa &,

e stosunekich pdl jest rowny kwadratowi skali podobienstwa, czyli &°.

Cwiczene 8, Czworokaty ABCD i KLMN sa podobne.

Przyjmij wymiary jak na rysunku i oblicz: 15 _C 20 M
a) skale & podobienstwa czworokata ABCD do D o
czworokata K LMN, 12 U 18
b) stosunek obwodéw czworokatow, A B %
16 L

¢) stosunek pdl czworokatow,
d) dlugosci bokow, ktorych wymiardw nie podano na rysunku.

Skale podobienstwa figur wykorzystujemy w praktyce. Rysunek odwzorujgcy maty obszar
7 zachowaniem ksztaltu i zawierajacy ksztalty jego elementoéw nazywamy planem.

Wiele obiektow przedstawiamy w postaci planu, np. plan mieszkania, domu, miasta, portu,
lotniska.

Nie moznaich rysowac na kartce papieru bez zmmiejszema, zatem plany rysowane sg w skali.

Fragment planu miasta Gdansk

TR 1

s
v

]

Definicja
Stosunek dhigosci odcinka na planie do dlugosci odcinka w rzeczywistosci nazywa-
my skala planu i oznaczamy literg k.
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Na przyklad liczbowa skala planu 1: 15 000 oznacza, ze dlugogci na planie sg 15 000 razy
mniejsze mz odpowiednie odleglosci w rzeczywistosci. Zatem 1 cm na planie odpowiada
w rzeczywistosci 15 000 cm, czyli 150 m.

rPrzyldad 6. Odleglos¢ miedzy dwoma miastami jest réwna 18 km.
a) Narysuj te odleglos¢ wskali 1 : 500 000.
b) Ilu kilometrom odpowiada 1 cm na Twoim rysunku?
Rozwiazanie 18 km= 18 000 m =1 800 000 cm.
a) Na rysunku odleglosc jest 500 000 razy mniejsza.

1 800 000 : 500 000 =3,6 cm. : 3,6cm
b) Ze skali 1 : 500 000 wynika, Ze 1 cm na rysunku odpowiada w rzeczywistosci
500 000 cm.
Odp.: Jeden centymetr na rysunku to 5 km w rzeczywistosci. J

Cwiczenie 9. Odleglo$¢ miedzy Gdanskiem a Warszawa to okoto 350 km. Oblicz, wjakiej
odleglosci beda te miasta zaznaczone na mapie sporzadzonej w skali:
a) 1 : 100 000000, b)1:10000000, ¢)1:1000000.

f Przyktad 7. Na planie zagospodarowania przestrzennego pewnej miejscowosci, sporza-
dzonym w skali 1 : 2000, teren przeznaczony pod budowe szpitala zajmuje 35 cm?.
Ile hektarow zajmuje ten teren w rzeczywistosci?

Rozwiazanie Figura na planie i figura w terenie to figury podobne w skali & = Wloo
Stosunek pal tych figur jest rowny &%, czyli [ . ]2 = 1
pol S > 2000) 4000000

Powierzchnia terenu w 1zeczywistosci jest wieksza 4 000 000 razy od pola na planie,
czyli jest téwna 4 000 000-35 em? = 140 000 000 em? = 14 000 m* = 1.4 ha.

Odp.: Teren przeznaczony pod zabudowe ma powierzchnie 1,4 ha. J

Cwiczenie 10, Puszcza Kampinoska zajmuje na mapie wykonanej w skali 1: 1 000 000
powierzchnie réwna 5,6 cm?. Oblicz rzeczywistg powierzchnie tej puszczy i wynik podaj
w kilometrach kwadratowych.
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Odpowiedzi do cwiczen

5. Marysuj a) odeinek o diugosct 5 am, b) lewadrat obolu 2 em,  ©) prostakgt o wymiarach 2 cm x4 om,

d) kolo o pramienin 4 om 6. Prostokaty: a) sq podobne w skali % lub % b) 53 podobne w skali % lub 200.

3
7. Trojkaty sg podobne w skali 2. 8 2 b % ub %, 0) % lub %, d) |4B|=12, |&w]=16, |LM]|=24.

9.8)0,35 cm, b)3,5cm, ¢)35em 10. 560 km?.

Zadania utrwalajgce

9.11. Czy prawda jest, Ze:
a) kazde dwa romby, ktorych katy ostre maja te samg miare, sg podobne,
b) kazde dwa réwnolegloboki, ktorych katy ostre majg te sama miare, 89 podobne,
¢) kazde dwa trapezy réwnoramienne sg podobrne,
d) kazde dwa kwadraty sa podobne?

9.12. Jeden z bokow prostokata ma dlugosc 20 cm. Jaka powinna byc¢ dlugosc drugiego
bolku tego prostokata, by byl on podobny do prostokata o wymiarach 8 cm * 20 cm?

9.13. Plan wykonano w skali 1:400. Jakiej dlugosci odcinek na planie odpowiada 12 me-
trom w rzeczywistosci?

9.14. Dwa plany maja jednakowe wymiary. Jeden plan sporzadzono w skali 1:6000,
a dmgi — w skali 1: 8000. Na ktorym planie pokazano wiekszy obszar?

9.15. Odleglosc z Gdanska do Kartuz (w limi proste)) jest rowna 32 km. Ile centymetrow
ma odcinek na mapie w skali 1: 250 000, kidéremu odpowiada ta odleglosc w terenie?

9.16. Bok jednego kwadratu jest 0 20% krotszy od boku drugiego kwadratu. Oblicz skale
podobienstwa tych lkwadratow.

9.17. Stosunek wysokosci dwoch podobnych rombow jest rowny 3 : 5. Oblicz stosunek
pol tych rombow.

9.18. Dwa wielokaty sa podobne w skali 1 : 5. Pole jednego z nich jest rtéwne 17 cm?.
Oblicz pole drugiego wielokata.

9.19. Lakana planie ma ksztalt trapezu, ktorego podstawy majg dlugosci 32 mm 1 26 mm,
awysokosc 32 mm. Rolnik zmierzyl nalace dlugosc odpowiadajaca krotszej podstawie
trapezu i otrzymal 65 m. Oblicz:

a) skale planu, b) pole powierzchni laki.
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9.20. Kupiono prostokatng dzialke. Na planie w skali 1 : 1000 boki te] dzialki majg dlugo-
sci 6,2 cm 14,8 cm. Ile zaplacono za te dzialke, jezeli jeden metr kwadratowy gruntu
kosztowal 21 71?

9.21. Puszcza Kampinoska na mapie wykonanej wskali 1 : 1 000 000 zajmuje powierzchnie
réwng 5,6 cm?. Oblicz rzeczywistg powierzchnie tej puszczy i wynik podaj w kilome-
trach kwadratowych.

9.22. Janek chce sporzadzic plan swojego pokoju. Naszki- "_“j 08m
cowal ksztalt pokoju 1 zanotowat kilka wymiarow. o -
W jakiej skali moze narysowac plan, aby zmiescil sie 18m

na prostokatnej kartce o wymiarach 20 cm * 30 cm . ==~

; Sl g < 42 m ol

1 byl mozliwie najwiekszy? : -
Cechy podobienstwa trojkatow

Aby stwierdzic, ze trojkaty sg przystajace, wystarczy sprawdzic, ze sg spelnione zalozenia
jednego z trzech twierdzen zwanych cechami przystawania trojkatow.

Przypomnijmy
Cechy przystawania irojkatow:
cechahbok —bok —bok, cechabok — kgt —hok, cecha kat — bok — kat,
w skrdcie bbb w skrocie bkb w skrocie kbk

C B C
4 - b4\
A a g A
c 4, C
B c B,

Jedli a=a, b=bic=c, | Jedic=¢c . b=bia=a, | el b=b, a=g;i y =y,
to AABC=A 4BC,. to AABC=A4BC. to A ABC=A 4B,C,.

Cwiczenie 11. Na rysunku odcinki majace te sama dhugosé i katy majace te sama miare
sg wyrozmone jednakowym kolorem innym mz czarny. Nazwij ceche z ktore] wynika,
7e trojkaty sg przystajace.

a) /\ b) A? c)
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Cwiczenie 12. Uzasadnij, ze przekatna kwadratu dzieli go na dwa tréjkaty przystajace.

Cwiczenie 13, Przyjmij oznaczenia jak na rysunku, gdzie

|AD|=|BC|, AD | AB i BC | AB, iuzasadnij, ze |4C|=|BD|.

DE jc
4 B

Aby stwierdzic, czy dwa trojkaty sa przystajace, korzystamy z ich cech przystawania,
natormiast aby stwierdzic, czy sg podobmne, korzystamy z twierdzen zwanych cechami

podobienstwa trojkatow.

Dwa trojkaty sa podobne, gdy spelniajg zalozenia jednego z trzech twierdzer.

Cechy podobienstwa trojkatow:

cecha bok-bok-bok
(bbb)

Twierdzenie

Jezeli dlugosci trzech
bokow jednego trojkata
sq odpowiednio propor-
cjonalne do diugosci
trzech bokow drugiego
trojkata, to te trojkaty
sq podobmne.

I

Jezeli 2% _¢
aq b g
to AABC ~A ABC,

cecha bok-kat-bok
(bkb)

Twierdzenie

Jezeli dlugosci dwoch bokow
jednego trojkata sa propor-
cjonalne do dlugosci dwoch
bokow drugiego trojkata

1 katy zawarte miedzy tymi
bokami majg réwne miary, to
te trojkaty sq podobne.

h g
to A ABC ~A ABC,

cecha kat-kat-kat
(kkkk)

Twierdzenie

Jezeli miary katow
jednego trojkata sg
rowne odpowied-
nim miarom katow
drugiego trojkata,
to te trojkaty sg
podobne.

Jezell ¢ =0, f=4
LY =7

to A ABC~A ABC,

( Przyktad 8. Sprawdz, czy trojkaty ABC'1 4.B,C,

G

o wymiarach podanych na rysunku, sg podobne. 9 4//&
Rozwiazanie Al/ 2 B,
lcl 1, 48| 6_, Il 9 _, .. . ldC|_lan _|sc| _
4G 4 7 |4B] 2 T [BC| 3 AC| 4B |BC)

Odp.: Trojkaty ABC'1 AB,C, sg podobne na podstawie cechy bbb. J
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Cwiczenie 14. Rozstrzygnij, czy tréjkaty sa podobne. W przypadku podobienistwa wskaz
ceche, z kiore] ono wymnika.

a) b)
/!
/
/
/ 15
16 27 31°
g ,///Th S >
%2
C o d < 4
) o 2 124° d) 3 /N
T | \36° r{/ﬁj,zfﬁ::3§:___ / . 3
i r\. 0 = 2
\20° 20 3

Cwiczenie 15, Sposrdd tréjkatéw I, 11, 111 wskaz pare tréjkatéw podobnych.
I 1I 111
3 : N W
7
16 8

Cwiczenie 16. Sformuluj cechy podobiefistwa tréjkat ow:
a) rownobocznych, b) prostokatnych.

Cwiczenie 17. Uzasadnij, ze tréjkaty ABC i ABD:

a) sg przystajace, | b) sa przystajace, |c) nie sg przystajgce, ale sa podobne.

C | C | C

| | -
Y | \" |

50°  [a0® 50°)  (40°
4 50?} E a0 B } A a0° ] |,I\. — { B

. | |
D | D |
|

D

a) Oblicz skale podobienstwa tréjkata A, B,C, do trGjkata ABC. G
S
b) Oblicz abwad tréjkata A, B,C,. & 3.8
¢) Podaj stosunek obwodow i stosunek pol trojkatow /\\Al B
. 8L & T 8
ABCiABC,. .
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W celu nzasadnienia podobienstwa trojkatéw czesto korzysta sie z rownosci katow wyzna-
czonych przez dwie proste rownolegle przecigte trzecig prosta.

Przypomnijmy

Jezeli proste rownolegle a4 i b przetniemy prosty e, to:

ltqty.r naprze- /7? b /Z b 7 b 7 b
ml-anlz:glc / / /L 7 /
majq.ruwne a a [ a Y - |
. Y 4 /
katy odpowia- /76/ b 7 b X b 7 b

bl g | ) i | A |
/ / /|~

Cwiczenie 19. Na rysunku proste k i / sa réwnolegle. Uwzglednij dane przedstawione

na rysunku i oblicz miary katow a, 8, 7.
a) b)

“-’\ xﬁ/ k

~. feo?)

\ ~ <

/ \ 1
@; \W / ~ 3u*=\

Twierdzenie
Odcinek, laczacy srodki dwoch bokow trojkata jest rowny polowie trzeciego bokn
1 do mego rownolegly.

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku, gdzie odcinek KN
laczy srodki bokow AC 1 BC.

Z (zalotenie): | T (teza):
N— &rodek boku BC, | 2

Dowod: ‘C’K‘ ‘CN|
1° Trojkaty ABC 1 KNC dobne, b ACB|=|4 KCN
rojkaty i sg podobne, bo |C’4| 5 ‘CB| y |~§: =3 =7
2° Z 1° wnioskujemy, ze
K| |1 KN 1
o L= b R )
4B |c4| 2 [4B] 2

: . 1
wiec M|:E|

AB|.
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3° Z 1° wnioskujemy, ze
| % CKN|=|4 CAB|=a 1|9 CNK|=|4 CBA|=p.
Zatem prosta KN jest rownolegta do proste] AB, 2\
czyli odcinek KWV jest rownolegly do boku AB. c.n.u. 4

Cwiczenie 20. Koficami odcinkéw DE, FD i FE sa srodki
bokow trdjkata 4 BC. Uzasadnij, ze trojkaty: AFD, FDE, FEB,

DEC sg przystajace.

Uwaga

Jezeli w trojkacie A BC poprowadzimy odcinek DE rownolegly do boku 4B, to:
« AABC-ADEC; 120 BC ¢
\DE| |DC| |EC]

1
k
Jezeli w trojkacie ABC punkty D1 E dzielg boki AC 1 BC
w tym samym stosunku, to DE || 4B8.

D E

o [DE=L |45,

Cwiczenie 21. Przyjmij dane jak na rysunku i wykaz, ze: 12 12
a) trojkaty 4D 1 BAC sa podobne, i
b) boki £D 1 BC sg rownolegle. 16

Odpowiedzi do éwiczen

11. a)kble, bybkb, bbb, 14, a)tak, bbb, b)tak, blkb, o tak, kde, dynie. 15 11O

16. a)Kazde dwa trojkaty rdwnoboczne sg podobne, b) Diwa trojkaty prostokatne sg podobne, gdy w kazdyrn z trajkg-
tow jeden z kgtéw ostrych ma takg samg miare lub dwa bold jednego tréjlgta sg proporcjonalne do odposviednich dw dch
1

bokdw druglego trogkgta. 18, a) % b) 13,5, © % i

19. a) a=50°, B =80°, ¥y=50°, b) &x=80°, B=50° y=50°, @ e=120°, B=150°, ¥ =60°
21, Wekazdwia: a) A ABC ~ADEC (hld),

Zadania utrwalajgce
=,9.23. Narysunku trojkaty ABC'1 EFG sa przystajace. Przepisz B

przyklad do zeszytu 1 w miejsce . wpisz odpowiedni kat M
albo odcinek. ap

e
a) |BC| = b) | 2BAC| - | BB
o) | 43| . a) |5 CBA|- [N, o |4C|- .
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(924, Przyjmij oznaczenia jak na rysunku, gdzie
D[ |y ADB|=|3 ACB| oraz |3 ABD|=|3 BAC]
1 uzasadnij, ze A AED =A BEC,

(9.25. Na rysunku trajkat A BC' jest rownoramienny, a odcinki AE 1 BD

Zawierajg sie w dwusiecznych katéw lezacych przy jego podsta-

wie AB. Uzasadnij, ze: D E

a) trojkaty ABE 1 ABD s3 przystajace, ()

b) trojkaty AOD i BOE sg przystajace. A B

|

9.26. Wiedzac, ze proste /1 m sgrownolegle, oblicz miary katow zaznaczonych na rysunku
kolorem.

)

9.27. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i sprawdz, czy proste / oraz m sg rowno-
D | legle. Odpowiedz uzasadnij.

a) i # b)
g | ‘L\

9.28. Narysunku odcinek A3 jest rownolegly do prostej £ Uwzglednij dane przedstawione
na rysunku i oblicz miary katow trojkata ABC.
a) b)

iz | ! 2
A » 709
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9.29. Sprawd?, czy proste, w ktorych zawieraja sie

C
odcinki DE 1 CB przedstawione na rysunku, sa D
rownolegle, gdy: [4C|=7,5cm, |4D|=4,5cm, P
|AB|=5cm, |EB|=2cm. E\ B

9.30. Wskaz przyklad trojkatow podobnych w skali k&,

gdy:
da k = ]., b k = 29
) ) : W
¢) k=3, d) k==, ¥
3 B p B 1 P BZ

9.31. Dwarownoramienne trojkaty prostokatne sa podobne w skali 3 : 4. Wiedzac, Ze réznica
dhig osci przyprostokatnych tych trojkatow jest rowna 5 cm, oblicz:
a) dlugosci przyprostokainych obu trojkatow,
b) obwody obu trojkatow,

(&
¢) pola obu tréjkatdw. %\
A B

9.32. Tréjkaty ABC i BDE s3 podobne. Uwzglednij dane przed- 6 D 12
stawione narysunku i oblicz dlugosci bokow BE1 BC. E

Podobienstwo trojkatow w zadaniach

rPrzyldad 9, Trojkaty ABC 1 PKM s3 podobne. Obwaod tréjkata ABC jest réwny 15,
a jego pole 5. Oblicz obwod trojkata PKM, wiedzac, ze jego pole jest rowne 20,
Rozwiazanie
Dane: A ABC~ A PKM,

Ly ape =15, By pe =5,

Oblicgyé: Ly prar

B APEM — 20
e 5 ] 5 Sogunek pol flour podobrych
P =k, czyll ——=k", skad k=- Jest rowny kwadratowi skali
A PEM
podobiefistwa.
Zatem
LA i 1 _ 15 1 Sosunek obwoddow flour
T =g czyli 7 =5 skad Ly pgy =30. podobnych jest rowny skali
o e = podobiefstwe.
Odp.: 30. J

Cwiczenie 22, Trojkaty A BC1i DEF sg podobne. W trojkacie 4 BC dlugosci bokdw sg réwne
7,81 12, a obwod trojkata DEF jest rowny 108, Oblicz dlugosci bokow trojkata DEF.
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( Przyktad 10. Przyjmij dane przedstawione na rysunku, gdzie trojkaty O4B i OCD
sg podobne, 1 oblicz dlugosc odeinka x.
a) b) ©) y

| |
| |
| |
| o 6 4 * C
Rozwiazanie } I
@:p_m ‘b) @:@ | €) @:@
oc| |op| ' |oB| " |48 | locl ||
5 3 | 3,6 28 6 4
546 34x | 45 «x | 6+x 7
5_3 4528 | gae 87
11 3+x | 3.6 | 4
3+x:£ ‘ x=35 | x=45
< | |
x=36 | |
Odp.:a) x=3,6, b) x=35, c¢) x=45. J

Cwiczenie 23. Przyjmij dane przedstawione na rysunku, gdzie odcinek AB jest réwno-
legly do odeinka CD, 1 oblicz dlugosc odeinka x.

a) : D b) D3 , g c) 0
() X
32 1™ DAC
o x 40
24 X o &
A 34 B

rPrzykiad 11. Ramiona trapezu réwnoramiennego ABCD pizediuzono ':-i
do przeciecia sie w punkcie S. Uwzglednij dane przedstawione na ry- /
sunku 1 oblicz obwod trojkata ABS. {oA
Rozwiazanie Zauwazamy, Ze: T
1° AABS ~A DCS. bo |3 S4B|=|48DC|, |4 SBA|=|4SCD| r \

i kat ASB jest wspolny dla obu trojkatow. cecha kkk IDC
g
A B




218 8 Figury podobne | wierdzenie Talesa

2° |SD|=|SC|, wigc tréjkat DCS jest réwnoramienny.
Wprowadzamy oznaczenie x= |SD‘ = |SC".

Isc|_lpc| o ox 12
SB [4B 7 xvs 16
18:% %=§,WI};C ad=hec.
”
3(x+8)=4x, skad x=24.
| AS|=|BS|=8+24=32, wigc LZ=2-32+16=80,
Odp.: 80. J

Cwiczenie 24. Ramiona trapezu ABCD przedluzono do przeciecia sie w punkcie S.

SE
Uwzgledm] dane przedstawione na rysunku 1 oblicz stosunek |

Is

2) s b) - ©) 8
3
3
c Df— C
2
B A—FF B

7 5

Uwaga Jezeli dwa trojkaty sg podobne w skali £, to:

e stosunek ich odpowiednich wysokosci jest rowny £,

e stosunek ich odpowiednich srodkowych jest rowny £,

e stosunek odpowiednich odcinkéw dwusiecznych katow wewnetrznych zawartych
w tych trojkatach jest rowny &

rPrzyklad 12. Udowodnij twierdzenie.
Twierdzenie o wysokosci w trojkacie prostokatnym
W trojkacie prostokatnym kwadrat dlugosci wysokosci poprowadzone) z wierz-
cholka kata prostego jest rowny iloczynowi dlugosci odcinkow, na ktore dzieli ona

przeciwprostokatng.

Rozwiazanie Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. ¢

Z (zalokenie): | 3 ACB|=90°, 6/ 1 g
h —wysokosc¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego, 4 apr’:. B> p
|4D|= p. |DB|=gq. LP7




Fodobiensiwo frojkatow w zadaniach 219

T (teza): W' =p-g,czyli h=Jp-q.

Deowod:
AADC~A CDB, wigc cecha kkk
N
oB o g
skad h* =p-q, czyli h=4[p-q. C.aLiL. J

Cwiczenie 25, Wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego w tréjkacie pro-
stokatnym, podzielila przeciwprostokatna na odcinki o dlugosciach 4 19. Oblicz obwod
tego tréjkata.

Cwiczenie 26. Udowodnij twierdzenie.

Twierdzenie

Jezeli odcinek CD jest wysokoscig trojkata prostokat- C

nego ABC o kacie prostym ACB, to: /Z\
|4CT =|4B||4D]. = |BC[ =|48| |BD|. L :

D

Korzystajac z podobienstwa trajkatow, mozna obliczy ¢ odleglosc od niedostepnego obiektu,
zmierzyc szerokosc rzeki, odpowiedziec na pytanie, za ile godzin zajdzie slorice itp.

rPrzyklad 13. Znajdujemy sie w punkcie 4 i chcemy zmierzy¢
naszg odleglosc od niedostepnego punktu §. Wybieramy w tere-
nie punkty A, B, C1i D1iwbijamy w nie kijki tak, by odcinki 48
1 CD byly rownolegle.
a) Ktore odcinki wystarczy zmierzyc, aby obliczyc te odleglosc?
b) Oblicz |4S], jesli |4B|=100m, |CD|=60m, |AD|=48 m.
Rozwiazanie
a) Zauwazamy, ze trojkaty ABS 1 CDS s3a podobne (cecha kkk), wiec wystarczy zmie-

1Zy¢ trzy z czterech bokow trapezu ABCD.

b) 45| _ 45| i |DS|=|4S8|-|4D
|Ds| |CD|

48| _|48] &5 48| _100
|4S|-|4D| |cD| |4S|-48 60

, Wiec

skad 3-|AS|=5(]4S|-48). Zatem |AS|=120.
Odp. b): [4S]=120m. )
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Cwiczenie 27. (Do domu.) Odszukaj w internecie informacje o praktycznych sposobach
pomiarow: a) wysokosci dizew przez lesnikow, b) wysokosci dizew przez harcerzy,
¢) odleglosci w terenie.

Odpowiedzi do ¢wiczen

22,28 32,48 23.3) ?, b)6, ¢ 300 24.a) % b) % 0 %_ 25. 13+5413. E

26. Wikazdwha, Zauwaz, ze trojkgty ABC, ADC 1 DEC sg podobne.

=— — — — — —e e

Zadania utrwalajace

9.33. Czy prawda jest, ze dwa trojkaty sa podobne, gdy dlugosci ich bokow odpowiednio
89 TOWNe;

a) 2,7, 8 oraz 3, 10%, 12. b) 6, 8, 10 oraz 3, 4, 6?

9.34. Trojkaty ABC 1 DEF sa podobne. Stosunek pola trojkata ABC do pola trojkata DEF
jest rowny 6,25, Obwod trojkata ABC jest rowny 60. Oblicz obwdd trojkata DEF.

9.35. Trojkaty ABCi 4 .B,C, sq podobne, przy czym |4B|=14, |BC|=2, |AC|=12. Obwod
trojkata A B,C, jest rtowny 56. Oblicz dlugosci bokow trojkata 4,8,C,.

9.36. Wiedzac, ze trojkaty ABC 1 ADE sa podobne, oblicz dhigos¢ odcinka x.

s g 4 D

9.37. Proste a1 b na rysunkun sg rownolegle. Uzasadnij, ze:

ﬂ_a)AACDn—ABCA | b) AADB~ABCA | 9 AAOB~ACOD
D C b | D C b | D C b
| /a5 e\ |
/ | ,\ | 0
v J/ﬁ a | a ‘ a
A B A B A B

9.38. Dizewo r1zuca ciefi o dlugosci 12 m. W tym samym czasie wbity obok dizewa dwu-
metrowy shap rzuca cien dlugosci 3 m. Oblicz wysokosc drzewa.
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9.39. W trojkacie prostokatnym 4ABC wysokos¢ CD poprowadzona z wierzcholka C kata
prostego, podzielila przeciwprostokatng w stosunku 1 : 3. Oblicz dlugos¢ przeciwpro-
stokatnej 4B, gdy dlugosc AC jest rowna 12.

Twierdzenie Talesa

Twierdzenie Talesa

Jezell ramiona kata (lub ich przedluzenia) przeciete sg dwiema prostymi rownole-
ghymi, to stosunek dingosci odcinkow wyznaczonych przez te proste na jednym z ra-
mion (lub jego przedluzeniu) jest rowny stosunkowi dlugosci odpowiednich odcin-
kéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata (lub jego przediuzenin).

Jezeli AC || BD, to |C]I—Al:m
W

Uwaga Wnioski z twierdzenia Talesa.
j04] |oc| . |o4] |AC| . |ocC] |4C]

Jezeli AC||BD, to = i = 1 = :
48] co| ' Jo8| " [D| * |oD| [BD)

Udowodnimy wniosek: Jezeli 4C| BD, to %:%
|

ZatoZenie: AC||BD. | Teza: M:m
| 48| |cD|

Dowéd. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunlu.

Zauwazamy, Ze:

1 . 1 . 4
1° PAOAC::'|OA|'}?L 1 PAABC:;"AB"}% Wigc \%\

Fyouc _ |OA|_
P sc  |4B|
1 ; 1 ocC
2° PAOAC:E'|OC"}E L PAAD-::;'|CD|'hzn wige —2 _ICD‘|
“ A ADC

- 1 ; 1 ;
3° PAABC:;'MC"F% 1 R@.ADC:;'|AC|'}‘3= wiec F\ zpr =15 4pe-

04]  Biose _FPaase _lOC] . 04] _|OC|

- = . St3 = : C.A.I.
|AB‘ Fissc  Paape |CD| |AB‘ ‘CD|

Zatem
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rPrzykfad 14, Wiedzac, ze proste AB 1 C'D s3 rownolegle, oblicz dlugosc odcinka x za-
znaczonego na rysunkai.

a) D b) B 2,8 D
X
B
9
O 4 13 ¢C >
Rozwiazanie
lo4] _|oB| by 108l _[o4]
a) )
4| [8D) oc| " [oD)
15_9 45_ x
18 «x 36 2.8
,_18:9 3,6x=4,5-28
T x=35

=108, | J

Cwiczenie 28. Oblicz dlugos¢ odcinka x zaznaczonego na rysurku.
b)

AC||BD

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli ramiona kata (lub ich przedluzenia) przeciete sa dwiema prostymi 1 stosunek
diugosci odcinkéow wyznaczonych przez te proste na jednym z ramion kata (lub jego
przedhuzeniu) jest réwny stosunkowi dlugosci odpowiednich odcinkéw wyznaczo-
nych przez te proste na drugim ramieniu kata (lub jego przediuzenin), to te dwie
proste sg rownolegle.

Jezeli {Z—;{‘:% to AC||BD. £
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r_PrzykIad 15. Sprawdz, czy proste, w ktérych zawierajg sie odcinki DE 1 CB przedsta-
wione na rysunku, sa rownolegle, gdy:

c
a) |AD|=5cm, |DC|=2cm, |AE|=6cm, |[EB|=2,5cm. D
b) |AC|=7,5em, |AD|=4,5cm, |AB|=5cm, |[EB|=2cm. 4
Rozwiazanie EN B
: e
a) ‘y""{/’\\c b) ‘/qy\c
Py Lol
43 \
NKH .
e o {. .Ls—__,..'B
; 3 cm s
.'-_—_—_—_—‘———hl
4D] ? |4E] — 4D| 2 |4E]
Sprawdzamy, czy \DC| = |EB\ | prawdzamy, czy ‘AC" |AB|
l4p| s,  J4E| 6 ,, | [AD_45_3 |4E| 52 3
\pC| 2 |EB| 2.5 | l4C) 7,5 5 |AB] 5 5
40| _ 4] | 4D _|ag
o (B | l4C |4B]
|

Odp.: Proste DE i CB nie sgrownolegle. Odp.: Proste DE i BC s3 réwnolegle. J

Cwiczenie 29, Sprawdz, czy proste, w ktérych zawieraja sie
odcinki AB 1 CD sg rownolegle, gdy:

a) |0C|=9, |0B|=5, [04|=21 |OD|=3,6,
b) |OC|=4, |0B|=6,4, |04|=10,8, |0D|=6.
r Przyktad 16. Skorzystaj z twierdzenia Talesa i odcinek 4B podziel » B
na {rzy rOwne czesci.
Rozwiazanie
1° Rysujemy polprosta o poczatku w punkcie A, nie przechodzaca
przez punkt B.

2° Na polprostej odktadamy kolejno trzy odcinki réwne dowolne;
dhugosci a1 otrzymujemy punkt C.

3° Kreslimy prosta przechodzaca przez punkty B1i C.

4° Przez konce pozostatych odcinkow o dlugosci a kreslimy proste rownolegle do prostej
BC.

Na mocy twierdzenia Talesa poprowadzone proste rownolegle dzielg odcinek 458
na trzy rOwne czesci. J
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Cwiczenie 30, Odcinek MN podziel w stosunku 1 : 2. M id

rPrzykIad 17. Na rysunku przedstawione sq odcinki a, b. T

Skorzystaj z twierdzenia Talesa 1 zbuduj odcinek x taki, ze x=

2
Rozwiazanie Rownos¢ x=— zapisujemy w postaci proporcji
)

“52

a
e
b

Opis konstrukcii.

1° Rysujemy dowolny kat o mierze od 0° do 180° o wierz-
cholku O.

2° Na jednym z ramion kata odktadamy kolejno:

¢ odcinek atak, ze jeden jego koniec pokrywa sig¢
z punktem O, a drugi koniec wyznacza punkt A,
* odcinek b tak, ze jeden jego koniec pokrywa sie z punkiem A, a drugi koniec
wyznacza punkt B.
3° Na drugim ramiemu kata odkladamy odcinek b tak, Zze jeden jego koniec pokrywa
sie Z punktem O, a drugi koniec wyznacza punkt C.
4° Przez punkty A i C kreslimy prosta k.
5° Przez punkt B kreslimy prosta /, tOwnolegly do prostej & 1 otrzymujemy na ramie-
niu OC punkt D.
04| |oC]

== ezyli
48| |co] ¥

Na mocy twierdzema Talesa x = \C’D

, bo

(7] i

Uwaga Proporcje — mozemy przeksztalcac zgodnie

b d
Z prawami dziatan do postaci: .
D5 e 20 e P el I
a ¢ c d a b

Cwiczenie 31, Narysyj jakiekolwiek odcinki ¢ &, c. Stosujac twierdzenie Talesa, zbuduj

: +b)b
odcinek x taki, ze: a) E:é, b) x:%, C) x:M.
X

| Odpowiedzi do cwiczen i
‘ 5 . X x a+b El
E 22 @) =, b)Y 29 a)Tak, bynie 31 Frhedwie b) —=—, ¢ —= g T
| 3 a & b c i
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Zadania utrwalajace
9.40. Przyjmij dane jak na rysunku 1 oblicz dlugosc odcinka x.
b) 4 9

x 12
‘ [ &
9
? 16 18 x+2

9.41. Proste &, [ m sa rownolegle. Uwzglednij dane
przedstawione na rysunku, gdzie x + y =16,

1 oblicz dlugosci odcinkéow x, v, z.

9.42. Narysu] jakikolwiek odcinek 4B 1 podziel go konstruk-
cyjnie w stosunku 2 : 3.

9.43. Narysuj jakikolwiek odcinek 4B 1 podziel go konstrukeyjnie w stosunku 5 ; 3.

9.44. Zwin kart?cfg papiern wrurke. Jakiej wsol.méci przedmioty (1 ___—_—_—_————:ix
mozna obejrzec przez te rurke z odleglosci 100 metréw od  ggp T
oka, jezeli rurka ma dlugosc 20 cm, a srednice 2 cm?

N C

9.45. Wykaz, ze w kazdym czworokacie srodki kolejnych jego b

D | bokow sg wierzcholkami réwnolegloboku. -

A
W zadaniach od 9.46. do 9.48. wskaz te odpowiedzi, kiore sq prawidiowe. L B

9.46. Na rysunku proste &1/ sgrownolegle, a odcinki a1 b sgrowmne.
Wymnika stad, ze:
A. odcinek, kiory jest suma odeinkow x1 y, jest dwarazy dihuzszy
niz odcinek x,
B. odcinek, ktory jest suma odcinkow x1 v, jest dwarazy dluzszy
niz odcinek y,
C. odcinki x 1 y sg rowne.

9.47. Narysunku proste k1/sarownolegle, a odcinek x jest dwarazy
dhizszy niz odcinek @. Wynika stad, ze:
9=, B. a=b, C. y=25.

9.48. Na rysunku proste k1 / sa rtownolegle. Wynika stad, ze:
A x=4, B. x=8, C, x=12.
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th

Zestaw powtorkowy

W zadaniach 1—4 dokovicz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

. Na rysunku wszystkie odcinki réwne oznaczono literg x.
Wymnika stad, ze:
A.AABD~ A ABC, B. AADC~ AABC,
C.AADC~AADB, D. AABD=AABC.
. W trgjkat prostokatny A BC wpisano trojkat LM, podobny do trdj- c
kata ABC tak, ze odpowiednie boki tych trojkatow sa rownolegle.
Skala podobienstwa trojkata KLM do trojkata ABC jest rowna: L K
A, l B. l €, i D, 2
-+ 2 3

. Narysunku trapez ABCD jest rownoramienny 1 przedluzemnia
jego ramion przecinajg sie w punkcie O.
Dlugogc¢ odcinka AO jest rowna:

A, 10, B. 12,
C. 18, D. 20.
. Narysunku odcinki AB 1 DC sg rownolegle.
Wynika stad, ze:
A x=4. B. x=8.
C. =10 D, x=12.

Ocen prawdziwosé podanyeh zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe,

lub F — jesli jest falszywe. Wpisz odpowiedz do zeszytu i jq uzasadnij.
Kazde dwa kwadraty sa podabne. P|F
Kazde dwa prostokaty sg podobne.

Kazde dwa romby sa podobne.
Kazde dwa trojkaty prostokatne sa podobne.

gl la=l e

F
F
F

6. Na rysunku proste 4B 1 DC sg rownolegle.
D | Czy tréjkaty ABD i BCD s podobne?

Wybierz odpowied: T albo N i jej uzasadnienie sposrod @\ B
oznaczonych literami A i B. 4 B
T | Tak, A. | |94DB|=180°—(a+ ) i |9 BCD|=180°—(a + 5 ).
poniewaz

N | Nie, B. | |4 4DB|=180°—(a+f) i |3BCD|=§.




10. Funkcje trygonometryczne kata
ostrego w trojkacie prostokatnym

Slowo ,.lrygonometria” jest zaczerpniete z jezyka greckiego 1 oznacza mierzemnie trojkatow.
Ta dziedzina matematyki zajmuje sie opisywaniem zwigzkow miedzy dlugosciami bokow
trojkata a miarami jego katow. Znajomosc tych zwigzkow wykorzystuja geodeci, architekei,
a takze specjalisci innych dziedzin (np. fizyki, geografii, astronomii itp. ).

Przyporzadkowania katom ostrym w trojkacie prostokainym stosunkow dlugosci odpowied-
nichjego bokow sg jednoznaczne, dlatego zyskaly one nazwy funkeji lrygonometrycznych.

Przypomniymy
Twierdzenie Pitagorasa
W trojkacie prostokatnym suma kwadratow dlugosci
przyprostokatnych jest rdwna kwadratowi dlugosci
przeciwprostokatne;. &_j’ﬁ

Pitagoras
folk. 37207 pnea)

. g . g a, i — miar.y katéw ostrych w tréjkacie prostokatmym.,
= + 0 gdzie o + § =907,
¢ — dhugosé przeciwprostokatne),
a — dhugos¢ przyprostokatne) przeciwleglej katowi o
(przyprostokatna przylegla do kata 2),
b — dlugos¢ przyprostokatnej przylegle) do kata
(przyprostokatna przeciwlegla do kata §).

Cwiczenie 1. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dlugoéé boku ozna-
czonego literg x.

a) 1 b) c) B d)
13 1743
T X * JﬂE 7z 1543
5 . 3

Cwiczenie 2. Sprawdz, czy suma kwadratéw dwéch pierwszych liczb jest réwna kwa-
dratowi trzeciej liczby: a) 2, 3,4, 1)3,4,5 )3, ¥4, 5. d)6, 8, 10,
€) 12 13, 14, ) 300, 400, 500.
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Przypomnijmy
Dwa tréojkaty prostokatne sa podobne, gdy:
e jeden z katow ostrych w obu trgjkatach ma te samg
miare, np. o =a, albo =,
e stosunek dlugosci dwoch bokow jednego trojkata jest
rowny stosunkowi dlugosci odpowiednich dwoch

bokow drugiego trojkata,
ton 2= b 24y 2B
b c q c q

B
B> e y
aj BN 6
- o [e
; 4 G A

W tréjkatach prostokatnych podobnych o kacie ostrym ¢, stosunki dlugosci odpowiednich
bokéw sgrowne. Stosunki te sg wartosciami pewnych funkcii. kiére nazywamy funkcjami

trygonometrycznymi kata ostrego a.

Tangens kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Jeshi w trojkgcie prostokgtnym przyporzadkowujemy katowi ostremu o liczbe, kicra jest
stosunkiem dhugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata a do drugiej przyprostokatne;,

to takie jednoznaczne przyporzgdkowanie jest funkcja trygonometryczng kata ostrego, ktora

nazvwamy tangensem kata @ (w skrocie tg a).

funkcja tarigens

a
’ — —
zapis: tga h

a>0%1 a<9r >0

{a
b
Definicja

Tangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym
nazywamy stosunek dlugosci przyprostokatne;
przeciwlegle] temu katowi do dlugosci drugieq
przyprostokatne;.

a £
b
a
tgar = —
? b
b
tgf=—
a

Cwiczenie 3. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz tangens kata .
5

i

a) b) 5 €)
a i 4 8
5 8 K\
a

.1
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Cwiczenie 4. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku i oblicz tangens kazdego z katéw
ostrych trojkata.

NE c)

Cwiczenie 5. Przerysuj tréjkat do zeszytu i jego wierzcholki oznacz takimi literami,
aby réwnos¢ zapisana pod rysunkiem trojkata byla prawdziwa oraz w miejsce [l wpisz
odpowiedni iloraz dlugosci bokow.

e

o5 e o571
'e B’ &l \Mq 6P|’
tgo= N . ted=B. tco= 1N .

(

Przyktad 1. Zbuduj tréjkat prostokatny o kacie ostrym a takim, ze tgo —%
Ile jest takich tréjkatow? )
Rozwiazanie Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku. e
o 3 a 3
Z definicji tgar=—, wige —=—
5 b 5
7 wlasnosci proporcji przy ustalonej
jednostce mozemy przyjac np.:

Konstrimjemy kat prosty 1 zgodnie z oznaczeniami na rysunkn odkladamy na jego
ramionach odcinki dlugosci a oraz b, wykorzystujac dowolng sposrod wyze) podanych
par liczb ai b.

Trojkatow spelmajacych warunki zadania jest nieskonczemnie wiele. J




230 10. Funkgie frygonometryczne kata ostrago w lrdikacie prostokginym

Cwiczenie 6. Zbuduj tréjkat prostokatny o kacie ostrym e takim, ze:
a)tga=12 b)tga=2.

W trojkacie prostokatnym nie zawsze podane sa dlugosci przyprostokatnych. Czesto nalezy
obliczy¢ ich dlhugosci, stosujac twierdzenie Pitagorasa.

Cwiczenie 7. Uwzglednij dane przedstawione = 5
na rysunku i oblicz tga. %
3
Odpowiedzi do cwiczen
1.2) x=v50=5VZ, b) x=12, ¢ x=5J5, @) x=8/3.
2, Tak: b), d), [), nie: a), ), e).
3 a) i h) E )2, 4) i 4, a) tge=135, tgﬁzg. b) tgazg, tgﬁz%, c) tgﬁz%, tgjfzi.

4
A C
gb= M| P _lar| B e 2@
KL’ . “lea| ‘ 4¢]
B

% tgcx:%, gdzie x=v5* 3%

Zadania utrwalajgce

10.1. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Trojkatem prostokatnym jest trojkat o bokach majacych dlugosci:
A.2.4,6, B. /5. V2. V13, C. 10, 24, 26, D. 10, 15, 20.

10.2. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dlugos¢ boku oznaczonego
literg x.

a) C) sz D

1 b) 5
- 16 63
5 x " V3 43
X
8
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10.3. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

F —jesii jest falszywe. Wpisz odpowiedz do zeszytu i jq uzasadnij

Kazde dwa trojkaty przystajace sa podobne. P|F
Trojkat prostokatny o kacie ostrym 17° nie jest podobny do trojkata pro- 5| %
stokatnego o kacie ostrym 73°.
10.4. Uzasadnij, ze trojkaty ABC 1 ABD
D | przedstawione na rysunku
sg podobne.
10.5. Na rysunku przedstawiono dwa trojkaty podobne. \ - \
a \ Firs
Oblicz diugosci bokéw @ i ¢, wiedzac, ze %: 3, AN
,
(] &
b
10.6. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku 1 oblicz tangens kata «.
a) ; b c) d)
s 1 A\ )
= a ~
B | & A '\l I/a
B 4 D 8 47— B

10.7. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku 1 oblicz tangens kata .
a) b) 3 C)

\e
: N
1043
2 q 53 V3
5
10.8. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Prawidlowo zdefiniowany jest tangens:
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A
10.9. W trojkacie prostokatnym ABC, przedstawionym - 3
na rysunkn, tga =2. Oblicz dlugosci bokow BC i AB.
5 i e
10.10. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz tga oraz tg 5.
a) C b) C) 55 B
A
ﬁn. -
B N
A 5 &

10.11. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku 1 wskaz trojkat, w ktorym tangens jed-

5
nego z katow ostrych jest rowny o

i

Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

A. 5 B. C D. 4 =
13 7
1? 12 &
12
’ 3

10.12. Zbuduj trojkat prostokatny o kacie ostrym o takim, Ze:

a) tgar =3, b) Tgf&':%,

.y

c) tga =10.

10.13. Uzasadnij, ze jezeli w trojkacie prostokatnym kat o jest katem ostrym,
Dl to o > 0% 1 o <907 oraz tgo > 0.

Sinus i cosinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Cwiczenie 8. Wypisz trojkaty podobne przed-
stawione na rysunku. Oblicz stosunki dlugosci:
48] |48, |48, . i
0B|" |0B,| " |0B,| 4, 4, Ay

Zauwazamy, ze w (rojkatach prostokatnych podobnych O4 B, 04,8, 1 OA.B; stosunki
dhugosci przyprostokatnych lezacych naprzeciw kata « do dlugosci przeciwprostokatnych
sq rowne. Stosunki te nazywamy sinusem kata o (w skrocie sinar).
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fiinkcja sinus
T e e e L
oL zapis; sine —
e a

a>0%1 o<9® —>DiE{1
c ¢

Definicja

Sinusem kata ostrego w trojkacie prostokainym
nazywamy stosunek dlugosci przyprostokginej
przeciwlegle] temu katowi do diugosci
przeciwprostokatne;.

b

Cwiczenie 9. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz sinus kata .

a)

b) c) d)
7
2 3 s’ \7 '
A 10 Af\ ) ”

Cwiczenie 10, Przerysuj trojkat do zeszytu i jego wierzcholki oznacz takimi literami,

aby rownosc zapisana pod Iysunkiem byla prawdziwa.

AN ‘”v

o wc| 5C

sSingt = —— sing =

48| AC]

,m\

rPr..‘:ykh'td 2. Zbuduj kat ostry o, wiedzac, ze sino =

L.ulh-:a

Rozwiazanie Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku.
Z definicji sinusa dla trojkata prostokatnego ABC

; a . a 2 2 y ey
sing =—, wige —= ; czyli mozemy przyjac, ze
c c

=

- [a
% s ™ g
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Opis lkonstrukeji.

1° Konstrunjemy kat prosty o wierzchotku C.

2° Najednym z ramion odkladamy odcinek o dlugosci dwoch jednostek 1 otrzymujemy
punkt B.

3% Z punktu B, jako srodka okregu, kreslimy okrag o promieniu rownym trzem jednost-
kom.

4° Otrzymujemy punkt 4 z przeciecia sie okregu z drugim ramie-
niem kata prostego, zatem o = |4 CAB|”.

Dowoéd poprawnosci konstrulkeji:

5] BC

pomiewaz —— =— 1 sin =——, Wiec SiIlO.':E.
48| 3 48] 3

| —
.
[ 5]

Cwiczenie 11. Zbuduj kat ostry o wiedzac, ze siner =—.

=

Cwiczenie 12, Uwzglednij dane przedstawione B,

04] |oa| Jos| :
|OBI| |OBQ\ |OBE\

na rysunku 1 sprawdz, czy 0,6

a v ,f’:li-;;-,l
3 4, 3 Ay,

a

Zauwazamy, ze W trojkatach prostokatnych podobnych OA4 B|, 04,8, 1 O44B; stosunki
dlugosci przyprostokatnych lezacych przy kacie « do dlugosci przeciwprostokatnych sa
rowne. Stosunki te nazywamy cosinusem kata « (w skrocie cosa).

funkcja cosins b
0 ﬂ'_-;apis: COS oL e _ i
($1
a>0° i a<90° E>l]i£<:1
¢ ¢
Definicja

Cosinusem kata ostrego w trojkacie prosto- b
: cost =—
katnym nazywamy stosunek dlugosci przy- a c c
prostokatne] przyleglej do kata « do dlugosci : 3
przeciwprostokatne;. cos T

*) Zapis |9 CAB| czytamy miara kata C4B.
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Cwiczenie 13, Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz cosinus kata e oraz
cosinus kata .

a) 8
&/ '
15 17 i

Cwiczenie 14. Zbuduj kat ostry «, wiedzac, ze cosa —:

Cwiczenie 15. Przerysuj trdjkat do zeszytu i jego wierzcholki oznacz takimi literami,
aby TOWNOSC zapisana pod rysunkiem byla prawdziwa.

‘ » ;7 ) V '
sinf = |4C| \KL| sin ff = cosa——

Uwaga Wartosdci funkcji sinus i cosinus kata ostrego «r sg liczbami mmiejszymi od 1.

Cwiczenie 16, Wyjagnij, korzystajac z definicji funkciji sinus, ze sina <1 i siner > 0.

Odpowiedzi do cwiczen

8. AOAB ~AOA4B, ~ AOA4 By, 43| _|4,3,| |‘{3B3l=l_ 9. a) i, b) i, o) 1, a) 1
= |oB)| |[0Bs] |0By] 2 5 5 15 3
2. |DA1| = |OA2| = |OA3| = E 13, a) cosn =E, cosﬁ:z, b) cosa:i, cos A =§, C) cose =E, cosfi =£.
|oB| |0By| |0By 5 17 17 5 5 37 37

16. Zauwaz, ze sinus kata ostrego jest stosurkiem preyprostokgine) do przeciwprostokatne) w trdjkacie prostokgtnyrm,

wiec licznik tego ularnlka jest mniejszy od mianownlza

Zadania utrwalajgce

10.14. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz sinus oraz cosinus kata o

a) b) c)
\e] 13
Z{\ '
10
a 5
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10.15. Przerysuj trojkat do zeszytu 1 jego wierzcholki oznacz takimi literami, aby rownosc
zapisana pod rysunkiem byla prawdz1wa

/\ N

10.16. Zbuduj kat osiry «, gdy
a) sing =—

coso

_l4c]
|’

b) cosor=—

| M|
sing =
M|

10.17. Przerysuyj trojkat do zeszytu 1 jego dlugosci bokdw oznacz takimi literami, aby
rownosci zapisane pod ry‘:unklem byly prawdziwe.

smo:— ! 1 tgc)::—,

k

coso=— i t o:——
3 g

Sposrod zapisow: 1 sino=—,

SInGy =— 1 coS0f =—
P
2 tgo= E
i {
dla trojkata prostokatnego przedstawionego na rysunku poprawnymi sg
A' 1 > 2 » 3 »

d r
10.18. Dokorncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiede sposrod podanych,

3 -:osa_i
B. tylko 1 1 2

Iy

e
i
e

k
Przyprostokatne w trdjkacie prostokatnym majg dhugosci 121 5. Cosinus najmniejszego
kata w tym trojkgcie jest towny
A —,
12

q

D. tylko 1 i 3

C.tylko 21 3
10.19. Dokonez zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiede sposrod podanych
q
D[

.E,

D. :
ostrym &, gdy:

Lad

a) tgo =

1

10.21. Podaj przykladowe wymiary przyprostokatnych trojkata prostokatnego o kacie

b2

"og
10.20. Uzasadnij, korzystajac z definicji funkcji cosinus, ze cosa >0 1 coso <1

b) tga =10 000

C) sing =

u-.|n—t

d) cosa =—
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10.22. Przyjmij oznaczenia jak narysunku. >

¢ sing | cosa

b

8
4 | 43
Przerysuj tabele do zeszytu 1 w miej- 4 - -

sce [ wpisz odpowiednia liczbe.

3 B B
5 !
5

10.23. Uwzglednij) dane przedstawione na rysunku oraz podang wartos¢ funkcji irygono-
metrycznej 1 oblicz pozostale dlugosci bokow trojkata ABC.

b | —

—
Lo | b S

a) 4 ¢ b) ¢ ) A
~ (71
5 4
o
B A B — *Ic
. 1 1 3
sing =—, COSOf =—, tga =—.
4 3 4

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°, 45° i1 60°

rPrzykI'ad 3. Oblicz wartosci funkcji sinus i tangens kata ostrego w tréjkacie prostokainym
rOWNnoramiennyin,

A
Rozwigzanie Poniewaz trojkat jest rownoramienny, wiec katy ostre
tego trojkata majg miary 45°. Przyjmujemy oznaczenia jak na ry- c
sunku. W trojkacie ABC: g e
c* =a*+a’, czyli ¢ =24° skad c=av2. B a  C
: a a 1 1 &2 2 a
Zatem sin4s3°=—= = == - =—— tg45°=—=1
c a2 N2 22 27 ° a

Odp.: sin45°=—— tg45°=1

V2
2

Cwiczenie 17. Oblicz cos 45°,
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f Przyktad 4. W tréjkacie prostokatnym ADC jeden z katéw ostrych ma miare 60°,
Oblicz: a)sin60°,  b) tg60°.
Rozwiazanie Zauwazmy, ze trojkat prostokatny ADC, kiorego
jeden kat ostry ma miare 60°, jest polowa trojkata rownobocz-

nego ABC oboku a iwysokosci |CD|= a’)BI

Wowcezas ‘AD‘z%a.

) smeoo_ji_ 21 :‘f b) tg60°_ljg||— fa -3,
2

Odp.: a) sinéD“:%, b) tg 60°=4/3.

Cwiczenie 18. Oblicz: a) cos60°, b)sin30°, ¢) cos30°, d)tg30°.

~ Cwiczenie 19. Przepisz przyklady do zeszytu i w miejsce [l wpisz odpowiednia miare
kata: a) sin30° =cos . b)cos30°=sin[l. ©) cos45°=sin .

Wartosgci funkceji trygonometrycznych katow:
ko S 45° 60°
trygonometryczna

: 1 V2 V3
sina = —_— —
2 2 2
J3 V2 1
cosa — —_— -
2 2 2
3
tg o g 1 V3

Uwaga Wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych sg dodatnie, bo s3 réwne
tlorazowi dlugosci odpowiednich bokéw w trojkacie prostokatnym.

Cwiczenie 20, Oblicz: a) 2sin45°—1g>60°,  b) sin®60° + cos” 60°.

Przyjmujemy, Ze: (sinaf —sin’ o | (cnsm)2 —cos’ & , (tga)z —tg'ax .
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rPrzyklad 8. Przyprostokatna trojkata prostokatnego ma dhugosé 12 cm, a kat lezgcy
naprzeciw niej ma miare 30°. Oblicz dlugosci pozostalych bokow tego trojkata.

Rozwiazanie Dane: a=12cm, o =30° ! obliczye: b, c.
5:11130‘3’—E wiec l—E skad c¢=2 ¢
g Z e 12
% DO .
cos30°=—, wiec —=—, skad b=12/3. b
24 2 24
Odp.: 124/3cm i 24 cm. )

Cwiczenie 21. Przyprostokgtna tréjkata prostokatnego ma diugosé 8 cm, akat przylegly
do niej ma miare 60°. Oblicz dlugosci pozostatych bokdw tego trojkata.

r Przyktad 6. Kolejka gorska pokonujac trase 1000 m wznosi sie pod katem 45° do po-
ziomu. Na jakiej wysokosci znajduje sie stacja koricowa tej kolejka, jezeli jej stacja
poczatkowa lezy na wysokosci 1600 m (n.p.m.)? Wynik zaokraglij do 1 metra.
Rozwiazanie Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

Dane: o =45 h=1600m (n.p.m.), s=1000m, :
obliczyé: h, —roznica wysokosci I,
pomiedzy polozeniem stacji koficowej
B ng ; 1600 m (np.m.) — -
1poczatkowe;,
H=h +h —wysokosc stacji koncowej.
_________________ g
Poniewaz sing = E czyli sin45°= M wiec V2 . . skad h =50042.

s 1000 21000
H =1600+500v2, wiec H =2307 m.

Odp.: Kolejka wjezdza na wysokosc okolo 2307 m (n.p.m.). J

Cwiczenie 22. W aquaparku stoi zjezdzalnia. Tor zjazdu jest nachy-
lony do poziomu pod katem 30°. Oblicz dihugosc toru zjezdzalni, h
gdy jej wysokosc h jest réwna 2 m. /30“ ¥

Odpowiedzi do cwiczen

7 7
18. a) 00560‘“:%, b) sin30°:%, c) cosBDf’:%, d) tg30°:% 19. a) sin30°=cosH0°,

i =

b) cos30?=sin60°, c) cosd5°=sind5° 20.2) ¥2-3, b) 1. 21. 83 cm, 16cm 22.4m
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Zadania utrwalajace
10.24. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) 5-5sin30°+4-cos60° +tg45°, b) 3sin60°—5tg45°4 3tg30°,

2—tg*60°
sin30° - cos 60°

¢) sin® 45°+ cos® 45° + tg°45°, d)

10.25. Korzystajgc z danych przedstawionych na rysunku, oblicz obwod trojkata ABC.

ay B c)
60° &
6 @ 6
c® A 4 B

10.26. Ze wzgledu na naprawe drogi pomiedzy miej-
scowosciami 4 1 B wytyczono objazd, tak jak na
rysunku. Oblicz, o ile kilometrow trasa objazdu jest

dhuzsza od odleglosci miedzy tymi miejscowoscia-
mi, gdy \AB|:8kmi o =30°,

10.27. Samolot po oderwaniu sie od pasa startowego wznosil sie, lecac wzdhiz linii pro-
stej nachylonej do plyty lotniska pod katem 30° i pokonal droge 3 km. Oblicz, najaka
wysokos¢ wzniosl sie samolot.

10.28. Oblicz dlugosc y listewki potrzebnej do zrobienia podporki pod 36—
potke. Polka ma szerokosc 36 cm, a listewka ma by¢ zamocowa- e

2 - : . y :

na w odleglosci od sciany rownej 2 szerokosci te] polki. Wymnik

zaokraglij do 1 cm., g

N

10.29. Maszt PO widziany jest z miejsca S, odleglego
0 60m od jego podstawy, pod katem 30°, Pod jalkim
katem o widac ten maszt z punkiu 7, oddalonego
0 203 m od jego podstawy?

10.30. Na antenie umieszczone] na dachu budynku sie-
dzi golab. Uwzgledniajac dane przedstawione na
rysurnku, oblicz odleglosc golebia od dachu. Wynik
zaokragli] do 0,01 metra.
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Odczytywanie wartosci funkcji trygonometrycznych z tablic

Aby podac wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych, korzystamy z tablic war-

tosci tych funkeji, ktorych fragmenty zamieszezamy pomnizej.

a[°] :011;; tga | B[°] a[°] :i:;g tga | A[°]

1 0,0175 0,0175 [ 89 46 0,7193 1,0355 | 44
2 0,0349 0,0349 | 88 47 0.7314 1,0724 | 43
3 0,0523 0,0524 [ 87 48 0.7431 1.1106 | 42
4 0.0698 0.0699 | 86 49 0,7547 1,1504 | 41
5 0.0872 0,0875 [ 85 50 0,7660 1,1918 | 40
6 0,1045 0,1051 [ 84 51 0,771 1,2349 | 39
7 0,1219 0,1228 | 83 52 0,7880 1.2799 | 38

53 0.7986 1.3270 | 37

Mozna z nich odczytac wartosci funkcji sinus, cosinus 1 tangens,

np. sin5°=0,0872 =cos85% tg5°=0,0875.

Cwiczenie 23, Odczytaj z tablic wartosci funkeiji trygonometrycznych:

sin4°, tg 40°, 8in 89°, cos 1°, tg 15°.

Cwiczenie 24, Oblicz za pomoca kalkulatora przyblizong wartos¢ funkcji:

a)sin45°, b)cos 30°, c¢)tg 60°

1 poréwnaj ja z wartoscig podana w tablicach.

(Przykiad 7. Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, odczytaj przy-

blizong miare kata «, dla kidrej spelniona jest rownosc:

a) cosa =0,587§, b) sina = (0, 6608.

Rozwiazanie
o, al] | S | e | A7
a) cosa =0,5878 Znajdujemy w kolum-
nie oznaczone; sing liczbe 0,5878. 1 0,0175 0,0175 89
cosp 2 | 00349 | 00349 | 88
Miare kata, gdy dana jest wartosc jego . a
cosinusa, odczytujemy w kolumnie : .
oznaczonej B [°]. 35 0.5736 0,7002 %]
Zatem o = 354°. 36 0,5878 0,7265 54
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b) sina =0,6608. Poniewaz liczby 0,6608

sing o
nie ma w kolumnie oznaczone| :i:;;, al] cos B ‘54 BT
wiec najpierw znajdujemy w tej kolum- 39 0,6293 [ 0,8098 51

nie dwie liczby, pomiedzy kidrymi si¢ 40 0,6428 0,8391 30
41 0,6561 0,8693 49

42 0,6691 0,9004 48
43 0,6820 0,9325 47

ona znajduje, a nastepnie wybleramy

z nich te, ktora rozni sie od niej o mniej

(obliczenia pod tabela).
0.6561< 0,6608 < 06691, 0,6608  0,6691
) —0,6561 —0,6608
Zatem o =41% 0,0047  0,0083 )

Cwiczenie 25. Korzystajac z tablic wartogei funkcji trygonometrycznych (trzecia strona
okladki), odczytaj przyblizona miare kata ¢, dla kiore) spelniona jest rownosc:
a) sina =0,9740, b) cosa =0,8140, ¢) tgo =1.9626.

Prezentowany kalkulator umozliwia

0,5691 3060635885821 382627 330068578
@ Dec © Oct © Bin 'r‘smui " Badany [ Gisdusy

5
2

H

obliczanie wartosci funkciji trygono-

metrycznych dowolnego kata, np. 42°. (- I ) i | @ | ¢ |
1° Naciskamy klawisze: ] —,—I—I ) ERew) enl ] i
| 85| e ) || v Y 51| | 6 i ]

g Y

2° Naciskamy klawisz funkcji sinus JRCN I S TS Y T ) I I
=) PP P I Y I I

3° Odczytujemy: sin 42° = 0,6691306064..., zatem sin42°~ 00,6691

(Przyklad 8. Oblicz miare kata ostrego «, gdy +2 - tga = 4. Miare kata podaj z doklad-
noscigdo 1°.

Rozwiazanie 2 tga=4 /:2 a[’] ﬁg iga B %]
lgor = %: 2J2 E E
toor = 2,8284. 69 0,9336 | 2.6051 21
2,8284 2,9042 70 0,9397 | 2.7475 20
=747 —2,8284 71 0,9455 | 29042 19
Goels DR 72 | 09511 | 30777 | 18

Poniewaz (. 0758 < 0,0809, wiec o = 71°.
Odp.: ax=71°, J
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Cwiczenie 26, Oblicz miare kata ostrego «, gdy:
a) Isma =2, b)Z‘rga:\E ; ¢) coso = 0.1

( Przyktad 9. Roznica poziomow czesci toru saneczkowego przedstawionego na rysunku
jest rowna 80 m. Dlugos¢ tej czesci jest rowna 200 m. Oblicz miare kata nachylenia lej
czescl toru do poziomu ziemi.

2
Rozwiazanie Budujemy model matematyczny problemu. ﬁ
Tym modelem jest trojkat prostokatny. Zauwazamy, ze:

80
sina = E_U czyli sine=0,4,
skad o = 24°,
Odp.: Kat nachylenia toru saneczkowego ma nmare 24°, J

Cwiczenie 27. Drabine o dhigogci 5 m oparto o mur tak, ze podstawa drabiny znajduje sie
w odleglosci 3 m od muru. Oblicz miare kata, jaki tworzy drabina z poziomem ziemi.

rPrzykIad 10. W trapezie rownoramiennym kat ostry ma miare 44°, a jego ramie ma
dlugos¢ 100 cm. Oblicz wysokosc¢ trapezu. Wynik podaj w zaokragleniu do pelnych
milimetrow.
Rozwigzanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. D C
W trojkacie AED mamy: 100

h . ; u\
— —sin44® czvli 44 o)
100 e 4 E B
k10,6947 skad
100 °’

h=69,47 cm.

Odp.: Wysokosc¢ trapezu jest rowna okolo 695 mm. J

Cwiczenie 28, W trapezie prostokatnym dhizsze ramie ma dlugosé 15 cm i jest nachy-
lone do dluzszej podstawy pod katem 54°, Oblicz dlugosc krétszego ramienia trapezu.
Wynik podaj z dokladnoscig do 1 cm.

Odpowiedzi do cwiczen

25, 8) @ =77° b) =36 ) «=63°  26.a) @~42°, b) a~48°, ) a~84°  27.53° 28 12cm
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Zadania utrwalajace

10.31. Odczytaj z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych:
a) 8in8°, b) cos8~, c)tg32°, d) sin 73°, e) cos 86°.

10.32. Skorzystaj z tablic wartosci funkcji trvgonometrycznych i odczytaj przyblizona
miare kata a, dla kiorej spelniona jest rownosc:
a) sino = 0,3090, b) cosa = 0,4040, c) tgo =3,0777,
d) sine = 0,5005, e) cosa =0,7200, N tga=16.

10.33. Oblicz miarg kata ostrego o, gdy:
a) 6eosa =1 b) Stgoa =24, c) 8sing =35.

10.34. Obserwator zauwazyl z okna latarni morskie] kuter pod katem depresji 16°.
Jak daleko od brzegu znajduje si¢ kuter, jezeli S
latarnia stol tuz nad brzegiem i miejsce obser- T Ly
wacj1 znajduje sie 70 m nad poziomem morza? J
Wynik podaj, zackraglajac do 1 m.

Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych

Rozwigzac trojkat, to znaczy obliczyc dlugosci wszystkich jego bokow 1 miary wszystkich
katow.

r Przyktad 11. Wtrojkacie prostokatnym o kacie ostrym ¢zmajacym
miare 40° przyprostokatna przeciwlegla katowi azma dlugos¢ 6 cm.
Rozwiaz ten trojkat. Wynik podaj z doktadnoscig do 0,01 cm.
Rozwiazanie

Dane: o =40° a=6cm, | obliczyc: b, ¢, p.

B =90°—a =90°—40°=50°.

Z definicyi funkep sinus: | Z definicji funkcji cosinus:
: a . a | b .
sinag=—, wiec c=——, cosa =—, wiec b=c-cosa,
c sin o | c
6 |  b=9,33-0,7660 cos40°~ 0,7660
c= sin40°=0,6428
0,6428 | b=x=7,15 cm.
|

¢~ 9, 33cm.
Odp.: b=7,15¢cm, ¢ =9,33cm, B=50° J
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Cwiczenie 29. W tréjkacie prostokatnym przyprostokatna ma dlugosé 8 cm, akat ostry
ma miare 37°. Oblicz diugosci pozostalych bokow trojkata. Rozwaz dwa przypadka.

rPrzyklad 12, W trojkacie prostokgtnym przyprostokatna ¢ ma

dlugosc 7 cm, a przeciwprostokaina ¢ ma dlugosc 12 cm. 12
Rozwiaz ten trojkat. .
Rozwiazanie P | ;
Dane: a=7 cm, c=12cm, : oblicgyc: o, B1b.

Z defimicyi funkeji sinus:

. 7 ) ) Crlczytujemy z kaliulatora lub
sin o =I5 wiec sino ~0,5833, skad o ~ 367,

fablic matematycznych.
Obliczamy miarg kata 8: f =90°—36° wigc p = 54°.
Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy b, gdzie b= V122 7% = 95,

Odp.: Katy ostre trdjkata prostokatnego majg miary 36° 1 54°, a druga przyprostokatna
ma diugosé 495 cm. J

. Cwiczenie 30. Przerysuj tabele do zeszy-
tu, przyjmij oznaczenia bokéw oraz katow
w trdjkacie MLK jak na rysunku 1 uzupel-

/
[

a5 - |-
-2

I 100
nij tabele.
N =T
/2 : B ” 243

Odpowiedzi do ¢wiczen

29, Przypadelt 1. —okoto 10,6 cm 1 13,3 om, preypadek 2. — okofo 6 cm 1 10 cm
30. Kolejno: 3,2, 60° 17,4, 98,5, 80% 10, 27°, 637, 3, 30°, 60°

Zadania utrwalajace

10.35. Przyjmij oznaczeniajak narysunkuirozwiaz trojkat

prostokatny ABC, w ktérym: b a

a) a=18cm i b=23 cm, b) a=llcm 1 e=21cm, PrA B B
c

) a=34cm i o=42° d) a=4,5dm i B=52°,

€ a=8cm i Py po=48cm? 1) b=16cm i P, 5o =56 cm?,

1. : ¥ ;
o) tgar=—1 b=3 cm, h) sinek=—1 a=6cm, 1) cosf=—1 c=10cm.

3
5 <4 5
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10.36. W trgjkacie rownoramiennym.4 BC kat zawarty miedzy ramionami troj- C
kata mamiare y. Oblicz dlugosci bokéw 1 miary katow trgjkataABC, gdy:
a) |AC|=10, y =427, b) |4B|=25, y =70",
¢) |4B|=35, |AC|=4.

A B
10.37. Oblicz diugosci bokow 1 miary katow trojkata prostokatnego ABC, w ktorym kat
przy wierzcholku C jest katem prostym, gdy:
a) |BC|=30, [<BAC|=30°, b) |4B| =28 |[«BAC|=30°,

¢) |AC|=0.24, |« BAC|=60°, d) [4B|=2, |4C|=+3.

10.38. Na niszczycielu operator sonaru wykryl lodz pod-
wodng wodlegloscl 600 metrow pod katem depresji
15°. Najakiej glebokosci znajduje sie 16dZ podwodna?
Wynik podaj, zaokraglajac go do 1 m.

10.39. Pomiarow srednicy rurki mozna dokonac c . D g
za pomoca przyrzadu w ksztalcie trojkata {}“wﬁ;’l}f
prostokatnego ACB, ktorego jeden z katow =
ostrych ma miare o. E™N ;

Checac zmierzyc srednice rurki, wsuwamy
trojkat ABC w sposob pokazany na rysunku 1 mierzymy dhugosé odecinka C'D. Oblicz
srednice murki, jezeli o« =15° i |CD|=3,7 em.

10.40. Kolejka linowa wznosi sie pod katem 20°, Obserwatorium na szczycie gory jest
polozone o 1800 m wyzej niz stacja
bazowa. Oblicz dlugosc¢ trasy w li-
nii prostej, jaka pokonuje kolejka,
wijezdzajac na szczyl, 1 podaj] wy-
nik, zaokraglajac go do 0,001 km. sleatf e st

10.41. Kat miedzy skrajnymi polozeniami wahadla zegara ma miare 20°. Odleglos¢ miedzy
skrajnymi polozeniami ciezarka znajdujacego sie na koncu wahadla mierzona na prostej
jest rowna 25 c¢m. Jaka jest dlugosc wahadla?

10.42. Statek plynacy z predkoscia 9 1:11131

przecina lime rownika pod katem o mierze 14° 1me

zmienia kierunku. Jaka bedzie odleglosc statkn od rownika po dwéch dobach podrozy?
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Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego

W lrygonometrii przy rozwiazywaniu roznych problemow matematycznych czesto potize-
bujemy wyrazic jedna funkcje trygonometryczng za pomoca innej funkcji. Tymi zalezno-
sciami zajmiemy sig pomnize).

r Przyktad 13. Dla tréjkata prostokatnego o kacie ostrym «i przeciwprostokatnej majacej
dlugosc 1:
1) oblicz dlugodci przyprostokatnych ai b,  2) wykaz, ze sina +cos® o =1
Rozwiazanie Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.
1) W trojkacie prostokatnym 4BC:

B

. a . .
smcx:? wigc a=sina,

COSO = T wiec b=cosa.

Odp.: a=sino, b=coso.

2) Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABC:

@ +b' =c* czyli (sina)’ +(cosa) =13

.2 2
sin“ e +cos =1 C.IW. con & J

Uwaga

e Dla kazdego kata ostrego o prawdziwy jest wzor sin’ o +cos*a =1
Zaleznosc te nazywamy jedynka trygonometrycznag.

o Jezeli p’+7r° =1, gdy p>0 i r>0, toistnieje taki kat ostry
Ze p=sin@ 1 r=cosa.

3 7
Przyktad 14. Zbadaj. czy liczby 2 i %nmgar by¢ wartogciami funkcji sinus i coginus

tego samego kata ostrego «. Sprawdzamy, czy

an2 2 ; 2
S J7 9 7 16 | 34 [«ﬁ]
Rozwiazanie —] | — | ==—4—="—=1. _] |
¥ [4, { 4 ] 16 16 16 [4 4
’Z{
Odp.: Tak, istnieje taki kat o, zZe —=sino 1 ﬂ:n::-:as.':nv: lub é:n:,ﬂs.‘:r 1 —?:sino: :
4 4 4 4 J

Cwiczenie 31. Zbadaj, czy wartosciami funkeji sinus i cosinus tego samego kata

y.
ostrego a:mogg by¢ liczby: a)? 1 g b)% 1 %
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rPrzykIad 15, Wykaz, ze jezeli katy ostre «i £ sq katami tego samego tréjkata prosto-
katnego, to sing = cos B = cos(90°—a ).
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

Z (zaloienie): | T (teza):

. § —miary katow ostrych | sing =cos ,5 |
w trojkacie prostokatnym. | sina =cos(90°—a ).

Doweod: Z definicji funkcji sinus 1 cosinus w trojkacie prostokgtnym mamy:

; a . a . .
simo=— 1 cosfl =—, wiec sing =cos 3.
& >

Poniewaz w trojkacie prostokatnym o + 8 =90°, wigc f=90°—q.
Zatem sinc =cos(90°—a) cnw. J

Cwiczenie 32. Wykaz, ze w trojkacie prostokatnym o kacie ostrym « prawdziwy jest

zwigzek: a) coso =sin(90°—a), b) tga:m.

Cwiczenie 33. Przepisz przyklad do zeszytui wmiejsce [l wpisz odpowiednia miare kata.
1

a) sinl15°=cos ., b) cos29°=gin , €) 1g25°= . d = :
) cos I, b) W, 0= &) =
(Przykiad 16. Oblicz: a) sin”1°+sin®89°,  b) tgl5°-tg75°
Rozwigzanie
a) sin”1°+sin”89° =sin”1°+cos® 1°=1, sin89° —cos (90° —89°) — cos 1°
1 1
59, S0 _ a — " s =
b) tal5° 45 78%=tel5 g15° il tg75 w075 el
Odp.:a) 1, b) 1. J
Cwiczenie 34, Oblicz: a) sin®35°+sin®55°  b) tg20°-tg 70°.
sino

Cwiczenie 35. Uzasadnij, ze gdy «jest katem ostrym, to tga = .
cos o



Zwigzki miedzy funkeiami trygonometrycznymi kata osfrego

249

rPrzyklad 17. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego o,

: 1 1 1
dyv: a) sihee=— b)cosao=— ) tear=—.
gdy: a) 3 ) : ) g -

Rozwigzanie Rozpatmujemy trojkat prostokatny, w ktorym:

a) a=11iec=3 | by b=1ic=3
| B
|
B |
3 , 3
1\ | .
+ a
C J, 4 |
| Gy

7 twierdzenia Pitagorasa @’ +b* =c*;

I
1+'2:32 | ..‘2+12=32
*=9-1 | 2=9-1
2 Q-JE, wiec | = 2-\5, wiec
232 | . 242
cosa:T | smo =——
| 3
1 \IE | 2\:@
T e R tpr ="
A A | 1

¢) a=11b=3.
B
1
o e
3
1743 =¢”
1+9=¢*
=10, wiec
. 1 10
sino = =
10 10
3 310
COSO = —==—.
10 10

J

Cwiczenie 36. Oblicz wartosei pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego o,

1 3 3
dyv: a) sima=—, b)cosa=— ) tgar=—.
gdy: a) 2 ) cos 2 ) g 2

f

Rozwigzanie Obliczamy cosc.

tga:ll, wiec b :i skad cosazésina.
3 COS & 4
: o o 4 . 34 3
Ponewaz sino =—, wigc cosg=——=—
B 45 5

Sprawdzamy, czy sin® o +cos” o =1
. ) [4]2 [3]2 16 9 25
SIS = = | 4| = | E—F—==—=1
5 5 25 2% 25
Odp.: Tak, istnieje.

Przyktad 18. Zbadaj, czy istnieje kat ostry crtaki, ze sine =§ itgeor= 1%.
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Cwiczenie 37. Zbadaj, czy istnieje kat ostry o taki, Ze:

2
a) tga:4—2 icosa= ":E, b) tgor =

1sing =

b | —
L3 | b2

Ciekawostka

Oprocz funkeji sinus, cosinus 1 tangens istniejq jeszcze trzy inne funkceje trygonome-
tryczne. Sg to secans (skrot sec), cosecans (skrot cosec) i cotangens (Skrot ctg).
Funkcje secans i cosecans sg rzadko uzywane, natomiast znajomosc funkcjl cotangens
pozwala uproscic niektére obliczenia,

Kazda z tych funkcji jest odwrotnosciginne] funkceii, 1 tak:

1 1 1
ctoa = 5. Secor = . coseco =———
teca COS O sin
Definicja
Cotangensem kata ostrego w trojkacie | Yo b
prostokatnym nazywamy stosunek diugo- | c s a
sci przyprostokatnej przyleglej do tego kata | ctgf— a
do dlugosci drugiej przyprostokatne;. | B b

b

Cwiczenie 38. Oblicz warto$é: a) ctg30° b) ctg45° ©) ctg60°.
Cwiczenie 39. Uzasadnij, ze: a) tgo-ctga =1L b) ctg(90°—a)=1ga.

Cwiczenie 40. Oblicz wartos¢: sina, cosa, tga. gdy ctgo :%.

Odpowiedzi do éwiczen

3l. @) Tak, b)nie 33.a)cos75°, b)snél®, o)tg65°, d)tg40® M4al, Ml
3

36, a) cnsazg, tgazg, b) sinazg, tgazg, ¢) sing ==, cosazg.
3

3
37. a) Tak, b)me Wshrazdwia. a) sine =%. 38. cetg3l® =-J?-., ctg45°=1 ctgﬁt}ozg.

. 15 8 15
40. a) smex=— b) cosx=— ) leoxr=—

Zadania utrwalajace
10.43. Oblicz, bez uzycia tablic matematycznych, wartos¢ wyrazemia:
a) sin®13°+cos?13°+tgl3°-1g 77°, b) tg35° tg55°,

§in 25° y cos 65°
cos65°  sin25°

d) sinl18°-cos72°+cos18°-sin72°,
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L f) sin39°-cos 51° + cos39° sin 51°
sim7°  cos83°

10.44. Oblicz, bez nzycia tablic matematycznych, wartos¢ wyrazenia:

.
q) Smo” sl sml> SO By tel® R0 1g 20 4588 1530 1g87°
cos85° cos80° cos75° cos70°

¢) sinl7°-cos73°+cos17°-5in 73°+sin37° - cos 53° + cos 377 -5in 537,
d) tgl9°-tg45°-1g71°%
e) V3 -sin® 23°+ 3 1223°-1g67° + /3 -sin® 67°,

) cos® 15°+ cos® 30°+ cos® 45° +cos® 60° + cos” 75°.

10.45. Zbadaj, czy istnieje kat ostry « taki, ze:

; 12 5 8 8
a) sine =— 1 coSa =— b) fga=— 1 cosax =
13 13 15 17
9 1 .
C) smor=—— 1 tga—ﬁ, d) cosazg 1 tga:ZJg.

10.46. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwqg odpowiedz sposrod podanych.
agY ) - - . 2 2 ¥ r
Wartos¢ wyrazenia 1+sin” 41°+cos™ 41° jest réwna:
Al B.2; €.3; D. 4.
10.47. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw g odpowieds sposrod podanych.

Wartos¢ wyrazema tg35°-tg65°+sm15°-cos75%+cos15°-sin75° jest rowna:

A0, B. 1, C.2 D 3
10.48. Uzasadnij, Ze:
D 200 < ()}°
_|_a) sin39 w b) cos 20 g20°=1,
cos51° cos 70°

10.49. Wiedzac, ze « jest katem ostrym 1 sine = + , oblicz wartos¢ wyrazenia:

L}J

; 1 2 ;
a) 23ma+5c:oscx—4tga, sin” o + cos a) —tgo-siner.

—
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10.50. Wykaz, ze:
D[ 4) 15355 1g45° 1g55°=1,  b) 1g20° tg30°-tg40°- g 50°-tg60° - 1g70° =1

10.51. Uzasadnij, ze dla kazdego kata ostrego a prawdziwa jest TOWNosc:

El—a) 1-2cos®  =2sin o — 1, b) (l+si_ncr)(1—si_na}:cosz e,
€) cos” ¢ +cosa sina - tger =1, d) [ > +1J-si112a =0,
tg o

10.52. Uwzgledm) polozeme katow a1 B przedstawione na rysunku
1 porownaj liczby:

a) sine 1 sin S, b) tga 1 tg 3,

c) cosat 1 cos 5.

- Zestaw powtorkowy

1. W kwadracie o boku dlugosci @ punkt ¥ jest srodkiem boku. )

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Wartosc¢ tangens kata o jest rowna:
A1, B. /3, ¢.2, D. 3. G

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wartosc¢ wyrazenia sin 60°: cos30°+ tg40°- tg 50° jest rowna:

Al B. 14, c. 13, D. 12.
4 2 4

s

3. Katem ostrym w trojkacie prostokatnym 4BC jest o B

Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod podanyeh. 6 3
Zatem wartoscig wyrazenia sing +cosa —tgo jest liczba: c e TP

A. 0,65, B. 0,55, C. 0,95, D 2:1.5:

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh. [

185 om

Czlowiek majacy 185 cm wzrostu rzuca cien o dlugosci 2,30 m. Za-
tem promienie stoneczne w tym czasie padajg na ziemie¢ pod katem: a~.

A.39°, B. 40°, C. 60°, D. 61°. 2,30 m
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5. Ocen prawdziwosc podanyeh zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.

et a
sin’ g —cos® @ =1—2cos” a. P|F

Spoérad liczb sin 30°, cos 30° tg 30° najwicksza liczba jest tg 30°. P|F

6. Czy prawdg jest, ze 3 N
27 . 2 A, | sing==itga=—:=
jedli cosor ==, to tger =27 T | Tak, g " B5 T
3
Wybierz odpowiedz T (tak) poniewaz | B. | sing=—=1iiga=7:=r
albo N (nie) i jej uzasadniente —
T _ .| N | N, . A5, 5 2
sposrod oznaczonych literami C. | sine= 3 lee=—Tin
A, BiC. -

7. Uwzglednij dane przedstawione na rysunkach i oblicz dlugosci odcinkow x oraz y.
Wartosci potrzebnych funkeji trygonometrycznych odczytaj z kalkulatora lub z tablic
matematycznych. Wynik podaj w zaokragleniu do dwéch miejsc po przecinku.

a) c)
x
5
X
I / 4
50° oy S0P 37 5y 33
«—y—> - ¥y >

8. Wykaz, ze rownos¢ ——
Dl sin” o

9. Wiedzac, ze jeshi « jest katem ostrym i:

3 . .o - o
a) cosa =——, oblicz wartos¢ wyrazema tgo ————
2 I-smer

I .. ., .. cosa l-cosa
b) tga =—— oblicz wartos¢ wyrazenia -+ .
3 l+cosex COoS

10. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz tangens kata o
b) 3 c)




11. Funkcja liniowa i jej wlasnosci

Wzor | wykres funkgcji liniowej
Definicja
Funkcje fzmiennej x okreslong wzorem f(x)=ax+b.gdy xR oraz ¢ibsg
liczbami rzeczywistymi, nazywamy funkcjg limowa.
a, b —wspolczynniki liczbowe funkcji liniowe;j
Wykresem funkcji liniowej f'(x)=ax+5b jestprosta o réwnaniu y=ax+b.

Jezeli:
l_f(x}:—Bx+4_. to a=-3 1 b=4,
-_f(x}:ll to a=0 1 b=12,

o f(x)=—x toa=-11 b=0
® f(x)=0,toa=0 i b=0

Cwiczenie 1. Sposréd funkcji okreslonych wzorami:
; ) ; ; ; 1 )
f(x)=5x+3, f(x)= J2x—-1 Plry= 7%, flx)=—x+1 F(x)=— f(x}=2
X
wybierz te, ktore sa funkcjami lintowymi 1 podaj wartosci ich wspolezynnikow liczbowych.

r Przyktad 1. SporzadZ wykres funkcji liniowej fi odczytaj z wykresu jej zbior wartosci,
gdy:a) f(x}=2x+1L b) f(x)=-3x © f(x}=-2
Rozwiazanie Aby narysowac wykres funkcji liniowe] (prostg), wystarczy znac wspol-
1zedne dwoch roznych punktow, przez kiore ona przechodzi.

I I
a) x o |1 Y x o[1] | 9 x 0|1
y-2x+1[ 1 [ 3 : y——3x | 0 |-3 : y——=2 |22
7 tabeli odczytujemy, ze do wykresu funkeji fnaleza punkty:
(0,1) 1 (1, 3) | (0,0) 1 (1,-3) | (0,—2)1 (1,-2)
| | YA
I I ——
I I T
| | | R | — :on—Tl R ;-
I | I I MR V:—z
— | | =2 4%
I I T
I I
Zbiorem wartosci funkcji fiest:
zbidr R, | zbior R, | zbidr jednoelementowy,

czyli¥, = (—o0; +00). I czyli ¥, = (—o0; + ). czyli ¥, ={-2}.

J
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Uwaga
* Drziedzina kazdej funkcji liniowej jest zbior liczb rzeczywistych R, czyli D, =R.
 Zbiorem wartosci funkeiji limiowej okreslonej wzorem f({x}=ax+b jest:

» zbior liczb rzeczywistych R, gdy ¢ =0, czyli ¥ = R

= zbiér jednoelementowy, gdy @ =0, wiec ¥, = {b}.

Cwiczenie 2. Napisz wzor funkcji liniowej postaci f(x)= ax+b isporzadz jej wykres,
gdy:a) a=-31b=2 b) a:—% 1H=0; €) @=01b=3

J.’
Cwiczenie 3. Uzasadnij, ze prosta prostopadta do osi x T ‘
nie jest wykresem zadne) funkcji.

0 Igl E

Cwiczenie 4, Liczbie rzeczywistej x przyporzadkowano liczbe y, ktéra
jest polowy liczby x powiekszong o 2.

a) Napisz wzor funkeji liniowe| okreslajace] to przyporzadkowanie.
b) Sporzadz wykres tej] funkcii.

rPrzykiad 2. Sprawdz, czy do wykresu funkcji fokreslonej wzorem f(x)=x+2 nalezy
purkt o wspolrzednych:

20,0, by(L1), ¢(100, 102).

Rozwiazanie Purkt (x,, 1, ) nalezy do wykresu funkcji £ gdy f(x; )=,

a) f(0)=0+2=2 i f(0}=0, =0, yg=01 f(x)=y
by f(-1)=—1+2=1 i f(-1)=1, = 1 ye=11 f(x)=x
) £(100)=100+2=102 i f£(100)=102. %o =000 a =102 £ A (%) =25

Odp.: Do wykresu funkcji fnalezg punkty o wspéhzednych (—1,1) i (100,102). J

Cwiczenie 5. Sprawdz, ktére sposrod punktéw: (-8, 45), (1, 8), (307, 619),
(—3215, 6435) nalezg do wykresu funkcji f okreslonej wzorem f(x)=-2x+35.

Odpowiedzi do ¢wiczen

1. flx)=5x+3, f{x)=+2x-1, fl{x)=—x+1, flx)=2 2.a) f{x)==3x+2, b f{x):—;x, 9 flx)=3,
prosta przechodzi przez punkty, np.- a) (G,2), (1,-1), b) (0,0}, {(-2,1), ©) (g,3), (1,3).

3. Wskazdwiea, Zauwaz, ze na proste) lezg punldy o te] same) odciete] i réznych rzednych Takie preyporzgdkowanie nie

jest funkeja 4.3) f(x) :%x+2 5. Dowykresu funkeji fnalezy punkt (—3215, 6435)
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Zadania utrwalajace

11.1. Sporzadz wykres funkcji liniowej] f okreslone] wzorem:

e

a) f(x)=—x+3 b) f(x)=3x-1 ¢) f(x}=4x+2
v 1
d) f(x}:Ex—l-l e) f(x)=—x, N f(x)=1
11.2. Funkcjafokreslonajest wzorem f(x)= —%x +2,
=" Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wykres funkcji fprzedstawiono na rysunku:
A, B. C. D.
VA YA VA YA

\ 1//}
AR N, e e
\ A

11.3. Sprawdz, czy do wykresu funkeji himiowej fnaleza punkty 41 B, gdy:

2) _y"(x}:—imlo, A=(80,0), B=(0,—80)

b) f(x)="2x+1, 4=(-2v2,-3), B=(V18,7),
¢) f(x}=0,01x—04 A=(100,96), B=(100, 0,6).
11.4. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
"= Do wykresu funkcji f okreglonej wzorem f(x)=— %x +50 nalezy punkt:

A. (-100,0), B. (0,100}, C. (100, 0), D. (50, 200).

11.5. Uzasadnij, ze do wykresu funkeji liniowej fokredlonej wzorem f(x)}=x—m, gdzie
D[ m=0, nalezy punkt o wspolizednych (m, 0} i (2m, m).

11.6. Sporzadz wykres funkcji g (x)}= f( f(x)). gdy:
a) f(x)=x-2 by f(x)=-2x, ¢) f{x)=2
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11.7. Uzasadnij, ze funkcja liniowa f okreslona wzorem f(x)=ax+b gdy a=0, jest
D | funkcja roznowart osciowa.

11.8. Wsrdd pieciu wartosci funkeji liniowej, podanych wtabeli, dwie sg bledne. Wskaz je.

a b C
)x12345)x—2—1012)x—2—1012

%l 3 |25 2] 7 y |-3|=2|-1]3 |4 y|6|4 0f1

=]
=]

11.9. Do wykresu funkcji liniowe] fnalezy poczatek ukladu wspohrzednych oraz punkt M.
Narysu) wykres funkcji £, gdy:
a) M=(1-1), b) M=(-3,2), ¢) M=(k, k),
d) M= (m ,’Em], e) M= (;r:, - Emr}.

Interpretacja wspotczynnikow liczbowych we wzorze funkgcji
liniowej

Jesli funkcja liniowa ma wzér f(x)=ax+5, to dla argumentu x=0 mamy
F(0)=a-0+b=0b, czyli punkt o wspdhizednych (0,5) lezy na prostej, ktéra jest wykre-
sem tej funkcji.

rPrzyklad 3. W jednym ukladzie wspohizednych sporzadz wykresy funkeji £ gdy:
1 f(x)=x+2, 3 f(x)==v+2 3 f(x)=—2242 4 f(x)=2
Napisz rownania prostych, ktér; s wykresami tych funkcji £
Rozwiazanie Sporzadzamy tabele wartosci funkcji:

1 x 0|1 2 x 0| 1 3 x 0|1 4 « |01
1 1
y=x+2112]3 y=oxil| 2| 2o y=-2x+2|2 |0 =2l 2 | 2
. . W=202
Zauwazamy, ze e y,f . T T L

e wykres kazde| funkcji przecho-
dzi przez punkt (0,2),

e wzory 1, 2, 3, 4 T10Znig sie | | LA Il" '
wartoscig wspolczynmnika a przy ,2/" / o] 1

argumencie x.




258 1. Funkcia liniows | jei wiasnosc)

Uwaga

e Wykres funkcji liniowej, okreslonej wzorem [ (x) = ax+ b, przechodzi przez
punkt (0, b).

* Wspolczynmk b to wartos¢ funkcji dla argumentu zero.
W praktyce moze to odpowiadac kapitalow1 poczatkowemu, temperaturze na poziomie
0 mn.p.m., zaplacie za pierwszy kilometr jazdy taksowka itp.

o Wspétczynnik @ we wzorze funkcji liniowej f(x)=ax+5b okresla tempo zmiany
wartosci te) funkcji. Dokladniej jest to wielko$¢ zmiany wartosci funkcji odpowia-
dajaca zwiekszeniu argumentu x o jedna jednostke.

Na przyklad, gdy:

y=2x+Lto a=21 b=1, co ozna-
cza, Ze jezell argument x zwigkszymy
o 1 (np. z 0 na 1), to wartosc funlkeji
wzrosnie o 2 (z 1 na 3). Zatem funk-

y=-3x+4to a=-3 1 b=4, co oznacza,
ze jezeli argument x zwiekszymy o 1 (np.
z 0 na 1), to wartos¢ funkcji zmaleje o 3
(z 4 na 1). Zatem funkcja jest malejgca.
cja jest rosngca.

YA
| | 4 ._).. I
| I A T 1 -
121 S A S A
. . | — ety N Rl L.
i i

Y

Uwaga

o Jezeli w funkeji liniowe]j okreslonej wzorem [ (r) = ax + b zwiekszamy wartos¢ ar-
gumentu x o jeden. to wartos¢ funkcji zmienia si¢ o wartos¢ wspélczynnika a.

» Wykres kazdej funkcji liniowej okreslonej wzorem f(x}=ax+5 przechodz przez
punkty (0, 5) i (1,a+5).

Cwiczenie 6. Dla furkeji y= f (x}) okreslonej wzorem postaci f(x)=ax+ b podaj
wepéhzedne punktéw (0,5) i (1, a+b):
a) f(x)=4x-2, b) f(x)=-2x-3 © f(x)=—x+5 d) f(x)=5x+2.
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rPrzykIad 4. Skorzystaj z wartosci wspolczynnikow liczbowych 1 sporzadz wykres fimke;ji
liniowej f okreslonej wzorem:
a) f(x}=—2x+L D) f(x)=3x. ¢ f(x)})=2
Rozwigzanie Wzory funkcji podane sa w postaci f (x)=ax+b.

a) f(x)=—20+L wiec | B) f(x)=3x wiee | o f(x)=2 wigc
a=-21ib=1 | a=31b=0. | a=01b=2
I I
x 0 1 : Y 0 1 : X 0 1
1 =] | _ 0 3 | 2 2
=—2x+1 | o] —— =3 L | e =2 = L
g : b|a+b : I b|at+th : - b |ath
I vk I
PA | 1/ | YA ~
| I wJE3x | a=0
= ._...3..._. S —— — . It
a=-—2 | 5 I -
» | 111 | B=EHTr T 1T 1T
0 L x| T, A Te=3 |
b L L | | >
| h=0 I 0 1 x
y——2x+1 Ve | T : | ] i
| W R i
I I

J

Cwiczenie 7. Skorzystaj z interpretacji wspolezynnikéw liczbowychi sporzadz wykres

funkcji limowej f okreslone] wzorem:

a) f(x}=2x+3, b) f(x)=-3x+2, ¢ fx})=—1 d) f(x) :%-4.
Wspdtczynnik @ we wzorze f(x)=ax+b funkgji liniowej decyduje o tym, czy funkcja
ta jest rosnaca, malejgca czy stala.

Uwaga
Funkcja liniowa okreslona wzorem f (x)=ax+b jest:
a) rosngca, gdy a > 0,

b) malejaca, gdy a <0, c) stata, gdy a=20.

I I
I I
YA : YA : A
/ I \ y=ax+b I y=ax+b

/ w V=ax+b | ) S |
I I
I I
I I

/ g X
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Cwiczenie 8. Okresl, czy funkcja okreslona wzorem:

a) f(x)=—x b) f(x)=2-3x ¢ f(x)})=8x+3, d) f(x)=170
jest rosngca, malejaca czy stala.

rPrzyldad 5. Dla jakich liczb rzeczywistych m funkcja liniowa okreflona wzorem
fx)=(m+1)x—2 jest:
a) rosngca, b) malejaca, c) stala?
Rozwiazanie f(x)=(m+1)}x—2 wiec a=m 1.

a) m1>0 skad m>-1, Funkcja liniowa jest rosngea, gdy a > 0.
by m- 1«0 skad m<—1, Funkeja liniowa jest malejgea, gdy a <0.
¢) m-1=0 skad m=-1. Funkeja liniowa jest stata, gdy a=0.

Odp.: Funkcja jest rosnaca, gdy m > —1, malejaca, gdy m < —1 stala, gdy m=—1 J

Cwiczenie 9. Dla jakich liczb rzeczywistych m funkeja liniowa okreslona
wzorem f(x}=(2—4m}x+7 jest:
a) rosngca, b) malejaca,  ¢) stala?

(Przyklad 6. Na rysunku przedstawiony jest J'l’“
wykres funkcji liniowej £ Odczytaj z rysun- \ I
ku odpowiednie dane 1 napisz wzor funkeji / ] Y 1] | ;’
wpostaci f(x)=ax+b. TN A
Rozwiazanie ——— — -
Zauwazamy, ze yA

FlO)=—11 f(1}=-2, wiec \ -
h=-1 | L1
, skad a=-1. w |1l %
at+b=-2 > 5 I
|

Odp.: f(x)=-x—1 L L P INS
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Cwiczenie 10. Odczytaj z rysunku odpowiednie dane i napisz wzér funkcji liniowej f
w postaci f(x)=ax+b.

a) | lJ"_A | y:f(x)
4L L wl [

P
amacEmans-

Odpowiedzi do cwiczen

6.a) (0,-2) 1 (1,2), B (0,-3) i (1,=5), @ (6,5) 1 (1,4), & (0,2) i (1,7)
8 Funkcjarosngca: ©), malejgca a)ib), stata: d), 9.9) m <%, b) m ::»%, c) m= %

10.a) y=x+3, b) y=—2x+2, ¢} y=4

Zadania utrwalajace

11.10. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz F. jezeli zdanie jest prawdsiwe,

2= lub F—jesli jest falszywe.

=
Soam—="t

Jezeli funkcja liniowa okreslona jest wzorem f(x)=-3x—1, to do jej
wykresu nalezy punkt (-1, 0}.
Gdy argument funkeji okre$lonej wzorem f(x)=8x+2 wzrosnie o 1,

to wartosc funkcji wzrosnie o 8.

11.11. Sporzadz wykres funkcji fokreslone] wzorem:

a) f(x)=-3x+6, b) f(x)=—22-2, © f(x)=3x—3, d) f(x)=%x+l%.

11.12. Okresl, czy funkcja fjest rosngca, malejgca czy stata, gdy:
a) f(x}:3_r—L b) _f(x)zﬁ—f-lx, ) f(x}:x—"(}, d) f(x):—ﬁ

11.13. Podaj trzy przyklady wzorow funkcji limowych, kiorych wykresy przecinajg sie
w punkcie (0,—2) inaszkicuj te wykresy.
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11.14. Odczyta) z rysunko odpowiednie dane 1 napisz wzor funkcji liniowe] fw postaci
f(x)=ax+b.

a) wh b) A
YEfR) ]
* i | i i
idi | o1 |5
| R 2= (x)

11.15. Spogrod wzordow funkcji liniowych, ponumerowanych od 1 do 6 , wybierz te,

- = ktorych wykresy przecinajg si¢ w tym samym punkcie lezgcym na osi y 1 podaj jego

wspohzedne.
L f(x)=-x+3 2 f(xJzéx—L 3 f(x)=2x+3,
4 f(x)=3 5 f(x)=-1, 6 f(x):—%x.

11.16. Uzasadnij, ze jesli w funkcji liniowe] f, okreslonej wzorem f(x)=ax+ b, zwigk-

D | szamy argument x o jeden, to wartos¢ funkcji zmienia sie o wielkos¢ wspolczynnika a.

11.17. Funkeja fokrelona jest wzorem f(x)=0,2x+2m+2.

Fi— Uzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz

odpowiedz sposrod oznaczonych litevami C i D.
Wykres funkcji fprzecina of y w punkcie (0, 4}, gdy za m podstawimy liczbe:
A 4, B. 1.
Wykres funkcji fprzecina os y w punkcie lezacym ponize] osi x, gdy za m podstawimy
liczbe:
C. -1, D. 2.
11.18. Dokoricz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiede sposrod podanych.

=

J= Nawykresie funkgji liniowej f okreslonej wzorem f(x)= —%}H 4 leza punkty 41 B,

gdzie A=(a,4) i B=(6,b). Wynikaz tego, ze:
A.a=01b=4, B.a=01b=-4 C.a=015b=2 D. a=01b=-2
11.19. Ustal, dla jakich wartosci wspolczynnika a wykres funkcji liniowe] £ okreslonej

wzorem f (x)=ax+2, przechodzi przez éwiartki ukladu wspohrzednych:
a) [, IT1IIT, by LIIilV, c) i1l
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11.20. Ustal, dla jakich wartosci wspolezynnika b wykres funkeji liniowej f okreslonej
wzorem f (x)=2x+ b przechodzi przez:
a) poczgtek ultadu wspolrzednych, b) I, 11 IV ¢wiartke ukladu wspohzednych,
c) I 111 ITI ¢wiartke ukladu wspohzednych,  d) punkt 4=(3,5).

11.21. Oblicgz, dla jakich wartosci parametru m, gdzie m < R, funkcja liniowa fjest:
1 rosngca, 2 malejaca, 3 stala, gdy:
a) f(x}=(4—2m)x+5, b) f(x)= |m + 2|x+ ,
C) f(x:}:(‘m‘—l)x—], d) f(x)=(‘m|+3)x+4m.

Miejsce zerowe i znak funkcji liniowej

Przypomnijmy

Miejscem zerowym funkeji y = f (x) nazywamy taki argument x, dla ktérego war-
tos¢ fankeji fjest réwna zero, czyli f(x,)=0.

Aby obliczy¢ miejscazerowe funkcji y= f (x), nalezyrozwigzaé réwnarie f(x)=0.
1

r Przyktad 7. Oblicz miejsce zerowe i narysuj wykres funkcji £ okreslonej wz orem:
a) f(x}=2x—4, b) f(x})=—1 ¢ f(x}=0.
Rozwiazanie
Rozwigzujemy rownanie f (x}=0.
a) f(x)=2x-41 f(x)=0, wiec
2x—4=0,
x=2

b) f(x)=-11i f(x)=0, wigc

—1=0 —rownanie sprzeczne

) f(x)=01 f(x)=0, wiec

0 =0 —rownaiie tozsamosciowe

Odp.: a) x, =2, b) funkcja fnie ma miejsc zerowych,
¢) funkcja fma nieskonczenie wiele miejsc zerowych. J
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Cwiczenie 11. Oblicz miejsce zerowe i narysuj wykres funkcji fokreslonej wzorem:

a) f(x}=-3x-6, b) f(x}=4, ¢ f(x})=0.

r Przyktad 8. Oblicz miejsce zerowe funkeji okreslonej wzorem f(x}=ax+b.
Rozwiazanie Obliczamy takiex, dlaktérego f(x)=0.Zatem ax+b=0, skad ax=—b.
Aby obliczyc¢ x, nalezaloby obie strony rownania ax=—»b podzieli¢ przez . Poniewaz
dzielenie przez 0 jest dzialaniem niewykonalnym, rozpatrujemy dwa przypadki.

1 a=0 2 a=0
sy el =2 y=0-x+b,skad y=5
“ Mozliwe sg dwie sytuacje:
I
g 7A RL\ @ a=01b#0 : a=01b=0
I
b | b YA : y
: b J»’:b | v:{)
> = S
X x > : ‘ x
a | a I

Funkcja liniowa nie : Kazda liczba rzeczy-

i 2 iei iejsc zerowych | wista jest miejscem
Liczba —— jest miejscem zerowym | "o THEJSC zerowych | ] ]|
a

(wykres nie ma : zerowym funkeji linio-
funkcji limowe] (wykresma z osigx | , osig ¥ punktéw | wej (wykres pokrywa
jeden punkt wspolny). wspolnych). | sie z osig x).

' I

J

Uwaga
Funkcja liniowa okreglona wzorem f(x)=ax+5:

: e b
e ma jedno miejsce zerowe x;=——, gdy a#0,
a

e nie ma miejsc zerowych, gdy a=01 b#0,

e ma nieskofczenie wiele miejsc zerowych. gdy a=01 5=0.

Cwiczenie 12. Oblicz miejsce zerowe funkeji fokreslonej wzorem:
a) f(x)=0,25x+3, b) f(x)=—x+2, ¢ f(x)=-2
d) f(x)=4x, e) f(x)=1-4x, ) f{lx]=(\f§—1]x+2ﬁ
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-~ Cwiczenie 13, Sposréd podanych wzoréw finkeji liniowych oznaczonych

cyframiod 1 do 3

1 f(x)=2x-1L 2 f(x)=-1 3 f(x)=0, 4 f(x})=8-5x 5 f(fﬁr%—Zx

wskaz te, ktore:

a) maja jedno miejsce zerowe, b) nie majg miejsc zerowych,

c)maja meskornczenie wiele miejsc zerowych.
Okresli¢ znak funkcji £ to znaczy odpowiedziec na pytanie, dla jakich argumentow x war-
tosci funkeji s dodatnie ( f(x)> 0), a dla jakich ujemne ( f(x)<0)?

r_Przyklad 9. Oblicz, dla jakich argumentéw x wartosci funkcji okreslonej wzorem
f(x)=2x—4 sa: a)dodatnie, b)ujemne, ) rGwne zero.

Rozwiazanie
a) f(x}>0,gdy 2x—4>0
Ix >4
x5 2,
b) f(x}<0,gdy 2x—4<0
2x< 4
X2,
¢) f(x})=0 gdy 2x—4=0
2x=4
=g
Odp.: a) xe(2;+), b) xe(—00;2), €) x=2. J

Cwiczenie 14. Oblicz, dla jakich argumentéw x wartosei funkeiji £ okreélonej wzorem
f(x)=—x+2 sg a)dodatnie, b)ujemne, c)réwne zero.

Cwiczenie 15, Narysunku przedstawiono wykres funkeji liniowej £ Odczytaj z wykresu
te wartosci argumentow x, dla ktorych funkcja fprzyjmuje wartosci ujemne.

| \__ I S = f'(x) A 1 -0 O
. \\. T " S |5 TS S _— o 1| I

TD-_ \x f—— 1 — -
. N | [ Je] 1] |

s

"y
=)
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Uwaga. Funkcja liniowa okreslona jest wzorem f (x)= ax+b.

a>0 | a<0 | a=0ib>0 | a=0ib<o
uyi/ﬁ’ : N A : yA I yA
| G’ |
2. (il & | XN\ | =v N >
e Vad s S S R O > | FHH[++4, | if
— N — —
| | N |
| |
| | i | |
| |
o @® i@ e!l® e
o 7(x)> 0585 x>, |0f(x)>0,gdyx<—§, | o f(x)>08dy | af(x)>0,
| | xeR, | nieréwnosé nie ma
b | | b | = f(x)<0, | rozwiazania,
& 0, ~L :
’ f(x)f:[l, gdy X< a | ¢ f(x)«:: gdy x> a | nierdwnoi¢niema | f(x)ci{),gdy
| | rozwiazania. | xe R,
fPrzyklad 10. W tabeli podano wartosci funkcji liniowej f . 0| 2

dla dwoch argumentdw. Nie sporzadzajac wykresu funkcyi £
okresl, dla jakich wartogci argumentow x funkcja fprzyjmuje

wartosci: a)ujemne, b) dodatnie.

Rozwiazanie Z tabeli odczytujemy, ze miejscem zerowym funkcji fjest liczba 2 1 ze
funkcja fest malejaca (argument x rosnie, a wartosc y funkcji maleje). Zatem:

a) f(x)<0,gdy x>2

b) f(x)>0,gdy x<2. J

Cwiczenie 16. W tabeli podano wartosci finkcji liniowej fdla dwéch argumentéw. Nie
sporzadzajac wykresu funkcji f, okresl, dla jakich wartosci argumentow x funkcja f
przyjmuje wartosci dodatnie.

a) b) c)

ks 013 X 012 x 012

y=f(x) [3]o0 y=flx) [1]0 y=f(x) | 4|4

Odpowiedzi do éwiczen
11.a) -2, b)brak, «¢)nieskoficzemewisle 12. a) =12, B2, brak, d)0, &) %, n-y3-1
13.2) 1 , 41§ )2 o3 14.3) x<2, B) x>2, ¢) x=2.

15.8) x>1, b)niematakichx, ¢) xR 16.a) x<3, b) x=2, ¢)niema takiegox
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Zadania utrwalajace

11.22. Oblicz miejsca zerowe funkcji f okreslone] wzoremn:

a) f(x})=4—x b) f(x)=v2x++/2,
C) f(x}z (0, (lx + 100, d) f(x): TX—T,
e) f(x})=x-log,5—log, 125, ) f(x)=(log,5 log:2)x+5.

11.23. Oblicz wspolrzedne punkiu przeciecia sie wykresu funkcji fz osig x, gdy:
1

D) J(x)=—x—op b) f(x}=%x+1» 0 f(x)=2"x-2"

d) f(x)=28x -7, e) f(x)=3B1x+33, 0 f(x}=0,00032x—-10".

11.24. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwqg odpowiedz sposrod podanych
- --- Nie ma miejsca zerowego funkcja fokreslona wzorem:

e

L

A. f(x): Sx—ﬁ, B. _f(x}: Jm.r, ¢, f(x) =5 D. f(x)z—lﬂz.

11.25. Odczytaj z wykresu funkciji liniowej f, dla jakich argumentow x funkcja fprzyjmuje
wartosci ujemne.

a) A y=r) b) ~ »4 c) A
2

TN =l EEEE

1l / \ | L gl L]
: : RN 1+ - R S,
i 0_/2 N X = T I . 0__ 1 X

AT TR T

11.26. Oblicz, dla jakich argumentow x funkcja fprzyjmuje wartosci dodatnie, gdy:

a) f(x}:—%erL b) f(x)=3x-4 © f(;c}:ﬁx—%, d) f(x)=2

11.27. Oblicz, dla jakich argumentow x funkcja fprzyjmuje wartosci ujemne, gdy:

a) f(x}=0,2x, b) f(x]:—Q%erl, ©) f(x)=4x—-4, d) f(x)=5.

S 2_J2
11.28. Funkcja fokreslona jest wzorem f(x)=— V2 +4/2.

o V2
Uzasadnij, ze f(x)>0, gdy x<2J2.
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11.29. W tabeli podano wartosci funkcji liniowej dla dwoch argumentow. Nie gporzadza-
jac wykresu funkeji £ okresl, dla jakich wartosci argumentow x funkcja fprzyjmuje

wartosci dodatnie.
a) x 02 b) x 0|4 c) x 2%
y=f(x) |2]0 y—filz) |=1|0 y—Ff(x) |o|-3

|
11.30. Funkcja liniowa f okreslona jest wzorem f (x)= =,

1= Uzupelinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonyeh literami A i B oraz
odpowiedz sposrod oznaczonych literami C 1 D,

Wykres funkcji fprzecina os x w punkcie P, gdy:

A P=(0,4), B. P=(8 0).
Funkcja fprzyjmuje wartosci niedodatnie dla argumentu x z przedzialu:
C. (8;+o0), D. (—;8).

11.31. Dokorncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowieds sposrod podanych.
£ Wykres funkcji liniowej f(x}=ax+b przechodzi przez I, I1 i IV ¢wiartke ukladu
wspohzednych, gdy:
A.a>01b>0 B. a>01b<0,
O a<) 1520, D.a<01b<0.

11.32. Oblicz te wartosci parametiu &, gdzie & € R, dlaktorych miejscem zerowym funkeji
F(x)=-3x+k jestliczba wigksza od 2.

11.33. Funkcjaliniowa f‘okreslona wzorem postaci f (r} =ax+ b jest malejgcali jej miej-
El_scem zerowym jest liczba ujemna. Uzasadmnij, ze a+ b <0,

11.34. Okresl, dla jakich wartosci parametru m funkcja liniowa_f przyjmuje wartosci nie-

ujemne, gdy:
a) f(x):'}x—lm—l, b) f(.x}:—x—i—‘m—l
©) fx)=—2x—4|m+2|+8 d) _f(x}:ﬁx+2‘m—ﬁ‘.

11.35. Funkcja liniowa fjest okreslona wzorem f(x )= mx +3. Wykres funkcji fprzecina
of rzednych w takim punkcie 4 i of odcigtych w takim punkcie B, ze |BO|=3|04,
gdzie O oznacza poczatek ukladu wspohzednych. Oblicz m.
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Wyznaczanie wzoru funkgji liniowej

Aby napisa¢ wzor funkeji liniowej w postaci f(x )= ax+b, wystarczy zna¢ wspdlczyn-
niki ai b. Jezeli jeden ze wspdlczynnikow jest znany, to potizebna jest informacja, kidra
pozwoli obliczy¢ drugi wspolczynnik.

rPrzykIad 11. Miejscem zerowym funkcji limiowej f okreslonej wzorem f(x}=2x+5
jest liczba 6. Oblicz b 1 napisz wzor tej funkeii.
Rozwiazanie f(x)=2x+b wiec a=2. Obliczamy wspdlczynnik b.

I sposob : IT sposob
Korzystamy z definicji miejsca zerowe go. | Korzystamy z wzoru na miejsce zerowe.
_ - - . b .
X, =6, wige f(6}=0, : X, =61 x;=——" Wiec
a

2-6+b=0 skad b=-12. | b
| _
| =6, skad b=-12.

Odp.: f(x)=2x-12. )

Cwiczenie 17, Miejscem zerowym funkcjiliniowej fjestliczba x;. Napisz jej wzor, gdy:

a) _}“(:x}:%xntb ix,=4 b) fix})=—x+bix,=-1

rPrzykhad 12, Funkcja liniowa f okreslona jest wzorem f(x}=ax—3. Oblicz wspdl-
czynnik a i podaj wzér funkeiji £, jesli jej wykres przechodzi przez punkt P=(-2,5).
Rozwiazanie f(x)=ax-3, wiec b=-3. Obliczamy wspdlczynnik a.

Punkt P =(-2,5) lezy na wykresie funkcji f; wiec f(-2)=5,

czyli 5=a-(-2)-3 skad a=-4.

Odp.: f(x)=—4x-3 )

Cwiczenie 18, Funkcja liniowa f okre$lona jest wzorem f(x)=ax+ 7. Oblicz wspdl-
czynmik a i podaj wzér funkeii £, jesli jej wykres przechodzi przez punkt A=(-3,10).

Jesli we wzorze f(x)=ax+b funkcjiliniowej oba wspélezymiki @i b nie sq dane, to po-
trzebne sa dwie informacje, ktore pozwola je obliczyc. Pokazemy to na przykladzie.



270 1. Funkcia liniows | jei wiasnosc)

rPrzykIad 13. Napisz wzor funkeji liniowej w postaci f(x)=ax+b, wiedzac, ze jej
wykres przechodzi przez punkty A=(3,0) i B=(-1,8).
Rozwiazanie Punkty 4 =(3,0} i B=(-1,8} leza na wykresie funkcji f;

_ 0=3a+b a=—2 [r(3)=0
T {8:-1.a+b’ e {b:ﬁi ' 17( 1)=3
Odp.: f(x)=—2x+6. J

Cwiczenie 19. Napisz wzér funkciji liniowej, wiedzac, ze do jej wykresn naleza punk-
tyA41 B take, ze:
a) A=(L,-1}i B=(4,2). b) 4=(-2,8)i B=(L2) c) A4=(2,0)1i B=(0,-2).

Cwiczenie 20. Na rysunku podany jest wykres
funkcji liniowe;.
a) Odczyta] z wykresn wspolrzedne punktow
przeciecia sig wykresu funkcji z osig odcietych
1 osig rzednych.

b) Napisz wzor te] funkceji.

¢) Podaj argument x, dla ktorego wartosc funk- g
cj1 fjest rowna —1.

f Przyktad 14. Napisz wzor funkeji liniowej w postaci f(x)=ax+ b, wiedzac, ze przyj-
muje ona wartosci ujemne tylko, gdy x>-3 i jej] wykres przecina of y w punkcie
o wspdhizednych (0,—9)
Rozwigzanie
Zauwazamy, ze:

e miejscem zerowym xg funkeji fjest liczba —3
(bo f(x)<0tylko, gdy x>-3),
* b=-9(bo wykres przechodzi przez punkt (0,—9).

Zatem —E:—3 i b=-9, wiec Xg = 2 V=R
a a —
—9
——=-3 skad a=-3.
e

Odp.: f(x)=-3x-9. J
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Cwiczenie 21. Napisz wzér funkciji liniowej w postaci f(x)=ax+bh wiedzac, ze:

a) przyjmuje ona wartosci dodatnie tylko, gdy x> —1 oraz je] wykres przecina os y
w punkcie o wspdlrzednych (0, 4),

b) przyjmuje ona tylko wartosci dodatnie i do jej wykresu nalezy punkt (—43,100).

( Przyktad 15, Napisz wzdr funkcji liniowej fw postaci f(x)=ax+b,
gdy f(2x—-1)=4x+1

Rozwiazanie
Jesli f(x})=ax+bto f(2x—1)=a(2x—1}+bi f(2x—1)=4x+] wiec

f(ﬁlx—l):a-ﬂx—lrf-‘—:z rcad Funkcje f(2x 1)=a(2x 1)+bi f(2x 1)=4x+1
f(?x _1} o | » BKg Sq rawne, wiec majq rowne wspotczynniki.
2a=4 . g=2
, Wiec ;
b—a=1 =73
Zatem f(x)=2x+3. J

Cwiczenie 22, Napisz wzér funkcji liniowej fw postaci f(x}=ax+b5,
gdy f(4x—3)=20x-13.

Odpowiedzi do cwicz en

17.2) f{x}:%x—zl b) f{x):—x—l. 18. f[x_‘}:—x+7. 19.a) f{x):x—z, b) f(_t}=—2x+4, ) f[;c):x—i.

20.a) (2,0) i (0,1), b) y:—%x+], 4  21.a) flx)=4x+4, b) f(x)=100 22. f{x)=5x+2

Zadania utrwalajace

11.36. Miejscem zerowym funkcji liniowej fjest liczba x,. Oblicz wspolezynnik b, gdy:
a) f(x)=-3x+b1x,=-] b) f(x)=5x+b1ix,=0,

C) f{x}zxﬁx+b 1x; =22, d) f{x}zim-x+b 1% ==

11.37. Wykres finkcji okreslonej wzorem f (x )= ax+3 przechodzi przez punkt 4 = [—%, 1].
a) Oblicz wspolczynnik a. -
b) Oblicz wspdlrzedne punktow przeciecia sie wykresu funkcji fz osigq x oraz z osia y.
¢) Podaj, dla jakich argumentow x funkcja fprzyjmuje wartosci nmiedodatnie.
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11.38. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezell zdanie jest prawdziwe,

lub F— jesli jest falszywe

==

Wykres funkeji liniowej fokreslonej wzorem f(x)=ax—35 przechodzi
przez punkt (—20,35), gdy a=-2.

Miejscem zerowym funkeji limiowej f(x)=-4x+5 jest liczba -2,
gdy b=8.

11.39. Napisz wzor funkcji liniowej w postaci f (x)= ax+ b, wiedzac, ze jej miejscem ze-
rowym jestx, ijej wykres przecina os rzgdnych wpunkcie o wspolizednych (0, b), gdy:

a) x,=2, b=-1, b) x,=-3, b=2 C) x“:%’ b=-3,

11.40. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji iniowej f. Odczyta) z rysunku od-
powiednie dane i napisz wzor tej funkeji.

a)yf D A y=1() c)yf
Lol =l | T[] :"'ffl;d)
I /“..|.}

X

il (1 14% JTRldlel [1[2% BF2 ol (13

11.41. Napisz wzor funkeji liniowej, kiore] wykres przechodzi przez punkty P i M, gdy:

a) P=(4.2) i M=(3.0) b) P=(L—1) i M=(0,~4),
¢) P=(-3,-7) i M=(2,2), dy P=(—4,0) i B=(0,4).
11.42. W tabeli podano wartosci funkcji limiowe] fdla dwoch argumentow. Napisz je] wzor.
D[ 5 Jol1 b) I 5 o2 9 x [
y=fx)|0]-3 y=rf(x|4]|0 y=f(x) [-188]12
v A

11.43. Na rysunku pizedstawiono wykres funkcii liniowe;j f.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowied: sposrod \2‘\ Cy=r(x)

' &

T,

Funkcja f okreslona jest wzorem: | C o1 | | &=

=
|

podanych.

A f(x)= —%JC—FQ, B. f(x)})=-3x+2,

C. f(x)=6x+2, D. f(x}=—6x+2.
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11.44. Na wykresie funkcji liniowej f, okreslonej wzorem f(x) :—lx+4, leza punkty
© .- owspolizednych (%, 4} i (6, m). ?

L Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciweg odpowiedz sposvod podanyeh.

Wymnika z tego, ze:

A k=01m=4, B.k=01im=-4, C.k=01m=2 D. k=0 1.m==2

11.45. Napisz wzor funkcji liniowej w postaci f (x) = ax+ b, wiedzac, Ze:
a) przyjmuje ona wartogci dodatnie tylko, gdy x = 21je] wykres przecina og y w punkcie
o wspdhizednych (0, —6),
b) przyjmuje ona tylko wartosci ujemne i do jej wykresu nalezy punkt (-2, —5).

11.46. Napisz wzor funkeji liniowej f'w postaci f(x}=ax+5 gdy f(1}=2
i f(x+1}=f(x—1}+1

Przyktady funkcji liniowych okreslonych w réznych przedziatach
roznymi wzorami

Dziedzing funkcji liniowej, okreslonej wzorem f (x } = ax+ b, jest zbidr liczbrzeczywistych,
a je] wykresem jest prosta.

Funkcje opisujace zjawiska z zZycia codziennego sg czesto w roznych przedzialach okre-
slone roznymi wzorami funkcji iniowej, wiec ich wykresy mogg skladac sie z odcinkow

lub polprostych.

Na przyklad:

1) Wykres zmiany temperatury 7 ciala 2) Wykres zmiany predkosci v ciala rzu-
stalego, ktore pod wplywem dostar- conego pionowo do gory z predkoscig
czonego ciepla QO ulega topnieniu (przy poczatkows u,.
stalym cisniemu).

TA NE A v

e

W matematyce czesto poshugujemy sie funkcjami, kicre sg okreslone wiecej niz jednym
wzorem. Wzor takiej funkcji zapisujemy przy uzyciu klamry. Pokazemy to na przykladach.
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0, gdy x<0

Przyktad 16. SporzadZ wykres funkcji f okreglonej wzorem f (x}={ :
x, gdy x=0

Rozwigzanie W jednym ukladzie wspolizednychrysujemy fragmenty wykresow dwoch
funkeji lintlowych 1 1 2.

1 fi(x)=0 gdy x<0. 2 fi(x)=xgdy x=0.  Wykres funkeji fjest
Wykresem jest polprosta Wykresem jest zlgczeniem (suma)
bez poczatkn (na rysunku polprosta (na rysunku wykresow 1 1 2
kolor niebieski). kolor niebieski).

Cwiczenie 23. SporzadZ wykres funkeji fokreslonej wzorem f(x)=|x|, czyli

—x, gdy x<0

funkcji £ (x)= {r i i

rPrzyldad 17. Sporzadz wykres funkcji f okreglonej wzorem

-2, gdy x<-2 (1)
f(x)=qx, gdy —2<x<2 @
2, gy =x»2 (3)
Rozwigzanie Rysujemy w jednym ukladzie YA
wspolrzednych fragmenty wykresow Lrzech , {T:"T: £x)
funkeji liniowych: 1 3

o y=-2 ody x<-2, czyli pdlprostg @,
e y=x gdy 2<x<2 czyh odcinek @

bez lewego kofica,

e y=2 gdy x> 2, czyli polprosta @
bez poczatku.
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Cwiczenie 24. SporzadZ wykres funkcji fokreglonej wzorem

3, gdy —5<x<0
.f(l.): o) d '
2, gdy 0O<x<4

Przyktad 18. Funkcja fokreslona jest wzorem f(x)= {2): 4 gdy x<-1 .
—X, gdy —1<x<2
Okresl: a) dziedzing D, funkcjiff  b)zbidr wartosci ¥, funkcji £
Rozwiazanie
a) Dziedzine D, okreslamy z wzoru funkcji £ Warunki
x<-11 —1<x<2
opisujg przedzialy, ktorych sumajest dziedzing funkceji £
Zatem D, =(—oo;—1)(—1;2) czyli D, =(—c0;2).
b) Zbidr wartosci ¥, funkeji fnajlepiej odezytac z jej
wykresu. Zatem ¥, =(—o0; 2)

Odp.: a) Dy =(—c0;2), b) ¥, =(—0;2). )

—x, gdy —3<x<0
x+2, gdy O<x<3
Okresl: a) dziedzing D, funkeji £, b) zbior wartosci ¥, funkeji f

Cwiczenie 25. Funkcja fokrelona jest wzorem f(x) :{

rFrzykiad 19, Narysuj wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x}=|x—2|.

Rozwiazanie A
£ (x)=lx-2} wiec vkt
I.l'.l .
v |x4+2, gdy x<2 aE T
flx)= . i |
x—2, gdy x=2 -
10 | & ,78M p | | X
Sporzgdzamy w ulktadzie wspolizednych fragmenty “n, y “‘\%
o \
wykresow dwoch funkeji liniowych: o ”/|+' e
Ay

y=—x+2 gdy x<2 1 y=x-2, gdy x>2.

Cwiczenie 26. Naszkicuj wykres funkeji £ okreslonej wzorem:
a) _f(x}: ‘I—I-Q‘, b) f(x):|x—3|_. c) _f(:c]: ‘x+ 1|.
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Cwiczenie 27. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £ Odczytaj z rysunku
odpowiednie dane i napisz wzor funkcji £z uzyciem klamry {.

a
) A

b)

y=f(x)
T T Tk

VA

¥

i podaj jej zbidr wartosci ¥,

“R rPrzyldad 20. SporzadZ wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x)=|2x+4|—|x—2|

Rozwiazanie 7 definicji wartosci bezwzglednej otrzymujemy:

2x+4, gdy x>-2
—2x—4, gdy x<-2

|2x+4|:{

oraz |x—2| :{

x-2,
%42 ol #ET

gdy x>22

Liczby — 2 i 2 dziela zbiér R na przedzialy: (—oo;—2), (-2;2), {2;+m).

Wezor funkcji fmozemy zapisa¢ w postaci

i e

—(2x+4}+ (x —2}? gdy

flx)=< 2x+4+(x-2), gdy 2<x<2,

2x+4—(x—2}, gdy xz2
skad

—x—6, gdy x<-2
Flx)=93x+2, gdy -2<x<2.

| x+6, gdy x =2

Z wykresu odczytujemy zbior wartosci
funkeji £ (linia czerwona).

Odp.: ¥, =(—4;+x}.

Cwiczenie 28. Sporzad? wykres funkcji £i podaj jej zbior wartodci ¥, gdy:

a) f(x}:‘x‘—‘x—l

. b flx)=|x+2—|x-2]
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+lx+1

[ Przyktad 21. Sporzadz wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x)=|x—4 , ana- R
stepnie okred] liczbe rozwigzar réwnania [x—4|+|x+1|=m w zaleznosci od wartosci

parametru m.
yA

Rozwiazanie Sporzadzamy wykres funkcji fokre- . 7T | | y=/(x) »
Slonej wzorem f(x)=|x—4|+|x+1]. \ —“/ y57
[—(x—4)—(x+1), gdy x<-1 | \ HEEEN / ESL
Flx)=4—(x—4)+x+. gdy -1<x<4 | \ T / =5
x—4+x+1L gdy x>4
=

(2x+3, gdy x<-1
F(x)=435, gdy —1<x<4,
2x—3, gdy x=4

gt

4

ETTREEN

Kazda prosta o rownaniu y =m, gdy me R, jest rOwnolegla do osi x. Liczba rozwia-
zafl réwnania f (x)=m jest téwna liczbie punktéw przeciecia sie wykresu funkcji f
1 proste] y=m.

Odp.: Réwnanie ma: * zero rozwigzarn, gdy me (—o; 5),

* dwa rozwigzania, gdy m e(5,+90), * nieskoficzenie wiele rozwigzan, gdy m=35. J

Cwiczenie 29. Okresl liczbe rozwigzan réwnania f(x)=m w zaleznoscei od wartosci
parametru m, gdy:

—x+1, gdy x<2 x+2 gdy x<0
a) f(x)=<-1, gdy 2<x<4, b) f(x)=3-x+2, gdy 0<x<2.
x—35, gdy x=4 x—2, gdy x22 R

Odpowiedzi do cwiczen
23.

24. Y S O I 26, Wakezdwi.
[ | | | 2,_. . ) jx+2, ody xz=-2
a —
i i | i i ?

s IEEERISEES o Fod i S
JAEEERIEEES b)ft_x)={fx+3 Wi

1

T e T

ody x<3’

25 a) Df=|[—3;3), b) }}:(0;5) 9 £(x) {x+], edy x=z-1
x)= .
27.a) f{x)=|c=1, B) flx)=|x=3|, & F(x)=|]x+] ' —x=l, gdy x<-l
-1, gdy =<0 —4, gdy x<-2
28, Wekazdwia. a) f(x)=12x—1, gdy O=x<l, }}:{—1;1), b) f(x)=12x, gdy —2<x<2, }}:(—4;4}
1, edy x=x1 4, pdy x=2

29. a) Zero, gdy m<—1, niescoficzenie wiele, gdy m=—1; dwa, gdy m>-1,
b) jeden, gdy m <0 lub m =2, dwa gdy m=0 lub m=2, trzy, gdy O<m <2
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Zadania utrwalajgce

11.47. Sporzadz wykres funkeji fokreslone] wzorem:

-3 gdy x<-3 —2x, gdy x<0
a) f(x)=<—x, gdy —-3<x<3, by f(x)=12, gdy 0<x<2.
3, gdy x>3 2x, gdy x>2

11.48. SporzadZ wykres funkeji £ Okresl jej dziedzing D i zbior wartosci Y, gdy:

x+2, gdy xe (O; 2)
b) f(x)=14, gdy xe(2;5) .
—x+9, gdy xE(S;—I-m]

[Sx, gdy x<1

a)f(‘x)zlzxﬂ, gdy x>1°

X, gdy xe(—o0;—1)
11.49. Funkcja fokreflona jest wzorem f(x)=<2x—3, gdy xe(-1;3} .
3= —x+6, gdy xe (3; —|—m)
" Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Miejscami zerowymi funkcji f'sg liczby:

A.%iﬁ, B.%iﬁ, (L6 0 D. 610,

11.50. Narysuj wykres funkcji f, wiedzac, ze jest on linia tamana, a funkcja f spelnia jed-
noczesnie wszystkie podane nizej warunki:
o D ={-745) e f(5)=41 f(1)=-2.
o gdy xe (—? i— 5), to funkcja fjest stalaije] wartos¢ w tym przedziale jest rtowna 3,
o gdy xe(-5;1) to funkcja fjest malejaca,
o gdy xe(1;5), to funkcja fest rosnaca.
Okres] zbior wartogci funkeji f.

11.51. Okresl dziedzing D, 1zbidr wartosci Y oraz napisz wzor funkcji f, kiorej wykres
przedstawiono na rysunku.

a) A b) v A

41 |

N

5 N [fo¥ [ |13
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11.52. Napisz wzor funkeji £z uzyciem klamry, gdy:
s _ _ gy R
a) f(x)—|.1+7‘, b) f(;c}—|x+1‘+‘x 1‘, c) f(x)—|x -| ‘x+_
11.53. Sporzadz wykres funkeji £ gdy:
a) f(x):|x—5, b) f(x}:|x—5|+x, c) f(x):|x|—x,
2 o 2 _4
d) f(x)=]x+x, &) fx)="—0r N fx)=1—+.
‘.l+ 1‘ ‘x—E‘
11.54. SporzadZ wykres i okresl zbior wartosci ¥, funkeji £ gdy:
a) f(x}=|x+3]-2x, b) f(x}=2[x—1]+3,
©) flx)=|x—2|+[x+3| d) f{x)=|x—1-|x+2].

11.55. Okresl liczbe rozwigzan réwnania f (x)=m w zaleznodci od parametru m, gdy:
a) f(x}:x—‘ﬁ—x‘, b) f(x}:|x+1|+\/3?.

11.56. Narysuj na plaszczyZnie kartezjanskiej figure okreslong rownaniem
\/x_z—y :2(\4'—.17]2 -3.

11.57. Okresl, dla jakiej wartosci parametru a funkcja fokreslona wzorem

f(x)=|x-2|-1-a matrzy miejsca zerowe.

11.58. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwa odpowiedsz sposrod podanych.
: ! j
a
. ¥*

x_

= Wykresem funkeji fokreslonej wzorem f(x}= jest figura przedstawiona

na rysunku:
YA
YA _ 1

Aoy o O 0 W 0y O X
\_3--1 e -\E\-y=f(x) | ] of 1| -4
0 1 ¥ [ - :
N i T | y=fx} Na |
=i fl; | EEL 1_5\\g¥ ] \\\M

TN

11.59. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

"y

3 = ub F—jesli jest falszywe.
 Funkcja fokreslona jest wzorem f(x}=|x—1/—1.

Miejscami zerowymi funkcji fsa liczby 01 2. PlF
F(x}20, gdy xe(—m;ﬂ)u(2;+m}. P|F R
Najwigksza wartos¢ funkeji fjest rowna 2. P(F
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Funkcja liniowa w zastosowaniach

Zaleznosci wystepujace w przyrodzie, gospodarce 1 Zycin codziennym czesto opisujemy
za pomocg funlkcji. Funkcjg linlowa mozemy opisywac takie procesy zmian z udzialem
wielkosci x 1 y, w wyniku ktorych obie te wielkosci zmieniaja sie rownomiernie, czyli

proporcjonalnie. yA
;g : : 12 ¥

Na przyklad, jesli kupimy x kg jablek po 4 zl za 1 kg, Y -
to koszt y zakupu mozna zapisac zaleznoscig y = 4x, e | L O A
gdzie x> 0. W T
O wielkogciach x 1y mowimy, Ze sg wprost proporcjonalne, 2 =

¥ | | | | II | |
aliczbe 4 nazywamy wspoélczynnikiem proporcjonalnosd. o] 11 [ 23 | %

Uwaga
Dwie wielkosci x i y zmieniaja sie wprost proporcjonalnie, jezeli wzrost jednej z nich
pocigga Za sobg odpowiednia zmiane drugiej w ten sposob, ze w procesie zmian

loraz L jest staly 1 rowny a, gdzie a to wspolczymnik proporcjonalnosci.
X

= Cwiczenie 30. Przerysuj do zeszytu tabele i w miejsce [JJ] wpisz odpowiednig liczbe,
wiedzac, ze wielkosci x 1 y sg wprost proporcjonalne.

a b C d
)=z )xlra ) = 0] 2 )x-l
y | 4]6 3

y |5 y | 1[4
S | > -

r Przyktad 22. Na wykresie przedstawiono zaleznos¢ pomie- ¥ [J] A
dzy pracg W wykonang przez silniczek zabawki a czasem ¢ 1801 |
te] pracy. Oblicz moc P tego silniczka. il

Rozwiazanie Zauwazamy, ze czas /1 praca W zmiemajg si¢

wprost proporcjonalnie. W dwukrotnie dluzszym czasie zo- 601

stanie wykonana dwukrotnie wigksza praca. | | L | g
- 0 30 60 90 ¢[s
Moc P obliczamy z zaleznosci P =—.
t

Niezbedne dane odczytujemy z wykresu, np. W =601, gdy t=30s, albo W =1801,
gdy t=90s, Dla kazdej pary odczytanych wielkosci otrzymamy P = 2.
Odp.: P=2 W [waty]. J
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Cwiczenie 31. Na wykresie przedstawiono zaleznos¢ natezenia 1A
pradu 7 plynacego w przewodniku od wartosci napiecia I/ na ';'
jego koncach. Oblicz opor R tego przewodnika. 2
Wskazowka. U =R -1, 3

N S >
010203040 T[V]

Cwiczenie 32. Pociag porusza sie ze stala predkoscig rowna 40 B Jaka jest zaleznosc
S

miedzy droga, kiora przebywa pociag, oraz czasem, w ktorym ja pokonuje? Napisz wzor
wyrazajacy te zaleznosc. Czy droga s1i czas 1 sa wielkosciami wprost proporcjonalnymi?

r Przyktad 23. Boki prostokata majg dlugosci rowne 2 i @ Napisz wzor .
opisujacy zaleznosc¢ pomigdzy obwodem L tego prostokata a dlugosciami
jego bokow. Sporzadz wykres otrzymane] zaleznosci. a
Rozwiazanie Z(a}=2-a+2-2. LA
Zatem L(a)=2a+4, gdzie a>0. B

6_
a 1|2 |
4/
L(a)—2a+4 | ¢ | 8 |
2 .
el T T a:p

Cwiczenie 33, Napisz wzér opisujacy zaleznosé pomiedzy obwodem L 5 5
a dlugosciami bokow trojkata. Sporzadz wykres otrzymane) zaleznosci.

rPrzykIad 24. Beataw czasie pigciu godzin pieszej wy- A g[lm]
cieczki przebyta 20 km. Narysunku przedstawionyjest 20| || | | |
wykres okreslajacy zaleznosc przebyte] przez Beate 15| ;
drogi s od czasu f trwamnia wycieczki. ol 141 .B' LT[
a) Opisz droge Bealy za pomocg wzoru s(7). T2 T 1T
b) Narysuj wykres predkogci v, z jaka poruszala sie
Beata, w zaleznosci od czasu f trwania wycieczki. 0 1 2 3 4 5 1;'[h]
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Rozwiazanie
a) Caly dystans Beata pokonala w trzech etapach, kiorym na wykresie odpowiadaja
odcinki OA, AB i BC takie, ze O=(0,0), A=(2,10), B=(3,10) i C=(5,20).
Kazdy z tych odcinkéw jest czedcia wykresu pewnej funkeji liniowej s(¢)=ai +b
przechodzace] przez punkty:
e 014, wiec prosta O4 ma rOwnarie s = 5¢,
e 41 B, wiec prosta AB ma rownanie s =10,
e B1C, wiec prosta BC marownanie s=5¢—5.
5t, gdy te(0;2)
Podsumowujgc rozwazania, zapisujemy s(z)=4 10, gdy re(23) .
5t-5, gdy re{3;5)

b) Predkosc poruszania si¢ Beaty na etapie:

2)-s0) . P2
e OA jest rtéwna v, gdzie v, :SZ;SJ:S, Lh
5
3)—s(2
® AB jest towna v, gdzie v, :%:0, 4
V—s(3
¢ BC jest rowna v, gdzie v, :%: 5 3
CO Zapisujemy Wzorem 2
5 gdy re(0;2) 1

b(f)=40, gdy re(2;3). | [ [ 1]
5. gdy te(3;5) 2

Cwiczenie 34, Marta w ciagu czterech godzin ¢ [km]
przebyla 50 km. Najpierw szla pieszo, potem A
odpoczywala. Ewa podwiozla ja rowerem 50 ¢
do przystanku autobusowego. Reszte drogi 401
przebyla autobusem. Wykres obrazuje droge s 301 4
Marty w zaleznogci od czasu 7. 201
a) Ile czasu trwaly poszczegolne etapy 101 1 : 3
od 1 do 4 podrdézy Marty? o _
b) Z jaka predkoscig Marta poruszala sie pod- 0 1 2 % 4 t [ﬂ]

czas tych etapow?
¢) Przyjmij odpowiednia jednostlke na osi rzednych 1 sporzadz wykres predkosci poru-
szania sie Marty w etapachod 1 do 4 .
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Odpowiedzi do Gwiczen
1 1
30. - - ! w32, =40 . .
30.a)3, b) % 0l, d) = 31. 10 omidw 2 s(f} 40-¢, tak -‘Lv[h‘_i]
_ B At B | iy — |
33. L{a)=a+10, gdzie O<a <10, Wskazdwia. Wykresem funkeji L jest NS i |
odeinek bez koficdw w puriktach o wep élrzednych (0,10) 1 (10,20) e T I A
34. a) Marta w czasie 4 godzm: 1 szia pieszo 2 godzmy, {G L
|
30 L) I |
2 odpoczywala 1 godzine, 3 jechala I‘OWEI'EI‘ﬂlZ godziny, L1 : . o
! e T T T
4 jechata autobusem = godziny z predizoicig 60 —. 1 | -
2 i . _'+ |
kin kan kin ki - y >
IJ) 1 5 T, 20 T‘ 3 20 T, 4 =0 T‘ C;l Wykresobol-:. En ]| 1 % 1 ‘? ; f[h]

Zadania utrwalajace

11.60. Na podstawie badan ustalono, ze cisnienie pod powierzchnig wody rosnie wraz
z glebokoscig w przyblizeniu o 1000 hPa na kazdy metr shipa wody.
a) Zapisz wzorem zaleznosc cisnienia shupa wody od glebokosci.
b) Czy glebokosc pod powierzchnig wody 1 cisnienie tam panujgce sg wielkosciami
wprost proporcjonalnymi?

11.61. Trzej bracia: Pawel, Janek i Robert trenujg chodzenie na czas. Ich wyniki na szkol-
nych zawodach przedstawiono na wykresie.
a) Ktory z braci przeszedl 8 km do 11004
godziny 10°°? '
b) O ile kilometrow wiecej przeszedl =
Robert niz Pawel do godziny 10°%? 3
¢) Ile czasuzajelo Robertowi pokona-
nie 12 km drogi?

>
d) Oblicz éredmnig predkogé chodu 6 2 4 6 8 10 12 14 16
droga [km]

SCare

kazdego z nich.

=
|

11.62. Janek obserwuje ptaka wylatujacego z bud-
ki. Wlacza swoj stoper 1 szacunkowo ocenia,
jak daleko znajduje sie ptak od budki wraz
z uplywem czasu. Dane z obserwacji Janek
przedstawil na wykresie.

a) Odczytaj z wykresu, jak daleko byl ptak 18
od budlki, kiedy Janek wiaczyl stoper.
b) Oblicz, z jakg predkoscia (v) lecial ptak. 0

[
<
|

odlegladé [m]
8
\
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11.63. Przez 5 minut ogrzewano wode,

: g ; £1¢is
mierzgc je) temperature co minute. 100
Dane z pomiaréw przedstawiono na x
wykresie. 70
a) Odczyta) z wykresu, o ile stopni :g
wzrasta temperatura wody w ko- 40
lejnych minutach. gg
3= b) Przerysuj wykres do zeszytui nzu- T EEEEEEEE T

pelnij go o czesc przedstawiajgca
dalsze ogrzewanie wody przez kolejne 5 minut, pamietajac otemperaturze wrzenia
wody w warunkach normalnych.

¢) Pouzupelmeniu wykresu napisz wzor zaleznosci temperatury (7) wody od czasu ()
jej ogrzewania.

11.64. Wsiadajac do taksowki, pasazer placi wstepna kwote 6 zl. Po przejechaniu kazdego
kilometra doplaca 2 zl. Napisz wzor opisujacy zaleznos¢ kosztu przejazdu taksowka
od liczby przejechanych kilometrow. Oblicz koszt przejazdu taksowka, gdy pasazer
przejechat:

a) 1 km, b) 5 km, ¢) 10 km.

11.65. W ukladzie SI jednostka temperatury jest kelwin (K). Zaleznosc miedzy stopniami
Celsjusza (T..) a kelwinami ( 7) opisuje wzor 7, =T, . +273,15. Wyraz temperature
100°C w kelwinach oraz 100 K w stopmach Celsjusza.

11.66. Na rysunku przedstawiony jest wykres drogi Pawla s [km]A
do szkoly, kiorg pokonal rowerem 1 pociagiem. 40
a) Opisz droge Pawla za pomocg wzoru s(¢), 30
b) Narysuj wykres predkosci, z jaka poruszal sie Pawel 20
w drodze do szkoly. 10
=
¢ [h]
11.67. Wojtek wybral sie w odwiedziny do — A
babci, ktora mieszka w innej miejscowo- % ™ '
sci. Najpierw dojechal do stacji kolejowe; ks i i
rowerem, potem czekal przez jakis czas % 4l i i
na pociag, wreszcie jechal pociggiem. DO i | i i
Odczytaj z wykresu: - |
a) Ile czasu i z jaka predkoscig jechal _S—é_é 2' | >
rowerem? & &8 ~ czas [h]
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b) Ile czasu trwalo oczekiwanie na pociag?
¢) Ile czasui z jakg predkoscig jechal pociggiem?
d) Ile czasu trwala jego podroz do babei?
e) Ile kilometrow przebyl Wojtek w czasie tej podrozy?
11.68. Trase rajdu samochodowego rowng 850 km pewien zawodnik pokonal ze sredmig
predkoscia 150 %
a) Opisz za pomocg wzoru droge s zawodnika do mety w zaleznosci od czasu ¢ prze-
jazdu.
b) Przedstaw wykres tej zaleznosci.
¢) Ile kilometréw do mety mial do przejechania zawodnik po 135 minutach jazdy?

11.69. Pewna rodzina na koniec roku miala na koncie w banku 5000 zl 1 postanowila
oszczedzac dalej, wplacajac przez rok na konto kazdego pierwszego dnia miesigca kwote
300 zl. Napisz wzor wyrazajacy zaleznosc stanu oszezednosci od czasu oszezedzania
(w miesigcach), zakladajac, ze w tym okresie nie dopisano odsetek.

Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwq odpowiedz sposrod podanyeh.
Wykres funkcji liniowej okreslonej wzorem f(x) :—E.m:+2 przecina osie ukladn
wspolrzednych w punktach:

A. (4.0} (0,2), B. [—%,0} (0,2), C. (—%,0} (0,2), D. @0) (0,2)

2. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji liniowej f. A
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwqg odpowiedz sposrod podanych. \ =
) : 4 y=f(x)
Funkcja f okreslona jest wzorem: *
A f(x)=2x+4, B. f(x)=-4x+2, L
C. f(x)=4x-2, D. f(x)=-2x+4.

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Funkcja liniowa f okreslona wzorem f (JL) =ax+b przyjmuje tylko wartosci njemne,
gdy:
A a>01 b<0, B. a=01b<0, C.a<01b<0, D. a<01b=0.
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4. Funkcja liniowa fokreslona jest wzorem f(x}=ax+b.
Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F — jesli jest falszywe.

Jezeli a=0 1 b=-3, to funkcja fnie ma miejsc zerowych. P

Funkcja fest rosnaca, gdy b >0 1 ajest dowolna liczba rzeczywista.

Jesh a=6 1 b=—-12, to funkcja fprzyjmuje wartosci dodatnie
w przedziale (2;+w).

Jesli a=0 i b=100+/2. to funkcja fprzyjmuje tylko wartosci dodatnie. P|F

5. Funkcja liniowa fokreslona jest wzorem f(x)=ax+ b. Czy prawda jest, ze jesli

Era +b=0 1 a#0, to miejscem zerowym funkcj1 fjest liczba —1?

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.

T | Tak, A x, :—E 1 a=—b, wigc x,=—1
a
porniewaz
N [ Nie, B | x 2 1 g=—bh, wigc x; =1
a

6. Funkcja L jest zaleznoscia obwodu trojkata rownoramiennego o podstawie dhugosci 10
od ramion tego trojkata diugoscei x.
a) Napisz wzor funkcji L 1 okresl jej dziedzine.
b) Naszkicu) wykres funkeji L.
c¢) Okresl, czy funkcja L moze przyjac wartosc¢ 1000,
d) Podaj zbior wartosci funkceji L.

R 7. Narysuj wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x)=|x—2|- 2.

8. Zapisz wzdr funkcji liniowej fw postaci f(x)=ax+ b, gdy:

[f(3)-r(2)=4 [£(5)- f(?,:}:e‘

MNry=3 |/ (0)=—4

b)

9. Uzasadnij, ze jesli funkcja liniowa f okreslona jest wzorem f(x)}=ax+5,
El_to F(x+n)—f(x)=n-a gdzie ne N




12. Funkcja f(x) =% i wielkosci

odwrotnie proporcjonalne

Wykres i wtasnosci funkgcji okreslonej wzorem f(x) =%

(Przyklad 1. Naszkicuj wykres funkcji f okreslonej wzorem f();}:l gdzie x =0,
iz wykresu odczytaj dziedzing D, oraz zbidr wartosci Y. .

: J 1. .
Rozwigzanie Zauwazamy, ze funkcja f(x}=— jest funkcjg x| r=fx)
X
okreslong wzorem postaci f(.x}:ﬁ, gdzie a=1. 4 —i
X
Sporzadzamy tabele wartosci funkeji 1 szkicujemy jej] wykres, ) 1
zakrzywiajac odpowiednio linie. =
A -1 -1
¥ | 4 _% -2
SYInpLoia Prangwe \-_i "l'
......... 18 2 =4
Pl ! 4
LT,
| 1 1
. asymptota pozioma )
N O O : 2
D;=R\{0}, Y, =R\ {0} 4 7]

Uwaga

° ‘:«?ykresem funkeji f okreslone) wzorem postaci f(x) = t—f ,edziex#0 1 @#0, jest
krzywa zwana hiperbola, ktora sklada sie z dwoch czgéJ::i. Kazda z tych czesci na-
zywamy galezia hiperboli. O wzorze v = % mowimy, ze jest rownaniem hiperboli.

* Hiperbola o rownaniu yZ% nie ma punktow wspolnych z osiami ukladu wspol-

rzednych, czyli z prostymi o réwnaniach x=0 1 y=0.
Proste te nazywamy asymptotami tej hiperboli.

e Dziedzina funkeji £(x)=" jest zbiér D, taki, ze D, =R\{0}.
X E
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Cwiczenie 1. Narysunku przedstawiony jest wykres

fankcji okreslonej wzorem f(x)= —l, gdziex# 0.
X

a) Przerysuj do zeszytu tabele i w miejsce [l wpisz
odpowiednig liczbe.

b) Okresl, czy funkcja fjest rosnaca w przedzia-
le (—o0;0).

1
¢ |- _3._1 = E
2
1 i
=—= — 9
ad | H | E&

Uwaga

|

Hiperbola o réwnanin y= i, gdzie x #0 i a = 0, przechodzi przez punkt o wspohzed-
X

nych (1, @) ijest wykresem funkcji f(x)= £
x

Cwiczenie 2. Na rysunku przedstawiony jest szkic wykresu funkcji okreélonej wzorem

postaci f(x)="2, gdzie x#0i a= 0. Odczytaj z wykresu wartos¢ wspdlezynnika a.
X

Cwiczenie 3. Przepisz zdanie do zeszytu i w miejsce . wpisz numery cwiartek ukladu
wspolrzednych tak, aby zdanie bylo prawdziwe.

a) Wykres funkcji /(x)= @ odziex#0i a> 0, jest hiperbola o téwnaniu y = =, ktbrej
X X
galezie polozone sq w . 1 . ¢wiartce ukladu wspolrzednych.
b) Wykres funkeiji /(x)= 2 odziex#0i a< 0, jest hiperbola o réwnanin y = =, ktorej
X X

galezie polozone sg w . 1 . ¢wiartce ukladu wspohrzednych.
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Przypomnijmy

e Punkt wzgledem ktorego figura sama do siebie jest syme- v A
tryczna nazywamy Srodkiem symetrii tej figury. {,\

e Narysunku odcinek A4 B, jest symetryczny do odcinka AB D
w symelrii srodkowej wzgledem punktu O= (0, 0). B, ‘\i ik

e Figura zlozona z odcinkow AB 1 A4 B, jest srodkowosyme- ;j]
tryczna. Punkt O jest srodkiem symetrii te] figury.

r_PrzykIad 2. Naszkicuj ,,sprytnie” wykres funkcji okreslonej wzorem postaci f(x )= Ly
x
gdzie x#0, jezeli: a) a=—1, b) a=6.

Rozwiazanie Wykresem funkeji okreslonej wzorem postaci f(x)= 2 pdzie x#0, jest
X

hiperbola sktadajgca sig z dwoch galezi. Zauwazamy, ze srodkiem symetrii tej figury

(hiperboli)jest poczatek ukladu wspohzednych, czyli punkt O = (0, 0). Aby naszkicowaé

jedng galaz hiperboli, wystarczy zaznaczyc dwa lub trzy punkty, kicre na niej lezg.

a) b)
o | =t A | A
! it » 1 I 4] | g
1 L ' I ) 'y 5+
b, 2 - I L
2 0 | : —x | 1 6 il
3 2 ;
1 —1 | L2l
i | 6 1 g
1

2| =i —2 I i

2 | | o]

Aby naszkicowac drugg galaz hiperboli, rysujemy ja symetrycznie wzgledem
punktu O=(0, 0},

N
>

o ba s Un gy G
] | FTEENY I YRR |

Cwiczenie 4. Naszkicuj wykres funkcji okrelonej wzorem postaci f (x )= 2 odziex#0,
x

jezeli: a) a=-3, b) a=4, c¢) a=-5.
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Uwaga Jezeli punkt P=(x, y) lezy na hiperboli o réwnanin y = 4 ,edzie x#0ia =0,
x

o x-v=a.

Cwiczenie 5. Punkt P lezy na wykresie funkcji fokreslonej wzorem postaci f (x)= g
Tox

Oblicz wartos¢ wspolczynnika a, gdy:

a) P=(L6), b)P=(-35) ©P=(2-7) d)P=(—4-2)

rPrzyldad J. Hiperbola przedstawiona na rysunku jest

wykresem funkcji okre$lonej wzorem f (vcjzE
gdziex#01i a<0. 4

Odczyta) z wykresu:

a) miejsca Zzerowe funkcji f;

b) przedzialy, w ktérych funkcja fjest rosnaca,

c) przedzial, w ktorym funkcja f przyjmuje wartosci
ujemne.

Rozwiazanie

a) Funkcja fnie ma miejsc zerowych, bo je] wykres nie przecina osi x.

b) Funkcjajest rosngca w kazdym z przedzialow (—oo; 0), (0;+o0).

¢) f(x)<0,gdy x>0, czyli f(x)<0, gdy xe(0;+o0). ]

Cwiczenie 6. Hiperbola przedstawiona na rysun-
ku jest wykresem funkcji f okreslone] wzorem
f(x):f, edziex#0i a>0.
X

Odczyta) z wykresu i okresl:

a) przedzialy, w ktorych funkceja fjest malejgca,
b) przedzial, w kiorym funkcja fprzyjmuje war-

tosci ujemne.

Uwaga

Funkcja f(x)=%, gdzie x # 0 jest w kazdym z przedzialéw (—oo; 0}, (0; +o0):

e rosnaca, gdy a<0, e malejaca, gdy a > 0.

Odpowiedzi do écwiczen
Lb)Tak 2.a)2, b)-2, )3 3. a)lill BTV 586 b-15 9-14, )2
6. a) Funkeja jest malejgea w kazdym z przedzialéw {—oo; 0), (05+00), b) f{x)<0, gdy x <0, czyli xe(—eo; 0)
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Zadania utrwalajace

12.1. Przerysuj do zeszytu tabele 1 w miej- s s 112136
\d.= sce .wpisz odpowiednigliczbe. Spo- 6
 1zadZ wykres funkcji okreslonej wzo- i . l l .
rem f(x) =j.
X

12.2. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji okreslonej wzorem postaci f(x)= E,
X
gdzie x # 0. Odczyta) z wykresu wartosc wspolczynnika a.
b) YA

12.3. Sposrod punktow:
A=(-3,0), B=(-2,-3), €=(3,2), D:LS', %j E= (5, g] F= [30? éj G =(3,6)

wybierz te, ktére nie naleza do wykresu funkcji £ okreslonej wzorem f(x}= g
X

12.4. Sporzadz wykres funkcii £, gdy:
v —4 y 3 2
a) f(x}=—, b) f(x):? c) f(x):—;.

X

12.5. Przepisz zdanie do zeszytu i w miejsce ] wpisz stowo , dodatnie” lub , ujemne”.

"= Funkcja okreslona wzorem _f(x) = E, gdzie x # 0, jest rosngca w przedziale (0; +on),
gdy a jest [l oraz malejgca w przedziale (—o0; 0}, gdy ajest [l.

12.6. Uzasadnij, ze punkty 4, B, C'leza na tej samej hiperboli, gdy:

D[ ; ;
a) A=(-51), B=[——,625], C’=[3000,——],
125 600

.

B A=(L2). B=(E.5 | ¢~ (JOZ.VI0)
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12.7. Adam narysowal wjednym ukladzie wspol-

yA
2 rzgdnych hiperbole A, B, C i D okreslone et
~ rownaniami: | 3 '
_n 1 | || |
1 _v — Ty z J" — — 1 C ';'i
X X ]?{,ff'
L . 2.0
3 y=—"2 4 y=-2
X X
Przyporzadkuj wzor hiperboli do jej wykresu.

Wielkosci odwrotnie proporcjonalne

Definicja

Dwie wielkosci nazywamy odwrotnie proporcjonalnymi, jezeli wzrost jednej z nich

kilka razy pocigga za sobg zmniejszenie drugiej tyle samo razy.

Dwie wielkosci sg odwrotnie proporcjonalne, gdy ich iloczyn ma stala wartosc.

Przyklady wielkosci odwrotnie proporcjonalnych:
e (zas f oraz predkos¢ v w ruchu na ustalonej drodze s.
Na przyklad, gdy s=120km, wtedy /-0 =120.

Gdansk s=120km Chojnice
e e

4]3-30%:1201{131

6]1-2(}%:1201:111

1,5h-80%:1201<m

e Dlugosci a1 b bokdw prostokata o statym polu P.
Na przyklad, gdy P =120, to a-b=20.

-
=

2 P=20 25 2=20 4| P
10 8

LN

P

20
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= Cwiczenie 7. Pole prostokata jest réwne 36. Przerysuj do zeszytu D C
| tabele i w miejsce [l wpisz odpowiednia liczbe. | ab=36

a |1 (W3 (WM ¢ (WE o (BN 473 8
P (N 2 N 4+ (N 3 |IH| 12

Uwaga

Dwie wielkosci zmienne x 1 y s3:

e wprost proporcjonalne, gdy obie jednoczesnie rosng albo malej3 tyle samo razy,
y_
=
e odwrotnie proporcjonalne, gdy ze wzrostem jedne] druga maleje tyle samo razy,

to znaczy, gdy iloraz £ jest staly, czyli gdy a, gdzie a# 0,
x

to znaczy, gdy tloczyn y-x jest staly, czyli gdy y-x=a,, gdzie a = 0.
Liczby a1 @, nazywamy wspolczymikami proporcjonalnosei.

 —- Cwiczenie 8. Przerysuj do zeszytu tabele i w miejsce |2 (W 5|1 (W s
B wpisz odpowiednig liczbe, wiedzac, ze wielkosci y (B[ 4 |20 [

h
=)

zmienne x 1 y sg odwrotnie proporcjonalne.

<= Cwiczenie 9. Przerysuj do zeszytn tabele 1, 2 i w miejsce [l wpisz odpowiednie
liczby, by wielkosci x 1 y byly:

1 wprost proporcjonalne oraz Y _24 | 2 odwrotnie proporcjonalne oraz x-y =24
X

x | 1 [ 23] 4 | x |1 21314

y |l . | y | || | .

W zagadnieniach praktycznych, mowige o wielkosciach wprost lub odwrotnie proporcjonal-
nych, mowimy owielkosciach przyjmujgcych wartosci dodatnie. Wykresy tych zaleznosci
przedstawione sg na rysunkach.

x, y — wielkosci odwrotnie proporcjonalne
yA

x, y —wielkosci wprost proporcjonalne
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Uwaga :
Dwie wielkosci odwrotnie proporcjonalne mogg rowniez 4
przyjmowac wattosci ujemne.

Wykresem proporcjonalnosci odwrotne] wielkosci x 1 v, 0 x
- \( hiperbola

gdy x#0, jest hiperbola o réwnamu y=—.
X

Obserwujac zjawiska zachodzace w przyrodzie, staramy sie ustali¢ zaleznosci miedzy
wielkosciami majacymi wplyw na przebieg tych zjawisk. Okazuje sig, ze niektore z nich
sg wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi. Pokazemy to na przykladach.

Cwiczenie 10. Ustal, czy wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi sa wielkosci okre-
slajgce:

a) odleglosci na mapie 1 odpowiadajace im odleglosci w terenie,

b) cene bulki i liczbe bulek, kidre mozna kupic za 10 zi.

Cwiczenie 11. Narysunku przedstawiona jest zaleznos¢ miedzy wysokogcig nad pozio-
mefm morza a cisnieniem parcjalnym tlenu.

1. Wysokogé¢, na ktore] wiekszo§¢ niezaaklimaty-

zowanych ludzi fraci przytomnosé.
2. Pulap stalego bytowania ludzi.
4 3. Najwicksza wysokosé umozliwiajaca zaakli-

15000

matyzowanym osobom przetrwanie kilku

godzin, gdy oddychaja powietrzem.

wysokosé n.p.m. (m)

10 000 | ; :
3 4. Pulap bytowania czlowieka, gdy oddycha
Mount Everest czystym tlenem.
8848m 2
5000+
Muu;;:ghni‘tney A Cisnienie parcjalne (czastkowe)
ST zg;}' tlenu — cisnienie, jakie wywie-
m
moza = i i | ralby tlen, gdyby sam zajmowal
0 50 100 150

calg objetos¢ powietrza.

dénienie parc:aine tienu {mm Hg) (1 mm Hg ~133,3 Pa).

Jak myslisz, z jakie] najwyzsze] wysokosci mozna bezpiecznie skoczy¢ ze spadochro-
nem: a) bez butli z tlenem. b) z butla z tlenem?
Swoje odpowiedzi pordéwnaj z informacjami podanymi w intemecie.
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rPrzykiad 4. W pewnym doswiadczeniu badano, w jaki sposob cisnienie p gazu o stalej
temperaturze wypelniajacego balon zmienia sie w zaleznosci od jego objetosci V. Uzy-
skane wyniki przedstawiono w tabeli. -
a) Zaznacz otrzymane wyniki wukladzie wspohrzednych.
b) Wyznacz wzor funkeji, kiora moze okreslac zaleznosc
miedzy cisnieniem p a objetoscia ¥ gazu w balonie.

21251343
P30 24 20|15 | 12

Rozwiazanie

a) ;"5‘« e o o . b) Analizujac tabele, zauwazamy, ze iloczyn

30 -l 1 . wielkosci 71 p jest staly.
20 |4 || . V- p==60, skad p:%

15 .
Odp.: p:%, gdzie 2<V¥V <35,

=

, gdzie V" > 0.

10
5

>
01234567y

< A
= 2000
=TT : : - . 2 e
Cwiczenie 12, Pewien kierowca ma zwyczaj tan- o
kowania benzyny za stalg kwote. Na wykresie ﬁé
o
pokazano zaleznos¢ miedzy cena benzyny aliczba HE 19,23
zatankowanych litréw paliwa. Okresl, jaka kwote T 1892
przeznacza ten kierowca na jedno tankowanie. 500 520 540 >

cena |ednego lltra benzyny

r Przyktad 5. Czternastu robotnikdéw pracujac z ta sama wydajnoscig, wykonuje pewng
prace w czasie 15 dni. W ciagu ilu dmi wykona te sama prace trzech robotnikow?
Rozwiazanie Pracodawca oszacowal, ze jesh praca ma by¢ wykonana przez 14 robot-
nikow w czasie 15 dni, to znaczy, ze na je] wykonanie potrzeba 15-14 roboczodni.
Zatem trzech robotmkow bedzie na wykonanie te) pracy potrzebowalo rowniez 15-14
roboczodni, czyli 3:.x=15-14, skad

15-14
D e il |

Liczha dni i Hezba robotnticdw sqg wielko-
—=5.14=70. Sciami odwrotiie proporcjonalnymi.

Odp.: Trzech robotnikow bedzie wykonywalo te prace przez 70 dni. J

Cwiczenie 13, Zapas ziemniakow w stoldwee szkolnej wystarczy na21 dni, jezeli dziennie
bedzie sie wydawac 240 obiadow. Na ile dni wystarczy ten zapas, jeshi dzienmnie bedg
wydawane 252 obiady i na kazdy z obiadéw stolowka zuzvwa tyle samo ziemniakow?
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Odpowiedzi do dwiczen
8

x| 2 125] 3 1

9. 1°

2

v |50 4 [20] 100

2_0

—
B e
L]

50

10. a) Nie, b)tak  12. 100zt

24 148 |72 | 96 y|24]12] 8| 6

13. 20 dnt

Zadania utrwalajace

12.8. Przerysuj do zeszytu tabele i w miejsce [Jl] wpisz liczbe tak, by wielkosci x i y byly:

/= a)wprost proporcjonalne,

x| 215 || 11

b) odwrotnie proporcjonalne.

v (Il|75] 6

X

1.5 (| 6 |0.6

¥

30| 9 ||

12.9. Kupiono dzialke budowlang w ksztalcie prostokata o polu 1600 m*. Zapisz wzor
wyrazajacy zaleznosc miedzy wymiarami tej dzialki a jej polem.

12.10. Na rysunku przedstawiony jest wykres pewnej

YA

proporcjonalnosci.
a) Napisz wzor te] proporcjonalnosci. .
b) Przerysuj dozeszytutabele 1 w miej-

= sce [l wpisz odpowiedniq liczbe. Y

1 1

>
0 1 x

12.11. W tabeli podane sa przyblizone wartosci srednic erytrocytow oraz ich liczby zawarte
w milimetrze szesciennym krwi u réznych kregowcow.

Badans Zniets Liczba eryt;‘ocytut’ﬁw Srednica }e.lgftljocﬁéw
(tys./mm” krwi) w przyblizeniu (pm)
zaba 400 22
jaszczurka 1600 17
karp 2000 14
pies 6200 7
koza 18 000 3
a) Przedstaw w formie wykresu dane

zamieszczone w tabeli.

b) Podaj, jaka zaleznosc¢ wystepuje
u kregowcow pomiedzy liczba
erytrocytow aich srednica.

Erytrocyty (krwinki czer-
wone) maja ksztatt krazka
obustronnie wklgstego.
Erytrocyty u czlowielka maja
grednice 7—8 mikrometrow.
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12.12. Na wykresie przedstawiona jest krzywa

= 100
- przezywalnosci populacji pewnego gatunku ryb. % 80
5 60 \
£ ol
Ocen prawdziw 0s¢ podanyeh zdan. Wybierz P, E 20 \
jezeli zdanie jest prawdziwe, lub F— jesli jest 0 oy —

0 1 2 3 4 5 &6

falszywe.
J i czas [latal

Smiertelnos¢ w populacji ryb jest stala i nie zalezy od wieku osobnikéw. | P | F

Najwigksza smiertelnos¢ w populacji ryb wystepuje do dwochlat zycia. | P | F

W populacii ryb wystepuje wysoka przezywalnosc osobmkow mlodych. | P | F

12.13. Ciezarowka, jadaca ze srednia predkoscig rowna 60 % przebywa odleglosc z War-
szawy do Gdanska w czasie 5 godzin 1 30 minmt. W jakim czasie przebedzie te sama
droge samochod jadacy ze srednig predkoscig rowng 75 % ?

12.14. Szedcin pracownikow, pracujac z tg samag wydajnoscia, wykonuje pewna prace
wczasie 4 godzin. Ile osob powinno pracowac z taka samg wydajnoscia, aby praca ta
zostala wykonana w czasie 3 godzin?

12.15. Radio A nadaje na falach o dlugosci 250 m na czestotliwosci 1200 kHz. RadioB
nadaje na czestotliwosci 300 kHz. Na jakiej dlugosci fal nadaje radio B?
Wskazowkea Tloczyn dlugosci fali radiowe 1 jej czestotliwosci jest wielkoscig stala.

12.16. Z prawa Ohma wynika zaleznosc I = % gdzie 7 to natezenie pradu, U to napiecie,
a R to opor obwodu pradu.
a) Gdy staly jest opor R, to natezemie 7 1 napiecie U s wielkosciami wprost czy od-
wrotnie proporcjonalnymi?
b) Gdy stale jest napiecie {J pradu, to natezenie 7 1 opor R sa wielkosciami wprost czy
odwrotnie proporcjonalnym ?

12.17. Pole wielokata pizedstawionego na rysunku jest rowne 100.

b C
a) D - c ) I c) D y C
x| % -
N Al E i
A B 4 ' B >
y 2 | 47 8

Napisz wzor wyrazajacy zaleznosc miedzy dlugoscia odcinka y a dlugoscig odcinkax.
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12.18. Wojtek ocenil, ze wartosc &k (w zlotych) samochodu jest odwrotnie proporcjonal-

na do jego wieku x (w latach). Zapisz te zaleznosc, gdy po dwoch latach samochod
ma wartos¢ 30000 zl.

a) Oblicz cene samochodu po szesciu latach.

b) Ile lat ma samochod, jezeli kosztuje 3000 z1?

Zestaw powtorkowy

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwqg odpowiedz sposrod podanyeh,

Wykres funkeiji fokredlonej wzorem f(x)= 4 przedstawiony jest na rysunku:
X

A A A A
A Al & B, Ty oo B D 4 SR
1 \\ £ LY O o R - 30
kG = L, EHEES S L 8, 31
1 o O ,.,f"/ 1 e 2 /‘ 1 Ly
s S 4? = T 1 4% —— ID ] " 4; .I 4 ID i 4}:
B - & ! 4 ¥
s TR AT
N / TN

Dolkoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f okreslone;

; v &
wzorem postaci f(x)=—, wigc:

A. f(x)z—%, B: fi{z)~

?

/ﬁ TP S
-
il

€. flol==<, D. f(x)=

oy = |

= |

Dokonez zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

. : 1.
Wykres funkcji f okreglonej wzorem f (x)=—— nie ma punktéw wspélnych z prosta
0 rownaniu: %
A. y=-—x, B P =i, C. y=2,

D. y=-4.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

Wspolczynnik proporcjonalnosci wielkosci x 1 y, ktoérych za-  »4

leznosc¢ przedstawiona jest na wykresie, jest rowny: ﬁg | ||
A.6, B. 10, ol N ]
C. 60, D. 600. o

0 10203040506070 ¥
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5. W tabeli podane sa po dwie wartosci wielkosci zmiennych x 1 y, - ;
. : X &
ktore sg odwrotnie proporcjonalne.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh. gl -1 | el
Wzor te] proporcjonalnosci ma postac:
A x-y=1 B. x-y=2, C: Hp=3; D. x-y=4.

6. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.

Pewna prace moze wykona¢ 10 robotnikéw w ciagu 15 dni. Te sama prace plw
3 robotnikéw bedzie wykonywalo w ciagu 50 dni.

Dla 24 zolnierzy na 7-dniowy pobyt na poligonie przygotownje sie 126 kg Pl
chleba, a dla 36 zolierzy na 9-dniowy pobyt 147 kg chleba.

W czasie 0,4 sekundy glos w wodzie przebywa odlegloéé¢ rowna 574 m, plw
a w czasie 1,5 sekundy przebywa 2012 m.

7. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wiellcosciami odwrotnie proporcjonalnymi s wielkogel x 1 v okreslone zaleznoscia:
3 4 2 X 2x 3y 7 vy

A —=— B. = O —=——=, .
x ¥ v2+1 ¥ 7 2 % 5

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wielkosciami wprost proporcjonalnymi sa wielkosci x 1 y okreslone zaleznoscia:
x 8 4x 3 7T 2 5
T s M e L2, p
2 y 15 8y y X % 19

9, Pojemnosd¢ detki samochodowej jest réwna 0.08m’. a pojemnosé roboczej czesci
pompki 0,001 m3. W detce cisnienie powietrza jest rtéwne 10° Pa. Oblicz, ile ruchow
nalezy wykonac pompka, by cisnienie w detce wzrosto do wartosci 3,5- 10° Pa. W ob-
liczeniach przyjmij, Ze temperatura powietrza w detce jest rowna temperaturze otacza-
jgcego powietrza.

10. Narysuj wykres funkcii £ okresl jej dziedzine Dj 1 zbior wartosci I} gdy:

1 x, gdy —1<x<1
; —, gdy x<-1 :
DG e : LA o
x+1, gdy x=-1 x’ B & ¥
2 —1|, gdy x<2
2 w2 -1l
C) _}‘"(x’}:« %y &y . d) f(x): 9 .
| —, gdy x>2
“1, gdy x>-2 x




13. Rownania kwadratowe

Stopien uporzadkowanego rownania z jedna niewiadomg rozpoznajemy po wykladniku
potegi, w kicrej podstawag jest ta mewiadoma.
Stopniem uporzgdkowanego rownania jest najwyzszy z tych wykladnikow.
Np.: x*+5x°—1=0 —réwnanie stopnia czwartego z niewiadoma x,
237 +2y*—3y=0 —réwnanie stopnia trzeciego z niewiadoma y,

2x-(x+1)=x —réwnanie stopnia drugiego z niewiadoma x.
Cwiczenie 1. Okresl stopien réwnania:

a) v —16=0, b)2x—3=0, ) x =27 d) 2 +5x=0,
e ¥ (3x—2"}=10, Dx’'-1=0 @ ¥ —6x+5=0 h) x(x—2)=5.

Obecnie poznamy réwnania stopnia drugiego zwane réwnaniami kwadratowymi.

Definicja .

Rownanie, ktore da sie przedstawic w postaci ax™ +bx+c=0 , gdzie a =0
oraz &, b, ¢ 83 liczbami rzeczywistymi, nazywamy réwnaniem kwadratowym
(rownaniem stopnia drugiego) z niewiadomax.

Liczby @, b, ¢ nazywamy wspolczynmkami liczbowymi rownama kwadratowego.

Cwiczenie 2. Podaj wspdlczynniki liczbowe réwnania kwadratowego:
a) 2x* —6x+3=0, b) 3" +8x=0, ) —x*+9=0, d) 6x°=0, e) 2x—x* =1,

Wsrod rownan kwadratowych wyrdzniamy rownania kwadratowe zupelne 1 niezupelne.

Roéwnanie kwadratowe
a.t2+bx+c‘:ﬂ ia=0

— T—
niezupeine zupeine
b=01¢=10 hb=01¢c=0 b=201ic=10 h=01c=0
ax” =0 ax” +e=0 ax” +bhx=0 ax’ +hx+c=0

Przypomnijmy
Pierwiastkiem (rozwiazaniem) rownania nazywamy kazdg liczbe, kiora spelnia
rownanie, tzn. liczbe, po wstawieniu kicre] w miejsce niewiadome] lewa L strona
rownania jest rowna stronie prawej P.
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Cwiczenie 3. Sprawdz, ktéra z liczb: —4, -3, 0, 7 jest pierwiastkiem réwnania:
a) ¥’ —m’=0 b) ¥ +x-12=0 ¢ x(x+3)=0  d) (x+3)}(x+4)=0.
Rownania kwadratowe niezupetne

Rozwiazujac rownamnie kwadratowe niezupelne, korzystamy z jednej z dwoch podanych
nize] wlasnosci dzialan na liczbach:

1° kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nie- Tesoli e Rito.a® 50,
ujemna,

2° iloczyn dwoch liczb jest rowny 0, gdy co najmmnig; Jezeli acR, beR i a-b=0,
jedna z mich jest rowna 0. toa=0 lub b=0.

Sposoby rozwiazywania takich rownan pokazemy na przykladach.

rPrzykiad 1. Rozwiaz réwnanie 7x° =0,

Rozwiazanie
T2=0 47 Réwnanie ax® =10, gdzie a %0,
x° = 0, wiec x=0 (bo 0° = 0). ma jedno rozwigzanie rowne 0.
Odp.: x;=0. J

Cwiczenie 4, Rozwiaz réwnanie: a) —3x° =0, b) %xz = %xz, ¢) 0=5x°,

-

f Przyktad 2. Rozwiaz rtéwnanie 4x° —25=0.

2

5 xzz lub x=——.
Odp.: xL:—E, W 2 2 J

Rozwiazanie
I sposob: | II sposéb:
45 —25=0 } 4x” -25=0
korzystamy z wzori & —b* —(a—b)(a+b) | Ax2—35 /4
(2x—5}2x+5)=0  a-b—0 wredy | , 25 25 o200
i tyiko wiedy, | ¥ =5 g e
2x—5=0 lub 2x+5=0 o _
gdy 5 75 plerwiastkijemy
xzi Tub xz—i. a=0 lub b=0 | v :1’? ob.t"esfmr;y
2 2 | rownana
5
| =3
|

5

ba | L
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Cwiczenie 5. Rozwigz réwnanie:
a) 16x°—9=0 b) 3x*=-27, ©) x(x—2)=35"-2x-8

rPrzykIad 3. Uzasadnij, ze rownanie x°+4 =0 nie ma rozwigzania.

Rozwiazanie
I sposob: Il sposob:
Kwadrat kazdej liczby 1zeczy- Kwadrat kazdej liczby rzeczywiste] x jest liczbg

wistej x jest liczba nieujemna,

[
[
|
: nieujemna, wiec nie istnieje liczba, ktora pod-
I
[

tzn. x° =0, wiec x° +4 30, niesiona do kwadratu jest réwna —4.

Zatem rownanie x”~ +4= (0 nie ma rozwigzania. C.LIL. J

Cwiczenie 6. Uzasadnij, ze réwnanie:
a) 2x° +3=0, b) —x*—2=0
nie ma rozwigzania.

Uwaga
Jezeli réwnanie kwadratowe ma postaé x° = k, to gdy:

e k>0, rownanie ma dwa rozwiazania .tI:—JE, .‘I:ZZJE,bO x:iﬁ,
e k=0, rownanie ma jedno rozwigzanie x, =10, bo x:JE,

e [k < 0, roOwnanie nie ma rozwigzania.

Cwiczenie 7. Rozstrzygnij, ile rozwiazan ma réwnanie:

a) %xz +3=0, b)4-x*=0, ) 3x*=2(x—1) +4x—2.

r_Przykiad 4. Rozwiaz réwnanie 3x° +4x=0.

. . 9
Rozwiazanie Ix“+4x=0 Witqczamy wspolny czynnik x poza nawias.
x- (3x - 4) =0 m-n—0 wiedy i tylko wtedy,
x=0 lub 3x+4=0 w0 bl nl
x=—.
3

Odp.: x = —%. x5=1
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Cwiczenie 8. Rozwigz rownanie:

1 2 2 1 1
a) —5x2+3x:0, b) 3x° —5x=x"—x, C) (x—z} =4 d) ;x2+x:§x+x2.

Uwaga

Réwnanie kwadratowe postaci ax” +bx =0 , gdzie@ =01 b0,
b

ma dwa pierwiastki: x; =0, x, =——.
a

Odpowiedzi do cwiczen

1. Btoptenrdwnania:a) 2, b)1, )2, d)2, e)4, D35, @2 h)2 3.am b4, 0,3 d4d)-3 -4
1
5.a) xlz—i, xzzi, b 13=-3, %3=3, Q) 5=—2, =2

7.2)0, B2, c)l. 8 a)x=0 x=5 b)xy=0, »=2, 9dx=0, =4, dx5=0 =1

Zadania utrwalajace

13.1. Spogrdd réwnan oznaczonych cyframiod 1 do 9 wybierz te, ktore sg réwnaniami
2~ kwadratowymi, i zapisz je w postaci ax” +bx+c=0 oraz okresl, czy réwnanie jest

3 0
e
=

==

rownaniem kwadratowym mezupelnym.
1 (3-x)(3+x)=0, 2 ¥-17=130-2x", 3 5 —4x=5(x"-2)

4 15x(x—3)=4x(3-x), § (x+4) —(x-1f=17, 6 (3y-2) =8(y+1)-100,

7 y—u+2y:6+_y! 8 3(5"‘1}:(3—1}:’

4x—6)=128
p - 3 2 9 (4x+6)(4x—6)

13.2. Sprawdz, kiora z liczb -2, 2, 0 jest pierwiastkiem rownania:
a) x> —4=0, b) ¥*—2=0, ¢) ¥-x—6=0, d)3x(x+2)=0.

13.3. Napisz rownanie kwadratowe w postaci ax®+bx+c=0 i okresl, czy jest ono
niezupelne, gdy:
a) a=v2, b=1 ¢=0, b)a=-1 b=1 c=1, ¢) a=—4, b=0, c=4/3.

13.4. Pierwiastkami réwnania kwadratowego 3x% + bx+c =0 s liczby 01 2.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiaiciwg odpowiedz sposrod podanych.

Bl |
=

==

==

Wrynika z tego, ze:
A.b=01c=0, B.b=—6ic=0, C.b=-6icz20, D.bz-61ic=0.
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13.5. Rozwiaz rownanie:

a) 3x° =0
d) —2x° —8=0,

g) Sx° =99 6x°,

i) ¥ 12x= E(x—?))z,

13.6. Rozwigz rownanie:

b) x*—0=0,

e) x* —3=0,

h) (x+5)(x—5)=24
k) (x—4) =98,

¢) x* =121,

4
2

-
9 23

i) x* +169 =0,

1) (y+3F =3(2y+6)

B

a) x~ +4x=0, b) x”+8x=0, ¢) 2x°—10x=0,
]
d) x*—5x=0, e) x> =——ux, 3 —Zx=0
) ) 2 f) 4
2 3 % ¥ 2 z 4 a 3 1 2
+0,75y=0,25y, h)y —y"+9="+(y-3), )y =—y+—1y".
g) ¥ ¥ ¥ e S T3 Dgr=gers
13.7. Rozwiaz rownanie:
a) m°—18=0, b) Il 2 c) e
4 16 3 6 6
d) 0,49p% =49, e) 143> =196y, f) —v>+16=0

13.8. Doloncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
/= Liczba 3 jest pierwiastkiem réwnania;
A. x2—3:(}, B. x2+\/§x:(},

C..x> -3 =0, D. 6x2 63 =0,

Rownanie kwadratowe zupetne a wzory skroconego mnozenia

Przedstaw w postaci roznicy kwadratow wyrazenie X%+ 5x.
Rozwiazanie

Stosujemy wzor a°+2ab+ 5% = (a+ b}z,

3
dzie d=x i b=—.
& 2
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Cwiczenie 9. Przedstaw w postaci réznicy kwadratéw dwoch wyrazen sume (16znice):

. 5 1
a) 4 Tx, b) x* —8x, ) X+ S

.

W rozwigzywaniu rownan kwadratowych zupelnych postaci ax” +bx+e=0, gdy a=0,
b=0 1 ¢=0, bardzo przydatne sa wzory skroconego mnozenia: kwadrat sumy 1 roznicy
dwoch wyrazen oraz roznica kwadratow.

rPrzykiad 8. Stosujac wzor skroconego mnozenia, rozwiaz rownanie;

, 1
a) ¥’ —2x—8=0, b) —x*—2x+3=0

2
Rozwiazanie
2 e p_
a) X ;x §=0 FPrzedstawiamy rognice x2-2x w postaci
x“—2x=8§ rozZnicy kwadratow dwoch wyrazen.
2 0
3 B 2 2 12
¥ =2l P=8 2 2x+1=(x 1)
2
(x—1) -1* =8

(x_l}zzg x 1=149

x—1=3 lub x-1=-3
x=4 lub x=-2,

1 : : . :
b) _xz B0 S MnaozZymy obie strony ;Dwnama Drzez 2,
2 by ofrzymad przy x° wspdlcoynnik 1.
X" —4x+6=0
x*—2-2x+2°-2°16=0 4x=2-2x1 2> 2°=0
(x—2)" =-2. Réwnosé fabszywa, bo (x 2)° 20,
Odp.: a) x, =—2. x, =4, b) réwnanie nie ma rozwigzania. J

Cwiczenie 10. Stosujac wzor skréconego mnozenia, rozwiaz réwnanie:
a) x> +6x+5=0, b) ¥*>+8x+12=0, ¢) ¥*—14x—51=0.

Odpowiedzi do cwiczen
N2

7V 49 3 ) 1
9. a) [x+:J -= b (x—4Y -16, ©) [HEJ == 10. 8) X, =—S, X3 =—1, b) K =—6, X =—2,

A

Q) % =3, x;=17. Wekazéwka. a) (x+3) =4, b) (x+4)" =4, o (x-7)" =100
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Zadania utrwalajace
13.9. Przedstaw w postaci roznicy kwadratow dwoch wyrazen sume (rozmice):

a) x* 4 2x, b) Xt %x, ¢) x% —10x, d) X%+ 0,25x.

13.10. Rozwiaz roéwnanie:

a) (x—7) =0, b) (x—3) =32, ¢) 5(x+2) ;

2
d) [x—%j +é=0, e) 5(x—8)" =25, f) (x+2)° =12

13.11. Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowieds sposrod podanych.
- Jeden pierwiastek ma réwnanie:

A (x=3F=-2 B.2(x-3Y=0, C. (x-3=2 D (x-3)+2=0.

13.12. Rozwigz rownanie:
a) x° +16x+64=0, b) x° —14x+49=0, ¢) x* —20x+100=0,
d) x* —232x+2=0, e) ¥>+x+0,25=0, N x> —2x+0,5=0.

13.13. Stoquc wzory skroconego mnozenia, rozZwiaz rownanie:

a) x> —4x=16, b) x* +8x=20 ¢) x* +6x=-3,
2 5 3 2 3
d) x“+x=2, €) x"—Sx=— ) x"—Tx=3-
4 4

g) x> +3x=4, h) x* +9x-:9 i) xz—ix:%

13.14. Rozwiaz rownanie:

a) x> —2x—35=0 b) x* +18x—144=0, ¢) x> —6x-16=0,

d) x>+ 23x—6=0, e) X —4f2x—1=0, N x —J_x— =4

13.15. Rozwigz rownanie:
a) 3x° +5x=2, b) 5x° +9x=2 ¢y 4x” —12x =7,

d) 4x* +2x = -
4’

e) 3x°—1,8x=2,73, f) 5x° —20x=8,8.
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Wyréznik rownania kwadratowego i liczba jego pierwiastkow

r Przyktad 6. Wykaz, ze réwnanie kwadratowe a4+ bx4e=0 gdzie g = 0, mozna przed-

., . [ b ]2 b* —4ac
stawic w postacl | x+— | =————.
2a 4q?
Rozwiazanie
2 . | bV b%—4ac
Z (zaloienie): ax” +bx+c=01 a=0, | T (feza): Xt—| = 5
Z 4a
Dowod ax” +bx+te=0 /:a a#0
P 0, skad e
a 2 2 & WiraZenie %+ —x rozZszerzamy
,—1—. S o 2 _— do postaci [x+ ij .
3 I 24
x“+ —x+ =] =——
a . a
2 2
2a 2a 2a a
2 2
b b
I+ _] > B E ;i 4_a 4_1'.’3 =1
2a At a 4a 4a
[ b jz b —4ac
Btk S—— C.H.W.
Za 4a J
Uwaga
o Kazde téwnanie kwadratowe ax> + bx+ ¢ =0 mozna przedstawic
. [ b )z B* — dac
W postact | x+— =t - -
2a da

e Liczbe b —dac nazywary wyroznikiem rownania kwadratowego 1 oznaczamy
A (czytaj: delta), czyli A =5* —dac.

Cwiczenie 11. Oblicz wyréznik A réwnania kwadratowego:

1,
a) 2x° —x—1=0, b)—x" —10x+11=0, €) —x" +3x—6=0, d) 25x° +1=0.

Liczba pierwiastkow rownania kwadratowego zalezy od tego, czy wyroznik delta (A) jest
liczba dodatnia, ujemng czy tez rowna zero. Jak myslisz, dlaczego?
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Cwiczenie 12. Uzasadnij, ze liczba pierwiastkéw rownania kwadratowego
ax” +bx+c=0 zalezy od znaku wyrdznika A = b —4ac.

Twierdzenie

Jezeli w réwnaniu ax” + bx +c =0, gdzie a#0:
1

A < 0, to rOwnanie nme ma pierwiastkow,

2 A=0 toliczba x, = —2— jest pierwiastikiem rownania,
t

3 A>0 toliczby xlzﬂ 1

_-b-JA

5 sa pierwiastkami rownania.
a

Dowod:

Réwnanie kwadratowe ax” + bx +c =0 zapisujemy w postaci [

+b]2 A
FF—| =
2a
gdzie A=b*—4ac oraz 4a2>0,gdy a#0.

7 <0, wiec rownanie kwadratowe nie ma rozwiazania,
4

2 2
2 A=0, wtedy [x+i] :i, czyli (x+i] =0,
4a* 2

1 a

1 A<0 wtedy

+ (0, wiec 5
X — =\, X =——,
24 =,
BY: A A NJA JA A
— | =—= = = =+
3 A>0 wtedy [JH aj o 42 JaaZ 2]a]  2a
b A
Et—=0
2a 4a”
b A b JA
== T b k=T
2a 2 2a 2a
b A b A
x=————— lub x=——+— wigc
2a & 2a 2a
—b—A
X = ’
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Posta¢ réwnania ax® +bhx+e=0, gdzie a=01i A=5*—dac
Znak (wartogc)
e A>10 A=10 A<
wyroznika A
] b y _ —b+A . __ b nie mic
Pierwiastki e 27 a4 0 24 rozwiqzarida
rownania e 1o
dwea pierwiastki x i = ot ) g SR
pierwiastek x, | pierwiastkow

( Przyktad 7. Oblicz wyrdznik A i rozwigz réwnanie:
a) 3x* —x—4=0, b)4x’-4x+1=0 ) 2x* +x+8=0.
Rozwiazanie
a) 3’ —x—-4=0
(a=3 b=-1, c=-4)

b) 4x*—4x+1=0
(a=4, b=—4, c=1)
A=bB —4ac=(-1)" —4-3-(—4)=49 A=b —dac=(-4)Y -4-4-1=0

|
|
|
|
A>0, wiec JA=A0=7 : A=0
|
|
|

S-H—7 -8 —(-4) 1
73 6 2:4 12
{1« o =il
Xy = ( ] =E=ﬂ- AD:E.
2.3 6 3
¢) 2x°+x+8=0 (a=2 b=l ¢=8)
A=bF —4dac=1"-4.2.8=1-64=_63. A<0

- 1 . o o
Odp.:a) x=-1, x, = > b) x= o ¢) rownanie ne ma pierwiastkow, bo A <0,

J

Cwiczenie 13. Oblicz wyréznik A i rozwiaz réwnanie:

) ]. 5
a) 2x°—20x=22, b)3x —x+1=0, ©) gx”—?_r+8=0.

Cwiczenie 14. Rozwiaz réwnanie:
a) (x—5)(x—=3)=0, b) x(x—5)=2x-10, © (x—3) =8—4x.

Odpowiedzi do &wiczen
b2 —dac
4a*
nik 4a* jest zawsze liczbg dodatnig, wiee znak tego utamlbea zalery tyllo od znaku licznilks, czyli wyrdinila bE — dac

11.a) A=9, b) A=144, ) A=-3, dy A=-100 12, Wekazdwia, Zauwaz, ze w utarmlal AW -

13.a) 5 =-1, 2, =11 b)niemarozmwigzania, c) x;=8 14.a) =3, =5 by =2, x=5 O xy=1
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Zadania utrwalajace

13.16. Oblicz wyroznik A rownania kwadratowego1 okregl, czy to rOwnanie ma rozwigzarie.

a) x> —x—1=0, b) 3x° —2x+1=0, €) x> +f8x+2=0,
d) 6x° —13x+6=10, e) x* —3x—10=0, ) x*—5x+6=0.

13.17. Okresl liczbe pierwiastkow rownania;

a) ¥ —mx+2=0, b) x2—3x+ﬁ:0, ¢) 2. x*42°%. x41=0,
d)y V3x* —JEx+42=0, e) (logy5)-x" —x+logy 1=0 1) 0x* —Bx+=0.

13.18. Rozwiaz rownanie:
a) g ¥ b) 14x g = 0, C) x' —2x= —1,

d) x> —6x=—-10, e) 16=10x—x", ) 0,4x” +1,2x =4,

13.19. Rozwigz rownarnie:

a) y2—2y+l=£, b) ¥*-0,2y+0,03=0,02 <) 5x2_4:z(x2_:z],
d) 15,r(x—3}:4x(3—x}, e) x(x2+4}:x(x4—8)+8x’
0 (x+4F +(x-1 =17, @) (2x—1) + (4x+1)(4x —1) = 4x(1-2x),

hy 2x(x—3)—(x+1)(x+2)=(2x-3), 1) 6-(1—x)" =(2x -3y —(3x+2)"

13.20. Okresl, czy rownanie kwadratowe jest zupelne, czy mezupelne, 1 je Tozwigz.

a) 5x% =10, b) (x—2) =4 ¢) (y+ ?)2:13,
d) x*+2x=8, e) Sx(x+2)=0,
1N 47 1 x+1¥ [(x—2Y
o(r-3) =53) o (5] (57
2 2 2
h) ["' ;] +2x? =2, i) [%x—ﬁ] =%x— 542

13.21. Dokorncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiede sposrod podanych.

“ = Wyréznik A réwnania 42 -x* -6 - x+ 3 =0 jest réwny:

A. V6436, B. 6436, C. 624, D. —3+6.
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Przyktady zadan prowadzacych do rozwiazywania
rownan kwadratowych

r—PrzykIad 8. Suma kwadratéw dwoch kolejnych liczb naturalnych jest rowna 3281.
Jakie to liczby?
Rozwiazanie Oznaczamy: n, n+1 —dwie kolejne liczby naturalne.
Wtedy: n* —kwadrat liczby naturalnej n,
(n+ 1}2 — kwadrat liczby naturalnej n+ 1,
n* +(n+1) —sumakwadratow dwéch kolejnych liczb naturalnych.
n’+(n+1) =3281, wiec
e +n—1640=0, skad
A=6561, n =—42, n,=40.
Jezell n=40to n+1=41.

Liczba 42 nie spetnia warunkow zadania,
bo nie jest liczbg naturalng.

Odp.: Liczby naturalne spelmajace warunki zadama to 40141. J

Cwiczene 15, Suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych jest réwna 509.
Jakie to liczby?

Cwiczene 16. Suma polowy liczby x i jej kwadratu jest réwna zero. Wyznacz te liczbe.

( Przyktad 9. Cialo swobodnie spadajace z wysokosci s przebywa droge, ktorej wartosé

obliczamy z wzoru si= %grz, gdzie toznacza czas spadaniaw sekundachi g =10 E;
8

Nie uwzgledniajgc oporu powietrza, oblicz czas spadamakamiema z wysokosci 180 m.

Rozwiazanie Dane: h=180m, g=10=,  oblicgyé: 1, gdzie t>0.
3

I T _1 a2

h_zgr, wiec 18(}_2 10-¢
180=51> /:5
36 =t

t=6 lub t=-6.
Z zalozemna ¢ > 0, wiec 1 =6.

Odp.: Czas spadania kamienia jest rowny 6 sekund. J
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Cwiczenie 17. Samochdd o masie (m) réwnej 800 kg ruszyl ze skizyzowania.
Oblicz. jaka predkos¢ uzyskat samochod w chwili, gdy jego energia kinetyczna ( £, )
mu’

g

it

byla rowna 80 0001. Wskazowka. E, =

f Przyktad 10. Pole prostokata jest réwne 176 cm?. Diugosci
bokow prostokata zapisano w postaci wyrazer algebraicznych.
Oblicz dlugosci bokow prostokata.

< —>

Rozwiazanie «2(x+3) >

Dane: P=176 cm”, I obliczyé: x— dlugos¢ boku prostokata (x >0 ),
| 2(x+3) —dlugos¢ drgiego boku prostokata.

P=x-2(x+3) i P=176, wiec
x-2(x+3)=176
2x° +6x =176 /:2
x*+3x=88 [:::JrEjE:E

2 4
% =-11, x=8

11<0
Z zalozenia x > 0, wiec x=8 i 2(8+3)=22.
Odp.: Dlugosci bokow prostokata to 8 em 1 22 cm. J
Cwiczenie 18. Pole itréjkata prostokatnego jest téwne 60 cm?. l
Dlugosci przyprostokatnych zapisano w postaci wyrazen alge- l
braicznych, jak na rysunku. Oblicz dlugosci przyprostokatnych .
tréjkata. «— x+2 —»
R rPrzykIad 11. Rozwiaz réwnanie: a) ‘xz —2.::‘ =1 b) x"—9x+4/=0.
Rozwiazanie
a) ‘xz —2.:." _ 1, Wil;t: Jeglhi a=0 1 |x| =4,
o x= a b x=a
¥ —2x=-1 Tlub ¥ —2x=1
¥ —2x+1=0 lub X —2x—1=0 A=8 JA=242.

(x—1¥=0 lub  x=1-42 Iub x=1++2
R x—1=0
Odp.: 3 =1-v2, x, =1, %, =1+2.
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. _ x+4, gdy x=—4
b) x*—9x+4/=0 i |x+4|= .
—(x+4}), gdy x<—4
Rownanie x”—9|x+4|=0 przyjmuje postaé
¥ —9x—36=0, gdy x>—4 lub x*+9x+36=0 gdy x<4
A=225 JA=15 A=—63
x=-3 lub x=12 rOWRaRie nie ma rozwigzania.
3>-4 i 12>—4, wiec x=-3 lub x,=12.

BQdp: x5 ==3.3 =12 J

Cwiczenie 19. Rozwigz réwnanie: a) ‘xz —4‘ =4, b) ¥’ —7|x+12=0
Odpowiedz | do <wiczen
1512, 13, 14 Wskazdwka. Oznacz n-1,1, n+1 —trzy kolejne liczhy naturalne
. |
16 —% b0, 17 v=10Z 2 coyli =142 18 10 ami12em Wekazdwka. = {J;z):sn_ .
& &

19.2) 5 =-242, 5, =0, 5, =242, b) x;=—4, x,=-3, x;=3, x,=4 !

Zadania utrwalajace

13.22. lloczyn dwoch liczb jest rowny 24. Wiedzac, ze jedna z liczb jest o 2 wieksza
od drugiej, znajdZ te liczby.

13.23. Oblicz dihugosci bokow trojkata prostokatnego, wiedzac, ze sa one kolejnymi:
a) liczbami naturalnymi,
b) parzystymi liczbami naturalnymi.

13.24. Plac zabaw dla dzieci maksztalt prostokata o polu 180 m?. Jeden z bokéw placu jest
0 3 m krotszy od drugiego. Oblicz wymiary placu zabaw.

13.25. Z dzialki w ksztalcie kwadratu rolnik odsprzedal gmi- ——
nie pas ziemi na droge. Jakie byly pierwotme wymiary
dzialki, jezeli po sprzedazy pozostalo mu 96 arow #
ziemi? 4m]| dmoga |

13.26. Pole trapezu réwnoramiennego jest réwne 220 cm?,

iy . . e
Podstawy trapezu 1jego wysokosc opisano w postaci wy-
razen algebraicznych, jak na rysunku. Oblicz dihugosci x+2

bokow trapezu. : Ix+6
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13.27. Boki dwoch kwadratéw réznig sie o 2, a sumaich pdl jest rowna 10. Oblicz dlugosci
bokow tych kwadratow.

13.28. Pole rombu jest réwne 600 cm?, a diugosci jego przekatnych réznig sie o 10 cm.
Oblicz dlugosci przekatnych 1 obwod tego rombu.

13.29. Pole wielokata przedstawionego na rysunku jest

rowne 99. Oblicz jego obwod.

13.30. Spadajacy kamien o masie 3 kg w chwili uderzenia o ziemie mial energie kinetyczna
o wartosci rownej 24 J. 7 jaka predkoscig kamien nderzyl o ziemie?

13.31. Jeden prostokat ma wymiary 5 cm x 8 cm. Drugi prostokat ma boki odpowiednio
diuzsze od bokdéw pierwszego prostokata o te sama liczbe centymetrow. Wiedzac, ze
roznica pal tych prostokatéw jest réwna 30 cm?, oblicz wymiary drugiego prostokata

R 13.32. Rozwigz rownanie:

a) x2+3x—l‘—1:0, b) x2+?.:3|x|, ) (.1:—2)-|x—3‘:[],
d) (x—1)-|x+2|=10, e) |x|-x—4x=0, f) > —6x—8=8
¥+1 13 ¥ +6 ¥ —10
i ==X h :-. i :3_

fR Suma i lloczyn pierwiastkow rownania kwadratowego

r Przyktad 12. Czy istnieje para liczb calkowitych x; 1 x, spelniajgca warunki:
Xy My=dS Ay =20
Rozwigzanie Liczbe —15 mozna zapisac w postaci iloczynu dwoch roznych liczb calko-
witych x 1 x;:

______________

n x N X A S : N Xy
newm o= (115 b 1-(-195) e'ubg (-3)-5 ;Iub 3-(=5)
\/ Wi\ L\
Nty = 14 -14 . @20 | 2

______________

Odp.: Warunki zadania spelnia paraliczb -3 15, bo —3-5=-15 oraz -3+5=2, J

Cwiczenie 20. Oblicz w pamieci liczby x, i x, wiedzac, ze:
R Q)X +x=31 % -x=2 b) % +x="1 1 % 2=10
Ox+x=21%:x=2S8 dx+x=-"51x x=4
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r Przyktad 13. Sprawdz, czy rownanie ma pierwiastki. Jezeli tak, oblicz ich sume iiloczyn. R
a) x* —5x+6=0, b)x*—x—-1=0, ¢ x*—2x+1=0.

Rozwiazanie
a) x> —5x+6=0, Ib} x> —x—1=0, ic) ¥ =2x+1=0
A=25-24=1 JA=1 | A=1+4=5 JA=\5 | (x—1]=0
= 5 - : T
xlzﬁ,}l:l -”zzh:1=3 | xlzl J‘Si x2—1+J§ | (x—l](.:,—l}:[)
-~ Z | 2 2 | = =
x—1=0 lub x—1=0
¥ % =5, | m#m=l | xp=1 b ag=1
Ky X5e=0; | — 2 | B
b 1-(+5) X4x,=14+1=2
| X Xy = =—], | = B
[ 4 I X x=% =1L J

Cwiczenie 21. Sprawdz, czy rownanie ma pierwiastki. Jezeli tak, oblicz ich sume1iiloczyn.
a) x** —12x+35=0, Db)2x%+x+7=0 ) 2x +x=0.

Twierdzenie

Liczby x, i x, sg pierwiastkami rownania kwadratowego ax” +bx +c= 0 wiedy

1 tylko wtedy, gdy: x, + x, = =L 1.3 =06, =
a

a

Powyzsze zwiazki nazywamy wzorami Viéte a.

Udowodnimy twierdzenie proste: , Jezeli liczby x, 1 x, sg pierwiastkami rownama kwa-

5 =
dratowego ax” +bx+c=01to x +x,=—1 x X, =£“_
a a
. b . :
Z (zalojenie): a#0 1 A=0, | Flea) x+x,=—— 1% %= <
—b-A . b+ JA | @
¥ 20 = ° 2a |
. b-A -biJA —b-JA-b+JA 2B b
Dowod: x,+ x, = o = - S
2a 2a 2a 2a a
2 2
—b—A —b+JA (_b)u_(ﬂ] BP—A B> —b*+dac ¢
XX = : = ’y = — = = =— CMNH.
2a 2a 4a” 4a” 4q a

Udowodnimy twierdzenie odwrotne: ., Jezeli liczby x, 1 x, spelniajg warunki

_h E

X + x, = 1x-x=—,gdy a=0,toliczby x, 1 x, s3 pierwiastkami roéwnania

kwadratowego ax’ +bx+c=0, czylize ax; +bx, +c=0 oraz ax; +bx, +c=0". R
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R Deowod:
:.1:1+.1:2:—E, skad xzz—xl—é 1 xlz—xz—é.
a a a
& ( bj c | [ b ¢
X, - X%, =—, WigC x| == = | —xz——J-xzz—
a a/ a a a
. | .
—xf—é-xl—i:() /(-a) | =% —E-lz—i:(:l /-(—a)
a a a a
ax. +bx, +c=0 i ax)+bx,+c=0. eted

Cwiczenie 22. Oblicz sume i iloczyn pierwiastkéw (o ile istnieja) réwnania;
a) x° —2x—8J3=0, b)x*—x+1=0 )2y —Ty+3=0.

Jezeli réwnanie kwadratowe ma postaé x* + bx + ¢ = 0 i mapierwiastki calkowite, mozemy
te pierwiastki szybko obliczy¢, korzystajac z wzorow Viete’a.
Na przyklad: x” +15x+44 =0, gdzie b=15 i c=44, czyli x -x, =44 i x, +x, =—15.

Pierwszy krok Drugi krok | Trzeci krok
adgadujemy czyrniia tloczy . 44 | airesiamy znala prerwiastiow talk,
tak, by ich suma lub roZnica | by zeadzata sie ich suma

byta réwna |-15|

|
| |
44 . | -as 4 |4 1| s |If 44 |4 - s
T

Cwiczenie 23. Skorzystaj z wzoréw Viéte’a i oblicz w pamieci pierwiastki réwnarmia
kwadratowego: a) x° —12x+35=0, b) x* +4x—12=0, ) ¥ +2x—-15=0.

rPrzyklad 14. Sprawd?, czy réwnanie x° ++2x—3=0 ma pierwiastki x, i x,. Jesli tak,
to oblicz:
Q) ki bk e, GF4E @ i+L gdy x, 20 1 x, 0.
M. X3
Rozwiazanie
¥ 142y —-3=0, A=(vZ) -4-1.(-3)=14

A >0, wiec rownanie ma
dwa pierwiast

Stosujac wzory Viéte ‘a, obliczamy:

~2__5

a) X +x, =
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b) x %, = _T3=—3, R

2 2
&) 49 = +2 }2 —2x -, = (—-\E) —2(—3} =8 a' +b —(a+b) ~2ab
N i —2 2 o gL
d —+—= =+ = = = : X XX, Xy XX,

Odp.: a) x1+x2=—-\5, b) x - x,=-3 ¢ xf+x22=8, d) l+l:£_
x x 3 J

Cwiczenie 24, Liczby x =0 1 x, # 0 s3 pierwiastkami rownamnia:

a) ¥ —B3x-1=0 b) #-2x-V2=0, ¢ ¥ -(1-V2}x-2-1=0.

. 2 ) X X
Oblicz: 1 x"+x,°, 2 21—
ol

r Przyktad 15. Nie obliczajac pierwiastkow réwnania kwadratowego, okresl ich znaki.
a) 2x*—5x—4=0, b) 2x*+8x-3=0
Rozwiazanie Niech x, 1 x, beda pierwiastkami rownania.
a) 2x°—5x—4=0, A=57.
Okreslamy znak iloczynu x, -x,

4 | LS gy RO
.rl-x2:?:—2, wigc x -x, <0 8 x >0 y x, <0

X%y <0 wiedv i tvifo wiedy,

Zatem liczby x; 1 x, majarozne znaki (jedna z liczb jest dodatnia, a druga ujemna).
b) —2x°+8x—3=0, A=40

Okreslamy znak iloczynu pierwiastkow %%, > 0 weedy i tylko wiedy,
-3 3 . xl:}{}fb x <0
H =g wigc x -x, >0. gdy i O T
Zatem liczby x, 1 x, majqg ten sam znak (obie 83 dodatnie lub obie sg ujemne).
-b -8 .
Okreslamy znak sumy x +x,; X, +X, =—= o 4, wige x, +x, >0
a t 2

Poniewaz xx, >01x+x,>0tox >01x >0

Odp.: Pierwiastki roOwnania 83 liczbami: a) o roznych znakach, b) dodatnimi. J

Cwiczenie 25, Nie obliczajac pierwiastkow réwnania kwadratowego, okresl ich znaki. R
a) x> —17x+2=0, b) 322 +x+2J7=0.
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R Rownanie kwadratowe ax2+bx+c:l},wktérym a#01A>0,
ma dwa pierwiastki x; 1 x,:
roinych znakow, jednakowych i .
) dodatnie, gdy: ujemne, gdy:
gdy: znakow, gdy:
X%, »0 X X, >0
xl'x-|<(} xl'xq>0 - -
: - X +x,>0 X+ x, <0
Odpowiedzi do cwiczen
20.a) 112, B)21i5, 41-2, d)—-114 21 a)Tak 12135 b)me, o tak, —%10.
W2 W2

22.2) x+X; =2, X+ %; =—84f3, b) rownanie niema pierwiastkéw, ¢) x+x; = L Mg =——

2

23.8)715, b)—6i2, 513 24a) 15, 2 —f3, b) 1 4422, 2 2, a0 135, 2 3-232.

25. Plerwiastkl réwnania sg liczbami: a) dodatnimi,  b) o rédznych znakach

Zadania utrwalajace

13.33. Skorzystaj z wzorow Viéte’ai oblicz w pamieci pierwiastki réwnania kwadratowego:

a) x* +4x—5=0, b) x° —13x—14=0, ¢) ¥’ —7x+12=0.

13.34. Sprawdz, czy rownanie ma pierwiastki.
a) ¥ —x—6=0, b) x* +2x—35=0, c) x> +7x—78=0,
d) x* —6x—27=0, e) ¥ +12x+35=0, ) —x* +15x+100=0.
Jesli tak, to zastosuj wzory Viéte’a i oblicz wartosci wyrazen:
Ay = Xy

2 2
l .x.]_ + .tg s 2 .rl < XQ.. 3 E\Y]—.x.z = (.rl + .xg ), 4 - v M 5 .x.]_ + .x.g -
172

13.35. Nie obliczajac pierwiastkow rownania, okresl ich znaki.
a) 3x2 +13x—10=0, b) —2x> +x—47 =0, ¢) 63> —12x+ 7 =0.

13.36. Pierwiastkami rownania x° + bx + ¢ = 0 saliczby x, i x,. Oblicz wspélezynniki b1 c,

gdy:
a) x;=31x+x=3, b) x; =2 1 x; 1% =8,
x=——1ix+x=-15 d) x, =081 x -x, =4

Q e) v, =—5 1 x+x=-73 Dx=91x x=-063
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13.37. Pierwiastkami réwnania x* + bx+ ¢ =0 saliczby x; i x,. Wyraz za pomocg wspol- R

czynmkow b 1 ¢ wartosc wyrazenia:
2 2
X + X , a 2 ] X 4+x
) b) (x,—5) +(x,—5), ¢) (x—x,), d) =—2=

x]_'xz x]. ) 2

13.38. Utéz rownanie kwadratowe postaci x° +bx+c = 0, ktérego pierwiastkami s
liczby x 1 x,, gdy:

a)xlzlwfgixgzh?\fg, b)xlzﬂixgzm,

: 2—-43 2443
€) x, =—3—+f5 i x, =—3+4/5. d) x, = 3 ix, = 2"/_,
e) x, =910 i x, =10, ) x =log4 i x,=10g0,25.

13.39. Uzasadnij, ze jesli réwnanie x* +bx+c =0 ma dwa pierwiastki x, 1 x, takie, ze:

B ) =0 ¥ gl eBifod b) x,=01ix,>0 to c=01 b<0.

13.40. Uzasadnij, ze jesli pierwiastkami réwnania x” + bx+c=0 sg liczby x, i x,,

Rl_ to xf +x§ b —4b’c+ 27 R

Rownania kwadratowe z parametrem

r Przyktad 16, Dla jakich wartodci parametru m réwnanie x° — 2+ 5m° —12m =0 Q
ma jeden pierwiastek? |

Rozwiazanie Rownanie x* —2mx +5m  —12m =0 mapostaé réwnania ax* + bx+ c= 0,
gdzie a=1 b=—2m, c=5m" —12m.
Réwnanie kwadratowe ma jeden pierwiastek, gdy A=0.
(—2:}1)2—4-(:?;”3 - I_Em):(] A=0
4m* —4-(5m” —12m}=0 /:4
m° —5m° +12m=0
m>—3m=0
m (m — 3} =
m=0 lub m=3. a-b—0 wiedy i tylko wiedy, gdy a=0 lub 5=0

Odp.: Réwnanie x~ —2mx + 5m° —12m =0 majeden pierwiastek, gdy m=0 lub m= 3_.J

Cwiczenie 26. Dla jakich wartogci parametru m réwnanie x° + mx+ m +3 = 0 majeden R
pierwiastek?
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“R ( Przyktad 17. Oblicz wartosci parametru m, dla kiérych réwnanie kwadratowe
(m+2)x* —4mx+4m—1=0 ma dwa pierwiastki zeczywiste.

Rozwiazanie Rownanie ax” +bx+ ¢ = (0 ma dwa pierwiastki zeczywiste, jesli spelniony

jest nldad warunkow { a% 0_ a#0, bo rownanie jest rownaniem kwadratowym,
LA >0 A =0, bo rownanie ma dwa pierwiastii
Réwnanie (m-+2)x* —4mx+4m—1=0 ma posta¢ réwnania ax”+bx+c=0, gdzie
a=m~+2, b=—4m, c=4m—1 1ispelnia warunki zadania, gdy:
m+2z0
3 , skad
(—4m} —4(m+2}(4m—1)> 0
3 i . P
mz—2 -2 - 2 1 m
mz—2 _ 7
{_? 8m+8>0 czyli - g : odpowiedz odczytujemy z rysunku
7

3
Odp.: me(—o0;—2) u[—z; %}

Cwiczenie 27. Dlajakich wartoéci parametru m rownanie kwadratowe

m’x® +(m—3)x+ i: () nie ma rozwiazania?

r Przyktad 18. Dla jakich wartosci parametrn m réwnanie x*+3x+2m—1=0 ma dwa
pierwiastki ujemne?
Rozwiazanie Réwnanie kwadratowe x° +3x+2m—1=0 ma dwa pierwiastki ujemne,

1 [A>0 A >0, bo réwnanie ma dwa
jesli spelniony jest uklad warunkow: 2 <x-x,>0. plerwiastil

3 X +x, <0 x>0 543, <0 bo pier-
Wiastkl rownania sq uienne

1 A>0, gdy | 2 x x>0, gdy | 3 x+x <0 gdy 3<0
2
3 -4-1-(2m-1)>0 L 2m-1s0 Nieréwnosé —3 <0 jest
0 8m+4>0 | 1 | |
13 | L | spelniona, gdy me R.
m<—. | - |
13 | 1 13
1 m<— 1 2 m>—1 3 meR. —EmE
8 2 2 B
0 2
Q Zbiory 1, 21 3 zaznaczamynaiwsilh:z- . l.—1—:;)'_.2_]';’;;
bowej 1 odczytujemy wynik: me[?; E‘] 2 8
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Cwiczenie 28, Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie x° —4x +1— 3m=0 ma dwa R
plerwiastki dodatnie?

( Przyktad 19, Okresl liczbe pierwiastkow réwnamia (m—1)x° —2mx+m=0 w zalez-
nosci od wartosci parametru m.
Rozwiazanie
Réwnanie @ (m— 1)1‘2 —2mx+m=0 maposta¢ ax’+bx+c=0,
gdzie a=m—1, b=-—2m, c=m.
Rozpatrujemy dwa przypadki: 1 =0 oraz 2 a=0.

1 Jegli a=0, to m=1 Réwnanie & jest wiedy rownaniem liniowym —2x-+1=0

; ; : ; 1
i ma jedno rozwigzanie x, = e

i

2 Jeslia#0, to m# 1. Rownanie @ jest wtedy roéwnaniem kwadratowym o wyroz-
nikn A=(—2mY) —4(m—1)}m, czyli A=4m.
Rownanie kwadratowe:

az0 [m;tl

, gd , czyli 0;
gl PO g e W

* ma zero pierwiastkow, gdy {

o ) ) az0 m=1 ]
e ma jeden pierwiastek, gdy {A o gdy {4 5’ czyli m=10;
= m

. _ az0 m=1 :
e ma dwa pierwiastki, gdy {A o gdy {4 e czyli me (0,1} (L+o0).
> I

Podsumowujemy nasze rozwazania i podajemy odpowiedz.
Odp.: Réwnanie (m—1)x" —2mx+m=0 ma: 0 pierwiastkow, gdy m<0;

1 pierwiastek, gdy m=11lub m=0; 2 pierwiastki, gdy me(0;1) (L +). J

Cwiczenie 29. Okresl liczbe pierwiastkéw réwnania mx® —(2m + 1) x +m =0 w zalez-
nosci od wartosci parametru m.

Odpowiedzi do cwiczen

’1|
26, my=—2, m==6 27. m> ;— 2B. me [—l;%}

;t}]um;+m) R

s |

29, 0 pierwiastkdw, gdy m <—%‘, 1 pierwiastel, gdy m =—% lub =0, 2 plerwiastlki, gdy m e [—
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Q Zadania utrwalajgce

13.41. Dla jakich wartosci parametru m rownanie kwadratowe:
a) 2x2—5x—|—(m—1}:(}, b) x2—4(m+2)x—|—4mz:0, c) mx’ —4x+2=0

ma jeden pierwiastek?

13.42. Oblicz wartosci parametru m, dla kiorych rownanie kwadratowe
dmx” —(2m—1}x+0,25m =0 nie ma rozwigzania.

13.43. Oblicz wartosci parametru m, dlaktorychrownanie kwadratowe (m—2)x” +x—4=0

ma dwa pierwiastki.

13.44. Oblicz wartosci parametru m, dla kiorych rownanie ma dwa pierwiastki o roznych
znakach.

a) x*—4x+5-2m=0, b) x* —3x+m+1=0.

13.45. Oblicz wartosci parametru m, dla ktérych rownanie:
a) x° —8x—m=0 ma dwa pierwiastki dodatnie,
b) 2x* + x+4— 6m =0 ma dwa pierwiastki ujemne.
13.46. W réwnaniu x> + mx+ m—1=0 z niewiadoma x, m jest parametrem takim, Zze me Z.
a) Rozwiaz rOwnanie.
b) Okresl, dlajakich wartosci parametru m pierwiastki réwnania sg liczbami catkowi-
tymmi.

13.47. W zaleznosci od wartoscl parametru /m okresl liczbe pierwiastkow rownania:

a) 2mx2+(2m+1}x+%m:(}, b) %mg—(;n—2)x+m:(},
) (m+ 1)x2 +(2m+1)x+m—2=0, d) (m—?:)x2 —(2m—3)x+m+3=0,
Q e) m2+mx+%m—2=0, f)%(m—Z}xz—(m—l}x+m—2=(}.
= Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Liczba 2 jest pierwiastkiem rownama:

A x*-2=0, B. 4x* —4x+1=0 C. x*—4x+4=0, D. x*+4=0.
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2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
R éwnaniem kwadratowym zupelnym jest rownanie:
A, (x-3)(x+3)=0, B. 2x(x—1}=x(x-1),

C. 2(x"+1)=-3(x"+1), D. (x—3) =0.

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Tylko jeden pierwiastek ma rownanie:
A 2x°+32=0, B.x =4 C. x*—10x+25=0, D. x*-25=0.

4, Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Wyrdznik Aréwnania x* —2-10*x+10° =0 jest rowny:
A. 4-10*-4.10°, B.-2-10%, C. 2:10*-4.10°, D. 0.

S. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Tylko jedno rozwiazanie ma réwnanie x° —x+c =0, gdy:

A, e=0 B.c:l, C.c:l, D e=1
4 2

6. Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz F, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F— jesli jest falszywe.

Jezeli x*>=9,to (x+1)° moze si¢ réwnaé 4. P|F

Jezeli (x+1)°—4=0 to x°—4=-3 lub x*—4=5. P|F

7. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Réwnanie ax” +2x+3 =0 ma dwa pierwiastki, gdy:
6 5 - 3

A a=—, B. a=—, C. a=—, D. a=—.
12 12 | 12

8. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb parzystych jest towna 1636. Czy podana za-
D [leznosc opisuje réwnanie (2n —2)2 +(2n— 1)2 + (2n)2 = 16367

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.

T | Tak, _ | A. | Kkolejne liczby parzyste to: 2n—2, Zn—1, 2n
poniewaz -—
N | Nie, B. | kolejne liczby parzyste to: 2n—4, 2rn—2, 2n.

9. Rozwigz rownanie:
a) [¢* —5x+6|=0, b) x*—4x+[x—34+3=0, ¢ x[4-4=3



14. Funkcja kwadratowa

Definicja

Funkcje fokreslong wzorem f(x)=ax® +bhx+c, gdzie a, b, ¢ sq liczbami rzeczy-
wistymi i @ # 0, nazywamy funkcja kwadratowa lub tréjmianem kwadratowym.

o Wzor f (1) —ax’ +bx+c nazywamy postacia ogélna funkcji kwadratowej.

e Wykresem funkcji kwadratowe] jest kizywa zwana parabola o rownaniu
y=ax*+bx+ec.

* Dziedzing funkcji kwadratowej jest zbidr liczb rzeczywistych, czyli D, = R.

Przyldady funkcji kwadratowych:
1 f(x:]: 2%, wiec a=2, b=0, ¢=0,

2 f(xJ: xz—f.r-l—é'l, wiec a:%, h=—2 =4,

lod | =

Cwiczenie 1. Sposréd wzordw funkcji oznaczonych cyframi od 1 do 8 wybierz te,
ktore sg funkcjami kwadratowymi, a nastepme okresl ich wspolczynniki liczbowe.
: , o 1 2
D Flx)=2 2 f(x)=-3x" 3 f(x)zix—-’l, 4 fix)=(x-2),
. : 1
5 f (x] :x(x—l), 6 f(x) =x-5* 8 f(x):—_—xz, 8 f(.l} = x(l—x}.

X

Cwiczenie 2. Podaj przyklad wzorn funkeji kwadratowej postaci f(x)=ax® +bx+e,
gdy: a) b=0, a#0, ¢20, Db)ec=0, a#0, b0, a0 b=0, ¢=0.
Wykres i wiasnosci funkcji kwadratowej f(x)=ax’

Badanie wlasnosci funkcji kwadratowe] 1 szkicowanie je| wykresu rozpoczynamy od przy-
Idadoéw najprostszych.

rPrzyklad 1. Funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem:
1 f(x) —x% 2 _f(x) —_x%
a) Podaj wartosc wspolczynnika « 1 sporzadz tabele wartosci funkceji dla kilku argu-
mentow.
b) Naszkicuj wykres funkcji.
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Rozwiazanie

1 a f(x‘}:xz,wi@c a=1 : 2 a) f(x:]:—xz, wiec a=—1

1 1 | 1| |1

. - i, ) - = =T beams i
X 2| =1 3 0 > 11 2 : X 2 1-1 2 ] > 12

- 1 1 | e 1 1
=i - - y==x 4| |-=|o|-=|a |«

y=x |4 |1 i D 7 114 | ~ :

A A A A l y

: I

Zawwazamy, ze f(-2)=£(2), f(=1)=£(1) f[—%}f[g}

b)

Kazda z parabol o réwnaniach y = x* i y=—x" ma oé symetrii pokrywajaca sie z osia
rzednych, czyli prostg o rownaniu x = 0.

Punkt # =(0,0) jest wierzcholkiem kazdej z nich.

Wierzcholek W dzieli parabole na dwie przystajace czesci, kiore nazywamy ramionaii
paraboli. J

Uwaga
e Prosta x =0 jest osig symetrii kazdej z parabol o rownanin y = a’ gdzie a= 0.
e Punkt, w kiorym os symetrii przecina parabole, nazywamy wierzcholkiem paraboli.

* Aby naszkicowa¢ wykres funkeji okreslonej wzorem f(x)=ax’, gdzie a=0,
zwykle zaznaczamy w ukladzie wspolrzednych trzy punkty:
W=(0,0), A=(La) B=(-l,a)
1 prowadzimy przez nie odpowiednig parabole.

Cwiczenie 3. SporzadZ w jednym ukladzie wspdlrzednych wykresy funkeji fokreslo-

nej wzorem: a) f(x)=2x", b) f(x)=-2x"



326 14, Funkcia kwad ratowa

( Przyktad 2. Na jednym rysunku sporzgdZz wykresy funkcji okreslonych wzorem posta-

ci f(x)=ax’, gdy:

\ |
a) a=1 b) a=2 C) a=—, d) a=—.
2 3
i i : : 2 2 1 2 1
Rozwiazanie Rysujemy parabole o rownaniach: y=x~ y=2x", y= Ex s =g
a) b) C) d)
1
X y:xz X ].’:2}(2 X }?:EI _]3:—_‘-{2
-1 1 - -1 9 1 7
i 1 2 < 0 0 0 0
1 l 1 l -
2 3

Jeshi a >0 toim wartosé
wspolczynnika a jest wieksza,
tym ramiona paraboli o row-
nanin y=ax" sqpolozone

., blizej” osi y.

Frosta o rowpaniy x=0 (osy)

Jest osiq symetril kazdej z para-
bol.

Cwiczenie 4. W jednym ukladzie wspolrzednych narysuj parabole o réwnaniach:
2 l 4

Yy=—x°, y=——x".

2
Przepisz zdanie do zeszytu i uzupehij je tak, by bylo prawdziwe.

2

y==3x" y= D%,

a) Gdy a < 0, toim wartos¢ wspolczynnika a jest wigksza, tym ramiona paraboli o row-
nanin y=ax’ sa potozone [l osi .

b) Ramiona paraboli skierowane sg ku ,,dolowi”, gdy 0.

¢) Wierzcholkiem kazdej paraboli o réwnaniu y = ax’, gdy a <0, jest
punkt 7 o wspohrzednych ([, ).
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Uwaga

 Wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f'(x)=ax’ jest parabola
o wierzcholtku W, gdzie W =(0,0)
e Wierzcholek W dzieli parabole na dwie czesci zwane ramionami paraboli.

e Ramiona paraboli o réwnaniu ¥ = ax® skierowane sa  ku gérze”. gdy a >0,
skierowane ., ku dolowi”, gdy a<0.

v=ax’, gdy a>0

e Wierzcholek W jest , najnize;” polo-
zonym punktem paraboli.
Zatem Y,z = f(0)=0.

¢ Zbiorem wartosci funkeji fjest

przedziat {0; +o0).

e Wierzcholek W jest ,najwyzej” po-
lozonym punktem paraboli.
Zatem ¥,.,, =7 (0)=0,

¢ Zbiorem wartosci funkcii fjest

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I przedziat (—oo; 0).

e Parabole o réwnaniach v=ax’ i y=—ax’ sa figurami przystajacymi
1 symetrycznymi wzgledem osi x.

Cwiczenie 5. Mirka sporzadzila wykresy
funkeji kwadratowych i zapommniata opisac
1e wzorami.

a) Wykonaj to za nia, przyporzadkowu-
jac odpowiednie rownama parabol (ozna-
czomne cyframi od 1 do 8) parabolom

oznaczonym literami od (A) do (H). r®
1 5 l 5
1 y=—2x 2 =——X"
Y=3 y 3
3 y=2x° 4 y=—2x°
2 1 5
5 y=3x, 6 J,‘:;J:, 7 y=—"Xx,

b) Wypisz pary rownan tych parabol, kiore sa symetryczne wzgledem osi x.
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Cwiczenie 6. Przyjmij za jednostke 1 cm i narysuj na papierze milimetrowym (lub za

pomoca programu . Funkcje 1 wykresy™) parabole o réwnaniach:

o y=x°, ay=2x" ey=32" ey=4x’ o yzlxz, B J-'=i.x2, ° yzlxz.
2 3 4

Zaznacz o8 symetrii kazdego wykresu. Naklej kartke z wykresami na sztywny karton

1 wytm] szablony tych parabol.

Odp owiedzi do ¢wiczen

1. 2 g—3, b—c—0, & a—-1,8—4,¢c—4,' 3 g=1, =1, e=0 & a——1, b—1, =0
2. Na przyldad: a) f(:x)=2x“—4, b) f ;):—3; +4x, ©) f[;c)=—x . 4.a)Dalej, by, <", o (0, D_].
5.a)1-B, 2—-G, 3-D, 4-H 5-E, 6-A, 7-F&8-¢C, m1i7 34 38

Zadania utrwalajace

14.1. Napisz wzér funkcji kwadratowej w postaci f (x)}=ax* +bx + ¢, gdy:
a) a=3 b=-—1, c=14 b) a=0,2 =0, ¢=1,
c) a=—12, b=11, =0, d) a=6, b=0, ¢=0.

14.2. Liczby 2 1 —1 sa odpowiednio rowne wspélcz;qmjkom liczbowym b 1 ¢ funkeji
kwadratowej okreslonej wzorem f(x)=ax * +bx+c. Podaj dwa przyklady funkeiji
kwadratowe] spelmiajgcej podane warunlai.

14.3. Sprawd?, czy punkty 4, BiCtakie, ze A=(-1,3), B=(2.2) C= (\E S 6), nalezg
do wykresu funkcji fokreslone] wzorem:

a) f(x)= 3x7, b) F(x) :éxz, ¢) Flx)= 2% —x, d) Fx) =x>+4

14.4. Wsrod funkcji, okreslonych wzorami od 1 do 8, wskaz pary funkcji, ktorych wy-
kresy sg polozone symetrycznie wzgledem osi x.

2

: 3 5 s ) . |
1 fl(x}zix“, 2 1,(x2)=025x", ¥ fi(x)=—>x", @ f‘*(x):_if

I |

5 £(x)=vIZ 6 f()=052 T f(x)=—32 8 f(x)=—

.l_

14.5. Punkt 4 nalezy do wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(x)=
Oblicz wspolczynnik a, gdy:

a) A=(2,8), b) A=(3,-9), c) A:(—%,l].

—
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1

Wspolczynnik a jest rowny:
A 3

329

14.6. Punkt M = [—, 3] nalezy do wykresu funkeji f okreslonej wzorem f (x)=ax”

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
4

B. E, CE, E D. 51.
4 3 3
14.7. Na paraboli o réwnaniu y =—2x* lezy punkt 4=(4,—32)
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Punkt symetrycznie polozony do punkiu 4 wzgledem osi y ma wspohzedne:
A. (—4,-32), B. (4,32), C. (—4,32), D. (—4,-16).
14.8. Narysunku przedstawiono wykres funkcji f VA
. okreslonej wzorem f(x)=ax". PN
" Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowieds spo- ] 1 >
‘ : ) ) 3 . ) . . e i ; T T i T [} T i T 1 x
srod oznaczonych literami A 1 B oraz odpowiedz T =)
sposrod oznaczonych literami C i D. | fy—
Wspdlezynnik a funkeji fjest rowny:
A -2
Wzor funkeji fokresla wzor:

vl
I
ko | —

C: f(x}: —%xz,

D. f(x)=—2x

14.9. Narysunku przedstawiony jest fragment paraboli bedgce)] wykresem funkcji kwadra-
wykres oraz podaj wartos¢ wspolczynnika a.

towej fokreslonej wzorem f(x)= ax’. Przerysnj ten fragment do zeszytu i uzupeknij

b C
) Sk )
A 1 YA
} - } } } I I ’_
1 ol 1 | [ & 1
- _2 I
} - 1 Il
| 1 =
i I 1 i P
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Postac kanoniczna funkcji kwadratowej

Definicja
Wzor okreslajacy funkcje kwadratowa zapisany w postaci f(x) == a(x—p)2 +4q
nazywamy postacig kanoniczna funkcji kwadratowej.

(Przykiad 3. Funkcje kwadratowy okreslong wzorem f(x)=2(x—1)° +5 zapisz w po-
staci ogdlnej f(x)=ax’ +bx+c ipodaj jej wspdtczynniki liczbowe a ki c.
Rozwiazanie
F(x)=2(x—1)" +5, skad f(x)=2(x"—2x+1}+5 wiec f(x)=22"—4x+7.

Zatem a=2 b=—4 c=7.
Odp.: f(x)=2x"—4x+7, a=2 b=—4, c="7. )

Cwiczenie 7. Funkcje kwadratowa zapisz w postaci ogdlnej i podaj jej wspdlczynniki
liczbowe, gdy: a) f(x)= —%(x +3Y, ) f(x)=2(x+1) +2.
Uwaga

Kazdg funkcje kwadratows postaci f(x) za’(x—p}z +q mozna zapisaé w postaci
ogblnej, tj. f(x)= ax’ + bx+c.

rPrzykI'ad 4. Wzor funkcji kwadratowej fpodany jest w postaci kanonicznej
f(x)=a(x—»¥ +q. Podaj wartosci a, pi g, gdy:
a) f(x)=3(x—1Y -2, b f(x)=—(x+1)+3, © f(x}=4x"+1
d) f(x)=—2", e) f(x)=(x+2) .

Rozwiazanie

a) f(x)=3-(x—17-2 wiec a=3 p=1ig=-2

b) f(x)=—(x+1)+3 wiec a=—1, p=—1ig=3

¢ f(x)=4x"+1 wiec a=4, p=01 g=1

d) f(x)=-2x", wiec a=-2, p=01 g=0,

e) f(.r):(x+2}2, wiec a=1, p=-21 g=0. J
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Cwiczenie 8. Wzér funkeji kwadratowej fpodany jest w postaci kanonicznej

f(x)z a(x—p}z + ¢. Podaj wartosci a, p 1 ¢, gdy:
a) f(x)=2(x+3 -4 b) f(x)=—(x-1)", © flx)=—24 _%_

Cwiczenie 9. Napisz wzér funkeji kwadratowej w postaci f (2)=a(x~ p)z +g, gdy:

@) a=-L p=—1ig=2 b)a=3 p=0ig=-L ©a== p=4ig=0,

r Przyktad 5. Uzasadnij, Ze jesli funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem
f(x)=a(x—p) +g to punkt ¥ taki, ze W =(p, ), lezy na wykresie funkcji /
Rozwiazanle Wystarczy wykazac, ze f(p)=gq.

f(P}:a'(P_P)Z"'q:‘1'02+€?:G+‘3’299
zatem f(p)=g. C.ILEH. J

Cwiczenie 10. Z wzoru funkeji kwadratowej f odczytaj wspdlrzedne wierzcholka pa-
rabali, ktora jest je] wykresem.

B F(x)=—3(x+4F-1 b) _f(.x):%L.EJr%] L9 fx)=a(xe2),

d) f(x}zﬁ[x—éj +2, e _f(x):ﬂ/E(x—ﬁ)g+ 2, D flx)=32"+1

r Przyktad 6. Funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem
f(x)=a(x—p) +g. Uzupelnij tabele dla funkcji fi na-
szkicuj je] wykres. Poda) wspdhzedne wierzcholka W1 row-

nanie osi symetrii wykresu funkcji f; gdy:

a) £(x)=(x—2V+1 b) f(x)=—(x+2) -1
Rozwiazanie

a) f(.r_]:(x—")g +1, wigc a=1, p=21 g=1

X 1 2| 3

y—(x—2]2+1 2 1

2
4 A

Odp.: W=(2,1}, x=2.
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b) f(x)=—(x+2) —L wigc a=—1 p=—21i g=—1 yA

2t |

¥ =3 [I==2 -1 v =—(x+2:)2 17
y——(3:+2]2—1 2 =3 2

-3} =-(3+2)"~1=-1-1=-3 F R |
SED=~(142) —t=-1-1=-2 Odp.: W =(-2,-1), x=-2. )

.= Cwiczenie 11. Funkcjakwadratowa fokreslonajest wzo-
e - p-llp|E+l

al o l T 1
rem f(x)=a(x—p) +g. Przerysuj tabele do zeszytu, -7 I <
uzupelnij ja 1 naszkicuj wykres funkeii £, gdy:
a) f(x)==2(x+1F -3 D) f(x})=—(x-3F, © Ff(x)=2+>-1.

_

( Przyktad 7. Uzasadnij, ze jesli funkcja kwadratowa fokreslona jest wzorem
f(.r}:a(x—p}z+q,to f(p—l):f(p+1):a+q.
Rozwiazanie
Obliczamy wartosci funkeji £ gdy x= p—1 oraz gdy x= p+1, 1 porownujemy je.
Jedi x=p-1, to _f(p—l}:a-(p—l—p)2+g:
:a-(—l)g+g:a—|—g,
flp-1l)=a+g.
Jesh x=p+1, to f(p+l):a-(p+l—p}2+g:
—a-1*+g=a+g
f(p+1):a+q.

Zatem f(p-1)=f(p-+l}=a+gq. c.n.u. J

Uwaga
Do paraboli bedace] wykresem funk- = p—1|p |pti

cjl kwadratowe; D]iresluneg v..fzorem Flx)=a-(3— }’)2 - e

f(x)=a(x— p) +q naleza punkty A A

o0 wspolzednych (p—l,a+q), (p, q) | (p+1,a+q).

e Wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(x)=a-(x— p) +qg jest pa-
rabola o wierzcholku W, gdzie W =(p, ¢), ktéra jest przystajaca do paraboli y = ax’.
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r Przyktad 8. Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej £, ktore] wzor podany jest w postaci

kanonicznej, gdy:

a) f(x)=—(x+1°—-2  b) f(x)=4(x—3) -5

Odczyta] z wykresu maksymalny przedzial, w ktérym funkcja fjest rosngca oraz podaj

1e] najmmnie]sza albo najwieksza wartosc (o ile istmeje).

Rozwiazanie

a) f(x)=—(x+1)" -2 wiec:
a=-1 p=-11g=-2
w=(-1,—2).

b) f(x)=4(x—3) -5, wiec:

~5).

X -2

l
y=—(x+D°—2 | 3 l 2 | =3 |

13

\

=
—

Funkcja fest rosnaca Funkcja fjest rosngca
w przedziale (—oco;—1), w przedziale (3;+o0),
wiec Yy = f(-1)=-2 wiec yum = f(3)=-5. J

Cwiczenie 12. Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej fokreslonej wzorem:
a) f(x)=-2(x=3YV+4, b) f(x)=3(2+3) -8, ¢ f(x)=—2(x—3)"

Cwiczenie 13, Nie szkicujac wykresu finkeji £, podaj jej zbiér wartosci ¥, imaksymalny
przedzial, w ktorym funkcja fjest malejaca, gdy:

a) f(x)=—2(x-37-5 b) f(x):%(xu)m. & f(x)=vZF -4,
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Uwaga

o Jesli W =(xp, py ) to Xpp=p i yp=4¢.

f(x):a-(x—p)2+g, gdy a<0

W=(p,q) | y;

f(x):a-(x—p)2+q, gdy a>0

Gdy x=p, t0 yyur=f(p)=1.

o Yp=(s:+m)

e funkcja fjest rosnaca,
ady xe (p; +m),
amalejaca, gdy x e (—o0; p).

. Ff = (—m; -Lf),
* funkcja fjest rosngca,
gdy xe (—m; p),

a malejaca, gdy x e (p; +ow)
e Prosta o rtOwnaniu x = p jest osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkeyi £

Odpowiedzi do ¢wiczen

7. 4) f(x)——%.x?’—lx—%, a——l__ b—-3, c——%1

L AL

b) j'(x)—2x2+4x+4, a=2.b=4, c=4

1
8aae=2 p—3,9-4, bae—-L p=1l49=0 ga—-—-1 p=049——

L

0.9 f(x)=—(x+11+2, b) F(x)=37 -1, o F(x)-3(-4)

F 2
| 0.9 (4.-1), B L_E _EJ’ o (-20), @ LE,ZJ_ e) (V3.42), n (0.1).
11. 2) b) )
x z]l<a]o x 23] 4 x =N il
g=Fbe)| —5 | =3| =5 y=flx)|-1]| 0 |= F=2ial 1 |-1]1
12. 2) b) c)
o 2 % - | -3 | -2 % 2 3 4
y=Fx[2]4]2 y=f®|s|-s|-= y=flx)| 2| 0|2

13. 8) ¥, =(-w0;-5), (3;+e0), b) ¥p={li+w), (~e;-2}, ) ¥; =(-4i+w), (~=;0}
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Zadania utrwalajace

14.10. Wzor funkeji kwadratowe] w postaci kanonicznej zapisz w postaci ogdlnej 1 podaj
wartosci wspolczynnikow a, b1 c.
a) f(x)=3(x-11°-5 b) f(x)= —9[x+ J ) f(x)=(x=2)"-4,

d) f(x)=2(x+1Y-5 € f(x)=4(x—2)+ ) f(x)=—2(x+4) -3.

14.11. Wzér funkcji kwadratowej f podany jest w postaci kanomicznej f (x)=a(x— p) +4.
Podaj wartosci @, pi g. gdy:

B F(x)=-3(x-4 -2 b f(R)=(x+2/ -6 © f(x)=-3¥

8 Fl==las D2 O f(x)=102+30, B f(x):%[x—%J _L

14.12. Napisz wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej f(x)=a(x—p)’ +g, gdy:
a) a=—— , p=—2 g=-+4, b) a=4, p=0, g=0.

, g=0, d) a=1 p=0, g=-2.

14.13. Parabole przedstawione na rysunku sg przystajace do paraboli okreslone] row-
A

3 4 : ;g
naniem y = —x". Przyporzadkuj odpowiednie
wzory oznaczone cyframi od 1 do 6 parabo- |

lom oznaczonym literami od (A) do (F).

3 2 ._}& -2 T
s % = —:;
1y 5 + 2 5 z(x 3 +1
3 ':—é(r+2)2+" 4 ,:__B(I_g)z_L
3 a 3 2
s ) =X, 6 ) =— x—é —J_
Y=g ) 2( )

14.14. Ustal, czy wykres funkcji f okreslonej wzorem postaci f(x)=a(x —p}z +g ma
punkty wspolne z osiax, gdy:

a) f(x)=x"-4 b) f(x)=-2x"-1, c) f(x):(x—?:)z,
&) F()=—t(@+5P+5 @ fl)=—(x-2F-1 D f(ﬂ_{x_éj il

—
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14.15. Funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem \ s-1]

pr+1

f(x)=a(x— p)* +q. Sporzads tabele dla funkeji f y=7(x)

atgl|qglatqg

wedlig podanego wzoru 1 naszkicuj je] wykres, gdy:
2 1 2
a) f(x)=(x+1) -2 by f(x)= —:(x -1y -2, ¢) f(x)= -

T

d) f(x)=1=(x=3)+3, e f(x)=—2x"+4 0 f(x)=5(x+1Y.

14.16. Naszkicuj wykres funkcji kwadratowe) okreslone] wzorem:

B) £(x)=-2(x+2) -2, b) F(x)=2+4P+L O f(x)=—32"+5

—

d) F(x)=3(x+5) &) f(.r]:%.rz, B F#)=—(x—2)-1

Odczytaj z wykresu:
1 maksymalny przedzial, w ktérym funkcja f jest malejaca,
2 najmmniejsza albo najwiekszg wartos¢ funkcji (o ile istnieje),
3 rownanie prostej bedacej osig symetrii wykresu funkcji /.

. e N J N 2
14.17. Funkcja g okreslona jest wzorem g(x)=3(x—3)" —4.
3=y Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest praw dziwe,

lub F — jesli jest falszywe.

Osig symetrii wykresu funkciji g jest prosta o rownaniu x=—3. P

Funkcja g ma dwa miejsca zerowe. P

Prosta o rownaniun v =—4 ma jeden punkt wspolny z wykresem funkcjig. [P

14.18. Funkcja kwadratowa f okreglona jest wzorem f(x)=a(x —3}2 45,
Przepisz do zeszytu pomzsze zdama 1 uzupehnij je tak, by byly prawdziwe.
a) Funkcja fjest rosnaca w przedziale (—oo' 3) gdy 0.
b) Funkcja fjest malejaca w przedziale (—oo; ?) gdy alll0.
¢) Funkcja fjest rosngca w przedziale (3, +ooj, gdy «lo.
d) Funkcja fjest malejgca w przedziale (3 (+o0), gdy alllO.
e) Funkcja fmanajmniejszg wartos$é rowna 5, gdy x=l i «l0.
f) Funkcja fmanajwieksza wartosé réwng [, gdy x=31 «l0.
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Postacé kanoniczna a postaé ogolna funkcji kwadratowej

Posta¢ ogdlna funkcji kwadratowej okreglona jest wzorem
f(:r:):axz +bx+ec gdzie a0 1 xeR.

Aby wzor funkeji kwadratowe] podany w postaci ogolnej zapisa¢ w postaci kanonicznej,

wykorzystujemy wzory skroconego mnozenia.

rPrzyklad 9. Funkcje kwadratowa f okreslona wzorem f (x)=ax” +bx+¢ przedstaw

w postaci kanonicznej f(x)=a(x— p]2 +4.

Wyraz wspolrzedne wierzcholka IV = ( 7, q) w zaleznosci od wspolczynnikow a, b1 c.

Rozwiazanie

1 f(x)=a .r2+éx+£J

53 .'- 9 _.-;

2 b b N b\ ¢

=@ 22—t | — | =| — | 4=
5 f(x} “@F Eal [2aJ [ZaJ a}

_ \ .
3 f(x)=a [I—l—qi - bz+i}

i 0, 4a ei
) . b 2 bz bz
4 r)=dal-54— | —— 4@ = e
(=) . Ea] 4a da
- -\2 2
b b" —4ac
8 f(x)=a| x3+—| —
’ ( } L 2a; 4a

) BV A
6 A=h"—4ac. wiec X :a[x+—J ——
e f(x) sa; Ada
p:—i 1 -.J'e:—i. Zatem Wz[—i,—ij.
2a 4a 2a 4a

2
Dodajemy 1 odejmugemy liczbe [i) ;

Wilqczamy wspoiczynnik a przed nawias.

24

by pierwsze trzy wyrazy stanowity

iewadrat sumy.

Uhwalniamy sie od nawiasu bwadratowe go.

Ec_ﬁﬂ
da da 4da

J

Uwaga Kazdg funkcje kwadratowga /w postaci ogolne; f(.t') —ax’ + bx+c¢ mozna

zapisac w postaci kanoniczne|

2 : b —A
Xi=alx— -+ (. dzie = — — —
f(x)=alx—p) +q. gdzie p=—— g-—

i A=b*—4ac.
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Cwiczenie 14, Funkcje kwadratows /' przedstaw w postaci kanonicznej, gdy:
a) f(I}=I2—4I+7, b) f(xJ:—xz—?.x—I—E.

( Przyktad 10, Oblicz wspolrzedne p i ¢ wierzcholka W paraboli, ktéra jest wykresem
funkeji f okreslone] wzorem ogdlnym:
a) f(x)= x4 b) f(x)= 2% 165,

Rozwiazanie
a) f(x)=—x"—-4x+3, :b) fx)=2x"+6x,
(a=—1 b=—4 ¢=3) | (a=2, b=6, c=0)
I
A it = —2 | O O 3
e Ty | B T 22
Wartos¢ g mozemy obliczy¢ na dwa sposoby.
I sposob: : 1 sposéb:
A= bz_-:I-ﬂC._, WJ.@C : Nt 52_4{16, W].?C
A=(-4) —4-(-1)-3=28 | A=6"-4.2-0=36.
I
_Awi 28 . | g - TG -36 9
—— C = : a0 i =i — = ——
22 Ty : 4a 42 2
| .
1T sposéb: I 11 sposob. o
, | _ 3
g=f(p) wigc g=7(-2) | a=1(p) wige 4=fI—?
- | 3y 3\ 9
=2V (23 =T .. | S
g=—(2) —4-(-2)+ - 56 =5 =
I
Odp.:a) p=—21i g=7 L By g 4 et
P" p_ q_ : I P— 2 'fI— 2:
. ' 309
czyli W=(-2,7), | czyli WZE__:__J
I " 2 J

Cwiczenie 15. Oblicz wspdhzedne wierzcholka ¥ paraboli, ktérajest wykresem fimkeji
kwadratowe] fokreslone] wzorem:

a) f(.r}:—5x2+3x—L_ b) f(,xj]:—8x2+4x, C) f(x}:%xz—z.

g
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Uwaga Wykresem funkcji kwadratowej f

okreslone] wzorem w postaci ogolne; A “>0
f(x)=ax® +bx + ¢ jest parabola: \ |
® kiora przecina os y w punkcie (O,C), . __j___
* ktorej wierzcholkiem jest punkt \ i
W — (_’i, _i] v t
2¢ 4a W =(r9)

gdzie A=b"—4ac.
Cwiczenie 16, Naszkicuj wykres funkcji f okreslonej wzorem:
a) f(x):—x2+2x+2, b) f(x}:—szr?.x, ) f(x):—szrQ,

d) f(x)=x"+1 e) f(x)=2x"-2 ) F(x)=5"=2x+1

Cwiczenie 17. Wykaz, ze jedli fankcja kwadratowa fokreslona jest wzorem
Flx)= ax’ +bx+e, to Fi0)=n

Oudp owledzi do cwiczen

14.9) f(x)=(x—2)"+3, b) f(x)=—(x+1)+3. 15.a) Iff—[%,_ﬂ], b) W—[i,%}, o W —(0,-2).

16. a)

)

«Y

Zadania utrwalajace
14.19. Oblicz wspolrzedne wierzcholka paraboli o rownaniu:

a) _}f:—.ﬂc2+4x—4, b) y=3x2+12x, ) y:,-_xz—l-S, d) y=4x2+5x+1-

14.20. Naszkicuj wykres funlkciji f okreslone] wzorem:

a) f(x}:—x2—4.7c, b) f(x}:%xg —2x+3, C) f(x):—x2 —1.
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14.21. Wyznacz zbiér wartosci ¥, funkcji fokreslonej wzorem f(x)= 3x° 4+ x—2.

14.22. Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem:
a) f(:x_]:.x3+2x—3_. b) f(;q:):—xg +2x+1, c) f{x}:?yxz—lflx.
d) f(x}:ﬁxz—l-?a, e) f(.r_]:—4:c2+16, 1) f(x):4,x2+8.1:+1.
1) Podaj wspohrzedne wierzchotka W7 paraboli, ktora jest wykresem funkcji f.
2) Napisz wzor funkcji f'w postaci kanoniczne;.
3) Napisz rownamie osi symetrii wykresu funkcji f.
4) Podaj zbior wartosci funkcii f.
5) Naszkicuj wykres 1 okredl liczbe miejsc zerowych funkceji £

14.23. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F— jesli jest falszywe

Prosta o rownaniu x =2 jest osig symetrii wykresu funkcji y= 2x°—8x+6. |p|F

Prosta o rtownamiu x=3 jest osig symetrii wykresu funkcji y=2(x+ 3}2 +L |P|F

Prosta orownani x = 2 jest osig symetrii wykresu fiunkcji y = —2[1‘ —%][x + 411 PlF

4

14.24. Oblicz wspohzedne wierzcholka W paraboli, kiora jest wykresem funkeji kwadra-
towe] £, gdy je] os symetni ma rownanie:

a) x=31 f(x}zl’xz—(m—kfl}x—l—?rmg, b) x=-61 f(x):—%xg —(m2 —3)x+ .

14.25. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowieds sposrod podanych

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcii fokreslonej _J"A
WZorem:
A. f(x)=2x" -2, B. f(x)=2x"+4x, | [ES®)
C. f(x)=2x"+4, D. —=2x* 4 8.
f(r) X f(x} % \—/ﬂ 1- »

14.26. Podaj przyklad funkcji kwadratowej], o ktore] wiadomo, ze ma najwieksza wartosc
rowng 2, a osig symetni jej wykresu jest prosta o rownaniu x = 1. Napisz wzor tej funkcji
w postaci kanoniczne;.
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14.27. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg edpowieds sposrod podanych.
Zbiorem wartosci funkeji fokredlonej wzorem f (x}=x" —6x+c jest przedziat {0; +oo}
gdy wspolczynnik ¢ jest rowny:
A. 0, B. 4, C. 56 D. 9.

14.28. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonveh literami
A i B oraz odpowieds sposrod oznaczonych literami C i D.

Najwigksza wartoscig funkcji f okreslonej wzorem f(x)= —x* +4x+4 jest liczba:

A. 2, B. 8.
Maksymalny przedzial, w ktérym funkcja f okrelona wzorem f (x)=—2x"+3x—1
jest rosngca, to: 4 3
C. | —o —>, D. (——;+m :
[ 4 4

14.29. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Funkcja kwadratowa, ki éra jest malejgca w przedziale (—m : 2), okreslona jest wzorem:

A. f(x)=2(x-3), B. f(x)=3(x—2),
C. f(x)=2(x+3), D. f(x)=3(x+2).

Miejsca zerowe funkcji kwadratowe] i jej postac iloczynowa

Aby obliczy¢ miejsca zerowe funkcji kwadratowej f podane] w postaci ogolnej
f(x)=ax?+bx+ ¢, nalezy rozwigza¢ réwnanie kwadratowe f(x)=0.
Miejscami zerowymi funkcji fsq pierwiastki rownania kwadratowego ax® +bx+c=10

Przypomnijmy
Liczba rozwiazan réwnania kwadratowego ax” + bx+ ¢ =0 zalezy od wartodci wy-
réznika A, gdzie A =b*—4ac. wiec i liczba miejsc zerowych funkeji kwadratowej

rowniez od mego zalezy.

Wartosé wyroznika A
A=b"—dac A>0 A=0 A<
Miejsca zerowe funkeji dwa migisca Zerowe fé:d’jg ?ﬁg‘mg
- brak
f(\) = ax’+bx+e, rak miejsc
x _—h-JA . _—htJA - 1 zerowych
gdziea =0 1 2 2 2a g 70
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rPrzyklad 11. Oblicz miejsca zerowe oraz wspohzedne wierzchotka W paraboli, ktéra
jest wykresem funkcji 1 naszkicuj jej wykres, gdy:
a) f(x}:x2+4x+3, b) f(x}:x2—4x+4, C) f(x}:—2x2+4x—3.

Rozwiazanie
a) f(x)}=0, gdy x*+4x+3=0 g=1b=4 6=3 A=d . R=2
¥ :_4_2 = x :_4+2:_1_ X X% —miejsca zerowe funkci f
1 3 * 2 2
Wykres funkciji fprzecina of x w punktach (- * ) 1
aof ywpuikeie (0.1, bo f(0)=3,
4
P:?:—l Q’Zf(_z}:_l’
czyli W=|(-2

by f(x)=0, gdy x> —4x+4=0
(x—2) =0
=
Liczba 2 to odcieta wierzchotka W.
Jesli p=2to g= f(2}=0, czyli W =(2,0).

Do wykresu funkeji fnaleza punkty:

W=(2,0) oraz (0.4}1 (4.4}
¢) f(x)=0, gdy —2x*+4x-3=0 a--2,b=46--3
A=-8 A <0 (funkcja nie ma miejsc zerowych).
—4 8 YA x=1
pEy=h a=g=h DRET

lw

czyli W =(1,—1). Y—
¥ (1,-1) | m y=—2x"+4x-3

Do wykresu funkcji fnalezg punkty o wspot- ViR
zgdnych || AL = '- i
| g

®

J

Cwiczenie 18, Oblicz miejsca zerowe funkcji kwadratowej £ Wyznacz wspolrzedne
wierzcholka I jej wykresu. Naszkicuj wykres funkcji £, gdy:
a) f(x}:3x2 +6x, b) f(x}:x2—2x+l, C) f(x):xz +2x+ 2.
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r Przyktad 12. Oblicz miejsca zerowe funkcji £ gi A, gdy:
a) f{x)= —2x*—4x+6, b) g (x)=-2(x—1}{x+3} ¢ h(x)=—2(x+ l‘}z +8.
Rozwiazanie
a) f(x)=0gdy 2x*—4x+6=0 | b) g(x)=0 gdy 2(x—1)(x+3)=0
.1‘2+2.1‘—3=U I (_x_l)(x+3}:[] a+b—0 wtedy
_J L 1 tylleo wiedy,
A=16, JA=4 I gdy a=0 lub b=0
|
|

x=-3 %=1
x—1=0 lub x+3=0

x=1 lub x=-3
&) A(x)=0,gdy —2(x+1)"+8=0 /:(-2)
(x+1f —4=0
x+1=-2 lub x+1=2
x=-3 lub =1

Odp.: Funkcje £ g1 #maja te same miejsca zerowe x; 1 x,, gdzie x, =31 x, =1 J

Zauwazamy, ze f, gi hz przykladu 12. spelniajg warunek f(x)}= g(x)=h(x) bo:
g(x)=—2(x—1)(x+3)= —2(3:2 + 3x—x—3]: —2x"—4x+6= i (%)

h(x)=—2(x+1) +8:—2(x2 + 25+ 1]+8:—2x2 —4x+6=f(x).

Zatem f(x)=—-2(x—1)(x+3) = —2(x+1)° +8 = —2x° —4x+6.

postac iloczynowa postac kanoniczna  postac ogéina
wzord funkcii f wzord finkcii f  wzoru funkcji

Uwaga

e Wzor funkeji kwadratowe] mozna zapisac w postad iloczynowej tylko wtedy, gdy
ma ona miejsca zerowe, czyli gdy A > 0.

¢ Posta¢ iloczynowa finkcji kwadratowej okreslonej wzorem f(x)= ax® +bhx+c za-
lezy od wartosci wyrdznika A.

Wartose

veykGntka I\ Ax0D A=0 A<D

MNee pmzna funkafi

Postac iloczynowa A . 23— . 2 Sl iy
funkcji kwadyatowej |/ (%)= 23— X)(x—x3)| f(x)=a(x—x,) i i s i
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Cwiczenie 19, Zapisz w postaci iloczynowej wzor funkeji £ gdy:
a) f(x}:—%xz—zx, b) f(x):(x—3}2—l, C) f(x}:x2+2x—3,

d) f(x)=x"-10x+25 € f(x)=-3x> 1D f(x}=—x"+4

Cwiczenie 20. Uzasadnij, ze wzorn funkcji £ nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczy-
nowej, gdy: a) f(x}=x"+x+6, b) f(x})=2x"+0,5 ) f(x)=x"+x+30

Uwaga

Jezell miejscami zerowymi funkcji kwadratowe) sg liczby x; 1 x,, to wspohzedne pi g

wierzcholka W :( ', q) paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji, mozna obliczyc

XXy
2

2

Z WZOorow: p= . g=F{p) czoyli gy = vy =1 (xp )

rPrzyklad 13. Oblicz wspohzedne wierzcholka W paraboli, ktora jest wykresem funkcji
okreslonej wzorem f(x}=2({x—1}(x+5), i naszkicuj jej wykres.
Rozwiazanie

I sposob: Obliczamy miejsca zerowe. ‘ . yIA
= | — |
f(x)=0, gdy = SmE __ol i
E(x—l}(;H—S}:G I | |
x—1=0lub x+5=0 | 7=/
X = 1, X, = .5 I W uldadzie wspol-
bt 1—5 | rzednych zaznaczamy
X = A zxz ~ 5 -2 I punkty: ( 3,0},
| LT ey (2 1s)
yW:f(“xW):f(_z):_lg | | I | gdzieliczby 511 sa
W = (_2 — 18)_ I 10 miejscami zerowymi
? —— funkcji 7.
II sposob: I ke
Funkcje f zapisujemy w postaci ogolne; !
|
: |
f(x) =82x2 +8x—10 | ry= 2 g
= |
JCW:T:—E I 9 B B
yw =)= f(2)}=-18 |
W= (—2 ,— 18).

Odp.: W=(-2,-18}. J
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Cwiczenie 21. Oblicz wspdtzedne wierzcholka W paraboli, ktéra jest wykresem funkeji
okreslonej wzorem f(x)=-2(x+1){x+3) i naszkicuj jej wykres.

YA
Cwiczenie 22. Dorota naszkicowala wykres funkcji okre- 2 /-i
$lonej wzorem y =—2x" +8x— 6. Sprawdz, czy narysowala Al
wlasciwg parabole.

1
4

wy

Odpowiedzi do cwiczen
18.a) 3y ——2, %, =0, W —(_'—]_, —3), b) x5 =1, W — (1, 0] 111p. purlkdy (_D, 1), (_2, l), c) brak miejsc zero-

wych, W—l:—l,l.:] Lnp. punkty (0, 2), (—2,2)_ 19, a) f{x}:—%x(x+4}, b) fl[x):l:x—ni)(_x—zl),

c) f{x): l:x—])l:x+3), d) f(x}:l:x—ﬂz, ) f[x} =—3x2, 0D f[x} =—(x— Z)I:x+2}
20. Mie ma postaci iloczynowej, bo A<D 21. W — (—2, _-.":}, 22. Tak,

Zadania utrwalajgce

14.30. SprawdzZ, czy liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji fokreslonej wzorem:
a) f(x)=2x"-2x—4, b) f(x}=x"+4x+4,

©) f(x)=2x(x+6)+x(x+21)-30 d) f(x)= %(x— Pl

14.31. Okresl liczbe miejsc zerowych funkeji kwadratowej f, gdy:
a) f(x)=-3x"+4x-5  b) f(x}=4"+4x+] ) f(x)=x"+(1-+2)x—+2.
14.32. Oblicz miejsca zerowe funkcji kwadratowej f1 zapisz jg w postaci illoczynowej
(o1le taka istnieje), gdy:

a) f(x}=x"—4x+4 b) f(x)=-3x"+9x ) f(x_]:%xz—z,
d) f(x)=x"-16x+74, € f(x)=—2x"—4x-2, 1) f(x)=-0,75x"+2,25.

14.33. Ustal, ile punktéow wspolnych z osia odcietych x ma wykres funkcji f okreslonej
wzorem:

a) f(x) =xe=Txr=8 b) f(x)= 25%* +30x+9,
) f(x)=100x>—100x+2500, @ F (=32 =33
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14.34. Podaj miejsca zerowe funkcji £, oblicz wspohzedne wierzcholka je] wykresu, gdy:
a) f(x) :—2(x+ 3}(35—1), b) f(x:}: 3x(x—|—5:},
¢) f(x}=8(x—4}(x—2), d) f(x)=4(1-x)(x+3).

7

o —

14.35. Funkcja kwadratowa f okreglona jest wzorem f(x)= —Lx + l%j[x - ZLJ

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.

Miejscami zerowymi funkceji f'sa liczby 1% 1 —2%. P|F
Wierzcholek W wykresu funkcji fma wspohizedne [% 4}. P|F
Zbiorem wartosci fiunkeji fjest przedzial (—oo; 4). P|F
14.36. Naszkicu] wykres funkeji £, gdy:
a) f(x)=—(x+3)}(x-1), b) f{x}=2(x—3)(x+1)
. 1.4 ; - - .
c) f(.r)=:(x—2}(x+4}, d) f(x)=—2x(x-1).

14.37. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £ YA ' |
Dokoncez zdanie. Wybierz wiasciv q odpowiedz sposrod podanych. = f‘;
Funkcja fjest okreslona wzorem: 0 1 \'\\ L/ %
A f(x)=2(x+2)(x+4), B. f(x)=-2(2—x)(x—4), y=1()

C. f(x:}: —2(35—2)(3:—4:], D. f(.f}z 2(x+2)(x—4:}.

14.38. Oblicz wspolczynniki b 1 ¢ funkeji kwadratowej okreslonej wzorem postaci
f(x)=x"+bx+c, znajac jej miejsca zerowe ¥, i x,, gdy:

a) x;=31x,=5 b) x,=21 x,=-9, c) .1‘1=1—J3_, .1:2=l+-\/§,
d) -r]_ :xg :_3, E) .1:1 :U, .1:224, ﬂ xl :JE, _‘,'4:2 :—JE

14.39. Dokorcz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiede sposrod podanych.

Funkcji kwadratowej f(x)= —é(x —2)(x+4) nie przedstawia wzor:
A Fld—=liifal i€ B i,
’ 2 2 ; 2

C. f(x}:—[%(x—l}z—%} D. f(x'}:—[;lx%x—ﬂ.

e —

&
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Najmniejsza | najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym

Przypomnijmy
Funkcja kwadratowa y=r(x) ¢~ 0 a<0
f(x)=a(x—p) +q ma . 4 Y b y=r1(x)

q
- x - P
e wartos¢ najmniejsza yagy. gdy @> 0 ‘
albo w * :
e wartos¢ najwieksza yapy. gdy @< 0.
gy =F(P)=0  Vur=r(p)=4

rPrzykiad 14, Narysunkach 1 i 2 przedstawiono fragmenty wykresu funkcji kwadra-
towej f(linia niebieska). Odczyta) z wykresu:

a) przedzial argumentow, do kto- 3,
rego odnosi si¢ ten fragment
wykresu,

b) najmniejszg wartos¢ funkciji f

w tym przedziale,
¢) najwigkszg wartos¢ funkcji f
w tym przedziale.

Rozwiazanie Odczytujemy z wykresu:
a) maksymalny przedzial argumentow, w kiorym fragment wykresu funkceji fjest spo-
rzadzony:

Rawieksza wartosd

Junicjt fw prze-
dziale {-2;3)

J najwigksza wartosd funkep

i \ W przedziale {-3;-1)

najmme;.s*za wartosc funken [

_ najmnwﬁm wartodd finkeji |
| w przedziale {~2;3) '

. 31 - | | Wprzedziale (-3-1)

D) S = (0) 4 %) Yaar = ()=
9 Yuur=r(3)=5 9 Yaax =7 }:
Odp: 1 a) (-2;3), b) 4, 95, 2 a)(-3-1) b) -3 05 J
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Cwiczenie 23. Narysunku przedstawiony jest fragment wykresu pewnej funkcji kwadra-
towej. Odczytaj z wykresu przedzial, w ktorym fragment ten jest okreslony oraz podaj
wartos¢ najmmniejszqg 1 wartos¢ najwieksza funkcji w tym przedziale.

a) b) A €) | A
4| | [
A RF
- A I !
| F g b / Jn|
/ ]
i BT BN EI0E EE
J 1
| | - L.y

rPrzykiad 15. Wykonaj odpowiednie obliczeniai podaj wartosé najmniejsza i najwieksza
funkcji kwadratowe) fw podanym przedziale:
a) f(x)= Dy o, (D; 3), b) f(x}=—(x+1)(x-5) (—2; 1).
Rozwiazanie
a) Obliczamy f(0), f(3). xp i sprawdzamy, czy xp nalezy do przedzialu {0 ;3).
f(0)=2-0°-4.0=-1, f(3)=2-33-4.3-1=5

.:f'f
= : 5¢7(3
X7 :2—2:%:1 i zauwazamy, ze 1€ {0; 3). 1 .( ]
v =1 ()= F(1)=2:1-4—1=3. WA
Poréwnnjemy liczby: —1, 5, -3. Zatem f(1}< £(0)< f(3). I R
. _1é (0 X
0D aay = F(1)=-3 yaaax =1 (3)=5 8
L I:
b) Obliczamy f(-2), £(1): slfi( )
f(=2)=—(2+1)(2-5}=-7, f(l)=—(1+1}(1-5)=8.
Obliczamy xp-. Miejscami zerowymi funkcji f83 liczby x, =—11 x, =5,
wiec xy :L:S: 2 i zauwazamy, ze xp ¢ (-2 1).
Poréwimjemy tylko dwie wartosci: —71 8. Zatem f(—2)< f(1).
Odp.: ypay =F(-2)=-7. Ypux =S(1)=8 J

Cwiczenie 24. Oblicz warto$¢ najmniejsza vz i najwicksza yy.,y funkcji kwadra-
towe] fw podanym obok przedziale:
a) _f(.r) = x° +3x, (1; 9), b) f(x] =x"—1 (0; 4)_. C) _f(.r) = —(x & 3)(35— l}, (—1 : 2).
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Uwaga Aby okresli¢ wartos¢ najmniejszg i najwieksza funkcji kwadratowej fw prze-
dziale (m; n), nalezy:
e obliczy¢ wartosci funkeji fna koncach przedzialu (m : n),

czyli yy=1(m) i y, =1 (n)
¢ obliczy¢ odcieta p wierzcholka wykresu funkcji kwadratowe;:

» jesli p nalezy do przedzialu (m ; n}, to obliczy¢ g :f(p) 1 poréwnac

wartosci f(m). f(n)i f(p)
= jesli p nie nalezy do przedziatu (#; ), to wystarczy pordwnac f (m) i f(n).

( Przyktad 16. Narysunkuprzedstawiony jest fragment wykresu
funkcji kwadratowej f (linia mebieska) okreslone] wzorem
f(x)=x>—-2x—8. Oblicz w przedziale {0;3) najmniejsza
1 najwiekszg wartosc:

a) funkeji £

4
b) funkcji g, gd X)=— ;
) furlkcji g gdy g(x)=—5— —
Rozwiazanie

a) Odczytujemy z wykresu funkcji fwartos¢ najmniejsza
Vaaw f inajwiekszg y..0 £
Zauwazamy, ze jesli x=(0;3), to f(x)e{(-9—35).
Zatem yygy = f(l) =—0, Vigax £ = I (3) ==3.

b) Zauwazamy, ze wzor funkcji g mozna przedstawic w postaci g(x) =

4

f(x)

W przedziale (O; 3) funkcja f przyjmuje tylko wartosci ujemne, a wiec funkcja g
w tym przedziale ma tez tylko wartosci ujemne. Aby okreslic najmmiejsza yygy,
i najwigkszg y,,,, wartod¢ funkcji g w przedziale (0;3), wystarczy poréwnac
ulamki:

: 4
: . ; . Jezell f{x)<0,to ——<0
1 i 4 . czyli ulamki —i1—i. ) f(x)
Yaaw ¢ Viax r 9 5
4 4 4 4 = N
Magax £ = Vuaw f 2

Odp.: 2) Yamy s =f(1)=-9, Viaax f =f(3)=-5,

T S S
ymg_f(g)_ S-‘ }M{Xg_-f(])— 9
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Cwiczenie 25. Na rysunku przedstawiony jest fragment wy- | ‘%’ i
kresu funkcji kwadratowej f{kolor mebieski) okreslonej wzo- i ,w'i il
rem f(x)=9-x". W przedziale {~1;2) oblicz najmniejsza AN
i najwiekszg wartosc: i
.. .. 3 LT
a) funkcji £ b) funkcji g gdy g(x}= % N i
9—x g3 10 e
Odpowiedzi do éwiczei
23 ) (~4-1), yaay — () =0, ypr —F(D) =5, B L), yaay — F(-1)—F (1) -3,
Yaax —F(0) =4, 0 (-5:0), yaan — F(=2) =0, Ypgax —F(-5)-5.
24.2) yaay — S (D=4, Yaeax — F(9) 108, b) ypay — F(0) =1, ypear — F(4)15,
&) Yoy —F(2) =5, Yoy — F(=1)—4.
Y K e S

25.9) yaaw s~ F(2)=5. yaex p = F(0)=9, b) yaaw o=

Zadania utrwalajace
14.40. Narysunkach 1, 2 i 3 przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadrato-

wej f(lima niebieska). Odczyta) z wykresu 1 podaj:
a) przedzial tych argumentow x, dla ktdrych ten fragment jest okreslony,

b) wartos¢ najmniejszg 1 najwiekszg funkeji fw tym przedziale.
3

y
A
= e T
II\ |- 1 .rf 1 !
\ N ' =
tgl L 1 | | y |
I | e T ! u_f :
T l n-- 1 T T | r | ._-'l"\
—d |

14.41. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiede sposrod podanych.
Najmniejsza wartos¢ funkeji fokreslonej wzorem f(x)=2x" +2x 1 w przedziale
(—2:1) jest rowna:

A -2, B. 1, €LQ, D. 1.
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14.42. Oblicz najmmiejszg y,,, 1najwigkszg y,,, wartosc funkcji kwadratowej f'w po-
danym przedziale:

a) f(x})=—x"+5x (-1;1), b) f(x)=2x"-3x+4 (-1;0),

©) f{x)=3(x+3)(x—1). (-2:0), d) fx)=5(x+3}x+5) (-2;-1).

e) f(x):l(x_q}? +4, ([}_;3), ) f(ll’}=(x+3}2_3, (_2;2>_

14.43. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkeji kwadrato- _J;A _

wej f.

Ocern prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie

Jest prawdziwe, lub F — jesli fest falszywe. 4

>

W przedziale (2;5) funkcja f ma najmniejsza a 01 | | | \I'¥
wartosé rowna 1. BIREELE2
W przedziale (0; 4) funkcja fma najwieksza war- Pl
tos¢ rowna 4.

14.44, Wartosciami funkcji fokreslonej wzorem f(n)=n" —n+41, gdzie
ne{l,2,3,..,40} s3liczby pierwsze.
a) Oblicz najmniejszginajwieksza liczbe pierwsza, ktora mozna wyznaczyc za pomocg
tego wzor.
b) Sprawdz, czy liczba pierwsza 547 jest wartoscia tej funkcji.

14.45. Oblicz najmniejsza 1 najwieksza wartosc funkcji £ gdy
F(x)=(x— 1)2 +(x— 3]2 +(x— 5_]2_. gdy x € (l; 5).

14.46. Oblicz najmniejszg 1 najwieksza wartosc funkeji £ gdy:

3 ; 4
a) f(x)=—1xe(l:5), b) f(x})=— ixe(-8—6),
X x —4
: 3 = : ;
C Xp=— 1xe{2:7). d) flx)=- - — 1 xe(—8. —6).
14.47. Narysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkeji kwa- & A
dratowej f (kolor niebieski), okreslonej wzorem f(x}=4-x" j’f‘\
‘ 4 BEAR
Uzasadnij, ze funkcja g(x)= iz mavw przedziale (-1;1) =/ mELY
4—x —r T
najmniejszg wartosc rowng 1. ‘ ;,, ol 1 '“a‘ s
i1 T \
; 1 }
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Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowe] na podstawie
informacji o niej
Jedng z informacji o funkcji kwadratowej jest jej wykres. Pokazemy na przykladzie, jak

korzystajac z danych umieszczonych na wykresie (odczytujac wspohzedne odpowiednich
punktow), mozna napisac wzor funkeji.

rPrzyklad 17. Na rysunku przestawiony jest wykres funkcji kwadratowej £ Odczytaj
z mego odpowiednie dane 1 napisz wzor te] funkeji.

) . S D il
| I
| 7
> | ol 1 [ 4 [ [ [] :
* |
panye ;
| 7
Rozwiazanie Z wykresu funkcji fodczytujemy:
a) « miejsca zerowe funkcj /- 'b) & (3,—2) —wspblrzedne wierzcholka
x=-2,x=4 paraboli bedace] wykresem funkcji f.

Funkcje fzapisujemy w postaci ilo- Funkcje fzapisujemy w postaci

CZynowej

f(x)=a(x+2)(x—4).

kanonicznej

|
|
|
|
| f(_x):a(x—.})z—z.
o (0.—4) —wspohizedne punktu prze- | o (0,—4) —punkt przeciecia sie
ciecia sig wykresu funkcji £z osig y. | wykresu funkcji £z osig y.
Zatem : Zatem
F()=—41i f(x)=a(x+2)(x—4) | f(0y=—41i f(x]:a(x—3]2—l
wige —4=a(0+2)(0—4), | wiec 4=a(0-3) -2,
|
|
|
|
|

1 2
skad a=_, skad B

cayli f(x):%(x+2)(x—4).

Odp: a) £(x)= ~(x+2)(x—4) b) f(x)=—(x—3 -2

2 9 J
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Uwaga
Jezeli wyznaczamy wzor funkcji kwadratowe) f, a wsrod informacii podane sa:
¢ miejsca zerowe — to korzystamy z postaci iloczynowe] wzorn funkcji

f(x)=a(x—x }(x—x,) lub f(x)=a(x- xo)z,

e wspolrzedne p lub ¢ wierzchotka W paraboli, kiora jest jej wykresem — to korzy-
stamy z postaci kanonicznej wzoru funkcji f(x)=a(x— p)2 +4.

Cwiczenie 26, Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej £ Odczytaj
odpowiednie dane i napisz wzor te] funkeji.

a) b)
YA

Y=

(=)

Cwiczenie 27. Wykresem funkeji kwadratowej fjest parabola o wierzcholku 7 =(p, g).
Okresl, o ktore] wspohizednei, p czy ¢. jest ponizsza informacja, a nastepnie podaj jej
wartosc.

a) Najmniejszg wartosc funkcja fma, gdy x=3.

b) Zbiorem wartosci funkcji fjest przedzial (—oo;2),

¢) Osig symetrii wykresu funkcji fjest prosta o rOwnaniu x=>5.

d) Przedzial (—3; +00) jest maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja fjest rosnaca.
e) Prosta o rownaniu y =—2 ma z wykresem funkeji fjeden punkt wspolny.
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(Przykiad 18, Napisz wzor funkeji kwadratowej f, wiedzac, ze do jej wykresu nalezg
punkty o wspéhrzednych (0,4), (1.3) i (19}
Rozwiazanie
W informacji o wvkresie funkcji kawadratowe] fnie sa podane miejsca zerowe 1 wspol-
rzedne wierzcholka, wige korzystamy z wzoru ogolnego funkeji £(x)= ax” +bx+c.
Punkt (0, 4) lezy na wykresie funkcji £ wiec f(0}=4, zatem c=4.
Wzér funkeji fmozemy zapisaé f(x)=ax” +bx+4.
Rozwigzujac uklad rownan, obliczamy wartosci wspolczynnikow a1 b.

[f(lj =3 Punlkt (1,3) lezy na wykresie funkcji [,
If (—1) =f) punkt ( 1,9) lezy na wykresie funkcji f.
[a-12+.5-1+4:3 a+b=—1 [a=2
- . , skad ., wiec I
la (17 +b-(~1)+4=9 a-b=5 b=-3
Odp.: f(x)=2x"-3x+4. J

Cwiczenie 28, Napisz wzor funkeji kwadratowej £, wiedzac, ze do jej wykresu naleza
punkty o wspdhizednych: a) (1, —2), (3, -6}, (0,—3), b) (0,—5) (1,0), (-5, 0).

Odpowiedzi do ¢wiczen

6. a) j‘(x)——%(x+6)(x—2], b) f(x]—g(x—S]‘?, 9 Flx)—=3x>-2 a _}"(x)-%(x—l)(x—?} lub

J

F)=50=4P =4, o f(x)~ (=4 +3, 0 fl)-=2(x+af -3

27. 8) p=3,b) g=2,0) p=5, @ p—-3,8) g—-2. W.a) f(x)——=%+2x-3, b) f(x)—2* +4x-5

Zadania utrwalajace

14.48. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f- Odczytaj odpowiednie
dane 1 napisz wzor te] funkeji.

v=flx)

Tl




Whznaczanie wzory funke)i fiwad ratowel na podstawie informacii o nigf 355

14.49. Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowej f. Odczytaj
odpowiednie dane 1 napisz wzor tej funkcji.
a) b) C)

d A _ A yA

DEE AN ¥E \ /i
e e}l [ | _"1'_'_@_:_:_ . L S
TN SRS

0| | | | | |_x

14.50. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji VA
kwadratowej f. ™
Ocen praw dziwosc podanyeh zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest

prawdziwe, lub F — jesli jest falszywe.

Miejscami zerowymi funkcji f'sgliczby —2 14, P|F

Zbiorem wartosci funkcji f'sa liczby nalezace do
przedzialu (—oo; 9).

vy

Funkcja fjest rosnaca w przedziale (—2;4). P|F

14.51. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f 83 liczby x, 1 x,, ajej wykres jest
parabolg przystajaca do paraboli o réwnanin y = cax”. Napisz wzér funkcji fw postaci
ogolnej, gdy:

A y=2=L x,=551a=3 b)x=% x=201ae=-1 x=0,x=71 a:%.

14.52. Wykres funkcji kwadratowe| przecina os x w punktach 4 1 B oraz os y w punkcie M.
Napisz wzor te] funkcji oraz podaj wspolrzedne wierzcholka paraboli, kiora jest jej
wykresem, gdy:

a) A=(-1,0) B=(50), M=(0,5), b) A=(—4,0), B=(6,0), M=(0.—12),
€) A=(—4,0) B=(L0), M=(0,8), d) A=(-3,0), B=(10), M =(0,—300).

14.53. Napisz wzor funkcji kwadratowe] £ ktore] miejscami zerowymi sg liczby —1 1 7,
a zbiorem jej wartosci jest zbior ¥, gdy:

a) ¥, =(—o4) b) ¥, =(-1;+oo).
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14.54. Funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe 1 1 -3, a je] wykres przecina os y
w punkcie (0, 6).
Dokonez zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanycii.
Funkcja f nie jest okreslona wzorem:
A. f(x)=2(x=1)(x+3) B. f(x)=—2(x+1)+8,

C. f(x)=—22"—4x+6, D. f(x)=(x+3)}(2—2x)

14.55. Napisz wzor funkeji kwadratowe] £, o ktdrej wiadomo, ze:
a) manajmmnie|szg wartos¢ rowna —10 dla argumentu rownego 3, aje] wykres przechodzi
przez punkt P=(2,—8),
b) manajwieksza wartosc rowna 8 dla argumentu rownego —1, ajej wykres przechodzi
przez punkt P=(-3,—4).

14.56. Napisz wzor funkeji kwadratowej £, o ktore] wiadomo, ze:
a) f(5)=0 i przedzial (2;+o0) jest maksymalnym przedzialem, w ktérym finkcja
jest malejgca, a przedzial (—m; 5) jest jej zbiorem wartosci,
b) f(1)=1 i przedzial {4;+o0) jest maksymalnym przedzialem, w kiérym funkcja
jest rosngca, a przedzial (—8; +oo) jest jej zbiorem wartosci,
¢) f(0)=0 iprzedzial (—oo;—2) jest maksymalnym przedzialem, w ktérym funkcja
Jest malejgca, ajej wykres z prostg o rownaniu y=—4 majeden punkt wspolny.

14.57. Napisz wzor funkeji kwadratowe), wiedzac, ze do je] wykresu nalezg punkty
0 wspolrzednych:
a) (0,2), (L3) (-19), by (111}, (1,1}, (0,5).
) (0,0}, (-2,-22), (2,.~2) d) (0,—4), (1,—5), (-2,-8).

14.58. Okresl, dla jakich wartosci wspolczynnikow «, b1 ¢ do wykresu funkcji kwadrato-
wej f gdzie f(x)=ax’ +bx+c, naleza punkty A i B, gdy:
a) f(x)=ax’+bx+2, A=(-L-1) i B=(-2,-2),
b) f(x)=2x"+bxtc, A=(-3,22) i B=(1,2)
0 f(x)=ax’ +x+¢ A=(-2,-3)i B=(3,-3).

14.59. Okresl, dla jakiej wartosci m prosta o rtOwnamu y = ma jeden punkt wspolny
Z wykresem funkeii £ gdy:

a) f(x)=4(x+3)°-2  b) f(x)="3(x-1Y+4 o f(x)=4-
d) f(x‘}:l—(x—-il‘}z, e) f{.r}:?x2, Fx)=—2x(x—4).
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14.60. Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowe) f Okresl
liczbg rozwigzan rownania f(x)=2.

a) b) C) VA
yA JA | | Inl |
1 o1 4
/ o] 1 \ 59 5]
o[ 1 >

Funkcja kwadratowa w zastosowaniach

Funkcja kwadratowa ma szerokie zastosowanie przy interpretowaniu wielu zagadnien
teoretycznych 1 praktycznych.
Przyklady zaleznosci, ktore sq opisane funkcjg kwadratows:

e P(a)=a’ —pole P kwadratu o boku @, gdzie a >0,

e P(r)=nr’ —pole Pkola o promieniu r, gdzie r >0,
2
e s(t)= % — droga s przebyta w ruchu jednostajnie pizyspieszonym w czasie { Z przy-

spleszeniem a, gdzie ¢ =0,

2
i

v
2
predkosc v, gdzie v > 0.

¢ Ei—("') =

—energia kinetyczna E, ciala o masie m, ktore osiagnelo w ruchu

Jezeli jakis proces lub zjawisko mozna

opisac za pomocg funkeji kwadratowe;, tor lotu pilki y= %x — ;—;
to mozliwe jest wtedy okreslanie warun- YA &
kow tak, by przyjmowala ona pozadane

przez nas wartosci.

Za pomoca funkeji kwadratowe] mozna . _ /| ;-

opisac niektore budowle. Pozwala to na Y‘ﬁ_\ fﬂ
wykonanie obliczeni potrzebnych do ich ¢ ™ 1 {"

konstrukeji. Pokazemy to na przykladach.
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rPrzyklad 19. Przeslo mostu ma ksztalt paraboli

, ; 1 5 ;
0 rownaniu y = —mx +-x, gdzie x oznacza od-

leglos¢ od punktu A ijest liczba z przedziatu (0; 108).

Pomost (jezdma) 48 ma dlugos¢ 108 m 1 jest pod-

trzymywany przez pigc pionowych wieszakow: A B,
AB, AB., AB, AB. rozmieszczonych w row-

nych odstepach. Oblicz ich dlugosci. A A A, A; Ay As B
Rozwiazanie Rysunek schematyczny mostu jest fragmentem wykresu funkcji
flx)= —ﬁxz + %x. Zauwazamy, Ze ta funkcja ma dwa miejsca zerowe:
x=01x =108
vk |

14

12

10 2, 1

B 2

6

4

2

. - >
0 9 18 36 54 72 90 108 x[m]
; : 108

Z warunkéw zadania: |44 | = |4 4| =|4,4;|=|4,4,| = |4, 4| =| 4B|= = 18

Zatem: A=(0,0), 4 =(18,0), 4,=(36,0), 4,=(54,0), A, =(72,0), A =(90,0),
B=(108, 0}.

Dlugosci wieszakow to wartosci funkcji kwadratowe] okreslone] wzorem

Fx)= —sz + éx dla argument 6w x rownych kolejno: 18, 36, 54, 72, 90.

216

X 18 |36 | 54 | 72| 90 |4B,|=7,5m, | 4,B,|=12m,

1 1 _ |4,B,|=12m, |4;B;|=7,5 m.
y=—216x2+5,~; 7512|135 |12 | 75 4,5, =13,5m,

Odp.: Wieszaki podtrzymujgce jezdnie mostu majg dlugosci: dwaz nich po 7,5 m, dwa
po 12 mijeden (najdiuzszy) 13,5 m. J
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Cwiczenie 29. Dla pewnego pojazdu w okreslonych warunkach dlugosé drogi hamo-
wania s (w metrach) obliczamy z wzoru s(x)=0,0 Lx* + 0, 3x, gdzie x jest predkoscia
w metrach na sekunde, z jakg poruszal sie pojazd w chwili rozpoczecia hamowania.

a) Oblicz dlugos¢ drogi hamowania pojazdu, jezeli w momencie rozpoczecia hamowarnia
jechal on z predkoscia;

1 gokm_,sm
h

5

gp KM _ oM
S

b) Podaj predkosc, z jaka jechal pojazd, jezeli dlugosc drogi hamowama byla rowna 18 m.

Przy tworzeniu wzoru funkcji kwadratowej od przyjetych oznaczen 1 warunkow, o ktorych
informuje problem, zalezy dziedzina utworzonej funkeji.

rPrzykIad 20. WyraZ pole P rombu przedstawionego na / T
rysunku jako funkcje zmiennej x oraz okresl jej dziedzine. 2x—4 3
Rozwiazanie r/ i

Pole rombu jest iloczynem dlugosci boku @ rombu <2y 4>

1 wysokoscl h, gdzie a=2x—4 1 h=x—3 wiec
P(x)=(2x—4)(x—3).
a>01h>0 czyli 2x—4>0 1 x—3>0, wiec
x>2 1 x>3 skad

x >3
Odp.: P(x)=(2x—4)(x—3) Dp=(3;+x). )

Cwiczenie 30. WyraZ pole P figury przedstawionej na rysunku jako funkeje zmiennej x
oraz okresl jej dziedzine.
a) prostokat

b) trojkat C) trapez

? o)X —»

x—1 i x—4 l+—1
B A 2 ‘ / \ v

<«— x+4 —>» «—x—2—>

d) rownoleglobok ) romb

Agé\ / J“I“’

<«— x+5—>»
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rPrzyklad 21. Liczbe 100 przedstaw w postaci sumy dwoch sktadnikéw nieujemnych
tak, aby suma ich kwadratow byla najmmniejsza.
Rozwiazanie Oznaczamy: x — pierwszy skladnik, gdzie x =01 x <100,
100 —x —drugi skladnik.
Tworzymy funkcje fzmiennej x, ktéra jest sumg kwadratéw tych skladmkow.
F(x)=x"+(100-x¥, gdy x<{0,100) F(x)— e’ +bx+ e, gaie

a=2, b-=200, c=10000
F(x) =24 —200x+10 000, gdy 0 <x <100

Wikresem flnkcyi 1, gdy x € R, jest parabola, kdre] ramiona slierowane sq ke gorze ™, wiec finkcja fma
najmnieszg wartodc.

Obliczamy odcietg x,; wierzchotka paraboli opisanej réwnaniem
S (x)=2x"—200x+10 000 i sprawdzamy, czy x; jest liczba z przedziatu (0; 100).

—(=200
xw=(7}=50 i 50 (0; 100}, W — (%, ¥y )
2.2 .
Jezeli x =50, to 100 —x = 50 =
Odp.: 100 =50+ 50. J

Cwiczenie 31. Liczbe 40 przedstaw w postaci sumy dwdch skladnikéw tak, aby ich
lloczyn byl najwiekszy.

r Przyktad 22. Skup jagod w sezonie letnim trwat 20 dni. Liczbe kilograméw kupionych
owocOw w poszczegolnych dmach opisuje w przyblizeniu funkcja f okreslona wzo-
rem f(n)=-2n"+44n, gdy n=12,.., 20. W ktérym dniu kupiono najwiecej jagdd?
lle kilogramow wazyly te jagody?

Rozwiazanie Wzor funkeji fzapisany jest w postaci

f(n}:anz + bn+c, gdzie a=-2, b=44, c¢=0.
Zauwazamy, ze a< 0, zatem funkcja f osiaga wartos¢ najwieksza v, = (2 )
gdy p jest liczbg naturalng z przedziatu (1; 20).

Poniewaz p:;—b:%: 11, wiec y, . :_f(ll):—2-112+44-11:242.
a =
Odp.: W jedenastym dniu kupiono najwiecej jagod, tj. 242 kilogramy. J

Cwiczenie 32. Zaleznos¢ miedzy kosztem catkowitym produkeiji X a liczba x wypro-
dukowanych detali okre§lonajest wzorem K (x})=0,01x" —4x+ 500, gdzie x jest liczba
naturalng dodatmag. Ile detali nalezy produkowac, aby koszt catkowity produkeji byl
najmniejszy?
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r Przyktad 23. Na rysunku przedstawiono tor lotu pitki wy- i
rzucone] w gore pod pewnym katem z wysokogei 2 m nad
ziemia bedacy fragmentem wykresu funkcji okreslonej

B
>

wysokodc¢

T P S TR RN

3 5 ;
WZOrem h(r):—;rwéwz, gdzie ¢ > 0.

a) Oblicz, po jakim czasie pilka spadta na ziemie. Wynik
podaj z dokladnoscia do 0,01 s.

b) Odczytaj z wykresu, na jakiej maksymalnej wysokosci
znalazla sie wyrzucona pilka.

Rozwiazanie

a) Czasi(1>0), poktérym pilka spadianaziemig, tojedno z miejsc zerowych funkcji A.

012345 r[sf
czas lotu pilki

\ L By
h{t)=0, wiec 5t +61+2=0

112—6—4\(3_, 12:—6+4J§ A=48, JA =413

-3 -3
h= 4,31 Iy # -0,31. t, <0 me speinia
Zatem f; =4,3]. warunkow zadania.

Napwieksza wartosc funkcii bwadratowe]
to wartosc rzedne] wierzehotlka parabaoli.

Odp.: a) Czas lotu pilki #=4.31 s. b) Maksymalna wysokosc, na jakie] znalazla sie
pilka, wyniosta 8 m. J

b) g=hy; =h(2)=8.

Cwiczenie 33. Miotaczka pchnela kule z wysokosci
1,5 m nad ziemig. Model matematyczny torn lotu
kuli pchnietej przez zawodniczke jest fragmentem

wykresu funkcji kwadxalowej okreslone] wzorem 0; . f :[m]

Fx)=—0,1.(x—5) +4. o o -

a) Oblicz, na jakie] wysokosci nad ziemia znajdowala sie kula w najwyzszym punkcie
swego lotu.

b) W jakiej odleglosci d od zawodniczk upadla pchnigta kula?

Odpowiedzi do cwiczen
. km
20.a)1)1375m, 2)10m, 3)6,75m, b)lt}ST:BDE. 30.a) P{x)=(x+4){x-1), D:x>]
s

N

b) P{x}:l{.x—ﬂ)[x—4), Dix>4, ©) Pl[.x):(x+3_‘}|[x—1), D:x>=1, d) P{x)z?x_[x+5), iR

&) Plx)="

10 ;
i } Pix =10 31. 40=20+20  32. 200 detals 3B.a)dm, b)d=1L3m
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Zadania utrwalajace

14.61. Powielu badaniach ustalono, ze koszt K produkcji pewnego towaru zalezny od liczby
x wyprodukowanych sztuk okresla sie wzorem K (x)=0,1x* —3x+ 600. Oblicz koszt
produkeii:

a) 20 sztuk towaru, b) 200 sztuk towaru, ¢) 1000 sztuk towaru.

14.62. Cialo wyrzucone w gore osiaga po ¢ sekundach wysokosc A liczong w metrach,
réwna wartosci funkeji okreslonej wzorem A(t)=—5¢ +15z.
a) W ktore] sekundzie ciato spadmnie na ziemig?
b) W kiorej sekundzie lotu wysokos¢ A ciala nad ziemiq jest najwigksza? Ile to jest
metrow?

14.63. Tunele foliowe pod uprawe ogérkow wsparte sg na pretach w ksztalcie tuku pa-
raboli o rOwnaniu y = —%xg + 3.

a) Sprawdz, czy pracownik o wzroscie 1,85 m moze pizejsc bez
pochylama sie wzdluz sciezki prowadzacej srodkiem tuneluo.
OdpowiedZ uzasadnij.

b) Oblicz szerokos¢ tunelu przy gruncie.

14.64. Modele matematyczne torow kropli wody tryskajgcej z fontanny s3 fragmentami
.-, parabol o rownaniach:

.y:—:12+3x‘ .JP:—;.rz‘l‘:'lx, .y:__xz_l_‘r-

5
Wskaz rownanie opisujace tor, po ktorym:

a) krople spadaja najdale] od srodka fontanny,
b) krople wznosza sie najnize;j.

14.65. Opisz podang nize] informacje za pomocg wzoru funkcji kwadratowe) jednej zmien-
nej i okresl jej dziedzine.
a) Suma lkwadratow dwoch skladnikéw liczby 20.
b) Ioczyn dwoch liczb rézniacych sig o 5.
¢) Suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych.
d) Suma kwadratow dwoch kolejnych liczb parzystych.
e) Iloczyn dwoch kolejnych liczb nieparzystych.
f) Ioczyn czymmikow pierwszych liczby 247, z ktorych kazdy zwiegkszono o e samg
wartosc.
o) Roznica szescianow dwoch kolejnych liczb naturalnych.
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14.66. W pewnej miejscowosci liczbe przyjec¢ chorych do szpitala w czasie n dni trwania
epidemii okresla wzor E(n)=—2n" +24n, gdzie njest liczba naturalna i n <10.
a) Oblicz, ilu chorych przyjeto do szpitala w pierwszym dniu trwvania epidemii, a ilu
w dziesiatym.
b) W kiorym dniu trwania epidemii przyjeto najwiecej pacjentdw i ilu ich bylo?
¢) Przezile dm przyjmowano do szpitala chorych ze wzgledu na panujacg epidemig?

14.67. Opisz za pomoca wzort funkcji kwadratowej zmiennej n liczbe przekatnych n-kata
1 okresl je] dziedzine. Oblicz, ile bokow ma wielokat, w ktorym liczba przekatnych
jest rtowna 405.

14.68. Czesc uczniow klasy liczace) 35 osob zachorowala na grype 1 nie przyszia do szkoly.
Kazdy zdrowy uczen wysltal do chorego kolegi esemesa z pozdrowieniami.
a) Napisz wzor funkceyi f; ktora liczbie x uczmow chorych na grype przyporzadkowuje
liczbe f(x) wyslanych esemeséw, a nastepnie okredl ich dziedzine.
b) Wiedzgc, ze liczba wyslanych esemesow jest najwieksza z mozliwych, wyznacz
zarowno liczbe uczmow chorych na grype, jak i liczbe wyslanych esemesow.

14.69. Droge s pewnego poruszajacego sie ciala w czasie ¢ okresla wzér s(¢) = % + 61410,

Oblicz érednig predkos¢ ciata w czasie 1< (4; 7).
14.70. Liczbe 36 rozloz na sume takich dwoch skladnikow, ktérych iloczyn jest najwiekszy.

14.71. Podaj wymiary prostokata o obwodzie 24 cm, ktdrego kwadrat diugosci przekatnej
jest najmniejszy.

14.72. Na ogrodzenie parkingn w ksztalcie prostokata przeznaczono 300 metrow biezacych
siatki. Ozdobna metalowa brama wjazdowa ma mie¢ szerokosc 12 m. Jakie wymiary
powinien miec ten parking, aby jego pole powierzchni bylo najwieksze? Oblicz to pole.

14.73. Dlajakich wartoscix pole zacieniowanej figury przedstawionejna @ ~ %
rysunku jest najwieksze? Oblicz to pole. x| <
- 12
14.74. W trapezie rownoramiennym kat ostry ma mia- B, P g
re 45°, a suma dhigosci wysokoscii diuzszej podstawy e c 1
jest rowna 12, 450\ 455N p J’
a) Wyraz pole P trapezu jako funkcje zmiennej /1 po- 4 a

daj jej dziedzing.
b) Oblicz wymiary tego trapezu, ktorego pole jest najwieksze.
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14.75. Narysuj wykres funkeji £, gdy:

[x?‘—l, gdy x<2

a) f(-’f)=11

Zx+2 gdy x=22
zx gyx

[x%:z, gdy x<0

b) f(x}= :
) J() 11, gdy x>0
x

14.76. Narysuj wykres funkcji £ gdy:

a) f(x) :(x+1}-|.r—2L b) f(x)= (l—x)-'v'xz +2x+1,

c) f(x:}:;c-‘x—kl‘—x, d) f(x}:.rz+4l—x|.

Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

Postacig kanoniczng funkcji f okreslonej wzorem f(x}=-2x" +5x—3 jest wzor:

A. f(x):—z[x+5—4j2+%, B. f{x}:—i[x—%szré,
c. f(x):—Z[x—%T—é, D. f(x}:—E[x+%j2—é.

. Funkcja f okreslona wzorem f(x)=—x"+bx+c jest rosnaca w przedziale (—oo;2)

1 malejaca w przedziale (2; +o0), a jednym z jej miejsc zerowych jest liczba 1.
Dokonez zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanye h.

Wynika z tego, ze:
A.b=4ic¢=-3, B.b=21ic¢=-1 C.b=41c¢=35 D, 5=2%1e=1

. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadrato- z A _ g
.y 4] | y=f&)
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod
podanych. 14
Funkcja f nie jest okreslona wzorem: 0] 1 =

A. f(x)=—x"+8x—12  B. f(x)=—(x—4)"+4
C. f(x):(Z—x)(x—é}, D. _f(.t}:—(Z—x)(x—é).

. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)= ax’ +bx+c. Wyznacz wszystkie wartosci

wspolczynnikow a, b, ¢, wiedzgc, ze funkcja fjest malejgca w przedziale (—oo 1) 1 10-
sngca w przedziale (1; +o0}. Jednym z jej miejsc zerowych jest liczba—1, a w przedziale
(—3; 0) najmniejsza wartodcia tej funkcji jest liczba —6.



Zesfaw powforkowy

365

Czy funkcja f okreslonajest wzorem f(x}= %('x— 1)° —3?

5. Funkcja kwadratowa f ma najmniejszg wartosc rowng —3 dla argumentu 1. Jednym
D I z miejsc zerowych funkcji fjest liczba 4.

Wybierz odpowiedz T albo N i jej wzasadniente sposrod oznaczonych literami A i B.

T | Tak,

N | Nie,

poniewaz

A.

F(3)=11 f(4)=0.

B.

f()=-31 f(4)=0.

6. Czy wzor funkeji £ gdy f(x)= —x* +9, mozna zapisaé w postaci iloczynowej

M‘f(x) =—(x=3)(x+3)

Wybierz odpowiedz T albo N i jej wzasadnienie sposrod oznaczonych literami A i B.

T | Tak,

N | Nie,

poniewaz

A

—x"+9=—(s"+9)=—(x+3)".

B.

—x* 49 =—(x2 —9):(3—x)(3+x).

7. W parabole o réwnaniu y=a(x+2){x—8) wpisano
trojkat rownoramienny A BC w sposob przedstawiony
na rysunku. Oblicz:

a) wspolczynnik ¢ réwnania paraboli,
b) wspolizedne wierzchotka C trojkata ABC,
¢) pole trojkata ABC.

8. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £
ktory zbudowany jest z fragmentow dwoch parabol.

Napisz wzor funkeji £

9. Oblicz wspolczynniki a, b, ¢ funkcji kwadratowe] [ okreslone] wzorem

iF (x] —ax’+bx+ec, wiedzac, ze:
a) wykresem jest parabola o wierzcholku w punkcie (2,1}, a liczba 3 jest miejscem
zerowym tej funkeji,
b) funkcja ma dwa miejsca zerowe —21i4 oraz f(0)=16,
¢) miejscami zerowymi =3 liczby 1 1 -3, a jej wykresem jest parabola, do ktorej jest
styczna prosta o rownaniu y =—4.




Wskazowki i odpowiedzi

1. Jezyk i symbole logiki matematycznej

1.1. a) Nie, h)tak, c)tak, d)tak, e)tak, [)tak, g nie, h)nie.

1.2. Wartos¢ logiczna zdania: )0, b1, o1, )0, e)1, H1, g1, o, i)1l.
1.3. a) §x3 =27, b Yx%l;a[}, o) :;|x>920, @ sz >0,

LS. 8. Wskazdwka. 4-2=8, 7+2=9. 7
[4]2]8]

2. Zbiory i dziatania na nich

2.1. a) Zbidr nieskoriczony, h) zbior skoficzony, c) zbidr nieskoriczony, d) zbidr nieskoficzony.

2.2. {a}, {b}, {c}, {a B}; {a,c}. {B.c}, {a,b,c}, 7 podzbioréw. 2.3. Tak, 20, 2.4.10.

258 A={-2.-1,0,1,2,3,4}, b) B={0,1,2,3,4,5,6,7}, ¢ duB={-2,-101,2,3,456,7},

d) AnB={0,1,2,3,4}, & 4\B={-2,-1}, f) B\4={567]. 2.6.AiD.

2.7, a) Zbior liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 2 lub przez 3, b) zbior liczb naturalmych
dwucyfrowych podzielnych przez 6, bo 8~ =C, c¢)zbior liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych
przez 6, bo X nC'=C, d)zbidr liczb naturalnych dwucyfrowych nieparzystych, €) zbiorliczb natural-

mych dwucyfrowych,bo ¥ L C =X,

R A

29.8) AnBNC, b) (BRC) 4, ¢ (AuB)\

3. Zbior liczb rzeczywistych i jego podzbiory

31 108=2%.%, 1944 =277,

32 Np:18=3+44546, 21=14+2+34+44+5+6 lub 21=10+11.

3.3.a) 2057320 2°.57.31 my3iza00, ¢ 10%i 10"

34.PP. 3.5.a) 12 cm, b) 20 kwadratéw. I5iazowlko. 9) NWD(48, 60).
40-60

3.6.2 minlll'y. F3razowka. NW(4D, 6[}] = T
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3.7, Wekarowhka, Zauwaz, ze jeZeli p jest liczbg pierwsza, to p+1 jest suma jej dzielnikow.
3.8, Wekardwia, Zauwaz, ze klasa liczy 23 uczniow, bo NWD(69, 92)=23.
3.9, a) Tak, b) 4576, 7689, 1397, 6897. Niakar wen. Czterocyfrowa liczba naturalna & ma postac

1000a+ 1006+ 10c+ &, gdzie liczby a, b, ¢ i d sa liczbami naturalnymi i ¢ #0. Z zatoZzenia a+c=5b+4d,

skad d=a+c— b, wigc k=]ﬂﬂ]a+995+llc=]1(9]a+95+c).
3.10.9) -8, b)—14, ¢ —59. 3iLa)l, 1, ¢-1, d)-1, 60, HO, £0, h)32
32 Wiknzowka. a) In—4=3n—6+2=3(n-2)+2. 3.13.D.

3.14.Kolejno: 2) 0,3,4,8, b10,4,1, 10.

Wekazowka, 8) —12=3.(—4)+2=5-(3)+3=8-(-2)+4=10-(-2)+8.
38, Wekazowiho. Wystarczy zauwazyc, Ze: a) ostatnia cyfra liczby i | jest cyfra 0, b) suma cyfr
. 2 : 1 2 3 4 1 2 3
liczby 107 + 2 jest podzielna przez 3. 316.a) —. — — — h)— — —.
& 1P . )9876')1264
117, a) i’ E, z, E . b _E, _i, _i, i, ) _E, _i, _1, _i_ 118 Dwa pmlkty
18 3 9 6 2 4 14 100 3 5 15 15
a9 =, w38 o35 wazowka, gy 1313 1310101
68 91 711 686 868 68-10101
3.20. Wekazowka. Wykaz, ze mianownik utamka jest il oczynem tylko liczby 2 albo liczby 5 lubliczb 21 5.
320, Wakazowlha. Wykaz, ze w rozktadzie na czynniki pierwsze mianownika utamka wystepuje co najmniej
jedna liczba rézna od 2 i 5. 322.a)034, b)) 0,23, 0,12, d)0,56.
523, a) ]E b) i1 ) = d) 3 wskazowk ¢) Rownanie 0,729729...=x pomnoz przez 1000
3.23, 7 o 7 g o . ; p pr. ;

d) rownanie x = (,02727... przez 10, a nastepnie rownanie 10x = 0,2727... przez 100. Otrzymasz

wtedy 1000x=27+10x. 325.a)2, b7, © 3. Nikadwia. Zauwaz, ze liczba 192 dzieli sie przez 21 3.
I 2 3 + 5
3.26.a9) —=0,(142857), —=0,(285714), —=0,(428571), —=0,(571428}), —=0,(714285),
7 7 T 7 7
& 4 19 2 Jo,01 169
—=0,(857142).  327.a) 152, b) 3=, © 1. 128.9) J2.7, W) V245, o =, =
== 0 ) ) 155, ) 32, 0 1 ) ) BT

3.29.9) 3, G+1, 7, b) 3125, —J0,04, 2&, A+, o 25, A +E, o A5, A6

1 ;
3.30.F, P. 3.32. —65; —2m; -3,2; \E; 2.8; 4. 3.33.D. 3.34. PrzeprowadZ dowod nie

wprost analogicznie do przyktacu 15. 3.35.Np.: a) /10,5, b) 4.5, o Jio00,1, @ 2.5,

e 3.2, n 0. 3.36. Np. —~/95900. 3.37.9) ¢, We Oe de ¢ 0e



368 Wskazowk | od powiedz/

338B.aym, hhuw, om, &)y, e U, §) .

3.39. A=[%J, B=[—3ﬂ. C=(-1), D=(4,(3)), E=(2.8).
340.Np: m=1i k=2 b m=13 ik=27. 341 & & 2 &
x

3.42.a) 54, b 12, o V162, @ ¥—24. 3.43.BiD. 3.44. Kolejno; P, P, F, P.
3.45. Suma liczb jest wieksza o 1%. 3.46.Np. a) -8,2+1, b) (-2)-5,2.
3.47. 4) il =2.5; 1251 EE; 22 i-25. b) 5%y —11; 251125,

5 5 75 5 5
3.48.q) 220, by 2!, o 470, @) 228, o) 3% 3.49.C. 3.50.a) m>—3,3 b) 2<0, © k<0,

d) 5>0, ¢) x<0, ) y<ld, g z=-5, h){=0. 3.51.a) 3:?3—;, b) y%, ¢) c=-25 d) z-::]%.

3.33. €) ——— vt ————P ) A ——— P €) e —
0o 1 2 x -3 -1 0 1 =x 0 1 4 x
f_] —_— e g] : ; : ; : : »
> 0 = VI 0 142 x

3.54.9) x €0, b) 24, © x=-5, d) 2<x<0, ¢) 1€r<3, H -2<x<4, g 3<x<5,

h) D<r<d, i) 2<r<2, j) -100<x<l. 3.55.9)0, b)-1,0,1, 1,2, 4)0,1,2, €1,2,3.
3.56.4)0,1,2,3,4, 0,1, ¢y-3,-2,-1,0,1,2,3, d)-2,-1,0,1,2.

3.57.2)0,1,2.3, hynp: —242,-27,42, ©)np.-9,4,100, d)-8, €3, H0,1,2.3, g1, 2.3.

x=0 x>0 x<0
3.58.a)  — : e D) ——— () s————
0 1 x 0 1 2 x 0D 1 2 =
d)—-ifﬂ-d i i —
0o 1 2 X
3.39. Q) mppp e  B) - €) prm—— >
-5 01 X -2 0 1 x o 1 =z x
B L L s 3 &) ————— 3 T) - »
0 1 2 - -3 0 8 x 0 x
x 2 3 x 3 x

3.60.2) AUB=(-3;7), AnB=(1;4), A\B=(-3;1), B\ 4={4,7),

by AUB=R=(-w;+m), AnB=(-51), A\B=(—om;—5), B\d=(1;+),

& AuB=(-1,0)U{L;5), AnB=0, d\B=A, B\d=B.

3.6L.4) (—e0;—3), b)) D, ¢ (4:6). @) (—ex1). © (-3-2). D (4T)I(Z3). @ (—m+x)=R,

b (—;8), D) (—411), j) R\(L;5), B (-7;4), D (-51).
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62,8 (—ao0)u (0 +), B) (—oo; -1 (-L1)u(l;+eo),

C) (—m;—ﬁ]u(—ﬁ;]]u(hﬁ)u(ﬁ; +oo]. 3.63, a) Nie, b)nie, c)tak, d)nie, e¢)tak, ) nie,
g tak, Wtak. 364.AiD. 365 a) {-2,-101}, b) {6789, 0 @, & (40}, e (-55), N 2.
3.66, Wokasowla. Zaznacz na os liczbowej liczby ¢ i b, sdzie a < 5.

Zestaw powtorkowy
L.B. 2.A, 3.D. 4.T-C. 5. Kolegjno: LF,P. 6.C. 7.A-6,B-3,C-§,D-1,E-2,F—4.
8. Kolejno: F,P.  9.a) A={-3;4), B={0;+w), b) A={-2;5), B=(-m;-2).

4. Potegowanie, pierwiastkowanie i logarytmowanie
| 4 4 9 9 7 .

4.1.a)-4, h)-=27 —. @Fl, ® —. BS @ e B
a4, b) ’c)zs’)'e)sﬁztg)zs I)SIJ

1.2, 2) 6644.,(4), b) ﬂ, 0) i, ) okolo 10,41. 4.3.Kolejno: &) 28, 27, 2% 2°,
343" 7 343

b 5L 53,50 5 @32, 37, 3,95 @ (017 (017, (o7 (0173 (0170

5 1 17 1 1 1
d4.2) — W 12— 061, d) —, €27, N1 —, b —, D64, j) -
B o B los 961, d) s 27, DI, @ o s D64, ) 5

- 7 , 4
5.9 =, b, 03, 35 & — DL 4.6.3) 150, b)336, ©)243, d) — €)2.
) o W g ) ) )19 P ) ) ) )5 )

7.3 1072, b) 12-107, ¢) 78107, @) 1,68-10°, & 2,31-10°
48.9) n=-5, b) n=—15. 4.9. 3,15576-10" s,
4.10. Wikazdwka 2-9”‘”—999—998=998-(2-92—9—1)=993-1sz=993-3-19.

"*”'a) Opﬂﬁp Ea E: %7 Ea E: Ea E:‘ b) 17072':47 EPU,Q: 11: i
g 13 3" 17 7 20 21 2 5 3

L12.9)52, B)20, )8, )50, &4, N3, g3, h)03. 413 9) 543, b) 545, o 232,
333, W2, D&Z, 958, 3G e JIZ, B VI8, o VB0, @ V150, & 72
La5.9) 416, b) ¥54, o V24, @ Y192, o 135, 416, Wekazowka, by Zastosuj wzor
skréconego mnozenia na réznice kwadratow. ¢ 4250 -2 =125-2 Y2 =532 32 =432,

417, T-A. 418.2)20, 102, )4, O3, 2, N2, g-11, 7.

4.19.9) 6=3216, b) —2=Y512, ¢ 4=84096, 4) 7=3343, & 6=¥296, H —5=Y-3125.
420.9)2, b % 02, @2

219 32, w237, o232, @ RE, o 52, p 2B, g 45 n 32, ) 5B, ) 637,
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4.22.2) Y486, b) I250, o Y4802, @ Pe, 8192, n Y458, g 250, w 080, 1 Y384,

3 _~4fq5 5" - -'?f
D {61051, 423.9) i b)ﬁ 0 45 ‘F 2 g Nab g INE NIE g PNER
AR U T, 6 5 2 o
K

4.24.2) 842, b)) 1245, o 123B, @ 32, & 242, po, g1, w - DL D2

4.26.a)15, b)17, ©) 81, )0, €)—4, N6, g 2342, h)-24, i) 643.

2 2
4.2T.a)m=—§, b) m=%. 4.28.D. 4.29.3)4, b) —, P >0 ? &2, 0125 g 0,09,
. . 15 2 7
W) 001, D18, ) -, k) 63 430.3) 7, §)9, 04, B35, €13
1. Z = 3 =k -8
43L.a) 8% »s’ o8 @8, o8 L nsl, ©s 3 ms
3 1B s 1w ou 4

432.9) 37, 13} 03, @320, 32, N2 3, @ 52, hy 5.

433.2) ¥, V2, o L § W, o — g V128. 4.35, ) —g, b)—, ©2.

J_ J_
4.36.a) ¥250 =450 )y Y257 = W25t ¢ AT W0, a) I3 -4E.

2
36

3
1 L 1
zastap nierdwnoscia 5@ 1ijauzasadnij, b) 3:32 = [32J ,

1
4.37. Wekazowka. a) Nieréwnosé 33 >22

26

& a=2"= (25']5 —512° p=30_ (35]5 —729°, o=520 (5“]5 —625°.

4.35.a)0, 2, l, -3, -1, 2, —l, -4, ©) 2, 1, —2, 1, dy 0, -1, 1, 4,
2 2 2 3 2
3
4.39.2)3, 2, 4, 1, 3, b)-3, -3, -3, -3, -3, © 21, 1, ]1, l, ) l, l, 5, —i, =
2 2 2 2 3 4 B 2

, ; 625
4.40.2)8, 5, 3, 12, b)49, 125, 100, 25, ¢4, d)125, e)63, 1) el g) >
4.41.a)49, 216, %_. b3, 2, % 4.42. a) logg216=3, b) log);1331=3, ¢ leg0,0l=—-2,

2

d) log,2=0,5, ¢ 10gﬁ4=4. 443. a1, 4, © § d)y—1, e)l.

4.44. a) log0,0001, logs;—ﬁ, l0g41, logg r_}l . b) Inz, logg¥, ¢ 1Dg3~ﬁ.

4

¥y Joazs|ozs|os| 1|24 8 |16]32]64]128] 256|512 1024

logob | 3 |2 |a|of1]2]|3]|4]|5]6 10

=
=]
k=)

a) log,0.1<-3, b) log, L.E<0,5, ¢) log,100<7.
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446.a) Z=log, 4, b) 2=logl% €) 2=log;9, d) Z=logylh, e) 2=log;25, 0 2=log,100.

E
44722, B3, 62, d)4, e ,1) -1, 20, h) s 445%.2)2, 13, 0l, -2, &2, -2, 3.
4.49. Wokazowka. Zauwaz, ze: a) 2+logs 2=log<25+ logs 2,

¢) logs 6+ 1ogs8=logy (6-8)=logy (42 : 3) —log, 4% +logs 3.

4.50. a) logy12, b) log, 2,5, ©) log, 12, @) lﬂgqg.
2

15191, b V5, 015, d)-1, e 800, ng, g)1, W2, i 3%.

5
log. 3+Tog,—
052, 9) 8 > 2087 by J5ogladS o 0:>l O %77
og) 4
3 2
log., 3 +log,— log,—
wha, ) 4032 + 0349 2410g23‘4 0849.
4559 14771, B) 04771, ©-0,9542, ) 14313.  4.54. Uskaiwia. a) log, 10=1log, 2+log, 5,

b) log, 2,5=log,5-log, 2, ¢ log,100=log, 4+ log, 25.
4.55.a) x=25 b)x=8 ¢© x=24 d) x=3h, e) x=lzTS, N x=2.
: : — 30 _ 2 o110
1.56.9) 33 cyfiy, )18 cyft, © 65 cyfr, d) 107 cyfi. Webadwho. a) 12 (2 3) ;
10 13
b) 1515{3.?] o 40%0 = (2 m) , &) 60°° =(2.3.10)".

457 9) A=10"" cm, A~5 ecm, b) A=10"" cm, A=316000 cm, ¢ A=10" em

4.58.9) pH ~2,9, b) 10756, skazdwia. b) pH=—log[H+], wiec log[HJrJ:—ﬁ,tS, skad
[I—I*] 1066 Dol
de
5 . i3 i
4.59.a)90 dB, b) 10"~ razy (bilion razy). ovadwia a) L=10-log T3 =10-loglly,
10”

L—120

skad log/ = 4.60. a) ]03razy (1000 razy), b) lﬂsrazy (milion razy).

&
b L=10-log———r7,
10—12

4.61.2) 100°C, b) 66%“0 c) tak, bo garnek z zupa osiagnie temperature okoto 30°C (doktadnie % ).

HEk

vazdwia. Oblicz 7, gdy: a) £=0, b) £=10, ¢ =30
4.62. a) %log}?, b) —2log; 5, € —2logs 5, d) logs2.

1.63.29) log;5, b) logsd, ¢ log,3, ) log,5. 4.64. a) log,15 lub log, 225, b) logz% lub

logli c) 0. 465 a)0, b 0. 4.67. a) i, b) E, c) —E, d) E
]] i i a 5a
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408.a) a+1, b) a-1, © ﬂ, d) 1 : 4.69. 9) ﬂ—b, b) 3&—5—!—5-
1+a a-1 3 a—b+1
4.70. Wskazowka. Q) ng tg4[}°+10gtg 50° = lt}g (tg4[}o_ ‘[gS[}O] _ ng(tg-ﬂ-[}“-ctgiL[}"] _ ng],

3 o = o = ] Z = o @
b) oolee sndl® | yyplogsin0® _ 4 qlog (sn407) _I_]Dlog(sm 507)° _ cinZ 40° 4 cog2 4ne,
¢) skorzystaj z wzoru na sume logaryimow, a nastepni e zastosuj wzor tgo-ctga =1,
d) zapisz wszystkie logarytmy np. o podstawie 2.

Zestaw powtorkowy

1.D. 2.D. 3.D. 4.B. 5.C 6.D. 7.Kolejno: F,F,P. 8.T—-A.
1 1 ! 1 4 7

9. Wskazowka. Zauwaz, ze: a) %10g2+%10g]6+%10g128 = h}gi’; +log (24]5 +10g(2?)6 =log22 3 6,

b) log01=—1, ¢) zapisz 3=10"8% j 2=10'%82,

5. Wyrazenia algebraiczne i wzory skroconego mnozenia

£1.a) x2+2J2_x+2, b) x2+28x+]96, C) 4y2+24y +36, d) 9 +6:>:2+1, e) 6412+161cy3+y6,
D 4xt+12x29% + 9y, @ 4a262+24ab+%, h) %x4+%xzy+%y2.

2
52.9) (x+4)5, b (20417 © (20437, @) (3c+2)%, @ (5x+4F, D (8x+5 ;

53.a) x5 b) 60x, o4

S4.8) 4—dx+x0, b) 3-2Bx+x%, © 2522 —10z+1, @) 1-2ay+x°y>, € 9x° —12xy +4y°,
f) 16x2y% —24xy+9, g %12—%;@‘+ 9y2, h) 4+ 4x+x°.

S5 UEbasdwi Przyjmij, ze 2n—11 2n+1 sa dwiema kolejnymi liczbami ni eparzy stymi, wtedy
(Zn—1F+(2n+1)* =8 +2

2 £
5.6, 9) (x—])g, b) [I—%J , € {x—%] , @) (1,13:—])2, ) (3x—1]2, §) (fo—z)z.

s.7.8) 16x2, b) 6x, €100, 58.a) 11+642, b) 4-243, © 7+2410, @) 46-64/5, ¢ 12-2435.
590.a) 1521, b) 10609, c)40 804, d)249 001.

5,10, Wakazowka. d) (Sﬁ—\@f—(J1_0—3J§)2=T5—10J1_8+6—10+6Jﬁ—45=

=26-10-342 +6-542.

510, skazdwia, Zauwaz, ze liczba 107 + 2 jest podzielna przez 3 (bo suma cyfr tej liczby dzieli sie

2
przez 3), wiec liczba (1[}P2 + 2) jest podzielna przez ¥,
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5,12, 9) az—%, b) x°—4y°, ©) 4a®-25, d) 36a°—4B%, € 16-9x%, D 1-x", @4, h) 4x" -9y,
i 9x° — 1657

S13.a) (3a-10)(3a+10), b (12—p)(12+y), © (1-3x)(1+3x), @ (Fx—3y)(7x+3y),

O (8x—5y)(8x+5y) D (13x-15)(13s+15), @ (* —4)(x*+4} W) (x*—y)(x"+y},

i) (x2—2y)(x2+2y), i (x2—y2)(x2+y2).

si4.a)-1i1e@, h15i15€Q, ¢ 30i-30eQ.

S15.a) 2%+ 6%, b) 1-3x, © 50-10x, @) 30x>—24x+5, € x> —Ty>+6xy, ) —8iy.

£.16. 2) _25? +34x—71; 34\5—?5, b)—3; niezaleznie od wartosci zmiennej x, ¢) —4xy; %,

d) 9x —25y°; —g. 5.17.9) 39999, b)6399, ¢ 89996, d) 9,6-10%.

5,18, Wskazdwhka. ©) J4—J§=J2(2—JE), d) ﬁ-Jz-ﬁ:J}(z—Ji).

S19.9) (x—6)(x+14), B) (2x+4)(2x-2), © (4xr-1-+2)(4x-14+2), @ (3-x)(3x+1),

¢ (x+1)(3x-1), O (5x—3)(3x+3).  =20.a) (x—4)°—16, b) (x+5° 25, o) [x—%f—%,

(
2 P 2
d) [x+§] —2, €) [x+£} —1, ) [x—ﬁj —3.
% -+ 2 2

2] 4

8.21. Wkazowka, ) 9994—1=(9992)2—12=(9992—1)(9992+1)=(999—1](999+1)-(9992+1),

b) 512—1=(55)2—12=(55—1)(55+1)=(53—1)(53+1)(55+1)=124-126-(55+1)=31-4-126-(55+1).
£22.3) (a+20), b) (3a—2y), © (3x—B)(3x+5), @) (4b—3)(4b+3), @ (2x-57,

D (2n4+3-26)(2n+3+2k), @ (5x—8)(5x+4), h) 24(3x-1), 1) (x—3)(x+3](x2+9).

D (—x—y)1+x+y) K) (Bz—a+b)(8Bz+a—b), 1) (V3x—vZy —1)(Br+vTy+1).

Vrkazowka., §) 1_(x2+2;g:+y2)=1—(x+y}2, 1) (82F —(a—=b)%, D (VBx) —(JBy+1).

523.9) -7 -5, b) 2-43, 6 4-3W2, @ %(J§+3\E]. 524.BiC.

526.9) 14+ 645, b) 14-645, © 1245, @120, €36, 527, 8) (1+J€]2, b) (Ji—l]z,

2 2 2 2
0 (4-+5), @ (V2+43). S28. Wekaowka ) 9+405=(2+5), b) 84247 =(¥7+1"
£29.3) a»bh, b) a<bh, ¢ a<h, d) a>b. 5.30.13) 10+ 642, b) 100, € 99.
831, Wikasowla . SprowadZ utamki do wspdlnego mianownika i zauwaz, ze

(V7 2 (V7 +42) =[(ﬁ—ﬁ}‘(ﬁ+ﬁ)ﬁ 832, Wekazdwka, (n+12—n?=2n+1,
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5.33. Wekazowka, Kazda z nierownosci przekszial¢ do takiej postaci, by moina bylo zastosowac wzor
skréconego mnozenia. d) a® +5° +2=2 (a+b). wiec (a2 —2a+ 1] 4 (bz =2h4 1) =0.

5.34. Walazowlz. Podstaw w wyrazeniu x=2n+1, gdzie 1€ IV, bo 2n+1 jest ogdlna postacia liczby
naturalnej nieparzystej.

5.35. Wakazowka. Usuf niewymiernos¢ z mianownika. Pomnoz licznik i mianownik pierwszego utamka

przez J2-J2+43.a drugi ego przez N N N

Zestaw powtorkowy
1. Kolejno: F,P. 3.C.

5. Weknzdwkn, Zauwaz, ze 46—Jﬁ-(6+m)-(ﬁ—ﬁ]=ﬂ6—m- (6—|—'J1_1)2 --JE-(-JI_]—I)=
o (G R G R Mo SOVEN e R e W
= 5.6+ 11 2 -Af12- 2411,

6. Rownania i nierownosci liniowe z jedng niewiadoma

6.1. Ai D. Zoay—-1, 4, o1, dy-1,0,2, 4. 6.3.F. P

6.4. —410. Nrkazdwka. SprawdZ, czy pierwiastkami rownania sa liczby: —7,-6,-5, 4, -3, -2, -1.0.
6.5.9)-5i-3, b2, ¢, -2, 1. 6.6.9)0, 10, 02, A2, 1, H4.

6.7. a) xp =—§, b) kazda liczba rzeczywista (réwnanie tozsamosciowe), ¢) x5 =2, d) x5=35,

€) x5 =102, I brak rozwiazania, rOwnanie sprzeczne. 6.8, a) Tak, b) nie.

—2-18

6.9.9) x—5=-7, b) 2y+16=14, ¢ 3y+21=9, ) 4(a—3)=40. Wskazdowia. a) x—5= 3

6.10.B. 6.11.2) 3, 4, b) 2.

6.12.264 km. Wskazowka. 660f = 360-[34—%], gdzie f to czas przelotu samolotu.

; 5
6.13. Kasia —27 km, Jurek —33 km. 6.14.1, 7

2
A
x=<5 . 3

6.15. a) - b) .
0 1 - 20 1

3

nY

0 =6 d) x=1
} } } } } t — » —————— -
0 1 & X 01 X

6.16.2) x=-5, h) y::-ﬁ, c) z<£, d) x<—f2, e)x>3+‘ﬁ, f x=-25-4.

3 3 2
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2 1
6.17. Np.: x—1< 3 6.18. 45, —\E, . 6.19. D. 6.20. 2.
x<—6 x<l
6.21. 9) ] i Ll b -
& 0D 1 = 0 1 x
. xR y=-=1
c) : » 4) > >
01 x -1 01 ¥
a
>
¥ 4 =22
&) e » 0 " >
01 9 ¥ 22 20 x
4
6.22. P, P. Wskazdwka. a) x >H, —1 to najmniejsza liczba catkowita spelniajaca te nierdwnosé,
b) x< P —8 to najwigksza liczba calkowita spelniajaca te ni erdwnosé.

6.23. Wakuzdwlz. a) Zastap nierdwno$é podwaéjng uktadem nierdwnosci x> —1 < (x+ ]}2 +2

i(x +1}2 +2<(x+ 2]?’. b) Dana nier6wno$¢ zastap nieréwnoscia x(2log2+1+2log5)>3 i zastosyj
prawa dziatan na logarytmach. 6.24.BiD. 625.a) x<0, b) reR, ¢ £=20.

6.26.9) x#-5, b) x22, © r<4, d) r>1

6.27. LL1+x < 4.3, gdzie x oznacza wysokost nadwozia samochodu.

6.28.F, P. 6.29. Co najmniej 34 sztuki. 6.30. Po 3 dniach. 6.31. Ponizej 11,33 s.
6.32.0i2, 214 oraz4i6. Wakazowka. (2n) —(2n+2) 2—20, skad 2n <4.

6.33. Trojkat, czworokat, pieciokal, szesciokal, siedmiolat, osmiokat, driewieciokat i dziesieciokat.

6.34. Po godzinie 14:48. Wikazowka. W czasie ¢ oba pojazdy przejada (126+13t) km, czyli (25-¢) km.

Odleglo§¢ migdzy nimi bedzie réwna (100—25¢) km. Zatem 100— 25¢ < 30, skad ¢ ::-%. % h=2h 48 min.

6.36.2)0, b) 15-5-43, 00, d)-1, &) 5. n 15-103. 6.37.8) 5—+f7, b) 2J6-4,
c) 2x—5. 6.35. 13- 4/2. 6.39, 3) Wymierna, b) wymiema, c¢)niewymiema.

6.40.9) —4f3, B)18. O 8, d) 3. Wikazdwika. ©) 18—8\5:(4—\5}2, ) 28—1[}J§=(5—~ﬁ]2.
641 Wekuzowla. 8) 33— 20V = (5-202)°, b) 34— 24T =(4-342)", © 69165 =(8-v5)",
d) 36—16\:'5:(4—2\!3]2. 6.42.a)4, b) 4—%::, ¢) 4x, d) x+9, € —9x-11, ) —x-5.

6.43.8) —3(x-3), by1-x 2, d) 2x-1 6.44.8) xR, b) xe(-2;+), © :::E[—oo; %)
d) xeR. 6.45. A. 6.46. C.

6.47.a) y=—4, y, =4, b)brakrozwigzan, ¢) x;=0, d) x=-20, x, =20
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, ) brak rozwiazania, ¢) x;=0, d) brak rozwiazania.

6.48.a) x| =—E, Ly = 1
A

6.49.BiC. 6.50.9) =3, 5,=5 b) =3 5,=7, ¢ x=-"N =2, d) x=-2, 5, =6

6.51.a)1, b1, o2, &0, 2, D2 Wkazowka. d) 2—f5 <0.
6.52.2) y=-3, n=-1, by =3, Oy n=-1 x5=7 d)x=1,x5=5 ¢ q=-12, x;=-2,
0 x,=+2. 6.53.9) |x—1|=4, b) |x+3|=3,

6.54. Wrkazowka. a) Zauwaz, Ze liczby (]—-\E)I i (\E — ])x 4 przeciwne.

6.56.2) x;=-9, 5,=3. b) xy=-1, =1 x3=3, ¢ ILZ%, I2=%, d) xy =-1, x; =3,
e) n=-2, I2=§, N x==2, =0, x3=2, 5a=4.
, 1 3o 5 _ 4
6.57.a) CEa e R b) J:E([};+oo], ¢) x5 =-2, d) f=0 =3 e = =4, ) xp=2

Vo’ -6a+9 Na’-dat+d _|a—3 |a—2
3-a a—2 j-a a-2

6.58. Wakazowka. . Jedli ae(2;3),to j|a—-3|=3-a
i \a —2| =q—2. 6.59. Kolejno: F, P, P. 6.60. C. 6.61. A.

6.64.2) x=0, b) xeR, c)brak rozwiazania, d) x;=0, ¢) xR, I)brakrozwiazania,

g) x e (—o0;—5) (5, +e0), h) xe(—o0;—6)U(6;+m)

6.65.2) x=(-17), b) xe(42), ¢ xe(-w—4)u(l4w), @) xe(—e0;)(T;+x),

) xe(—w;—2)u(l; +e), 1) xe(—l—sﬁ; -.E—]).

N —0 — f >
6.66. 1) —¢ e s x W 5 0 1 2 x
{ 3 —t—t—F oy { { { t 1 t t i >
©) 4 0 1 2 * 9 5 o 1 3 x
. —+ g S »
€) 3 x D 0 1 4 5 X

6.67.a) [x|<2, b) |x[<3, ¢ [x|=4, @) [x-2|<2, © [x+2|22, D |r+]]>2.

6.68. Kolejno: F, F, P. 6.69. C.

6.70.a) x=(-L5), b) xe(—o—6)u(-20)u(4+w), © xe(-80), d) xeR, e)nieréwnos¢ nie ma
rozwigzania, f) xe(—0;—7) (54 ).

3 )
rozwiazania, ) re R.

6.71.2) x e [—]; — l} b) x=(=15), ¢ xe(-51), d) x= (—m; 0) u(ﬁ; +), ¢ nierdwnod¢ nie ma
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6,72, Wekazdwha. Rozwiazaniem nieréwnosci [x+2|+[x—3|29 jestzbidr x (—co; 4}y {5; ).

Zestaw powtorkowy
LC 2A 3.C 4C SEFRP 6AiC 7. Wskazdwka. Wystarczy zauwazyé, ze |x—5|20

i|x+6/20 da xeR,wiec [r—5|+|x+6/>0. 8. Wskazdwia. Rozwiaz rownania: 5—2x+3/=1 lub
5— 2|x + 3‘ =—1, skad rozwiazaniem pierwszego Z nich sa liczby —5 i —1, natomiast drugiego liczhy —6 i 0.

9. Wikazdwira. Zauwaz, ze nieréwnosé [1—|x <3 jestréwnowazna nieréwnosdi |x| < 4.

7. Uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

7.1. Tylko para (12, 2).

5
=y =4 =1 +=10 )
meoZ. i){: ,j){;_ ,k)JL ,1){1 ol
2

v =12 =2 z=32 =i
LS Lo 2-2 4 e it
7.7. a) e b) 1 ) 3 d) lzg ¢) uldad sprzecziry , f) !
_]}24, ]2 » _JE_] » » > y=_x_15 E
y=—— y= y=[} 2_
11 !
g y=1 , h)sy=0 , D) y=2
z=-12 z=4 =
T8 N-A
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7.1L..D.

7.12. a) Ultad sprzeczny, nie ma rozwiazan, hb) uldad nieoznaczony, ma nieskonczenie wiele rozwiazan

reR
postaci 1 i ¢) ukdad sprzeczny, nie ma rozwiazan, d) uklad nieoznaczony, ma nieskoriczenie
=—x—
a
| o [x=6-06y o |
wiele rozwiazan postaci % , ¢ uktad oznaczony, rozwigzaniem jest para liczb (1, 2),
¥ £

) uktad oznaczony, rozwiazaniem jest para liczb [%, 2] TA3.a)l1i6, bynp.1i-2, ¢np.3i2.

_ p=£+3 (p=8  [m=0,32 [m=15 _
T.14. q) 2 . , b . . A5 A1 C,
' r=10 m+u=065 |n=350
p+r=18 * ;
3 3 i : AT x+y=360 ;
.16. Za wnioskiem glosowaty 232 osoby, przeciw 128 os6b. Wiz owia. , gdzie x —liczba
x=v+104
osob glosujacych za, y — liczba oz6b glosujacych przeciw.
7.17. Piek €20 lat, ¥k =0y drie x —lata prakiyki piek lat
.17. Piekarz pracuje 20 lat. Wakazdwia. i ¢ x —lata pr i piekarza, y —lata
s x+d=3(y+4) " S g
prakiyki ucznia. .18, Motorowka 15 E, nurt 3 E
1
—(_x - 5] =y—5
7.19. Zyl 33 lata, panowal 12 lat. 772 Ji' ., gdzie x to lata zycia Aleksandra, a y to
lata jego panowania. 7.20. 24 litry.
7.21. Wakaz

i, przyjmij oznaczenia: x — cena lizaka czerwonego, y — cena lizaka zo6ltego, z — cena lizaka

2x=y+=z
zielonego. Zapisz uktad réwnan {) ? 5 i uzaleznij dwie niewiadome, np. y i z, od niewiadomej x.
2y=x+12z

3
; z=2x—y z=—x
z=2x-y . 4
, Wiec 5 , skad
{2y=x+2(21—y] y=—x 5
i) F=EI

Whniosek: lizak 2oty jest naj drozszy, bo %x CE é:::

7.22. Krzeglo kosztowato 450 z1, a stél 2100 21

=3 x=1 x=5 x=3 x=-5 x=1
7.23. a) lub . b lub , lub , lub
y=3 y=i =] p=7 y=-1

. ) ; x=1 x=3
Wekazowlka, a) xy—4x=3, wiec x(y—4)=3, zatem lub

citf=1
= 175416
7.24. 305, Wskazdwhka {x Tq

, gdzie x to szukana liczba.
x=18-16+¢
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..:f".a) 1 _;\;:—m]_;]’ 2 m=_131_1’ h) 1 IZI?FZ—Z’ 2 mz6};¥2

»

o1 x=%m, 2 m=%x, dy 1 xeR, I mekR.

7.26. 9) x=mT+3, gdy me R, b)jedno rozwiazanie x=m—+::,gdy me R\ {1}; nie ma rozwiazania,
n—

gdy m=1, c¢)jednorozwiazanie x =m+1, gdy m e R\ {1}; nieskoficzenie wiele rozwiazan, gdy m=1.

3 . . .
7.27. 8) x=6—, gdy i #£6; nie ma rozwiazania, gdy m=6, b) x=1L gdy a#-1; xR, gdy a=-1,
— Ml

¢) x=1gdya=0;, reR gdy a=0, @) x=a+2, gdya=2; re R, gdy a=2.
a2—4=(a—2](a+2]=

Vskazowka, d) a+2.
a—2 a—2
me +1
7.28.a) x=m+2,gdy m#-2; xeR,gdy m=-2, b) x= " , gdy m1# —1; nie ma rozwiazania, gdy
i " ol
m=-1, © x=m—2,gdym#1; nie ma rozwiazania, gdy m=1, d) x=m—2,gdy m#—2; nie ma
(m—1) (m+2)

rozwiazania, gdy m=-2.
129, me(-2+wo). 30, me(—w;2). 731 me(-3;0).

7.32, a) Nie ma rozwiazania, gdy a=0; x >1, gdy a >0; x <1, gdy a <0,

m+5

=23 —3
Z . gdy >0 xzm—,gdym-::(), c)xET,gdy meR,
H

b) nie ma rozwiazania, gdy m=0; x <
I

3az-3 3a—-3

d) nie ma rozwiazania, gdy a=0; x < ,edy a =0; x>

.8dy 2 <0, € xeR,gdy m=0;

£> gy m>0; x<ady m<0, ) xeRady a=0; <1, gdy a>0; ¥21,gdy a<0.
" m

7.33.4) m=0, b) m=—1. Wekazdwka, Gdy m <0, to x<m_1,czyli xe[—m;m_l} Zatem E:Q.
m m i
= 2
Sday m#4d, by meR, © m;ég.
S . e \
A5.a) a=6, b a=§, ) a=2. d6at=1 bi<-1, ¢ te(-L1)
i 1 o S e i
37.a) p=0, b pE<_E;[}>' Wakazdwha. b) rozwiaz nieréwnosé |p—2/+[2p—1|<1.
7.38. me(-L8).
Zestaw powtdrkowy

1.B. 2.D. 3.AiD. 4.BiD. 5 BiD. 6. Wskwezowks x=1-4p i x <0.
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8. Funkcja i jej wiasnosci

8.1. a) Tak, b)nie, c)tak, d)nie, e)tak, f)nie. 2.BiD. 8.3. Tak: a), b), ©), d).

8.4.1-3 i 20, 8.5 a) Tak, b)tak, ©) nie.

8.6. p(aj=b, p(b)=c, p(c)=d, p(d)=a. 8.7.a) B>A4, W C—=D, ¢ F=E d) H-5G

8.8. a) x 2|10 f1]2 By 2 8.9. Z tabelki nalezy usuna¢ pare
pedtgl =t [t [0 f1 G liczb (~1,4) albo (-1, 2).

r2
I~

8.10. [ X el
y=glx)|2]|1|2]1

8.11. C

Led

8.12.9) 7(0)=5 7(1)=3, 7(-D=7. ® F(D)=2, F(1)=6, f(-1)=—

9 7(0 J=§ f(l)=§ F)=1 @ 7(0)=0, F()=1, F(-1)=1

8.13.4)5, 1)4,5,10i1l, © 1,0, %4 8.14. D. 8.15.4)2, b0, ¢ 1%, d)4, € 16.
8.16.7) f(x)=—x, b) f(.x]=i, O f(x)=|x 817.9) f(x)=x-3 | ¢ [-8|u|o| = |5
8.18. Wskazowka. Sprawdz, czy f(-1)=2. y H1|—T7 |3 —2% 2

519, 1 Df={—2,—4,[],5}, }}:{0,1,3,?}, 2 Df={a,b, e, d}, }}:{1,2},

3 Df={[}, % 1,1%,2}. £ ={G,%,L1%,2}. 4 Dy=(-L3), ¥,=(-13).

8.20.9) Dy ={-3,-2,-1,1,3,4}, ¥, ={-1,0,2,3,4}, b) Dp={-1;4), ¥, =(-21), ¢) Dy=(-44),
¥y =(-23). 821. D f={—2, ~1,0,2,3.4,5}, Yf={—5, 3,5). 8.22.D. 8.23. A.

8.24.2) P(r) =n(1—r3'), gdzie 7 =(0;1), b) V(a)=10a> gdzie a >0.

L3 i _ _J1
825.4) x€R, b) x# -, © x>-3 8.26.3) ¥ ={-1,5,8}, b) Yf_{i’ 1,4].

8.27.a) g(x) == —xz, b) g(.x] =J’C2., C) g(x] = (x—3]2, d) g(x) _— -3, &) g (Jc] = 91:2, 1§ g(x] —x
8.28. Wekazowka. f(a)=4a, f(b)=4b, f(a+b)=4(a+b). 3.29.D.

8.30. ) Funkcja nie jest réznowartosciowa, bo f(-1)= f(-2)=1, b) funkcja jest roznowartosciowa, bo
kazda prosta réwnolegla do os x ma jeden punkt wspoélny z wylkresem funkcji /lub nie ma go wcale.

8.33. Wekazowlka . Wystarczy wskaza¢ dwa argumenty bedace liczbami przeciwnymi, dla ktérych wartos¢

funkcji jest rowna. 834.a) ny=-2.x5=1 b) =1, x;=2, x3=4.



Wskazowki | odpowiedz| 381

8.35.a) xy =4, 5,=0, x3=5, b) x5=2, «¢)brak migjsc zerowych. 8.36.B.

8.37.a) xe{-513), ye(-3:3), b) x=-1, x;=2, i3=7, 5y =12, ¢ xe(-1;2) lub x=(7:12),
8.3%.4) xy=—4, x;=-2, x3=2, b) f(x)>0,gdy xe(-4%—-2) lub x=(24),

) f(x)<0,gdy x={-5; —4) lub x=(-2;2).

5.39. Kolejno: P, F, F. 8.41. Wlatach: a)3id, b)1,6i7.

8.42.9) (-0}, (7,9), b) (-3 -1}, (0;4), & (4 7).

8.43. a) (20““;6“”), b) (s”“;m““), {6”“,- SDD), ¢) (16““;20“”).

S.4d.w) (2%;4"0), (67,1270, 1) (1;2), (4%0;97),

8.45. Funkgja fjest: a) rosnaca, b) stata, ) rosnaca, d) malejaca.

8.46.Np..a) ¥ b) A 0 yh
oVﬂr’x’ (B ol 132 T2l 1| 4%
3.47.D. ! ! ! ! ! | ! ! = '

8.49. Wkazdwia. © f(x)-f(xn)=23 —4—(1% —4)= - =(n-x)(n+n)ix—x>0omnz
n 4+, <0 (box <0 i x, <0). 8.50.9) ¥y = F(=2)=—4, yppx = F (=T =3,

b) yagn =S ==2, yppxr = FE=2, © ypgy=F(2) =4, yppaxr = F@)=12.

8.51.a) Od0°C do 4°C, b) od 4°C do 10°C, ¢) T=4°C

8.52. a) W 13. dniu ferii temperatura byla najnizsza, a nagjwyzsza w 5. dniu, b) 6 dni, ¢)3 dni, d) &°C.
8.53.Bi C. 8.54.a) 1470, 2°C, m) 20", 5°C.

Zestaw powtorkowy
LN-A 2FEPFPP 3.N-B 4.a)20%, b)od4:00dol16:00, ¢)o4:00, d)05% S5.T-B.

9. Figury podobne i twierdzenie Talesa

9.1.9) xp=2.4, b) 53=7, © X, =%, d) x=6. 9.2. Opakowanie 3 kg.

9.3. 500 kalorii. 94.a)15s b)576m. 9.5.620 zt1 1085 zl.

9.6. 195 kg wieprzowiny, 75 kg wolowiny, 30 kg stonimy.
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9.7.4) x=a—by, h) x=@, O x=——2 A x=—"0), ¢ x:y_"‘f',
a y—b y+b i
§ =222, Wekaziwka. & y=2+b, skad y—5=2,wige 22-2 9171, 2
a x x 1 x 2
9.8. Wkazdwika. F=By. Te—by (korzystamy z whasnogci proporcji)

2 3
3-(9x—8y)=2-(7x—6y) (grupujemy niewiadome x i y po réznych stronach znaku ="

27x—14x=24y—12y

13x=12y /:13y

x 12
y 13
9.9. a) - . 5, by = =9, ¢ F ﬂ, d) = i Wekazdw i, Patrz wskazowka do zadania 9.8.
¥y y y 2 y 1
9.10, ;—z Vekamowin, x —licznik szukanego wtamka, x+ 20 —mianownik szukanego utamka,

3 X
—szukany wamek. Zatem —=——, czyli 3-(x+20)=7Tx, skad x=15, wiec x+20=35.
£+ 20 2 T e o 320 % ¥

9.11.a) Tak, b)nie, c)nie, d)tak 9.12. 8 cm lub 50 cm. 9.13.3 cm.

; 1 : : - 5

). 14. Na planie w skali 1 : 8 000. 915,12 8 cm. 9.16. = lub P

9.17. %. 9.18. P=425cm?lub P =0 68 cm?. 0.19. a) 1:2500, b) P=5800m?.
9.20.62 496 zt. 9.21. 560 km?. 922, 1:14.

9.23.a) FG, b) AFEG, © EF, &) XGFE, € EG.

924, Wekuzowha. Zauwaz, ze A ABD=A BAC itrgjkat ABE jest rownoramienny.

9.26.a) x=50° b) a=143°% B=37°, o a=pF=60° 927.a)Tak, b)nie, c)nie.

9.28.a) e =30° B=20° y=130° b a=8=70°% y=40° ¢ «=70° B=30° y=80°

9.29. Tak. 9.30.a) Np. AABC~AB B4, b)np. AAB C,~AABC, ¢)np. AAB,C,~AABC,
dynp. AAE C| ~AABC, .

9.31.2)20 cm, 15 em, b) (40+2052) em, (30+15vZ) em, €200 cm?, 12,5 cm?.

9.32. |BE| =%, BC|=15. 9.33. a) Tak, b) nie. 934, Lippr =24,

9.3

on

.28, 4,24, 9.36. 2) el [ by x=4, ¢) x=48, dy x=06.

9.38. 8 m.
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9.39. |4B|=24 lub |4B|=83.

C,'\ &
Wekazow ke, Mozliwe sa 2 przypadki: 1° 12/: S O i 2¢ ]E//.\ B g
4 D 3x 5 4 3x D X &
9.40.a) x=5, b) x=12, ¢ x=2. 941 x=12, y=4, z=8.
9.42. Wskazowka. Podziel odcinek na 5 rowmnych czesci.
9.43. Wekazdwka. Podziel odcinek na 8 réwmnych czesci. 9.44.10 m.

9.45. Wsknzowix . Poprowad? najpi erw jedna przekatna czworokata 4 5C' 7 i wyciagnij wnioski, a nastepnie
druga przekatna i wyciagnij wnioski. 9.46.A,.BiC. 9.47.C. 9.45.B.

Zestaw powtorkowy
LA 2B. 3.C. 4.B. S5 Koeno P, F,F,F. 6T-A.

10. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym
10.1. C. 10.2.a) x=+/26, b) x=83. ¢ r=5+7, d) x=24/15.

10.3. Kolejno: P, F. 10.4. Welzzzowka. Trojkat ABC jest prostokaimy o katach 90°,30°, 60°1i trojkat
AEDjest prostokainy o katach 90°, 60°1 30°, wiec A ABC ~ AARD. 10.5. =27, ¢ = G100,

B

5 1 5 4 12 3
06.9) = b= o= d— 107.a = b —, © - 10.8.D.
3J4. )2. © g )3 ﬂJS. ) 3 C)4

= 5. Wakazdwha. %=tga, skad @:3 oraz ‘ﬂB‘=1/|BC|E +|4cf .

10.10. a) tng:% tgﬁ—3, b) tga—% tgf= 8, ©) ‘[g::r:—i tgff=—

10.9. |BC| =6,

L.n.l

4

10.11.C. 10.12. Np. a) l H l

10.13. Wekazowka. Zauwaz, ze tangens kata ostrego jest stosunkiem dtugosci dwdch bokow trojlkata.

. E 3 : 3 Bl ) 5 12

10.14. a) singx =—, cosax=—, b) s =—, COSr=—, €) SIfr=—0!, COScr=—.

5 3 5 5 3 13

10.15. a) b) €) 10.17. a) by . ©
4 (9 4 £ = 5
A X 1”7 \i r ] N
\\ 2 N b | Lgﬁ
o L M .

10.18. B. 10.19. C. 10.20. Wskuazowka. Zauwaz, ze cosinus Kata ostrego jest stosunkiem dhugosci

bokéw trgjkata i licznik jest mniejszy od mianownika.
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1021. Np.:a)1i20, b 1il10000, ¢)1i +24, d)8il5s.

1022. @ | b | ¢ |sina|cosa| g 1023. a) |4C| =215, |4B|=8, b) |4B|=12,
3
o s || 2|3 |3 CB|=84Z, © |4C|=4, |4B]=5.
v | B 8 % ? g 1024.9)55, b) ?-5, 02, d4).
4 6 | 2413 213 | 313 = . E:
B3 | 13 3 1025 a) 12+ 443, b) 104542, €) 12+ 64/3.
3 # 3 % % % Wikazdwla. ¢ PoprowadZ wysokos¢ z wierzchotka .
10.26. (_4-.5—4] lem & 2,9 km. 10.27.1,5 km. 10.28. 24+/2 cm = 34 cm 1029, o = 45°.
10.30. (83 —8) m~5,86m. 10.31. a) 0,1392, b) 09903, c)0,6249, d)0,9563, e)0,0698.
10.32. ) 18°, ) 66°, ¢) 72°, d)30°, ¢) 44°, 1) 58°. 10.33. 1) 80°, b)78°, ¢)39°,

10.34. Okoto 244 m.

10.35.9) c=29,2cm, . =38°, B~52° b) b=17,%cm, ax =32°, [ =387

€) a=22.8cm, b=253cm, 8 =48, d) b=58dm, c=7.3 dm, o ~38°,

¢) b=12 em, c =14 4cm, . =34° B=56° ) a=T7cm, c=17,5cm, ¢ =24° f=66°
g a=0,6em, c~3,06cm, a~11°, f~79°, h) b=2+7cm, c=8cm, x~49°, f=41°,

i) a=6cm, b=8cm, c =3,06cm, a=37°, f=53° Wskazowia. €)if) Skorzystaj z wzoru £, =%ab.

¥ 23

BC|=10, b) a=55°, B ~55° |AC|~218 i |4C|=|BC

10.36. o =~ 69°, B~ 69°%

AB| ~7,17,

»

) |BC|=4, a=51°, B~51° y=T8"

10.37. 3) [4C|= 3043, |4B|=60, [« ABC|=60°, b) |BC|=14, |4C|=143, |« 4BC|=60°,
¢) |BC|=0,24+13, |4B|= 0,48, |« 4BC|=30°, d) |BC|=1, |«xBAC|=30°, |« 4BC|=60°,
10.38, Okoto 155 m. 10.39. Okoto 1 cm. 10.40. Okolo 5,263 km.

10.42. Okolo 104 5 kam. Weimzowka, s=9-48=432,

_anet
S i
| d
142 |

réwnik

10.41. 72 cm. Wekazowka,

_.-._'_._,.-""'-'-

1W0W43. a2, M1, 02, 41, 0, Nl
. _ S
10.44. 04, D)3, 02, d)1, e) E\E, n ZE. Wekazowlka. d) 1g19°-1g71% =1, e) Wylacz ey poza

nawias, 1) cos>15°+cos> 75° =1.
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10,45 a) Tak, b)nie, © tak, d) tak. 10.46. B. 10.47. C.
10.48. Wskazdwka, Zauwaz, ze: ) sin51°=c0s835°, b) cos20°=sin70° i tg20°= st
ig
5 3 2
1049.2) ——=J2, By 1->=.
) 3 3 ) 12
1050, NWskazdwha, Zauwaz, Ze: a) 1g55°=ctg35° i tg35°-ctg3s°=1
1051 Wekaxdwhka, Zauwaz, ze: a) 2sin® o +2cos’ =2, b) (1+sina](1—sina)=]—si112a,
. . singe |, 2
€) CcOSer-Siner-tger =coso-sine - =4 L
COS fr
2
2 2 COs & ;] 2 2 2

-BINC SNk =co8" r +5mex.

1 . 1 . .
d) 3 +1|-sin® e = s sin o +sina =
g g e sin” o

1052, a) sinx <sin fB, b) tga<tgf, ) cose>cosf.
Zestaw powtorkowy

L.C. 2.D. 3.A. 4A SPF 6N-C. 7.8 r=653, y=~420, b) r=~9,33, y=~1430,

2@—9, b) i
B 3

€ x=697, ya=1143. 9.3
ol B

4
10.a) —, b)) —, ¢
)3 )3 3

(243 -3). Wiskazowka. @) cc=30°b) o =30,

11. Funkcija liniowa i jej wtasnosci

[N AR 11.3. Do wykresu funkcji /naleza punkty:

=
=Y

a)4, bYAiB ©BF. 11.4. C.

115, Iakascwba. Wystarezy obliczyé f(m) 1 f(2m).
11.6. Funkcja g okredlona jest wzorem: a) g(x)=x—4, b) g(x)=4x, ¢) g(x)=2.

Wskazowka. 8) g(x)=f(x—2), b g(x)=7(-2x), © g(x)=7(2).

1.7 Wakazdwka. f(m)—flx)=ag+b—(an+b)=a(x—x)=0bo a=0 i x—x, #0 zzaloZenia.

18.9) (2,-2)i (4.2), b (1,3)i(2,4), o (0,5)i (2,1).
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11.9. a)

=
-
»

c) A d)

€)

| A
L & R e

b}ffi#

Wikazowka. ¢ Jedli M =(k, k), tonp. M =(L1), @)jesli M =(m,2m),tonp. M =(1,2),

¢)jedli M =(m,—2m). tonp. (L—-2).

11.10. Kolejno: F, P.

11.11. Wekazdwka. Wykres funkcji przechodzi przez punkty: a) (0,6) i (1,3), b) (0,—2) i (1,—4),
¢ (0,-43)i (1L0), @) [0,15 i (1,2).

11.12. Funkcja fjest: a) rosnaca, b)malejaca, ¢) rosngca, d) stata.

143 Np. F(5)=-2, F(x)=—3r—2, f(x]=%x—2.

11.14. 2) f(x}=%x, b) f(x)=—2x-3, ¢ flx)=-2.

11.15.Proste 1, 3 i 4 przecinaja si¢ w punkcie (0,3); 2, § przecinaja sie¢ w punkcie (0,—1).
11.16. Wrkazowia. Zelofemie: f(x)=ax+b, teza: f(x+1)= f(x)+a.

Dowdd: f(x+1)=a(x+1)+b=ax+a+b=(ax+b)+a= f(x)+a cnu

11.17.BiD. 11.18. C. Wskazdwka. —%a +4=4 i —%-6+4=b.

11.19.2) >0, b) a<0, ¢ a=0. 1120.2) b=0, b) 5<0, ¢) b>0, d) b=-1,

1121.a) 1 m<2, 2 m>2, 3 m=2, b)) 1 m=-2 2 niematakiegom, 3 m=-2,

o 1 me(-w;-1)u(li+w), 2 me(-L1), 3 me{-11}, d) 1 meR, 2 i 3 niema takiego m.

11.22.3)4, b)—-1, ¢)—10000, d)1, ¢)3, 0)-S5.

11.23.a) (—1,0], h) (—«E U), c) (8,0), @) [1, D], €) (—1,[}}, ) [i,[}]. 11.24.D.
2 ' ' 2 e 3 32
11.25.a) x<2, b) x>3, ¢)xeR. 11.26.a) x<2, h) 3:::-%, C) x::-%, DrekR.
1127.a) x<0, h) x::-%, ¢) x <1, d) funkcja nie przyjmuje wartoici ujemnych.
5

11.28. Wkazowka. Zauwaz, Ze f(x)=—x+22. 11.29.a) x<2, b) x>4, ¢ x<-2.

11.30.Bi C. 11.31. C. 11.32. k >6.
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b b
11.33. Wekazowka. a <0 i — <0, wiec —-a >0, czyli —& >0.
a s

1
11.34.9) m E—E, by m=2, ¢) me (—oo; —4)U(U,' +m}, d) m= JE
Wikazowka. Oblicz miejsce zerowe x; funkcji f; a nastepnie w zaleznosci od jej monotonicznosci rozwiaz

nierownosé: a) xp 20, b) x5 <0, © 1y =0, d) xp =20.

11.35. m =—% lub m= % Wakazdwia. Z warunku |BO|=3|04| wynika, ze B =(-9,0) lub B, =(9,0).

11.36.9) b=-3, b) b=0, ©) b=—4, d) hb=—2"

11.37.4) a=4, b) L—%,DJ, (0,3), © xe[—m;—%). 11.38.P,F.

11.39.a) f(x ]—lx L b fx ]—§x+2, ¢ fix)=6x—3. Wskazdwika. ID=—E,WiQC a=—£.
s

xq

11.40.9) £(x)=27, B) F(x)=2, © f(x]=%x+1.
114La) f(x)=2x—6, b) f(x)=3x-4, ¢ f(x]=§x—§, d) fx)=x+4.
1142.9) f(x)=-3x b) f(x)=-2x+4, © f(x)=100x—88. 11.43. A, 11.44. C.

11.45.9) f(x)=3x—6, b) f(x)=-5. Wekazdwka. ) xp=2 i b=—6.

11.46. f[x]—%l+%. Wikazowka. f(x+1)=a(x+1)+b i f(x—1)=a(x-1)+b.
11.47. 11.48. a) b)
yA i

11.49. B.
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11.50. N A O Y 11.51. a) DJ,.-Z(—5;5), Yf:(_2;4}’
—x—3, gdy IE(—5;—]}

f(1)= 2x, gdy JL'E(—],‘Z]
—x+6, pdy JL'E(Z; 5)

b) Dp=(-5:6), ¥r=(-3;2),
x+3, gdy IE(—5,’—])
Fix)=¢-2, gdy IE(—];3)
—x+3, gdy xe(3; 6)

—2x, pdy  x<-1
by flx)=¢ 2, gdy -1=x<l.
2x  pdy x=1

x+7, gdy x=2-—7
—x—7, gdy x<=7°

11.52. a) f(x) ={

(x5, d =5 5 d <5
11.53. Wskazdwka. Q) f(x]={x & ¥ . ) f(x)= gdy x ,
—x+5, gdy x<5 2x—35, gdy x=5
—2x, gdy x<0 0, dv 1<
c_‘_| f(_;l;)z gay , ll) f(}L':I= BOyY ,
D_. gd}' x=0 2_,'[, gd}r x=0
x—1, gdy x>-1 )
' = ,gdzie D, =R\{l},
o /) {—}c+], dy ey 56 Dp=Rul

—2x—2, gdy x<0
D f(x)=4 -2, gdy 0<x<2, gdzie D;=R\{2}].
2x+2 gdy x=2

3x-3, pdy x<-3
11.54. Wikazdwia. 2) fl:x]={ * by gdy - o =R
—x+3, gdy x2-

Besnm 1 —2x—3, gdy x<-5

—Lk . Bay X

b = L Ye=(3:+m), ¢ ) =<, dy —S5=x<2, Yr={7:+m),

)/ {Ex+1, iy wer o) QA= L, By =k (7:+)
: 2x+3, gdy x2

3, gdy x<-2
d) f(x)=<—2x-1 gdy —2<x<l, A= (-3; 3).
—3, gdy x>1

11.55. a) Zero rozwiazar, gdy m =(5;+ ), jedno rozwiazanie, gdy m =(—;5), nieskoriczenie wiele
rozwiazafi , gdy m=>5. b) zero rozwiazat, gdy m e(—0 1), dwa rozwiazania, gdy m =(1;+ o0}, nieskori-
czenie wiele rozwigzan, gdy m=1. 11.56. Polprosta okreslona réwnaniem y=x+3, gdy x <0,
11.57. a=1. Wskazowia. Narysuj wykres funkcji okrelonej wzorem f(x) =||x—2‘—]‘ i okresl, dla jakiej
wartosci 2 ma on brzy punkty wspolne z prosta o rownaniu y = a.

11.58, C, 11.59. Kolejno: P, P, F.
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11.60. 2) v=1000x, gdrie x Lo glebokosé, a y to cisnienie panujace na gtebokosc x, b) tak, bo 2 1000,
X

11.61. 2) Robert, b)9km, ¢ 1,5h, d)Pawel— 2%, Turek — 5 % Robert — & %

11.62.2) §m, b) 6. 11.63.2) 10°C, ¢) 7'=10¢+20,gdy ¢<8 i T=100, gdy f 28,
5

11.64. y=2x+6, gdzie x to liczba przejechanych kilometrdow, a y to koszt przejazdu taksowka. a) 8 =1,

by 16 7, ©) 26 . 11.65. 100°C=373,15K, 100K =—173,15°C.

20¢, gdy 0<¢ ci%
11.66. 2) s(t)=

60f—20, gdy —<r<l

1
2
11.67. a) 20 mimut z predkoscig 20 T b) 10 minut, c) jedna godzina z predkoscia 60 T

d) 1,5 godziny, ¢) 66% kilometrow,

11.68. a) s=150¢, gdzie droga s wyrazona jest w kilometrach b) s[kmjhk

i czast w godzinach, ¢) 5125 km $00 1T T T T
Sﬂﬂ“""""'j'.-"fi

Wekazowlke. € 85(}—15(}-2'.l km, 135 minut= Elh. ;EL.': EEEEEEDVARE

4 4 U%‘ ;..-' .

500 + A
00+ LA !

11.6%9. a) y=300x+ 35000, gdzie x to liczba miesiecy oszczedza- iUE L J,-"K i
200 +— A |

nia, a y to stan konta. Ll G ! 3

ot Tl 273475 by
Zestaw powtorkowy
1.D. 2.D. 3.B. 4.Kolgno:P,F,P,P. S.N-B.
L
6.a) Lix)=2x+10, D; =(5:4«), b) - ¢) tak, bo L(495)=1000,
) L(x, p=(E), B P ¢ (495)
d) ¥ =(20; +e0), , | | | 5
) ¥ =( ®) Jrol 5 X
¥
7= 8.a) f(x]=4x+3,
b) f(x)=3x—4,
Wekazdwka. ) f(x)=5x+2.

Wrkazowka. 8) f(x+1)— f(x)=a,
B) F(x+2)-f(x)=2a,
©) f(x+3)— f(x)=3a.

x+2, gdy x<0
Flx)=94-3x+2, gdy 0<x<2.
—x—2, pdy x=2
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12. Funkcja f( x.) _ 2 i wielkoéci odwrotnie proporcjonalne

T=d

-1 1

T=d
(3]
L=

12.1. ¥ 6| 3| = 12.2.a) a=—, b) a=-3, ¢) a=4.

b | =

}-:—312354—34—1 ) ) )
X 12.3. Ai G 12.5. Ujemne, dodatnie.

1 .
12.6. Waknzowka. Zauwaz, ze: a) —5-1=———-625=3000. [ —_— ] =—3.
125 600
12.7.A—2,B=3,C—4, D1, R8ayfxf[z] s [4] 1 | pyfx[15]5]6 |08
y|3]75|6] 1635 y|l30|o]|7s]| 75
4
12.9. xy=1600. 12.10.a) y=—, b) | x| &2 |4
x
vl Wz |!
2.1La) § b) Zaleznos¢ odwrotni jonalna: i
12.11. a) .E ) Zal ezno&¢ odwrotnie proporcjonalna: im
L 18000 \ mniejsze rozmiary eryirocytow, tym wieksza
£ :‘lm \ ich liczba w 1 mm? krwi.
é 12000 \\
e \
8000 \
T 4000 N
2000 k_.________
-E U‘ T T T T
= 3 7 14 17 22
sradnica erylrocyttw (um)

12.12. Kolgjno: F, P, F. Wskazowlka. Zauwaz, ze pierwsze dwa lata przezywa tylko 20%1yb.
12.13. 4 hi 24 minuty. Wskazéwka, 75-t =60-5,5. 12.14. 8 osdb. 12.15, 1000 m.

12.16. a) Wprost proporcjonalne, b) odwrotnie proporcj onalne.

2
1217.4) y= @, b) J::A—m‘ c) y =5_U_
X X X
60000

12.18. k(x] .a) 10000 2, b) 20 lat. Wskazowka, kx=a, gdzie g to cena zakupu samochodu,
X

czyli 2-30000=a.

Zestaw powtorkowy

.C. 2.C. 3.B. 4.D. 5D. 6.Kolgno:P,F,F. 7.D. B8.C

9. 200 ruchéw pompki. Fekazowka, Prawo Boyle’a i Mariotte’a: p ¥ = pob5, gdzie p =10° Pa,
¥ = x-0,001 m3, x —liczba ruchéw pompka, p, =(3__5-105—105' Pa=2,5-10° Pa, V5 = 0,08 m’,
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10. ) vA b) vA
“H—-._____
110 o i T
-'_"—-1.._,__‘ o= ! v __"-q.._,___ =3 !
Bl
b -1 -1
Df=R, Yf=(—1;—|-00) ‘Df_R’ Yf={—1,1)
c) v A d) v A
1
L ~—
.———""‘-F.- L.
T [ [tfo] | x 0 T [
=1
Dy=R, Yf=([};+m} Ds=R, ¥; ={0; -+o0)

13. Rownania kwadratowe

13.1. Rownania kwadratowe: 1 —x>+9=0 —rownanie niezupetne, 2 3x° —147 =0 —réwnanie
niezupelne, 4 19x° —57x =0 —roéwnanie niezupelne, 6 y* 28y +96=0, T Ty>+78y —36=0,

8 z°+7z=0 —réwnanie niezupetne, % 161> —64 =0 —réwnanie niezupeine.

132.a)-2,2, b)zadnazliczb, ¢)-2, d)0i-2.

13.3.9) V22 +2=0, b) = +x+1=0, ¢ —4x>+3=0. 13.4.B.

13.5.a) x3=0, b) x,=-3, x, =3, ¢ x=-11, x, =11, d)nie marozwigzania, e) x =3, Eo) =3,
0N x =—%, o) =%, g xn=-3.x5=3 h x=-7, %,=7, i)niemarozwigzania, j)niemarozwiazania,
K) nie ma rozwigzania, 1) y;=-3, yo=3.

13.6. a] Il=—4, IEZD, b] xl=—8, x2=[}_. C_) I]_ZD, J.’2=5, (l) I]_ZD, Igzi_. e:) I]_z—%_. IE=D,

3 1 .. 9
nI1=U, I2=Eﬁ g) y]_=_§: y2=[}! h) .J"]_=0! .}'2=221 1) .}']_=U:~ y2=ﬁ'

13.7. a) ml=—3\5, m?_=3£, b) f]_=[}, f2=%_. C) .?‘]_=—3JE, ?‘2=3J§, ll) p]_=—1ﬂ, p2=][},

¢) ¥y =0, yo =14, ) nie ma rozwigzania. 13.8. A,

13.9.9) (x+1)° 12, ) {HET_EET O (x—5)°-52 a [HET—GT
3.9.9) A 2 3] . ) | 3 e
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13.10.a) x3=7, b) ;::1=3—4—J§, x2=3+4-J§, c) x1=—]§, x2=—2%, d) nie ma rozwiazania,
&) 5 =85, 5, =8+4f5, 0 5 =—2-243, £, =2+ 243. 13.11. B.
1302 a) i =-8, b)) xp=7, © xp=10, d) x[,:ﬁ, e) x3 =—0,5 ) x =%.

1348 0) % =208, =24 2405, B 5j=-10, 552, € %=—36, & =346,

d) x=-2, 5,=1 e :::l=§— i x2=£+ﬁ, f xl=—%, x2=135, g) o =—+4, 5H=1]

a) (x—2)°=20, b) (x+47 =38,

t‘J|L¢J b2

l'l) .‘-Cl=—9,5, :C2=U,5, i:l b _—1 Ao =

5 2 2 2
0 (3 =6 @ [xa3] -5 o H] 70 (s3] 16 o) -5

2 2
h) {x+2J =25, i) [:c—lJ =E.
2 4 16

1334.9) X =5, %5 =7, b) H5="04, =6, Qx=-2, =8 @ 5=-3-4,; u=1-,

2
b) (x+9]2=225, ) (x+3]2=25, d) (x+ﬁ)2=9, e) (x EJ_) =9 {x—%} =%.
= 1 _ _ 1 T 1 3
13.15, a;l x]_=—2, szg, h] xl=—2, x2=0,2, C_:l x1=—5, X2=E_. d} x]_z—]z, xzzg,
e) i =—0,7, %, =13 0 xq=-04 x,=44. Nirwcowia, W plerwszym kroku podziel obie

stromy rownania przez liczbe stojaca przy x°. Po zastosowaniu wzoréw skréconego mnozenia

2 2 2 2

5 49 g 121 3 1

otrzymasz: a) |x+—| =—, b |x+—| =—, O |x—=| =4, @) [x+—| =1,
) { 6] 36 ) { ][}J 100 ) { 2} ) { -’-J

¢ (x—0,3°=1, B (x—2)*=5,76.

13.16.a) A=5,tak, b) A=-3,nie, ¢) A=—10,nie, d) A=25 tak, e) A=49 tak, ) A=1, tak.
13.17. 9y Dwa, b)dwa, c)jeden, d)zero, e)dwa, f)zero, g) dwa.

1308 a) =0, x=1 by x=0 % =14, ¢) x; =1, d)réwnanie nie ma rozwiazania, €) x; =2, x, =85,
hHx=-5 %=2.

13.19.9) y, = y2=%, b) yo=01 © x;3=0, d) x;=0, x,=3, & x=0 x,=16,

L‘\Jli—l

Dx=-3 5=0, g =0 5= %, h) brak rozwigzania, i) x =-6,5, x; =0.

1320.9) x=0, x;,=2, b) x;=0, x,=4, c)yl=—?,y2=—§, 4y n=-4, x;=12,
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1 5 . 11
t:l I]_=—2, JC2=D‘, r)_}"lzg, .}’.2:59 g) ?-C1=—1, x2=E> h) xlz_]-a :'CQ,:L

D 7 =2(I0-VZ). =S (0+24Z).  1321.D.
1322 4i-6lub4i6. Wekarowha. x(x+2)=24, gdzie x to mniejsza z liczb.
1323.9)3,4i5, b)6, 8, 10. Wekazdwka. a) n° +(n +1]2 =(n +2}2, gdzie 1 to dlugos¢ najkrétszego boku

trojkata, B) (212)° +(21+2)" = (2n+4)%, gdzie 21 to dlugosé najkrétszego boku tréjkata.

1324, 12mx15m, Wekasdwka, x-(x+3)=180, gdzie x to krétszy wymiar.
1325, Driatka rolnika miata powierzchnie 100 m?%, 115k dw ke, 57 — 4 = 9600,
1326, Podstawy 30 cmi 14 cm, a ramig 241 cn. Wrkazdwka (:c+6+3x; 6]‘(I+2} =220,
skad x° +5x —104=0.
1327.113. Wrkazéwka. x° +(x+2)2 =10, gdzie x to dlugoéé boku mniejszego kwadratu.
1328.30 cm 140 cm. Wskazowka M= 600, gdzie x to dlugosc krotszej przekatnej rombu.
1329.54. Wskazowia. 11x° = 99, gdzie x% to pole jednego matego kwadracika.
13.30. v :42. Wikazowka. E = m-y?
s 2
13317 em %10 em. Wekarowka, 5-8430=(5+x)- (8+x), gdzie x to réznica dugosc migdzy bokami

prostokatow i x =0.

1332.a) ip=1, by ;=-2, 5, =—1, 53=1 x4=2, )y x;=2, 5, =3, d) x53=3,
2
&) =—4, H=0, 53=4, D) 51=-2, 5,=0, x3=6, 54=8, g)xlzg, x2:%= e e e B

i) J:]_=—5, .):2:5.
1333 a) =-5,5=1 byx=-1, =14 ¢) x=3, =4

1 -
13.34.2) 191,29 6, 3° 13, 4¢ _E’5° 13, b)1°-2,2% 35 3°_68,4° £,5°?4, ¢ 107,20 78,

7

;
3% _149_4° - 50205, d)196,2°-27,3°-60,4° - 5990, €)1°-12,3°35,63%82, 49 —%, 5074,

o | b2

1 1°15,2°-100, 3% 215, 4°0,15, 5% 425.
1335, a) Przeciwne znaki, b) nie ma pierwiastkow, ©) dwa dodatnie.
1336.a) b=-3,c=0, D) b=1,c=—6, ) b=15 c=0,5 d) b=-58 c=4, e) b=3, c=-10,

0 b=-2, c =—63.



394 VWskazowki | od powiedz/

2_
1337%.9) —2, B) BP4106-2c+50, ¢ B2—de, d) 2 226.
=

14

1338, 9) x°—55x430=0, b) X —42x+6=0, ¢ x°+6x+4=0, d) x°—2x+0,25=0,
&) 22 -10%'x 4910 =0, 1) xz—(logil}z =ik

s 4 4 {2 2\ 2
13.40. Wskazowka i +x2 =(xl +J.T2) —2(3:1.‘62) .

13.41. a) m=38—3, by m=-—1, ¢) m=2.

13.42, a) m>0,25. 13.43, me[%;l]u@ﬁm].
_ 1 . 31 2
134d.8) me| 25+ |, b) me(—w;—1). 13.45.2) me(-160), b) me{—;—|.
2 48°3
_ —m—|m—2| —m+|m—2‘ ) = .
13.46. a) = X =#, gdrie me R, b) me Z. Wekar'wha b) Przedstaw pierwiast-

ki rownania w prostszej postaci bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej.
I . 1 N 1 e
13,47, a) 0 pierwiastkow, gdy i < _E; 1 pierwiastek, gdy iy lub m=0; 2 pierwiastki, gdy

me [—%; DJ U0+,

b) 2 pierwiastki, gdy m e (—0;0) U (0;1); 1 pierwiastek, gdy m=0 lub m =1; 0 pierwiastkéw, gdy m >1,
;o 2 Ed 5 3 9 5w w

¢) 0 pierwiastkéw, gdy m <—§; 1 pierwiastek, gdy Y lub m=-1; 2 pierwiastki, gdy
"9

e L—g;—l U (—L+ao),
T ; 15 : 15 5 % v

d) 0 pierwiastlkow, gdy m = I;+oo ; 1 pierwiastek, gdy m = e lub m=3; 2 pierwiastki, gdy

15
me(—w; 3 | 3—|.
cConu(n]]
e) 0 pierwiastkow, gdy m <0; 2 pierwiastki, gdy m >0,
) 1 pierwiastek, gdy m # 2; nieskoniczenie wiele pierwiastkow, gdy m= 2.

Zestaw powtorkowy
.. 2D. 3C. 4D. &B o6FEP 7.D. B8N-B
9.9) y=2,15=3 b)x=2,15=3 ©¢x5=1x=3 x3=2+-\ﬁ.
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14. Funkcja kwadratowa
4.1.9) f(x)=3x>—x+14, b) f(0)=02x>+1, © f(x)=—12"+1lx, &) f(x)=6x"
142.Np.: f(x)=52242x-1i f(x)=—3x>+22-1. 143.9)AiC, BB, A, d)C

4. B-8 6 -0 ®-® &3 14.5.9) a=2, b) a=—-1, ¢) a=4. 14.6.D.

[ bt

14.7. A, 14.8.BiC. 14.9.9) a=1, By a=-2, ¢ a=——

[x)

14.10.4) y=32"—6x-2, a=3, b=—6, c=—2, b) y=-9x"—6x-1, a=-9, b=—6, c =—1,
O y=x"—4x, a=1, b=—4, c=0, d) y=2x"+4x—3, a=2, b=4, c=-3, ¢) y=4x" —16x+17,

a=4, b=-16, c=17, ) y=—212—]61—35, a=—2, b=—16, c=-35.

14.11.a) a=-3, p=4,g=-2, b)a=1 p=-2,9=-6, ¢ a=—%p=q=ﬂ, dy a=-1, p=-1, g=0,

1

g=—

&) a=10, p=0, g=30, T) a= G

=
5p 25

b | =

14.12. a) f(x]=—%[;c+2}2—4, b) f(x)=4x%, ¢ f(x_]=—\f§(x—%]L+],5, d) f(x)=x* -2
1453 @ -F @ -c@-48-0.8®-8,@ -

14.14. a) Tak, b)nie, ¢)tak, d)tak, e)nie, f)nie

14.15. a) — == b) 5 T T 117321 ¢ x EIE1E
== -1 | 0 [
fl:,\?::l:(.\‘-”_j]z—?. -1 -2 | -l f{sz_ltx_ljz g, _gl _% |z J“l:-x] X
2 2 2
d) = S T5T7] © x —_1[o[1] D x —2[-1]0
=2x 44| 2 | 4 | 2 Ay 2l s |ols
f(xj:ll(_r—3j2+3 gl 5 4l Sl ¥ Slx)=5(x+1)
2 2 2
12.16. a) x 3 | —2 | -1 b) x s[4 [3
fe=-2(x+2y-2| 4| 2| 4 Fo=2(x+4)P+1 | 3| 1] 3

D (-2:40), B vy =r(2)==2, ® r==2. 1 (—24) 2 yygy=f(-4)=1, 3 x=—.

C) x -1 1] 1 d) x -6 =5 —4
foy=—as?as|al ]| 5 |4l F=3(x+5"| 3| 0 | 3
2 2 2

1 {040), 2 yuur=F(0)=5 3 x=0. 1 (—0;-5), 2 ypgy=/(-5)=0, 3 x=-5.

€)

X

-1

I

3 1
Jlx)= ;xz

=
3

0

|
I
3

1 (—0), 2 yuy=s(0)=0, 3 x=0.

i x 11213

—2

flx)=—(x—2)" -1

-1

1 (Z4o), 2 yppr=7(2)=-1, 3 x=2.
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1417. ER P 14.18.2) a<0, by a>0, ¢ a=>0, d) a<0, ¢) x=3iag>0, D51 a<0.
(5 g
14.19. a:' (2':- [”:- b) (_?-": _]2’]~ C) ([}: 3}5 d:' _EE_E ;
14.20 1 - ' _1 2 i .
2009 f(x)=—x"—4x, b) f(x)—?x —2x+3, ¢ flx)=—x"-1
A

"y

1421. ¥, =<—f—f; +oo}

1422.9) 1 W=(-1-4) 2 y=(x+]]2—4, 3 r=-1. 4 }’=(—4,+oo}, 5 dwa miejsca zerowe,
M1 w=(L2). 2 y=—(x—]}2+2, 3 =1 4 }’=(—~:o;2}, 5 dwa miejsca zerowe,

ol w=(2-12), 2 }r=3(x—2]2—]2, 3 =2, 4 }’=(—12;+oo], & dwa miejsca zerowe,

d) 1w =(0,3), 2 y=2x>+3, 3 x=0, 4 I"=(3;+co], 5 brak miejsc zerowych,

¢) 1 W=(0,16), 2 y=—4x>+16, 3 x=0, 4 I’=(—oo;]6), 5 dwa miejsca zerowe,

D1 w=(-1,-3), 2 y=4(x+1]2—3, 3 x=—1, 4 Y={-3+x), § dwamicjsca zerowe,
1423.BLF

1424, a) = (3, 282}, by W] =(—6, 15], Wy = (—6,21).
m+2

Wekazowka. a) p= i p=3, czyli m=10. Funkcja f'ma postac f[x]=2x2 —12x+300 i g= f(3),

2

b) pzm i p=6, czyli m=43. Funkcja /' ma posta¢ ﬁ(x]=—%x2—6x+3 i j;](x]=—%x2—6x—3.

1425, B.

14.26. Np.: y=—3(x— ])2 +2. Wskazowka, Oblicz wspolrzedne wierzchotka i okresl znak wspétczynnika a.
1427.D. 14.23.Bi C. 14.29.B. 14.30. a) Tak, b)nie, ) nie. d) nie.

1431L.a)0, b1, o2 14.32.9) xp=2, f(x) =(.x—2]2, b) 5 =0 5=3 f(x)=-3x(x-3)

0 5=-2, =2, fX)= %(1 —2)(x+2), d)nie ma miejsc zerowych, nie ma postaci iloczynowej,

€) xp=—1L F(x)=—2x+1), 0 x=—, 5=, f(x)=—[},75(x+J3T](x—J§}.
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433.2)2, b1, ©0, @2,

Wekaowka, d) A=(=3" —4-(=2)-310=31948.30 _310q 1 gy—310.32 312
1434.8) q=-3, 5, =1, W=(-18), b) x;=-5, x5 =0, W= [—— = ] © 4=2, 5=4

= (3: _8]: d) x5 =_3a K= ]: W= (_]:]6) Wexazowka. W = (P: Q) P= 2 : g= f(p)

1435 Kolegjno: F,P, P.

14.36. WWskaziwha, Wykres funkeji f'przechodzi przez punlty o wspétrzednych: 2y (3, 0), (1,0) i (~1,4),
By (3,0}, (<1,0) i (L—8), © (2,0), (—4,0) i {_1,_4%], a (0,0), (L0) i [; ;] 14.37. B.
1438.8) b=—8ic=15 b b=T ic=—18, ) b=-2ic=-2, d) b=6ic=9, e b=—4 ic=0,
nb=01ic=-2 14.39. C.

140, 1 ) (-3:0), b) ypuy = F(-1)=4, ypun = F(-3)=0,

2 a) (L1), b) yur=f(-1)=7F1)=3, yay=7(0)=2,

3 a){(L4), B) yiur=F(4)=0, ypov=r(2)=-4 HALA.

14.42.9) yppex = F()=4, yagw=F(-1)=-6, b) yagax = F(-1)=5, yamn = 7(0)=4,

9 Yupax = F(-2)=F(0)=-9, oy = F(-1)=12, &) yupax = F(-1)=40, ypmy = f (-2)=15,

© Yagee =1 (0)=12, ypan=F(2)=4 D pgex = 7F(2)=22, ypy =7 (-2)=-2.

14.43.P,F. 14.44.3) f(1)=41, /(40)=1601, b)tak, gdy n=23.

1445 yagw = f(3] =8, Vigaxy = f(l] = f(S] =20,

1446.8) 3 = F(5) =55 Jias = D=3, ) aa = 7 (5) =102 ynaar = F (-6) =,
©) J”MIN:f(?]:%a Yauax = F(2)=1, @) yagy =f(—'5]=—§= ym=f(—3]=—2—i}-
14.47, Wekazowho, Zauwaz, ze funkcja f'w przedziale (~1;1) ma wartos¢ najwieksza réwna 4.
148.3) £()=03(x+2)(x-5) B f(5)=——(-2 © Flx)=a"+2

(4.49. 2) f(x]=%(x—3]2+2, b f(x]=—g(x—4) +_, & f(x)= %(1—5]24—%\.5.
Wekazow ko, b) Zauwaz, Ze p=22L6=4iskorzystajzwzom y=a(x—4)%+4 iztego,

ze np. punkty (2,—1) i (1,—6) leza na wykresie funkcji. 14.50. Kolejno: P, P, F.

4.5La) f(x)=3x%-9x-30, b) f(x)=-x>+28x-160, ¢) f(x)= e
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1528 f(5)=—(x+D)(5-5) ¥ =2.9). B F(5)=1(+4)(-6) W=[1_.—E],

%] @) F(x)=100(x-+3)(x1), W= (1, —400),

tJ|L..-+

O f(x)=—2(x+4)(x-1), W= [_

<2 fs =7 B f(x)z%(x+l)(x—?]. 14.54.A,

14.53. 9) f(x)= i

14.55.a) f(x)=2(x— 3) —10, b) f(x)=— (x+1) +8.
. W< : N o . N 452 .
14.56. a) f(xj——g[l—EJ +5 b f(l]—(x—-q-] -8, © f(l]—(x+_h) —4=x"+4x
14.57.9) f(x)=4x"—3x+2, b) flx)=x"—5x+5 ¢ f(x)=—3"+5x, d) f(x)=—2"—4
14.58.9) a=1, b=4,c=2, B)a=2,b=-1,¢c=1, ¢ a=-1, b=1, c=3.
14.59.a) m=-2, b) m=4, ¢ m=4, d) m=1, ¢ m=0, ) m=8.
14.60. 8) 0, b) 1, © 2. Wakazdwha. a) f[x]=—[},4(x2—4), b) £(x)=—05x(x—4), © £(x)=0,52>+1
14.61. a) 580 zt, b) 4000z, )97 600 =zt 14.62. a) Ciato spadnie na ziemie po 3 selundach,
b) e =1125m, gdy t=15s. 14.63. a) Tak, bo g = F(0)=3, B)4m.

2 1
14.64.8) y=—"3°"+3x, b) y=— 5"+

14.65. 2) f(x)=2>+(20—x), D:xe R, b) F(x)=x(x—5), D:xeR lub F(x)=x(x+5),
D:xeR, ¢ f(x)=22+(x+1"+(x+2)* =32> +6x+5, D:xeN,

@) F(x)=(20" +(2x+2)° =8:" +8x+4, D:xeZ, ¢ f(x)=(2x-(2x+1)=4° -1, D:x€Z,
0 F(x)=(13+0(19+x), D:x>0, g f(x)=(+1°-x=3x"+3x+1 lub

f(B)=x—(x+1P =322 _3x -1, DrxeN.
14.66. a) E(1)=22, E(10)=40, b)w széstym dniu przyjeto 72 chorych. ¢) 12 dni.

14.67. f(n) =%n[:n —3), Dine N i n23, trzydziesd bokéw.

Y

14.68. a) f(x)=x(35—x), gdziex jestliczba naturalng z przedziatu {0; 35), =g
3044

b) 17 lub 18 uczniow chorych na grype, 306 esemesow. _
3021

Wikazdwka. by Do wykresu funkdji f(x)=x(35—x) nalezq punkty |
300

o wspohrzednych naturalnych. Liczba 17 5 nie nalezy do dziedziny funkcji /2

Y

16 17 18 IIEI
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14.69.17 =, Wekazéwhka. Srednia predkosc v, jest ilorazem przyrostu przebyte] drogi do przyrostu czasu.
g
Zatem v, = 75(7) K. (4J
T-4
14.70. 36=18+18%.
14.7 1. Prostokat jest kwadratem o boku diugosci 6 cm.

14.72. Parking powini en mie¢ ksztalt lkawadratu o boku 78 m. Jego powierzchnia bedzie rowna 6084 2.
1473, Py = 4843, gdy x =813,
14.74. 2) P(k) — 217 412k, D he (0;4), b) a=9, b=3,c= 32,

Wskazowka, a=2k+b. | |

14.75, a) I T b) ik

|
(%]
1
B
|
N
4
1
{ ]
|
{ o |
=Y

1
14.76. ) | B) > A
| ] .
I \\ ‘
| | |
_1’7' | EAEEYRAE E .E
|
| \
| L.
|
Wk dw ka xl= (x—l—])(l—z], gdy x=2 Wsk W x =JL(1_I](I+1]> gy x=-1
kel ) {—(ul](x_:a], ady x<2 | T o) (x41), gty w1l
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0 I A a)

I
I
I
|
| |
43 | 2 | -1 | 0 | | 4 | ¥ | E |
| 1| | ) | |
/ NN | ol £
EREEEEEEEE |
2 | 2
|.1 A i f(_‘,[}: X 5 gdy 12_1 | I'[J_, --’,-I.I..-;'t-_-_- f(x]= (1—2} . gdy _,'[S]_
—x? —2x, gdy x<-—1 I 12+4x—4, pdy x>1
Zestaw powtorkowy

1.B. 2.A 3.D.

4. a=2, b=—4, c =—6. Wskazdwka. Zauwaz, ze y .. = f(0)=—6, f(-1)=0i p=—2£=]
£
oraz f(3)=0.

5.T-B. 6.T-B. 7.a a=—§, b) c=[3,9§], 0) PMBC=46%.
1 .2
E(_I-FZJ , gdy x<0
8. fix)= 1 :
E(x—z)z, gdy x=20

9.9 a=—1,b=4,c=-3, b)a=-2, b=4, c=16, ) a=1 b=2, c=-3.



Tablice warto$ci funkcji trygonometrycznych

e [°] | sine/ cosf8 too a7
46 0,7193 1,0355 44
47 0,7314 10724 | 43
48 0,7431 1,1106| 42
49 0,7547 1,1504 | 41
50 0, 7660 1,1918 | 40
51 0,7771 1,2349 39
52 0, 7880 1,2799 38
53 0,7986 1,3270 37
54 0,8090 1,3764 36
55 0,8192 1,4281 35
56 (0,8220 1,482¢ 34
57 (0,8387 1,5399| 33
58 0,8480 1,6003 32
59 0,8572 1,6643 31
60 08660 1,7321 30
61 0,8746 1L.B0do| 29
62 (0,3829 1,8807| 28
63 0,3910 1,.9626 | 27
64 00,8588 2,0503 26
65 0,9063 2,1445 25
66 0,9135 22480 24
67 0,9205 23859 23
63 0,9272 24751 22
63 0,9336 26051 21
70 0,9397 2,7475 20
71 0,9455 2,9042 12
i 09511 AR 18
73 0,9563 3.2709 17
74 0,9613 34874 16
75 0,9659 3.7321 15
76 0,9703 4,0108 14
i 0,9744 4,3315 55!
78 0,9781 4,7046 12
79 0,9816 5,1446 11
a0 0,9848 56713 10
g1 0,9877 6,3138 9
82 0,9903 7, 1154 8
83 0,9925 8,1443 7
84 0,9945 95144 6
85 0,9962 11,4301 5
86 0,997¢ 14,3007 4
a7 0.9936 19,0811 #
83 0,9994 28,6363 2
89 0,9998 57,2900 1
a0 1,0000 - 0

e [°] | sinee / cos @ oo gk
0 0,0000 0,0000 S0
s 0,0175 0,0175 89
2 00,0349 0,0349 83
3 0,0523 0,0524 87
4 00698 0,0699 86
5 00872 0,0875 85
& 00,1045 0,1051 84
7 0,1219 0,1228 83
g 0,13%92 0,1405 g2
a 0,1564 0,1584 81
10 0,1736 0,1763 80
11 0,1908 0,1944 73
1 0,2079 0,2126 78
13 0,2250 0,2309 77
14 0,2419 (,2493 76
15 (0,2588 0,2679 75
16 02756 00,2867 74
17 0,2924 0,3057 73
18 0,3090 0,3249 72
12 0,3256 0,3443 71
20 00,3420 0,3640 70
21 0,3584 0,3832 69
22 0,3746 0,4040 68
23 00,3907 0,4245 67
24 040867 0,4452 66
25 04226 0,4663 65
26 04384 04877 64
27 04540 0,5095 63
28 04695 05317 62
29 00,4848 00,5543 61
30 0,5000 0,5774 60
] 0,5150 0,600 59
32 0,5299 0,6249 58
33 0,5446 0,6494 57
34 0,5592 0,6745 56
35 05736 0,7002 55
36 0.5878 0,7265 54
37 06018 0,7536 53
38 06157 0,7813 52
39 0,6293 0,8098 51
40 06428 0,83391 50
41 06561 0,8653 49

2 0,6691 0,9004 43
43 0,6820 0,9325 47
44 0,6947 0,9657 46
45 0,7071 1,0000 45




Charakterystyczne cechy podrgcznikow |
z serii ,MATEMATYKA i przykiady jej zastosowan”

do ksztaicenia w zakresie podstavﬁbwym\i\rozszerzonyrh 4 ~

® W kazdym rozdziale wszystkich podrecznik’éw 2
z serii ,MATEMATYKA i przyktady jej ’zasto- -

' Kl

sowan” podtytut jest tematem lekcji. —/ ~ | 'g
Kazdemu tematowi lekcji s3 przypimdpo-r :
wiednie umiejetnosci wymienione w podstaﬁ?i *‘f""‘ '
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® Kazda umiejetnosc wymlenlona w pos .‘=
programowsej jest zilustrowana przykia "]1,

cwiczeniami i zadanlami utrwalajqcylﬁ .
® Duza liczba ¢éwiczen, zadanT-? ""-‘“ Wtor-
kowych stanowi dobrg baze przyggf N 'lﬁw; ,u
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