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Oznaczenia graficzne

W niebieskie] ramce umieszczono tresci odpowiadajace definicjom lub
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Przypomnipmy
® W pomaranczowe] ramce umieszczono te tresci, ktére powinny by¢ znane
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Na fioletowym tle umieszczono ¢wiczenia przewidziane jako zadania
domowe, poniewaz ich rozwigzanie wymaga wieksze] ilogci ¢czasu niz inne.
Na z6ttym tle umieszczono zadamia otwarte 1 zamkniete roznego rodzaju pod
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hastem Zestaw powtérkowy.
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Wstep

Umie¢ matematyke to miedzy innymi wiedzie¢, jak w codziennym zyciu
korzystac z jej dobrodziejstw.

Ksiazka , Podrecznik 1 — zakres podstawowy” z serii Matematyka i przy-
klady jej zastosowan jest podrecznikiem dla liceum ogolnoksztatcacego 1 tech-
nikum. Jest w niej wystarczajaca liczba zadan 1 ¢wiczen, by pozna¢ realizowane
tresci, a tym samym naby¢ umiejetnosct wymienione w podstawie programowe]
okreslonej w rozporzadzeniu z dma 30 stycznia 2018 roku (Dz. U. z 2017 1., poz.
59,9491 2203).

W koncowej czesel kazdego realizowanego tematu lekeji zamieszezono za-
dama pozwalajace na utrwalenie przerobionego materiatu.

Odpowiedzi do zadan utrwalajacych znajduja sie na ostatnich stronach ksiazki.
Odpowiedzi do ¢wiczen sa umieszczone przed kazdym zestawem zadan utrwalaja-
cych na koncu kazdego podrozdziatu (w fioletowe] ramce).

Przy rozwiazywaniu probleméw mozna korzysta¢ z dostepnych narzedzi
1 technologii informatycznych, czyli encyklopedii, tablic matematycznych, kalku-
latorow 1 komputerow.

Zyczymy powodzenia,
Autorki



1. Zbiory, dziatania na nich i1 pojecie
funkcji

Zbiory i dziatania na nich

Punktem wyjscia do defimowamnia wielu nowych poje¢ w matematyce jest pojecie zbioru.
Mowimy o zbiorze uczniow w szkole, zbiorze samochoddw na parkingu, zbiorze ksiazek
na polce, zbiorze rozwiazan rownania itp. Jednak gdy ktos nas zapyta, co tojest zbior, to
nie udzielimy scislej odpowiedzi.
Zbior to pojecie pierwotne, czyli takie, kiorego me definiujemy.
Zbiory bedziemy oznaczac¢ duzymi literami alfabetu, np.. A, B, C, T, X, ... .
Elementy zbioru bedziemy oznacza¢ matymi literami alfabetu, np.: &, b, x, ¥, ... .

Zbiér A o elementach a, b, ¢ ma zapis symboliczny A={a, b, c}.

Stwierdzenie, Ze:

e ¢ jest elementem zbioru A zapisujemy a € A i czytamy ,,a naleiy do A”.

e anie jest elementem zbiotu A zapisujemy a ¢ A 1 czvtamy ,,a nie nalezy do 4.

Zbior okreslamy, podajac jego elementy lub opisujac warunki, ktore te elementy spelmaja,
np. zbior dni tygodnia A = {poniedziatek, wtorek, sroda, czwartek, piatek, sobota,
niedziela}.

rPrzykIad 1. Podaj przvkiad dwoch liczb, ktére sa elementami zbioru B takiego, zZe
B={-3 0,1 5} oraz przyklad liczby, kt6ra do zbioru B nie nalezy.
Rozwiazanie. Liczba 1 jest elementem zbioru B, co zapisyjemy 1< B,
liczba 5 jest elementem zbioru B, co zapisujemy 5 € B,
liczba 3 nie jest elementem zbioru B, co zapisujemy 3 ¢ B. J

Cwiczenie 1. Ktére sposrod liczb —4, —1, 0, 2, 4 sa, a ktére nie s elementami zbioru A
takiego, ze 4={-2,-1, 0, 1, 2, 3}?

Ze wzgledu na liczbe elementéw rozrozniamy zbiory skoficzone 1 meskonczone.

Zbidr skonczony to zbior, ktdregoliczba element dw jest rowna pewnej liczbie naturalnej s,
np. zbior uczniow w twojej szkole.

Zbior pusty (oznaczamy go symbolem @ ) to zbior skonczony, ktory me ma zadnego
elementu, np. zbidr liczb reczywistych spelniajacych réwnanie x* = —3.

Zbior nieskoficzony to zbior, kiory nie jest skonczony (ma meskonczenie wiele elemen-
tow), np. zbior liczb naturalnych.
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W matematyce szczegolnie wazna role odgrywaja te zbiory, ktorych elementami sa liczby.
Nazywamy je zbiorami liczbowymi.

Uwaga. Jezeli wypisujemy elementy zbioru nieskonczonego, to zwykle piszemy kilka
kolejnych elementdw, a w miejsce pozostatych wstawiamy wielokropek, np.:

e zbior liczb naturalnych parzystych: {0, 2,4,6,..}

e zbior liczb calkowitych ujemnych: { y— 4, —3,-2,— 1}.

Cwiczenie 2. Sposgrod zbiordw A4, B, C, D i E takich, Ze:
e A to zbidr wszystkich liczb naturalnych nie wiekszych mz 5,
¢ B to zbior wszystkich naturalnych dzielnikdw liczby 12,
e (to zbior wszystkich poteg liczby 3 o wykladnikach naturalnych,
* D to zbior wazystkich liczb x spetniajacych warunek |x| <0,
e Fto zbidr wszystkich liczb x spelmajacych rownanie Z2x+1=0,
wybierz ten, kiory jest:

a) Zbiorem skoriczonym, b) zbiorem nieskonczonym,
¢) Zbiorem pustym, d) zbiorem jednoelementowym.
Zbior A zawiera sie w zbiorze B (co zapisujemy 4 C B),
gdy kazdy element zbioru 4 jest elementem zbioru B. B @

Zbior A nazywamy podzbiorem zbioru 5.

Uwaga

e Kazdy zbior jest jednoczesnie swoim podzbiorem, bo kazdy
element zbioru 4 jest elementem zbioru A.

e Przyjmujemy, ze zbior pusty jest podzbiorem kazdego zbior.

AcA
dc A

Cwiczenie 3. Okreél relacje zawierania sie zbioréw A, B, Ci D, gdy:
A — zbior trapezow, B — zbior rownoleglobokow,
C — zbidr prostokatow, I — zbidr rombow.

Jezeli Ac B1 BC A to A=F5. AcBiBcA
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Na zbiorach wykonujemy dziatania. Wyznaczamy iloczyn (inaczej czes¢ wspolng), sume
(inaczej zlaczenie) 1 roznice zbiordw. Pojecia te wyjasnimy na przykladzie.

( Przyktad 2. Czternastu uczniow klasy Ia T )
w ramach zajec¢ pozalekcyjnych uprawia pty- : 2' 1
wanie lub gre w pitke nozna. Wiadomo tez, : 3' o :
Ze uczen moze uprawiac obie te dyscypliny. : 4' Basm :
W dzienniku zajec pozalekcyjnych uczniowie o ea‘ta : A
uprawiajacy ptywanie sa zapisani naliscie od : 2 ==sa : Zbir o i'}“'i
numeru 1 do 8, natomiast uprawiajacy pitke T OJ. : Plywanie.
nozng zapisani sg od numeru 6 do 14. : i sasia :
. e 1 8. PﬂWﬂl I o
Piszac 1, mamynamysii Ale, e - e
piszac 8, mamy namysii Pawla, 190 iﬂmﬁk
. s ; otr B
pls.?afc 14, m@y i mysii Tadka 1td. | 1 ek Filho i
Opisang sytuacje przedstawiamy graficznie. 5 e uprawigiqcych
. enc Pike roing
13. Andrzej
14. Tadek
Oznaczenie: A — zbior uczniow uprawiajacych plywanie,
B — zbior uczm ow uprawiajacych pitke nozna. J

Czesc wspolna zbioréw (illoczyn zbiorow)

Analizujac zawarte w przykladzie 2. informacje o uczmach,
zauwazamy, 7e troje uczniow zapisanych pod numerami
6, 7 1 8 uprawia pltywanie 1 gre w pilke nozna.

Mowimy, ze zbior uczmow uprawiajacych obie te dys-
cypliny sportowe jest czescig wspolng zbioréw 4 i B, co

zapisuyjemy A B=4{6, 7, 8}

Czescia wspolna zbioréw A 1 B (illoczynem zbiordow A i B) nazywamy zbior tych
wszystkich elemeniow, ktore naleza jednoczesnie do zbioru 4 1 do zbioru B. Czesc
wspolng zbiorow A 1 B oznaczamy A 5.

xeAnB ommazaze xeAdAilxeB
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Do czesci wspolnej zbiorow 4 1 B nalezate elementy, kiore naleza 4 B
jednoczesnie do obu tych zbiorow. Czesé wspolna zbiorow 41 B
mozna zilustrowac za pomoca rysunku.

f AnEB
Cwiczenie 4, Wyznacz zbidér 4 B, gdy:

a) A={-7, -3, 1, 6}, B={-3,0, 3}, b) A={=, 3, 13}, B:%, JE}
C) A:{a, b, k, x}, B:{b, x}

( Przyktad 3. Wyznacz zbior 4B, gdy: 4 — zbidr liczb catkowitych dodatnich,
B —zbior liczb catkowitych ujemnych.
Rozwiazanie. Nie maliczb, ktore naleza jednoczesnie do zbiom 4 1 do zbioru B. Zbiory
te nie maja elementow wspolnych. Mowimy o nich, ze sa rozlaczne. Ich wspolna czesé
jest zbiorem pustym, co zapisujemy 4B =

Dwa zbiory, ktorych wspolna czesc jest zbiorem 4 D B
pustyin, nazywamy rozlacznymi.
ANB=0

Cwiczenie 5. Wypisz pary zbioréw roztacznych przedsta-
wionych na rysunku.

Suma zbiorow (ztgczenie zbiorow)

Zbior uczniow uprawiajacych co najmmniej jedng z dyscy-

plin sportowych z przyktadu 2. jest suma zbiorow 41 B, co

Zapisujemy
AuB={1,2,3,4,56,7,8910,11,12,13,14}.

AUR

Suma dwaoch zbioréw A i B nazywamy zbior tych wszystkich elementow, ktore
naleza do zbioru 4 lub naleza do zbioru B. Sume zbioréw 4 1 B oznaczamy 4\ 5.

xe AUB omnacza ze x<= A lub xe B.

Cwiczenie 6. Wyznacz sume zbioréw A i B, gdy:
a) A={-3,0,3}, B={-10,1}, b) A={-1,0,12} B={0,1}
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Roznica zbiorow

Jezeli sposrod uczmow klasy Ia z przykladu 2., upra-
wiajacych plywanie lub gre w pitke nozng, wszyscy
trenujacy gre w pitke nozna wyjechali na zgrupowanie,
to zbior uczniow, ktorzy pozostali w szkole, zapisujemy
symbolicznie 1 jest on roznicg zbiorow A 1 B.

A\B

Roinica dwoch zbioréw A i B nazywamy zbior tych elementow, ktére naleza do
zbioru A4 1 nie naleza do zbioru B. Rozmice zbiorow 4 1 B oznaczamy A\ B.

xe A\B omnaza ze xe A1l x2 B.

Uwaga. Dla zbioréw 4 i B z przykladu 2. mozemy okresli¢ dwie rdznice: 4\ B 1 B\ A.

ANB —zbior uczniow, ktorzy B\ A —zbior uczniow, ktorzy
uprawiajq tvlko plywanie, uprawiajq tylko pilie nozng.
A B

AVB={1,2,3 4,5 B\A=1{9,10, 11, 12, 13, 14}

Cwiczenie 7. Wiedzac,ze 4={0,1, 2,3, 4,5, 6, 7,8, 9}, B={L 3, 5, 7, 9},
C=1{2, 4, 6, 8}, wyznacz réznice zbioréw: A\B, B\A, B\C, C\B.

( Przyktad 4. Zbior A4 jest zbiorem trojkatow prostokatnych, a zbidr B zbiorem trojkatow
rownoramiennych. Nazwij trojkaty nalezace odpowiednio do zbiorow: 4B, AU B,
AVB, B\ A
Rozwiazanie
Do zbioru A~ B naleza trojkaty prostokatne rownoramienne,
do zbiomu 4 B nalezq trojkaty prostokatne lub rownoramienne,
do zbiom 4%\ B nalezg trojkaty prostokatne, ktdre nie 83 rownoramienne,
do zbiomu B\ 4 nalezg trojkaty rownoramienne, ktore nie sg prostokatne. J
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Jezeh 4 C B, toroznice B\ A nazywamy
dopelnieni bioru.A4 do zbior B.
opelnieniem zbioru A do zbioru B\ 4 @

Cwiczenie 8. Zbidr X jest zbiorem wszystkich trojkatdw, A — zbiorem tréjkatéw ostro-
katnych, B —zbiorem trojkatow prostokainych, C—zbiorem trojkatow rozwartokatmych.
Nazwij trojkaty nalezace odpowiednio do zbioru: a) X'v.4, by X\8, ¢) X\ (.

‘
"’

Odpowiedzi do ¢wiczen

1. 4gd —led, Ocd 24 4¢d 2.4 B E BC b AE 3. Bcd Dcd Ccd CcB,
DcB 4.9 {3}, T, s} S AnB=0, AnC=E. 6.a) {-3,-1,0,13}, b) {-1,0,1,2}.

7. ANB={0,2,4,6,8}, B\4d=0, B\C=B, C\B=C,

8. a) Trojkaty rozwartclkatne lub prostokatne, b)) trdjkaty rozwartokatne lub ostrokatne, ) trdfkaty ostrokatne ub
prostolzatne.

Zadania utrwalajace

1.1. Okresl, jakim zbiorem, skoficzonym czy meskonczonym, jest zbidr A, gdy:
a) 4={1,2,3,4,5,6,7,..}, by A={-5,-3,-1,1,3,5}
c) A={1,2,4,8,16,32,64,..} d)y A={.,-6,-4,-2,0,2,46,.)

1.2. Wypisz niepuste podzbiory trojelementowego zbioru liter {a, b, c}. 1le podzbiorow
otrzymalas(es)? Czy pamietalas(es), ze kazdy zbidr jest swoim podzbiorem?

1.3. W supermarkecie na polce znajduja sie 234 opakowama pltynow do prania, wtym 157
do prama wylacznie w pralkach automatycznych i 97 do prania recznego. Czy wsrod
wszystkich opakowan sg plyny, ktore mozna stosowac do prania recznego 1 do prania
w pralce automatycznej? Ile jest takich plynow?

1.4. Z klasy liczacej 32 uczniow na wakacje wyjechali wszyscy. Osiemnastu wyjechalo do
rodziny, a dwudziestu czterech poza wojewodztwo, w kiorym mieszkajg. Ilu uvezniow
spedzito wakacje u rodziny mieszkajace] poza wojewodztwem?

1.5. Wiedzac, ze zbior A jest zbiorem liczb calkowitych me mniejszych niz —2 1 mmejszych
niz 5, azbior B zbiorem liczb naturalnych me wigkszych mz 7, wypisz elementy zbioru:
a) A, b) B, ) AUB, dy AnB, e) A\VB, ) BV A.
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1.6. Stacje radiowe A 1 B polozone sa w odleglosci 40 km od siebie. Audycje nadawane
przez stacje 4 moga byc¢ odbierane w promieniu 30 km od niej, zas audycje nadawane
przez stacje B w promieniu 20 km od mniej.

I
nn 20 km %
-
i AN
| g £%
As « B A B
| L | 10km k
: i.‘_:..: //; &
 30km |

Uzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonyeh literami A i B oraz
odpowiedz sposrod oznaczonych litevami C i D.
Rejon zasiggu obu stacji radiowych jednoczesnie przedstawiono na rysunku:

AT B. II.
Rejon zasiegu co najmnie] jednej z tych stacji przedstawiono na rysunku:
C. II1, D.IV.

1.7. Wiedzac, zZe:
¢ Xto zbidr liczb naturalnych dwucyfrowych,
e A4 to zbidr parzystych liczb naturalnych dwucyfrowych,
e B 1o zbidr liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 3,
e (to zbior liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 6,
opisz stowami zbior:
ay AUB, by B, ¢} XmE, dy X\ A, e) X (.

Przyporzadkowanie jednoznaczne a pojecie funkcji

Ludzie komunikujac sie miedzy soba, z reguly uzywaja zdan. Zdania moga okreslac przy-
porzadkowanie miedzy dwoma zbiorami.

Cwiczenie 9. Zbiorowi panstw: Pol- in; z
ska, Czechy, Austria, Wlochy, Niemcy & Pl:' shae .gzrrﬁia
1 Francja przyporzadkowano zbiorjego G _

; : Austria e e Warszawa
stolic. Narysunku przedstawiono dwa _

: : Wiochy e e Paryz
zbiory X1 Y. _
Prz | do zeszytui polacz strzatkami Ny e

cryst A Francja e Wieden

kazde panstwo i jego stolice.
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Zauwaz, ze kazdemu elementowi ze zbioru X, czyli kazdemu panstwu, przyporzadkowano
dokladnie jeden element ze zbioru Y, czyli jego stolice.

Tak vzyskane przyporzadkowamnie nazywamy funkcja.

rPrzykl'ad 8. Marek na spotkaniu z kolegami { kolezankami powiedzicd:
— W mojej grupie nie ma ocen niedostatecznych na koniec pierwszego semestvid z mo-
tematyki.
Oceny semestralne dziesiecioosobowe] grupy uczniow, ktorzy w dzienniku lekeyjnym
sg zapisan pod mumerami od 1 do 10, przedstawiono w tabeli.

Numer z dziennika pod ktorym
uczen jest zapisany [x] 1 {21314 |5]6]7[8]9%9](10

(nurner ucznia w dzienmiku)
Ocena [y] 313|654 )3]|4[2]14]3

Zmienna x przybiera wartosci ze zbioru kolejnych liczb naturalnych od 1 do 10.
Zmienna y przybiera wartosci ze zbioru piecioelementowego: 2, 3, 4, 5, 6.
Zobrazujemy to strzalkami poprowadzonymi od liczb odpowiadajacych uczniom do
liczb oznaczajacych stopnie.

X{S? 7'9‘?’757

AV7AN

Y_{Qf:v LI:»

.9, 4, 3}
/4
5,6}

Zauwazamy, ze kazdemu uczmowi z Marka grupy przyporzadkowana zostala w sposob
jednoznaczny ocena semestralna.

» ®

Zbior X nazywamy dziedzing tego przyporzadkowania (funkcji), a zbior ¥ nazywamy
zbiorem wartosci funkeji. J

Cwiczenie 10, Okresl, czy podane zdanie jest funkcja. Jesli tak, to podaj jej dziedzi-
ng X1 zbior wartosci Y.

a) Kazdy Polak ma swo) numer PESEL.

b) Kazdy czlowiek ma (badZ mial) dziadka.

¢) Kazdy czlowiek ma sw(j kod DNA.
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Uwaga. Jednoznaczne przyporzadkowanie w matematyce nazywamy funkcja.

e Funkcja przyporzadkowuje kazdemu elementowi jednego zbioru tylko jeden ele-
ment drugiego zbioru.
Pierwszy zbidr nazywa sie dziedzina funkcji, a drugi jest zbiorem zawierajacym
zbior wartosci funkcji.

¢ Funkcje w matematyce najczescie] oznaczamy:
— matymi literami alfabetu, np.: £ w, g, A, 5. 1 4,
— stowarmi albo ich skrétami, np.: tg (skrot od tange ns),

sgn (skrot od signum — tac. znak).
Zhior argumentow _ _
(dziedzina finkcji) Zbiér wartosci

funkeja f QIZHMEIT — W WAartose

Przyporzadkowanie funkcyjne miedzy zbiorarm X1 ¥ mozemy krotko zapisac y = f(x}.

rPrzykiad 6. Okredl, czy graf przedstawiony na rysunku spelnia warunek:
.kazdemu elementowi ze zbioru X odpowiada dokladnie jeden element ze zbioru 17,
OdpowiedZ uzasadmnij.

Rozwiazanie

a) Tak,bo f(l}=a, f(2)=0, fF(3)=c, czyli przyporzadkowanie fjest jednoznaczne.

b) Nie, bo g(3} nie ma wartosci.

¢) Nie, bo h(2})=0 i h(2}=c, czyli argumentowi 2 przyporzadkowane sa az dwie
wartosci.

d) Tak,bo k(1}=a, k(2}=a, k(3} = a, czyli przyporzadkowanie k jest jednoznaczne.

Odp.: a) Tak, b)nie, c)nie, d)tak. J

Cwiczenie 11, Okresl, czy jezeli elementom ze zbioru ¥ przyporzadkujemy elementy
zbioru X z przykladu 6. a), b), ¢), d), to przyporzadkowanie bedzie funkcja. Odpowiedz
uzasadmij.
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Cwiczenie 12, W witrynie sklepu., Ciucholand” widnieje napis reklamowy: Dzi$ wszyst-
fo po 10 73! Okresl, czy przyporzadkowanie f1 g jest funkcja, gdy A4 to zbidr towarow
w ,.Ciucholandzie™, a B to zbior cen.

2 towary ,_.f_& b
: 10 z}
w sklepie W

Cwiczenie 13. a) Uzasadnij, ze nie jest funkcja przyporzadkowanie, ktére do kazdego
dnia tygodnia przyporzadkowuje czlowieka, ktory sie w tym dniu urodzil.

by Czy przyporzadkowanie, ktdre kazdemu czlowiekowi przyporzadkowuje dzien tygo-
dnia w kiorym sie urodzit, jest funkcja? Jesli tak, to okresl jej dziedzing i zbior wartosci.

Odpowiedzi do éwiczen
g, X ¥ 10, a) Talz, X — zhidr Polakdw, ¥— zhidr numerdw PESEL,

Hhblesn. .. . ——9%eliea b) nie, bo jeden czlowiek ma dwéch dziadkow,

thi:m:. /:33**" ‘:\:;;Z:im L BEIE T, P AR BN
Wiochys.._ A -y e Paryz 11. a) Mie, bo elementowi & nie jest przyporzadiowana zadna
Nietncy w . o wRzym wartosc, b)tak, ©)nie, bo elementowi b sg prevporzadicowane
ket e dwie wartodci, d)nie, bo elementowi ¢ s preyporzgdkowane trzy

wartosct,
12. Przyporzadicowanie fjest funlojs, bo kazda sztulea towar ma staty wartosé 10 2t Proyporzgdikowanie g nie jest

funteeis, bo elementowi 10 zt odpow 1ada wiele towardw.

13. a) Wekazdwhz., Zauwaz, ze np. sroda moze by¢ dniem urodzin wielu ludzi.

Zadania utrwalajgce

1.8. Okresl, czy funkcjg jest przyporzadkowanie, ktore:
a) cziowiekowl przyporzadkowuje jego wage,
b) matce przyporzadkowuje jej dziecko,
¢) dziecku przyporzadkowuje jego ojca biologicznego,
d) drzewu przyporzadkowuje jego lisc,
e) jablku przyporzadkowuje jablon.
) piosence przyporzadkowuje jej wykonawce.

1.9. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A 1 B
oraz odpowie &z sposvrod oznaczonyeh literami C i D.
Jednoznaczne jest przyporzadkowanie, ktore:

A. dniu tygodnia przyporzadkowuje date,
B. dacie przyporzadkowuje dzien tygodmnia,



1. Zbiory, dziafania na nich i pojgcie funkeyl 17

Nie jest funkcja przyporzadkowanie, ktore:
C. miastu przyporzadkowuje liczbe jego mieszkancow,

D. liczbie mieszkancow przyporzadkowuje miasto.

1.10. Okresl, czy funkcja jest przyporzadkowanie, ktdre:
a) liczbie bokow wielokata przyporzadkowuje liczbe jego przekatnych,
b) dtugosci boku kwadratu przyporzadkowuje jego pole,
c) liczbie bokow wielokata przyporzadkowuje sume miar jego katow wewnetrznych,
d) kazdej liczbie naturalne] dodatniej przyporzadkowuje liczbe do niej przeciwna.

1.11. Pewna funkcje fprzedstawiono w postaci grafu.
Popraw tabele tak, aby funkcja fbylazgodna z przedstawieniem
jej w postaci grafu.

x |-210 1 (2] 10
y |-213 | 0 [100] 100

1.12. Okregl, ktore z przyporzadkowan jest funkcja, gdy:
a) x—y, b) C)

x|-2|-1{of1]2 /®‘\ [T TTT]
ylal1|o]1]4 @ gl g L] |
— t f +—t

{01 |

5
"

1.13. Elementom zbioru A ={a, b, ¢, d} przyporzadkowano elementy b
zbioru A w sposob pokazany na grafie. Przyporzadkowanie to na-
zwano p. Przepisz przyklady do zeszytu i w miejsce [l wpisz @
odpowiedm element zbioru A.

plo)= &) =-H - ) -

1.14. Miedzy podanymi zbiorami okresl funkcje.
a) A — zbior liczb stron, B — zbior ksiazek,

b) C — zbior samochodow, D — zbior numerow podwozi samochodow,

/7N
N Y

¢) £ — zbior numerow butow, F — zbior ludzi,

d) & — zbior pierwszych imion ludzi, H — zbidr ludzi.



2. Funkcje trygonometryczne kata
ostrego w trojkacie prostokatnym

Stowo ,.trygonometria” jest zaczerpniete Z jezvka greckiego i oznacza mierzenie trojkatow.
Ta dziedzina matematyki zajmuje sie opisywaniem zwigzkéw miedzy dlugogciami bokoéw
trojkata a miarami jego katow. Znajomosc¢ tych zwiazkow wykorzystuja geodeci, architeket,
a takze specjalisci innych dziedzin (np. fizyki, geografii, astronomii itp.}.
Przyporzadkowania katom ostrym w trojkacie prostokatnym stosunkdw dhugosci odpowied-
nich jego bokow sa jednoznaczne, dlatego zyskaly one nazwy funkeji trygonometryczmnych.
Nim poznamy definicje funkcji trygonometrycznych, okreslimy pojecia odcinkow propor-
cjonalnych i podobienstwa trojkatow.

e Stosunkiem odcinkow 4B 1 CD nazywamy liczbe, ktora jest ilorazem dlugosci
|AB|_

€D

e Odcinki 4B, i C.D, nazywamy proporcjonalnymi do odcinkow 4B 1 CD wtedy
48| _lco|

|4B|  |CD|

tych odeinkow mierzonych ta sama jednostka dlugoscl, co zapisujemy

1 tylko wtedy, gdy

Na przyktad: Odcinki o dhugosciach
|4B,|=12,8 i |C\D|=48,4

sa proporcjonalne do odcinkéw o dlugosciach
|AB|=32 i |CD|=121, poniewaz
|4B|_128_2 | |GD|_484_2

4B 32 5 © |cD| 121 5
zatem  ABI_IGD]
|48 |cD)

Trojkaty nazywamy podobnymi, jezeli miary katow jednego trojkata sg rowne mia-
rom odpowiedmch katow drugiego trojkata 1 boki jednego trojkata sg proporcjonalne
do odpowiednich bokdw drugiego trojkata.

o Zapis AABC ~AABC, czytamy trojkat ABC jest podobny do trojkata A4 .5,C,.
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Trokat ABC jest podobny do trojkata 48 C , gdy spelnione sg warunki:

B oI Lk driedunt, shal
4 B q

a=hka, b=kb, c=kq.

2

Uwaga

Dwa trojkaty prostokatne sg podobne, gdy: R,

e jeden z katow ostrych w obu trdjkatach ma te sama
miare, czylinp. a=¢o, lub =75,

e stosunek dlugosci dwoch bokow jednego trojkata jest
rowny stosunkowi dlugosci odpowiednich dwoch bo-

4 a_a b b
b B & o & o

kéw drugiego trojkata, np.

Cwiczenie 1. Uzasadnij, ze:

a) AABC~AAlBlC’1 b) AABC ~AABD, ) AABC ~AABD .
c € B
/>\ [FZe
50“ &
B e
4 /55
D
, wyrtazy dirajne
mea 4 Wyrary skrajne ; F/
Proporcja nazywamy rownos¢ dwoch stosunkéw  4- 5 = - lub =i g
(rownosc dwoch ilorazow), co zapisujemy: Y b ™ d
wyrazy Srodkowe wyrazy irodkowe

e W proporcijiiloczyn wyrazow skrajnych jest réwny iloczynowi wyrazow srodkowych:

a:b=c:d, wiec a-d=h-c lub %:i, wiec a-d=b-c.

e W proporcji mozna zamieniac ,,miejscami” wyrazy skrajne lub wyrazy srodkowe.
Zamiana wyrazow skrainych: Zamiana wyrazow srodkowych:

}
jezeli E:_ to E=£. jezeli E=£, fiy Epl
b d b .d
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( Przyktad 1. Przedstawione na rysunku
trojkaty ABC1 45 sapodobne.

Wykaz, ze E:ﬁ, Fo oraz é:ﬂ
b c q c q
Rozwiazanie 4
Z (zaloteniey: AABC~AABC. | T(tezay % - % g
| c
Dewdd: Z podobienistwa trojkatow ABC 1 4 B C; wynika, Ze:
a b a a
= Ska(d s —1, zamiana wyrazow Srodkowych
4 b b b
b b
=i i, skad —= ﬂ, zamianag wyrazow srodkowych
h «q ¢ 9
a c a aq
g = C_l’ skad - = C_l C.1.W. zamiana wyrazow $rodicowych J

Cwiczenie 2. Tréjkaty ABC i DEF sa podobne, czyli A ABC ~ ADEF .
a) Wskaz pary katéw rownych. | b) Wskaz pary bokéw proporcjonalnych.

F o 36°
c
16 ¢ | B
A 24 20° .
<§::;:%?7 15 I 124° F
B
= A B 0 -
D13 | 20

¥ e Cwiczenie 3. Tréjkaty przedstawione na rysunku sa
podobne. Przerysuyj tabele do zeszytu i uzupeinij ja.

Wtrojkacie I | W trojkacie IT | Zauwazamy, ze

51
b

2 o £,
C a - ¢ -
il 4, b_
W trojkatach prostokatnych podobnych o kacie ostrym « stosunki dhugosci odpowiednich

bokow sa rowne. Stosunki te sg wartosciami pewnych funkeji, ktore nazywamy funk cjami
trygonometrycznymi kata ostrego a.

a @ _8_4 a
b b 6 3 b
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Tangens kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Przypomnijmy
a, B —miary katow ostrych w trojkacie prostokatnym,
gdzie o+ 5 =90°,
¢ — dlugosc przeciwprostokatne,
a — dlugos¢ przyprostokatne) przeciwlegle) katowi o
(przyprostokatna przylegla do kata 8),
b — dlugosc przyprostokatnej przyleglej do kata o
(przyprostokatna przeciwlegta do kata B).

Twierdzenie Pitagorasa

W trojkacie prostokatnym suma
kwadratow dlugosci przyprosto-
katnych jest rowna kwadratowi
dlugosci przeciwprostokatne;.

=4 (ck. 572497 pn.e)

Cwiczenie 4. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dtugosé boku ozna-
czonego litera x.

b d
U ) 9 D
13 1743
| . «fﬁ o
X
- ”
Cwiczenie 5. Sprawd?, czy suma kwadratéw dwoch pierwszych liczb jest réwna kwa-

dratowi trzeciej liczby: a) 2, 3, 4, b) 3, 4, 5, C) \E JZT \E
d) 6, 8, 10, e) 12, 13, 14, ) 300, 400, 500.

Cwiczenie 6. Narysuj wszystkie przedstawione na rysunku
trojkaty prostokatne o kacie ostrym i oblicz:
45| |45, |45
|04, - o4, OA3|

*
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Jesh w trojkacie prostokatnym przyporzadkowujemy katowi ostremu « liczbe, kiora jest
stosunkiem diugosci przyprostokatne) lezace) naprzeciw kata o do drugiej przyprostokatne;,
to takie jednoznaczne przyporzadkowanie jest funkcja trygonometryczna kata ostrego, ktdrg
nazywamy tangensem kata & (w skrocie tg &).

funkcja tangens a
0/ . e
zapis: tg o E) a C

. a c
a>0°1 a<90° ;::»0 b
Tangensem kata ostrego w trojkacie prostokat- | a
nym nazywamy stosunek dlugosci przyprostokat- : % c g = 3
nej przeciwlegle; temu katowi do dhigosci drugiej | A i b
przyprostokatne;. | . a

Cwiczenie 7. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz tangens kata c.
a) b) 5

) d)

Cwiczenie 8. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku i oblicz tangens kazdego z katéw

ostrych trojkata.
b) c)
V3
. y
«E‘D )
6

4
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i En Cwiczenie 9. Przerysuj tréjkat do zeszytu i jego wierzcholki oznacz takimi literam,
aby réwnos¢ zapisana pod rysunkiem tréjkata byla prawdziwa oraz w miejsce [l wpisz
Odpowiedni loraz dlugosci bokow.

Vo

|Aq \Hﬂ

tg B=i_
tgf = tgy = gp GP’
teo= R ted =R tgo = R

rPr..'!',yrldar.l 2. Zbuduj trojkat prostokatny o kacie ostrym o takim, ze tgor =
Ile jest takich trokatow?

Rozwiazanie. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. ¢ )
3 a 3
Z definicii tgor =— wiec —=—.
e 5 ¢ b 5 i

Z, wlhasnosci proporcji przy ustalonej
jednostce mozemy przyjac np.:

ey a==6 | | T 1]
Iub Cub L '
b=5 b=10 //(13
Konstruujemy kat prosty 1 zgodnie o :

5 10

7

Z ozZnaczemami na rysunku odkladamy
najego ramionach odcinki diugosci a oraz b, wykorzystujac dowolna sposrod wyzej po-
danych parliczb i b. Trojkatow spetniajacych warunki zadania jest nieskoriczenie Wiele.J

Cwiczenie 10. Zbuduj tréjkat prostokatny o kacie ostrym o takim, zZe:
a)tga =12 b)tga=2.

W trdjkacie prostokatnym nie zawsze podane 83 dlugoscei przyprostokatnych. Czesto nalezy
obliczyc¢ ich dlugosci, stosujac twierdzenie Pitagorasa.

Cwiczenie 11. Uwzglednij dane przedstawione i 5
narysunku i oblicz tgc. x
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Odpowiedzi do éwiczen
1. Trojlegty sq podobne, bo majg, a) boki proporcjonalne, b), €) po jednym lgele ostrym réwnym
l4C| |48| |BC|

2. a) |4 CAB|=|< FDE|, |% 4BC|=|< DEF|, |« ACB|= |« DFE|, b = =i
[DF| - |PE| - |EF|

® Wirdjkacie I | Wirdkaele T | Zauwazary, ze 4.2) x=+50=5/2, B) x=12, 9 x=55,
a_4 a4 _8_4 a_a D
b2 b 6 3 b B 5. Talz b)), d), ), nie: a), ), e).
&4 BB 8 2.4
5 e 105 e g
S a_ B 2 BB
¢ 5 o 100 5 cooq
B,
6 7 |4B|_|4Bs| |48 1 _
4] 04| o4 2
[#4 (]
O 4 © Ay
a4+ 2 a+2+6

7.a)%, b)%, c) 2, d)%. 3.a) tgx =15, tgﬁ:%, bh) tga:%, tgﬁ:ﬁ, ) tgﬁ:i, tggr:i

9 ¢l 2 3
L
g i ||§§|| 7 - @
M

3 . f
11. tgazg, gdzie x = s 2,

Zadania utrwalajgce

2.1. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
= Trojkatem prostokatnym jest trojkat o bokach majacych diugosci:
A.2,8.6 B. 3, V12, 413, C. 10, 24, 26, D. 10, 15, 20.

2.2. Uwzglednij dane przedstawione narysunku i oblicz dlugos¢ boku oznaczonego litera x.
a) ) d)

_ 1 b) <5
i 16 63
5 x . 545 43
X
8
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2.3. Ocen prawdziwost podanvch zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub F—jezeli
=ty jest falszywe. Wpisz odpowiedz do zeszytu i jq uzasadnij.

—_

S

Kazde dwa trojkaty przystajace sa podobne. P|F
Trojkat prostokatny o kacie ostrym 17° mie jest podobny do trojkata pro- 5 |
stokatnego o kacie ostrym 73°.

2.4. Uzasadnij, ze trojkaty ABC1ABD

D | przedstawione na rysunku
sg podobne.
2_5. Na rysunku przedstawiono dwa trojkaty podobne. 4 c
G
Oblicz diugosci bokéw ¢ i ¢, wiedzac, ze — =3, E
b "y & . 4
b b‘]_ T 9

2.6. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz tangens kata c.

a) 4 b) 1 c) d)
A C 2 C 3 ¢
5 ! ? 5 4
B I-:\I a A -
B A b 8 47 B
2.7. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz tangens kata c.
a b 3 c
) , ) ‘ )
) il 1043
BYEA q
5

2.8. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku.
w20 Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

A S

"~ Prawidiowo Zdefiniowany jest tangens:

|AC| |AB| B -

A togy=— B. tgy=1"—-

&7 |BC ’ &7 |CB : w
|‘ﬂ3| |AC|
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A

2.9. W trgjkacie prostokatnym ABC, przedstawionym 3
na rysunku, tga =2. Oblicz dlugosci bokow BC1.48.

B =

2.10. Uwzglednij dane przedstawione narysunkuioblicz tga oraz tg S.

by B 545
a) ) ; o C o , B
7| -
35 X
4 B 5 o 4 C

2.11. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku 1 wskaz trojkat, w ktérym tangens jednego

S =z katéw ostrych jest réwny %

Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

A. 5 B. C. D. 4
13
10 12
12
> 5

2.12. Zbudy trojkat prostokainy o kacie ostrym « takim, ze:

a) tga =3, b) tga:%, c) tgex =10,

2.13. Uzasadmyj, ze jezeli w trojkacie prostokatnym kat o jest katem ostrym,
Dl to o »0°1 o <90° oraz tga > 0.

Sinus i cosinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Cwiczenie 12. Wypisz trojkaty podobne przed-

stawione na rysunku. Oblicz stosunki dlugosci: i 8
15

|AiBl| ‘Azﬂz‘ |A333| /-i 5

OB|’ |0B,|” |0B,| ¢ 4 >

| 1 2 3 Al Az A‘S

Zauwazamy, ze w trojkatach prostokatnych podobnych OA B, OA B, 1 OA.B, stosunki
dhugosci przyprostokatnych lezacych naprzeciw kata a do dlugosci przeciwprostokatnych
sg rowne. Stosunki te nazywamy sinusem kata o (w skrocie sin o).
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funkcja sinss

7
o Zapis: since —
a C
o> 0° i o <90°, 2.0ila1 .
c ¢ b
Sinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym | ] a
sing=—
nazywamy stosunek dhugosci przyprostokatne; : i ¢ ¢
przeciwleglej temu katowi do dlugosci | . ij
sin B =—
RN

przeciwprostokatne;j. b

Cwiczenie 13. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz sinus kata c.

a) b) C) d)
(e O
o TN
&) 10 a N | }3 -

i Cwiczenie 14. Przerysuj trojkat do zeszytu i jego wierzchotki oznacz takimi literami,
aby réwnosc zapisana pod rysunkiem byla prawdziwa.

Ib) | ©
I

a)
smoc—— | smcx_ smcx_—
. e 48
|

rF"rz'.yrklad 3. Zbuduj kat ostry o, wiedzac, ze sing = %

Rozwiazanie. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

Z definicji sinusa dla trojkata prostokatnego ABC a 2
; @ o @ 2 ; : 5 I('j a
siha = —, wiec —=—, czyli mozemy przyjac, c 4
i c 3 b

=2 a=4
np. lub i ...
c=3 c=06
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Opis konstrukcji.

1° Konstruujemy kat prosty o wierzchotku C.

2° Najednym z ramion odkladamy odcinek o dhugosci dwoch jednostek 1 otrzymujemy
punkt B.

3° Z punktu B, jako srodka okregu, kreslimy okrag o promieniu réwnym trzem jednost-
kom.

4° Otrzymujemy punkt 4 z przeciecia sie okregu z drugim ramie-
niem kata prostego, zatem o =| 3 CAB|.

Dowod poprawnosci konstrukei:

poniewaz @:E i sina:@, wiec sinoc:%

48| 3 4B

Cwiczenie 15. Zbuduj kat ostry «, wiedzac, ze sino = %

Cwiczenie 16, Uwzglednij dane przedstawione na

|04 _ 04| _ |04

_ _ _ 0,6
0B, [0B,| |08,

2,0
ALn)
3 A 3 Ayd,
Zauwazamy, Ze w trdjkatach prostokatnych podobnych OA4 B, 04, B, 1 OA;B; stosunki
dlugosci przyprostokatnych lezacych przy kacie o do dlugosci przeciwprostokatnych sa
rowne. Stosunki te nazywamy cosinusem kata o (w skrocie cosa).

rysunku 1 sprawdz, czy

funkcja cosins %
*M - —
o zapis: cosa :
a &)
a>01 a<90°. E:>0i£<l. .
¢ ¢
b
Cosinusem kata ostrego w trojkacie pro- |
stokatnym nazywamy stosunek diugosci | i
przyprostokatnej przyleglej do kata « do : it
dlugosci przeciwprostokatnej. | Cos b= &
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Cwiczenie 17. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz cosinus kata « oraz
cosinus kata S

g b)
V 25

Cwiczenie 18. Zbuduj kat ostry o, wiedzac, ze coso = =

Cwiczenie 19. Przerysuyj trojkat do zeszytu i jego wierzchotki oznacz takimi literami
aby rownosc zapisana pod rysunkiem byla prawdziwa.

AN

smpf = sin B = |HP‘

COSLY =

Uwaga. Wartosci funkcji sinus i cosinus kata ostrego « 83 liczbami mniejszymi od 1

Cwiczenie 20. Wyjasnij, korzystajac z definicji funkcji sinus, ze siner <11 sinex >0

Odpowiedzi do éwiczen

3 4 7 ]
= == PRaEc. 2 B L. Wis
oB| 0B, o] 2 Vw1 9 gt @
1 2 3

od 24 o 8 15 4 3 12 35

; | 1|=| 2|=| E"|=—. 17.a) cosr=—, cosffi=—, b cosr=— cosff=—, ) cosr=—, cosff=—"
|oB)| |0By| |0By| 5 17 1% 5 37

20. Zauwaz, ze sinus kata ostrego jest stosunkiem preyprostokatne) do preeciwprostokatne) w trofkacie prostokatnym
wiec licenik tego utarmka jest mniejszy od mianownika,

Zadania utrwalajgce

2.14. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz sinus oraz cosinus kata o




A Py |
==

-
B
—_
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2.15. Przerysyj trojkat do zeszviui jego wierzcholki oznacz takimi literami, aby rownosc
zaplsana pod rysunkiem byla prawdz1wa

AN v

sing = @ COSQ = |AC| sing = M :
BC [BCt KM |
2.16. Zbudy kat ostry o, gdy:
a) sing = % b) cosa :%.

2.17. Przerysyj trojkat do zeszytu 1 jego dlugosci bokow oznacz takimi literamm, aby row-
nosci zapisane pod rysunklem byly prawdziwe.

BN

sing =" i tgr::-:—— cosa="2 i tgc:-:—— smaf—— i cosa="
k b @ P P

2.18. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

: k i m &
= Sposrdd zapisow: 1 sina=—, 2 tga=—, 3 coso=— I
i { i = a
dla trojkata prostokatnego przedstawionego na rysunku poprawnymi sa
A 0g. G, B. tylko{1)i62), C. tylko@2)i@. D. tylko @Vif3.

2.19. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
.. Przyprostokatne w trojkacie prostokatnym majg dlugosci 1215, Cosinus najmniejszego

e

kata w tym trojkacie jest rowny:
5 5 12 13
A — B; C, — D. —
[z 13° 13° 12

2.20. Uzasadnij, korzystajac z definicji funkcji cosinus, ze cosa >0 1 cosa <1.
D[
2.21. Podaj przykladowe wymiary przyprostokatnych trojkata prostokatnego o kacie
ostrym ¢, gdy:
a) tgo =20, b) tga =10 000, C) sino:zé, d) cosa:%
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2.22. Przyjmij oznaczenia jak na

rysunku.

Przerysuj tabele do zeszytu
1w miejsce [l wpisz
odpowiedma liczbe.

a b c sine | cosa | tgor

3 .

4
5

2.23. Uwzglednij dane przedstawione narysunku oraz podang wartog¢ funkcji trygonome-
trycznej 1 oblicz pozostate diugosci bokow trojkata ABC.

a) A pr - C
2
B

. 1

Sy =—,

4

by C

4

7_ B C)
a

4

cOos

1
et
3

B 3('.'.’

gt
gor=7.

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéow 30°, 45°1 60°

r Przyktad 4. Oblicz wartosci funkcji sinus i tangens kata ostrego w trdjkacie prostokatnym

TOWnNoramienmnym.

Rozwiazanie. Pomewaz trojkat jest rOwnoramienny, wiec katy ostre

tego trojkata majg miary 45°. Przyjmujemy oznaczemnia jak na ry- c

sunku. W trojkacie ABC:

=t +d czyli c? =247 skad ¢= a2

Zatem sin4ds5°= g

_a_
c a2

o | &

Odp.: sin45° =

| |

NN AN

. tgd45°=1.

V2 2

ye

tg45°=% -1,
tf

A

Cwiczenie 21. Oblicz cos 45°.
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( Przyktad 5. W trojkacie prostokatnym ADC jeden z katéw ostrych ma miare 60°,
Oblicz: a)sin60°, b)tg60°.
Rozwiazanie. Zauwazmy, ze trojkat prostokatny ADC, ktorego
jeden kat ostry ma miare 60°, jest polowa trojkata rownobocz-

nego ABC oboku aiwysokodci |CD|= a23.
Wowezas |4D|= %a.
a3 a3
CD CD
a) singoe =10l _ 2 _3 b)tgéoozuzizﬁ_
acl a2 b1,
2

Odp.: a) sin 60":%, b) tg60°=+/3.

Cwiczenie 22. Oblicz: a) cos60°, b)sin30°, ¢)cos30°, d)tg30°.

Cwiczenie 23. Przepisz przyklady do zeszytu i w miejsce [l wpisz odpowiednia miare
kata, gdy: a) sin30°=cos . b) cos30°=sin[ll. ¢) cos45° =sin [ .

Wartosci funkcji trygonometrycznych katow:
tkcy 1 a0 45° 60°
trygonometryczna

, 1 V2 V3
sina — — —_—
2 2 2
V3 V2 1
cosQ — — —
2 2 2
3
to o % 1 NE)

Uwaga
Wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych s3 dodatnie, bo sa rowne ilorazowi
dhugosci odpowiednich bokow w trojkacie prostokatnym.

Cwiczenie 24. Oblicz: a) 2sin45°—1g260° b} sin’®60° +cos® 60°.

Przyjmujemy, ze: (sin.:‘r}2 —sin’ o, (msmt)2 —cos’a, (tg a}z —tg’a .
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(Przyklad 6. Przyprostokatna trojkata prostokatnego ma dhigosé 12 cm, a kat lezacy
naprzeciw niej ma miare 30°. Oblicz dlugosci pozostalych bokow tego trojkata.

Rozwiazanie. Dane: a=12cm, o =30°, i ebliczyc: b, c.
sin 30° = 12, wiec L 12, skad ¢ =24, c
c 2 ¢ 12
b . A3 b g
cos30°=—, wigc £ =—, skad b= 124/3. b
24 2 24
Odp.: 12+/3 cm i 24 cm. J

Cwiczenie 25. Przyprostokatna tréjkata prostokatnego ma dhugosé 8 cm, akat przylegly
do niej ma miare 60°. Oblicz dlugosci pozostatych bokow tego trojkata.

rPrzyklad 7. Kolejka gorska wznosi sie pod katem 45° do poziomu, pokonujac trase
1000m. Na jakie] wysokosci znajduje sie stacja koncowa tej kolejki, jezeli jej stacja
poczatkowa lezy na wysokogci 1600 m {(n.p.m.)? Wynik zaokraglij do 1 metra.
Rozwiazanie. Przyjmujemy oznaczema jak na rysunku.

Dane: «=45° h=1600m (npm.), s=1000m,

obliczyé: h, —rdznica wysokoscl
pomiedzy polozemem stacji koncowej

ipoczatkowe;,
H=h+h —wysokosc stacji koficowej.

; o5 h, " hy : 2 hy
Pomewaz sing =—=, czvli sm45°=—=— wlec —=—=—skad = 500-42.
s % 1000 Y 2 1000 kad &, V2

H =1600+ 50042, wiec H =2307m.
Odp.: Kolejka wjezdza na wysokosc okolo 2307 m (n.p.m.). J

Cwiczenie 26. W aquaparku stoi zjezdzalnia. Tor zjazdu jest nachy-
lony do poziomu pod katem 30°. Oblicz dlugosc toru zjezdzalmi, h

gdy jej wysokosc A jest réwna 2 m. 30° y
Odpowiedzi do ¢wiczen

22.a) cosﬁﬂ”:%, h) sinSD":%, ] cosSD“:%, d) thD":%. 23. a) &in 30° = cos60%, b)Y cos3l® =sin 607,
) cosds? = sin45°. 24.a) 42-3, b 1. 25. 83 cm, 16cm 26. 4m
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Zadania utrwalajgce
2.24. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) 5-sim30°+ 4 cos60°+tg45°, b) 3sin60° — 5tg 45° 4 3tg 30°,
2—tg” 60°

¢) sin®45°+ cos® 45° +tg*45°, d) — :
sin30° - cos 60°

2.25. Korzystajae z danych przedstawionych na rysunku, oblicz obwod trojkata 4ABC.
a) B b) c c)

460“ X 66

c® 4 A B

2.26. Ze wzgledu na naprawe drogi pomiedzy miej-
scowosciami 4 1 B wytyczono objazd, tak jak na
rysunku. Oblicz, oile kilometrow trasa objazdu jest

dhuzsza od odleglosci migdzy tymi miejscowoscia-
mi, gdy |4B|=8kmi o =30°.

2.27. Samolot startuje z lotmska pod katem 30° do poziomu. Jak wysoko znajdzie sig ten
samolot po przebyciu 3 km w limii proste)?

2.28. Oblicz dlugosc v listewki potrzebnej do zrobienia podporki pod
potke. Polka ma szerokos¢ 36 cm, a listewka ma by¢ zamocowana

w odleglosci od sciany rownej o szerokosci te] polki. Wynik za-

okraglij do 1 cm.

2.29. Maszt PO widziany jest z miejsca S, odleglego o
o 60m od jego podstawy, pod katem 30°. Pod jakim S&f_’_'i_iil_"l_;i :
katem o widac ten maszt z punkiu ¥, oddalonego a. %
0 203 m od jego podstawy?

2.30. Na antenie umieszczonej na dachu budynku sie-
dzi golab. Uwzgledniajac dane przedstawione na
rysunku, oblicz odleglosc golebia od dachu. Wynik
zaokraglij do 0,01 metra.
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Odczytywanie wartosci funkcji trygonometrycznych z tablic

Aby podac wartosci funkciji trygonometrycznych katow o miarach od 0° do 90°, korzystamy
Z tablic wartosci tych funkcji, ktorych fragmenty zamieszczamy ponize;j.

a[°] :g; tga | B[°] a[*] :g;g tga | B[]
0 0,0000 | 0,0000 | 90 46 0,7193 1,0355 | 44
1 0,0175 0,0175 [ 89 47 0,7314 1,0724 | 43
2 0,0349 | 0,0349 | 88 48 0,7431 1,1106 | 42
3 0,0523 | 0,0524 | 87 49 0,7547 1,1504 | 41
4 0,0698 | 0,0699 | 86 50 0,7660 1,1918 | 40
5 0,0872 | 0,0875 | 85 51 0,771 1,2349 | 39
6 0,1045 0,1051 | 84 52 0,7880 1,2799 | 38
7 0,1219 | 0,1228 | 83 53 0,7986 1,3270 | 37

Mozna z mch odczytac wartosci funkcji sinus, cosinus 1 tangens.
Np. sin5°=0,0872=cos85° tg5°=0,0875.

Cwiczenie 27. Odczytaj z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych:
sin4d®, tg 40°, sin 89°, cos 1°, tg 15°.

Cwiczenie 28, Oblicz za pomoca kalkulatora przyblizona wartos¢ funkcji:
a)sin45°,  b)cos 30°, ¢)tg 60° 1 pordwnajja z wartoscig podang w tablicach.

r Przyktad 8. Korzystajac z tablic wartosci funkgji trygonometrycznych, odczytaj przy-
blizona miare kata o, dla ktorej spetniona jest réwnosc:
a) cosa =0,5878 b) sina = 0,6608.

R . . )
oZwlazanie ] :g; g o AL

a) cosca =0, 5878 Znajdyemy w kolum-

0,0000 0,0000 90
0,0175 0,0175 89
0,0349 0,0349 88

1ie OZNAaczZone] :Ln“ liczbe 0,5878.

5/
Miare kata, gdy dana jest wartos¢ jego

cosinusa, odczytujemy w kolummnie

end o]~

oznaczone] £ [°]
Zatemm ¢ = 54° 35 0,5736 0,7002 55

36 0,5878 0,7265 54
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b) sina =0,6608 Pomewaz liczby 00,6608 :
all | sp | e | AL

nie ma w kolumnie oznaczonej Sﬂ";j; I
wigc nagj pierw znajdujemy w tej kolummie 32 0,203 08098 ol
.. . . v g 40 0,6428 0,8391 50
dwie liczby, pomiedzy ktorymi sie ona
—_ . . ; 41 0,6561 0,8693 49
znajduje, a nastepnie wybieramy z nich
; - i x . 42 0,6691 0,9004 48
te, ktora rozm sie od niej o mmniej (obli-
) 43 0,6820 0,9325 47
czema pod tabelg).
0.6561< 06608 < 06691, 2:6608 0,001
—0,6561  —0,6608
Zatem o =41 0,0047  0,0083 i

Cwiczenie 29. Korzystajac z tablic wartogci funkeji trygonometrycznych (trzecia strona
oktadki), odczytaj przyblizong miare kata <, dla ktorej spetniona jest réwnosc:
a) sina = 0,9740, b) cosax =0,8140, c¢) tga =1,9626.

Prezentowany kalkulator umozliwia

05591 3060535886821 362627 333028673

obliczanie wartosci funkeji trygono- |C Mo @0e OO Con € Some O Radey  © Giaay
metrycznych dowolnego kata, np. 42°. T T R 5 (S cori |_ e | e |
1° Naciskamy klawisze: | e s o o )
] e[ o | Do B[ e o [
I [ i Y
2° Naciskamy klawisz funkcji sinus o ||| ] o]l ] o] - |lw]
(. 23 D R e [

3° QOdczytujemy: sin 42° = 0,6691306064..., zatem sin42°={(,6691.

r Przyktad 9. Oblicz miare kata ostrego ¢ gdy V2 -tger = 4. Miare kata podaj z doktad-
noscig do 1°.

5 gsiner &
Rozwiazanie. 2 tga=4 /:J2 21 | cosg gz | AT
tga = T =242 . .
tgor =2,8284. 69 0,9336 2.6051 21
2.8284 2.9042 70 0,9397 2. 7475 20
—2.7475  —2.8284 71 00,9455 29042 19
0,0809 0,0758 72 0,9511 3,0777 18

Poniewaz (,0758 < 0,0809, zatem o =71°.
Odp.: a=71"° J
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Cwiczenie 30. Oblicz miare kata ostrego ¢, gdy:
a) 3smo =2, b) 2tga =45, ¢) cosax =0,1

r Przyktad 10. Roznica poziomdw poczatkui konca toru saneczkowego jest réwna 80 m.
Tor ma dlugosc¢ 200 m. Oblicz miare kata nachylenia tego toru.
Rozwiazanie
Budujemy model matematyczny problemu. Tym modelem jest trojkat prostokatny.
Zauwazamy, Ze:

sina = il ., czyli sina =0,4,
200

skad o = 24°

Odp.: Kat nachylema toru saneczkowego ma miare 24°.

Cwiczenie 31, Drabine o dlugosci 5 m oparto o murtak, ze podstawa drabiny znajduje sie
w odleglosci 3 m od muru. Oblicz miare kata, jaki tworzy drabina z poziomem ziemi.

rPrzyklad 11. W trapezie réwnoramiennym kat ostry ma miare 44°, a jego ramie ma
dlugosc 100 cm. Oblicz wysokosc trapezu. Wynik podaj w zaokragleniu do pelnych
mihimetrow.
Rozwiazanie. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

W trojkacie AED mamy: D C
P sin44°, czyli ;. ={),6947 o h
100 100 e
A 5 B
h = 69,47 cm. E
Odp.: Wysokos¢ trapezu jest rowna okoto 695 mm. J

Cwiczenie 32. W trapezie prostokatnym dluzsze ramie ma dlugo$¢ 15 cm i jest nachy-
lone do dluzszej podstawy pod katem 54°. Oblicz dlugos¢ krotszego ramienia trapezu.
Wynik podaj z doktadnoscig do 1 cm.

Odpowiedzi do éwiczen

20 8) a=77°, b) @=36°, ©) =63°  30.3) @=~42°, b) o=48°, ¢) e=84°  31.53° 32.12am
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Zadania utrwalajgce

2.31. Odczyvtaj z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych:
a) sin8°, b) cos 8°, C) tg32°, d) sin 73°, e) cos 86°.

2.32. Skorzystaj z tablic wartosci funkcji trygonometryczmnych i odczytaj przyblizona miare
kata ¢, dla ktdrej spelniona jest réwnosé:
a) sino = 00,3090, b) cosa = 04,4040, ¢) tgar =3,0777,
d) sina = 00,5005, e) coso =0, 7200, f) tga =1,6.

2.33. Oblicz miare kata ostrego «, gdy:
a) Geosa =1, b) 5tga =24, ¢) 8sina = 5.

2.34. Obserwator zauwazyl z okna latarmi morskiej kuter pod katem depresji 16°.
Jak daleko od brzegu znajduje si¢ kuter, jezelilatamnia — Brooo---mror oo -
stoi tuz nad brzegiem i miejsce obserwacji znajduje W
sig 70 m nad poziomem morza? Wynik podaj, za- | | e
okraglajac do 1 m. |

Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych

Rozwigzac trojkat, to znaczy obliczyc dhugoscei wszystkich jego bokow 1 miary wszystkich
katow.

r Przyktad 12. W trgjkacie prostokatnym o kacie ostrym a-majacym
miare 40° przyprostokatna pizeciwlegla katowi azma dlugosc 6 cm.
Rozwigz ten trojkat. Wynik podaj z doktadnoscia do 0,01 cm.
Rozwiazanie

Dane: o =40° a=6cm, ' obliczyé: b, ¢, §.

B =90°—a =90° —40° = 50°.

Z, definicpi funkcji sinus: Z definicji funkcji cosinus:

|
. a . a | b .
sino =—, wiec c=—— cosc =—, wiec b=c-cosa,
c sina | c
6 |  P£=9,33-0,7660 cos40° = 0,7660
e sin40°=0,642%
(,6428 |  b»=7,15 cm.
c~9,33 cm. |

Odp.: b=7,15¢cm, ¢ =9,33cm, B = 50° J
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Cwiczenie 33. W tréjkacie prostokatnym przyprostokatna ma dlugosé 8 cm, a kat ostry
ma miarg 37°. Oblicz dlugosci pozostalych bokdw trojkata. Rozwaz dwa przypadki.

rPrzykIad 13. W trojkacie prostokatnym przyprostokatna a
ma dlugos¢ 7 cm, a przeciwprostokatna ¢ ma dhugos¢ 12 cm.
Rozwigz ten trojkat.

Rozwiazanie
Dane: a=7 cm, ¢=12cm, : obliczyé: o, Bib.

Z definicji funkcji sinus:
CHczyiu) kalidatora lub
sinor =%, wiec sino ~0,5833, skad o ~36° e e e

tablic matematyczinych
Obliczamy miare kata 5: B =~ 90°—-36° wigc B = 54°.
7 twierdzenia Pitagorasa obliczamy b, gdzie b= V122 7% = JO5.

Odp.: Katy ostre trdjkata prostokatnego majg miary 36° 1 54°, a druga przyprostokaina
ma dlugosc okolo 9,7 cm.

Cwiczenie 34, Przerysuj tabele do zeszytu,

przyjmij oznaczenia bokéw oraz katow wtrdj-
kacie MLK jak na rysunku 1 uzupetmn; tabele.

/
]

T
ja—
[+}
B

I~
a6l - |-
100

100
- 4 ]
K48 B 23

Odpowiedzi do éwiczen

33. Przypadek 1. —okoto 10,6 am i 13,3 o, prevpadel 2. —okolo 6 cmi 10 om
34. Kolejno: 3,2, 60°, 17,4, 98,5, 80% 10, 27°, 63% 3, 30°, 60°.

Zadania utrwalajgce C

2.35. Przyjmij oznaczeniajak narysunku i rozwiaz trojkat . a
prostokatny ABC, w ktorym: J L = B B
a) a=18cm 1 =23 cm, b) a=1lcm 1 ¢=21 cm,
) a=34cm i1 a=42° d) ¢a=4,5dm 1 B =52°,
€) a=8cm i Py ypo=48 cm?, f)b=16cm i Py 450 =56 cm?,

1. : : 3.
o) tgoszgl b=3¢, h) smo::il a=6cm, i) 003,8:51 ¢ =10 cm.
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2.36. W trojkacie rownoramiennym 4 BC kat zawarty miedzy ramionami troj - C
kata mamiare y. Oblicz dlugogci bokow i miary katow trojkata 4 BC, gdy:
a) |[AC|=10, y =427, b) |4B|=25 y =70°,
c) |AB|=5, |4AC|=4.

A B
2.37. Oblicz dlugosci bokow i miary katow trojkata prostokatnego 4 BC, w ktorym kat przy
wierZchotku C jest katem prostym, gdy:
a) |[BC|=30, [« BAC|=30°, b) |4B|=28 |«BAC|=30°,

¢) |[4C|=0,24, |« BAC|= 60, d) |4B|=2, |4C|=+3.

2.38. Na niszczycielu operator sonaru wykryl 10dz pod-
wodng wodleglosci 600 metréw pod katem depres)i
15°. Najakiej glebokosci znajduje sig 10dZ podwodna?
Wynik podaj, zaokraglajac go do 1 m.

2.39. Pomiarow srednicy rurki mozna dokonac za C D
pomoca przyrzadu wksztalcie trojkata prosto- ~g) / f—l
katnego ACB, ktorego jeden z katow ostrych___ YA ___Ht:*l; )]
ma miare «o. E \I
Checac zmierzy¢ érednice rurki, wsuwamy
trojkat ABC w sposob pokazany na rysunku 1 mierzymy dlugosc odcinka CD. Oblicz
srednice ruiki, jezeli o0 =15°1 |CD|=3,7 cm.

2.40. Kolejka linowa wznosi sie pod katem 20°. Obserwatorium na szczycie gory jest
polozone o 1800 m wyzej] niz stacja
bazowa. Oblicz dhigos¢ trasy w linii
prostej, jaka pokonuje kolejka wjez-
dzajac na szczyt, 1 poda) wymk, za-
okraglajac go do 0,001 km. e P N e e

2.41. Kat miedzy skrajnymi polozenmami wahadla zegara ma miare 20°. Odleglosc miedzy
skrajnymi polozemami cigzarka Znajdujacego si¢ na koncu wahadla mierzona na prostej
jest rowna 25 cm. Jaka jest dhugos¢ wahadta?

2.42. Statek ptynacy z predkoscig 9 % przecina linie rownika pod katem omierze 14°1inie
zmiema kierunku. Jaka bedzie odleglosc statku od rownika po dwoch dobach podrozy?
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Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego

W trygonometrii przy rozwigzywaniu roznych probleméw matematycznych czesto potrze-
bujemy wyrazi¢ jedng funkcje trygonometryczng za pomoca innej funkcji. Tymi zalezno-
sciami zajmiemy si¢ ponizej.

rPrzykiad 14. Dla trojkata prostokatnego o kacie ostrym a1 przeciwprostokatnej majace;

dhugosc 1:
1) oblicz dlugosci przyprostokatnych a1 b, 2) wykaz, ze sin” o + cos® a = 1.
Rozwiazanie. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. N
1) W trojkacie prostokatnym 4 BC: o 1
sino::ﬁ, wiec a=sina, .
1 C 5 A
oS0 — i Y — przeciwprostokaing c =1,
1 B
2) 7 twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABC: . 1
gin &
a* +b =c%, czyli (sinfx)z ol (cosa}2 =12
sin o +cos”a =1 cnw o6 A J

Uwaga. Dla kazdego kata ostrego « prawdziwy jest wzor
sin o +cos’a =1.

Zaleznosc te nazywamy jedynka trygonometryczna.

[ 3 7

Przyktad 15. Zbadaj, czy istnieje kat ostry etaki, ze sine = 1 icoso=—o0.

4
Rozwiazanie. Sprawdzamy, czy sin” o +cos” o = 1.
iy 3 [3]2 JIY 9 7 16
SO FERs o= e | i | e
4 4 16 16 16 W (S
e T
Odp.: Tak, istnieje, bo sin® & + cos” e =1. [‘J [ - J

Cwiczenie 35. Zbadaj, czy istnieje kat ostry ¢, gdy:

; 2 5 3 ; 1 . |
a) sing=— 1 cosaa=— D) sina=— 1 cosot=—.
3 3 Z Z
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rPrzykiad 16. Wykaz, ze jezeli katy ostre «i £ sa katami tego samego trojkata prosto-
katnego, to siner = cos B = cos(90° -« ).
Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.
Z (zalolenie):

| T (teza):
¢, § —miary katow ostrych | sina=cosf,
w trojkacie prostokatnym. sinor = cos(90°—ar ).
Dowdd:

b
Z definicji funkcji sinus i cosinus w trojkacie prostokatnym mamy:
1

(4

sino=— 1 cosfB =—, wigc sma =cos f3.
i

Poniewaz w trojkacie prostokatnym o + 8 =907, wiec B =90°—¢.
Zatem sino = eos(90°—a}.

C.H.W.
Cwiczenie 36. Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym o kacie ostrym ¢, prawdziwy jest

)

zwiazek: a) cosa =sin(90°—a), b) tga =

te(90° -}

Cwiczenie 37, Przepisz przyktad do zeszytui wmiejsce [l wpisz odpowiednia miare kata.
a) sinl3°=cos ., b) cos29°=sin . ©) tg25°=

1 |
, d =4 :
;g
fPrzyktad 17. Oblicz: a) sin®1°+sin®89°,  b) tgl5°-tg75°.
Rozwiazanie
a) sin’1°+sin®89° =sin®1°+ cos®1°=1. s 89° — cos (90° —89°) —cos1°
b) tgl5° 1g75°=1gl5°——=1. o
tgls 757 wls
Odp.:a)l, b)l. J
Cwiczenie 38. Oblicz: a) sin®35°+sin”55°, b) tg20°-tg70°.

Cwiczenie 39, Uzasadnij, ze gdy «jest katem ostrym, to tgea =

sin o

cose
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r Przyktad 18. Zbadaj, czy istnieje kat ostry o taki, Zze sino = ; Ldgar= 1%.

Rozwiazanie. Obliczamy cos c.

tgazll, wiec i :i skad cosazésina.
3 cosex 3 4
- : 4 . 34 3
Ponmewaz sino =—, wigc coso=—-—=—.
5 45 5

Sprawdzamy, czy sin® o +cos” o =1.

< 5 o (8 (3Y 16 9 25
smEpdeos o= <= | < s——w=—=L
5 3 25 2% 25

Odp.: Tak, istnieje. J

A - : 2 242
Cwiczenie 40. Zbadaj, czy istnieje kat ostry artaki, ze tgor = % 1 cosa = TJ_

Odpowiedzi do éwiczerl

; . 1
35.a) Tdk, bynie. 37.a)cos75% blsinel®, cytges®, dtgdl®  38.a)1, byl 40.Tak HFekazdwin. ginazg.

Zadania utrwalajace

2.43. Oblicz, bez uzycia tablic matematycznych, wartos¢ wyrazenia:
a) sin®13°+cos®13°+1g13°-1g77°, b) tg35°-tg35°,
sin 25° i cos65° ’
cos65°  sin25°
cos83°  sin7°

; - ; f) sin39°-cos51°+ cos397-5in51°.
sin7°  cos83°

d) sinl&°-cos72°+ cos 18°-sm 72°,

2.44. Oblicz, bez uzycia tablic matematycznych, wartos¢ wyrazenia:
sin5°  sinl0°  sinl5°  s§in20°
a o < s ., bytgl® tg89°4+ 1o 2° 1o BB+t 3° -1 877,
) cos85° cos80° cos75° cos70° ) 1gl™ 1 & & & &

¢) sinl7°-cos73°+cosl7°-sin 73°+sin37° - cos33°+ cos 377 -51n 53°,

d) tg19°-1g45°-1g 71°,
e) 3 -sin® 23°+4f3 -tg23°-tg67° + /3 -sin” 67°,

f) cos® 15°+ cos® 30° 4 cos” 45° + cos” 60° + cos® 75°.
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2.45. Zbadaj, czy istnieje kat ostry «taki, ze:

a) sihoo=— 1 cosa=—,

8 . 8
b) teax=— 1 cosax=—,
T ) tg
¢)smo=— 1 tgar =—,
) o L 4B

L
40

d) coso::§ 1 tgo.'zz-Jg.
2.46. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
= Wartod¢ wyrazenia 1+ sin® 41°+cos” 41° jest réwna:

A.l, B. 2,

€3,

A. 0O,

D. 4.
2.47. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wartos¢ wyrazenia tg35°-tg65°+sin15°-cos 75°+ cos15°-sin 75° jest rowna

B. 1, 2, D. 3.

2.48. Uzasadmyj, Ze:

D £ o I
_I_ sin 39 1, b cos 20 4g20°—1.
cos51° cos70°
- Zestaw powtorkowy
1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanye h. B
W trdjkacie prostokatnym ABC, gdzie |BC|=5 i |AC|=3, sinus kata
ostrego fjest rowny:
3 4 3434 5434
A2, B. —, g. = D= ct— g
4 34 34 34
2. Przyprostokatne w trojkacie prostokatnym maja dlugosci 121 5.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Cosims najmniejszego kata w tym trojkacie jest rowny:
& 25 B g =, =]
12 15 13 12
3. W kwadracie o boku dlugosci ¢ punkt £ jest srodkiem boku. E =
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych. "

Tangens kata o jest rowny:
& 2, B. 3, £, 2 D. 3.
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9. Wykaz, ze tOWNOSC

Rl_ sin” o

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wartos¢ wyrazenia sin 60°-cos30°+ tg40°-1g50° jest réwna:

Al B. 11, 68 1l, D. 12.
4 2 4

. Katem ostrym w trdjkacie prostokatnym 4BC jest a. B

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych. 6

AR
Zatem wartoscig wyrazenia sing +coso —tger jest liczba: < 8 .
A. 0,65, B.0. 55, C. 0,95, B.2,15.

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych. : Or
Czlowiek majacy 185 cm wzrostu rzuca ciefi o dhugosci 2,30 m. g 1\ \\x
Zatem promienie stoneczne w tym czasie padajana ziemie podka- « 4 @,
tem okolo: 2K m
A, 399, B. 40°, C.60%, D.61°,

. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F —jesii jest falszywe.

g i) 2
sin“o—cos g =1-2cos" &, P|F

Spoérad liczb sin 30°, cos 30°, tg 30° najwigksza liczba jest tg 30°. P|F

Czy prawda jest, Ze " 3
jeshi cosc:.':%,to tgor =22 T | Tak, Ao sino =g 1 tga=oig.
. . . 3, 2 5
Wybierz odpowiedz T albo N pomewaz | B. | sino = % tlge= E%
i jej wzasadnienie N | Nie, , 35 J5 2
sposrod A, BiC. ¢ SEME ST L IS e

1—cos?

o : : ;
—— =1 jest spelniona dla kazdego kata ostrego «.

10. W prostokacie przekatne przecinajg si¢ pod katem 60°. Krotszy bok prostokata ma

dhigos¢ 6. Oblicz dhigos¢ drugiego boku.



3. Zbior liczb rzeczywistych i jego
podzbiory

W szkole podstawowe) wykonywaliscie dzialania na liczbach naturalnych, calkowitych,
wymiernych oraz na liczbach, kidre me sg wymieme.

Wszystkie poznane we wczesniejszych latach nauki liczby tworza zbior liczb rzeczywistych,
ktory oznaczamy symbolem R .

Np.: 0cR, 2R, %eR, 3W2eR, meR.

W matematyce liczby o okreslonej wlasnosci tworzg zbiory liczbowe, kiore oznacza si¢
symbolami jak w tabeli.

Zbior liczb:

naturalnych | calkowitych | wymiermnych | niewymiernych | rzeczywistych

(Oznaczenie mie-
dzynarodowe N z ¢ RAQ R
(Oznaczenie uzy- NV
wane w Polsce N ¢ W £

Cwiczenie 1. Podaj trzy liczby, ktére naleza do zbioru liczb:
a) naturalnych (V), b)) wymiernych (), c¢) calkowitych (Z).

Liczby naturalne

Przypomnijmy
Liczby naturalne: 0,1, 2, 3, 4, ... +1 +1 +1 g
Najmmniejsza liczba naturalng jest liczba zero. il G il il
Wsrdd liczb naturalnych wyrézniamy liczby 01 2 3 n n+l

plerwsze 1 ZloZone.

¢ Liczba pierwsza to liczba naturalna wieksza od 1, ktéra jest podzielna tylko przez
11 przez sama siebie, np. 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17.

e Liczba zloiona to liczba naturalna wieksza od 1, ktora ma wiecej miz dwa dzielni-
ki naturalne, np. 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14.

e Kazda naturalng liczbe ztozona mozna przedstawic jednoznacznie w postaci ilo-
czymi liczb pierwszych.

e Liczb 0i 1 nie zaliczamy am do liczb pierwszych, ani do liczb zlozonych.
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Uwaga

Wazystkie liczby naturalne tworza zbidr liczb naturalnych, ktory oznaczamy V.

e N= {0, 1,2,3,4, } — zbior liczb naturalnych.

o N'= {1, 2.3.4, } — zbior liczb naturalnych dodatnich.

Zbior IV jest zbiorem nieskonczonym. Nie mozna podac najwiekszej liczby naturalnej.

Cwiczenie 2. Sposrod liczb naturalnych wiekszych od 17 i mniejszych od 30 wypisz:

a) wszystkie liczby pierwsze, b) wszystkie liczby zlozone.

Przedstawienie liczby zlozone) w postaci iloczynu liczb pierwszych nazywamy rozkladem
na czynniki pierwsze. Pokazemy to na przykladach.

rPrzyklad 1. Rozl6z na czynniki pierwsze liczbe 132 1 zapisz jg jako iloczyn liczb

pierwszych.
Rozwiazanie 132 | 2 @
pierwszy iloraz 06 | 2 @ o
drugi iloraz 33 3 @ o
trzeci iloraz Lk | Al @ o
czwarty ilovaz 1 o @
Odp.: 132=2-2-3-11L J

Cwiczenie 3. Rozldz na czynniki pierwsze liczbe: a) 70, b)192, c¢) 2016.

Cechy podzielnoSci liczb.

Liczba naturalna jest podzielna przez:

2, | jeslijej ostatmag cyfrgjest 0, 2, 4, 6 albo 8,

3, | jesli suma jej cyir jest podzielna przez 3,

jesli liczba, wyrazona kolejnymi dwiema ostatmmi jej cyfram, jest podzielna
przez 4,

S, | jeslijej ostainia cyfra jest 0 albo 5,

6, | jeshijest podzielna przez 2 1 przez 3,

jesli liczba, wyrazona trzema kolejnymi ostatnimi jej cyframi, jest podzielna
przez 8,

9. | jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 9,

10, | jesli ostatnig jej cyfra jest O,

25, | jesli liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry jest podzielna przez 25.
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Cwiczenie 4. Sformutuj ceche podzielnosci przez 100.

- Cwiczenie 5. Przerysuj do zeszytu Lmzm w Liczbe w
tabele i w miejsce [l wpisz cyfre tak, h 5 ?4 5. *SI 30 1ll25
aby otrzymana liczba byla podzielna L 1 5 3 3l 44‘ 31I546
przez podany obok dzielnik. L632 1I _:5 35.2. T 8 I

9

_sH291 [ 9 {1389

Rozklad na czynniki ulatwia nam wyznaczanie najwiekszego wspolnego dzielnika (NWD)
liczb oraz ich najmniejszej wspodlnej wielokrotnosci (NWW).

e NWD{a,b) to najwieksza liczba, pizez ktora dziela sie liczby ai b.

e NWW(a,b} tonajmniejsza liczba, ktéra dzieli sie przez liczby ai b.

Uwaga
Najmniejsza wspolng wielokrotnosé NWW liczb naturalnych dodatnich &1 # mozna
ab
znaczyC z zaleznosci NWW la ,b)= :
e (a.2) NWD(a , b)

rPrzykIad 2. Oblicz NWD i NWW liczb: a)90i54, by 2>.7°i2°-7.

Rozwiazanie

a 90 |2 542 90=2-3.3.5, 54=2.3.3.3
4513 273 NWD(90,54)=2-3-3=18,
1513 E NWW(90,54)=2-3-3-5-3=270.
515 3

by PhpReitapagl Grgtoge gt
an(z b 7) ¥ g

T sposéb: NWW(EE-T 23 73) et i G L
o .
1 sposéb: w\w(z2 595, ?3] 2 72 23 T3
22.7

Odp.: a) NWD(90, 54} =18, NWW (90, 54} =270,

b) NWD(EZ-?S, 23-?3)=22-73, Nww(zz-?s, 23-?3)=23 5

-7 _J

Cwiczenie 6, Oblicz NWD i NWW liczb 601 96 .
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Cwiczenie 7. Oblicz NWD i NWW liczb:
a) 2°.3°.7" 1 2.3%.7, by 3*-7%.111 3%-7*-11%,

Cwiczenie 8. Uzasadnij, ze kazde dwie kolejne liczby naturalne dodatnie sa wzglednie
pierwsze, czyli, ze NWD(n, n+1}=1, gdy #jest liczba naturalng dodatnia.

( Przyktad 3. Uzasadnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Rozwiazanie
Dowod wprost Dowod nie wprost
Z (zalozenie) zaprzeczenie tezie 7
[ dowéd J dowod
T(teia) c.n.a* zaprzeczenie zatozienia £ c.k.d*
*c.n.44. — co nalezalto ndowodnic. *c.k.d — co konczy dowod.

Dowod przeprowadzimy metoda nie wprost.

Z (zalolenie): | T {teza):
P — zbior wszystlkich liczb pierwszych, | P — zbior nieskoriczony.
Dowdd

1° Zaprzeczamy tezie T, czyli zakladamy, ze zbior P wszystkich liczb pierwszych jest
zbiorem skonczonym i najwieksza liczba pierwszg jest p,
P={235 009}
2° Tworzymy liczbe «a, ktora jest 1loczynem wszystkich liczb pierwszych ze zbioru P,
@=2-3-5.7....97-...- p.
3° Wnioskujemy, z 1°1 2°, ze:
e liczba a+1 jest liczba zlozona, Me jest elementem zhiory B
¢ liczby a+1 wrozkladzie na czynniki pierwsze nie mozna
przedstawic w postaci illoczynu elementow zbioru P. LR
4° Wniosek z 3°.
Poza zbiorem P musi istnie¢ co najmmniej jedna liczba pierwsza, kiora bedzie sie
znajdowac w rozkladzie na czynmiki liczby a+1.
5° Wmiosek z 4°.
Zbior P nie jest zbiorem skoriczonym. Zaprzeczenie zatoZenia.
c.k.d. J
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Cwiczenie 9. Obok podana jest informacja o najwiek- 277232907 _1 44 liczba pierwsza
szZe], Znanej na poczatku 2018 roku, liczbie pierwsze). uznana (2018 r.) za najwieksza,
SprawdZ w internecie, czy w dmiu, w ktoérym czytasz do jej zapisu

to ¢wiczenie, znaleziono juz wieksza liczbe pierwsza. pozRba 2 d-e Ha gyl

Uwaga. Wérdd kolejnych liczb naturalnych dodatnich:

co druga jest parzysta n, n+1 —dwie kolejne liczhy naturalne dodatnie,
co druga jest nieparzysta Jedna z nich jest parzyste, a druga niepa@rzysia

n, n+l, n+2 —irzy kolejne fliczhy naturalne,
wisrod kiorych jedna jest podzielna przez 3

co trzecia jest podzielna przez 3

co czwarta jest podzielna przez 4 | n, n+1, n+2, n+3 — cztery kolejre liczhy natu-
itd. raine, wsrod kioryeh jedna jest podzielna przez 4

f Przyktad 4. Udowodnij, ze iloczyn czterech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny
przez 24.
Rozwiazanie. Zapisujemy zalozenie Z 1 teze 7.
Z (zaloienie): ! T (teza):
n, n+1, n+2, n+3 —cztery kolej- | liczba n-(n+1}-(n+2}-(n+3) jest
ne liczby naturalne dodatnie. i podzielna przez 24.

Wsrod czterech kolejnych liczb naturalnych: jedna jest podzielna przez 4, co najmniej
jedna jest podzielna przez 3 i co najmniej jedna jest podzielna przez 2, wiec iloczyn
n-(n+1}-(n+2)-(n+3) jest podzielny przez iloczyn 4-3-2, czyli przez 24. ... J

Cwiczenie 10, Udowodnij, ze iloczyn pieciu kolejnych liczb naturalnych dodatnich jest
podzielny przez 120.

g=4q-ntr, dzielna 13: 5. dzelnik
gdzie reszta #jest liczbg naturalng mmniejsza i
od dzielnika g oraz n jest ilorazem. 13=5-2+3
12 iloraz ,ﬁ fmszra ¥

g:l wiec 12=6-240, czyhi r=0,

33 3 5
—=0—=0+—, wiec 33=5-6+3, czyli r
5 5 5 ¥ £

39
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f Przyktad 5. Zapisz trzy kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez:
a) 3 daja reszte 2, b) 5 daja reszte 1.
Rozwiazanie
a) Zauwazamy, Ze kolejne liczby rozmig sig 0 3, wiec aby otrzymac nastepna liczbe, do
poprzedmiej nalezy dodac 3.
et dgaaie ey, 3+ 2 —najmniejsza liczha

3k +2+43=3k+5, 3k+5 —druga liczba, 3k +5=3(k +1)+2
3k4+24+6=3k4+8, 3k+8 —trzecialiczba, 3k+8=3{k +2}+2

b) Zauwazamy, ze kolejne liczby roznig sie o 5.
S5k+1, gdzie ke N,

5k+1+5=5k+6, Sk+6 —druga liczba, Sk+6=>5(k +1}+1
5E41410=5k411 Sk+11 —irzecia liczba, Sk+11=5(k+2}+1

Sk+1 —najmuieisza liczha

J

Cwiczenie 11, Zapisz trzy kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez:
a) 3 dyjaresztg 1, b) 7 daja reszte 4.

f Przyktad 6. Wykaz, ze suma czterech kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna
przez 8.
Rozwiazanie
Z (zalolenie):
Zn+ 1 2n+3, Zn+ 5, 2n+ 7 —crtery
kolejne liczby naturalne nieparzyste.

Dowod: 2rn+1+2n4+3+2n+54+ 2047 =

=8pr+l6=
— 8 3 (ﬂ + 2} Wigezamy liczbe 8 praed nawias.

T (feza):

Liczba 8-(n+2) jest podzielna przez 8, bo jest iloczynem liczb
naturalnych 8i n+ 2, C.H.1L. J

Cwiczenie 12. Wykaz, ze:
a) suma pieciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 5,
b) suma szesciu kolejnych liczb naturalnych nieparzystych jest podzielna przez 12.
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Odpowiedzi do éwiczen
1 2
LNp:a)0,5,9, by -2, 0, T, 9=5,-1,0 2.a)19,23, 29 b) 18 20 21 22, 24 25 26 27, 28
e T T O e B T TR, o Iy e T
4. Liczba naturalna jest podzielna przez 100, jeshi & dwie ostatnie cyfiy s3 zerami

6. NWD[CSD,QIS)=]2, NWW{ 60, 96)=4SD. WSWWM.W(60,96)=%=S~%.

7. a) W(?-f-?{ 2-32-7)=23-35-73, m(z3-35-73, 2-32-?)=2-32-7,
b) wa(33-?2-11, 32-74-113)=33-74-113, m(33-72-11, 32-?4-113)=32-72-11.

9. Wekazdwing, Zauwaz, ze wardd dwdch kolejriyeh liczh naturalnych jedna jest parzysta, a druga nieparzysta.
11.a) 3n+1, 3n+4, 3n+7, gdzie ne N, b) Tn+4, Tn+ll, Tn+18, gdzie ne ¥,

Zadania utrwalajgce

3.1. Sposrod liczb: 21, 23, 24, 25, 28, 29, 30, 31, 33 wypisz wszystkie:
a) liczby pierwsze, b) liczby, ktore sg kwadratami liczb naturalnych,
c¢) wielokrotnosei liczby 7, d) liczby podzielne przez 3.

3.2. Liczby 108 i 1944 roz1éz na czynniki pierwsze.

3.3. Liczby 12 1 15 mozna przedstawi¢ w postaci sumy kolejnych liczb naturalnych
W nastepujacy sposob: 12=34+445 oraz 15=74+8 lub 15=14+2+3+4+5
Podobnie przedstaw liczby 181 21.

3.4. Oblicz NWD 1 NWW liczb:
a) 3001990, b) 546 1 306, c) 12, 18196,

dy 2°-5%.3%2 i 2°.5%.3* )75, 1201 96, ) 10° i 107,

3.5. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz F, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F—jesli jest falszywe.

NWD(180,54) =18, P|F
NWW (180,54} = 540. P|F

3.6. 69jableki1 92 gruszki rozdzielono po rowno miedzy uczmow klasy pierwszej. Uzasad-
D | nij, Zze 161 cukierkOw mozna rowniez rozdzielic po rowno miedzy uczniow tej klasy.
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3.7. Masz pociac prostokatny arkusz blachy o wymiarach 48 cm x 60 cm na jednakowe
kwadraty o mozliwie najdhluzszym boku, ktorego dlugosc jest liczba naturalng wyrazong
w centymetrach.
a) Jaka dlugos¢ powinien mie¢ bok kazdego z tych kwadratow?
b) lle otrzymasz takich kwadratow?

3.8. Na dwoch kolejnych skrzyzowaniach diugiej ulicy sg swiatla sygnalizacyjne. Na
pierwszym skrzyzowamniu swiatla zmiemajg sig co 40 sekund, a na drugim co 1 minute.
W pewnyim momencie swiatla czerwone wlaczyly si¢ jednoczesnie na obu skrzyzowa-
niach. Podaj najkrotszy czas w minutach, w ktorym sytuacja bedzie sie powtarzala.

3.9. Uzasadnij, Ze suma dzielnikdw kazdej liczby pierwszej jest o 1 od niej wigksza.
D[

Liczby catkowite

Przypomnijmy
Liczby calkowite: ..., -3,-2,-1,0,1,2,3, ... *—'—‘—'—H—a—i—'—'—'—'—'—)“
Liczby calkowite dodatnie: 1, 2, 3, ... T Tieerbiy chodiitii
Liczby calkowite ujemne: ..., -3, -2, —1.

Liczba 0 nie jest am liczba catkowita dodatmia, am liczba catkowita ujemna.

e Liczby polozone na osi liczbowe) syme-
trycznie wzgledem liczby 0 nazywamy

liczbami przeciwnymi. l l l m

b  —

e Jezeli a jest pewna liczba, to —a ozna- 4 3 3 10 1
cza liczbg do niej przeciwna.
Liczba —(—5} jest liczbg przeciwng do liczby -5. ~4T4= 0 —{(-a)-a

Uwaga

Wazystkie liczby catkowite tworza zbidr liczb caltkowitych, ktory oznaczamy £ .

o 7={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} —zbiérliczb catkowitych, N = Z.

e 77={1,2,3,..} —zbiérliczb catkowitych dodatnich, czyli Z*=N".

A= { AT 1} — zbior liczb catkowitych ujemnych.

o« Z=7 u{0luZ"

e Zbior Z jest zbiorem nieskoniczonym. Nie mozna podac liczby catkowite] najwiek-
s7e] ani najmniejsze;.
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4

17 [ [,
I : e
I -

-t

]
Uwaga

0
]
7 .

Wszystkie wlasnosci dotyczace podzielnosci liczb naturalnych i reszt z dzielenia odno-
sza sie rowniez do liczb calkowitych.

Np. liczby ..., —18, -13, -8, -3, 2, 7, ...
liczbami, ktére przy dzieleniu przez 5 dajg reszie 2.

a) —20 przez 3,

sq liczbami postaci 5k+ 2, gdzie kA< Z, czyh
( Przyktad 7. Oblicz reszte z dzielenia liczby:

b) —24 przez 7,
Rozwiazanie

¢) —30 przez —4.
taka, ze 0 <r <3,

a) Przedstawiamy liczbe —20 w postaci —20 =3¢+ » tak, by » bylo liczba naturalna,
—20=3-(-7)+L

by —24=7-g+r, gdzie 0<r<7, wiec —24=7-(—4}+4.
c) —30=—4.g+7r gdzie 0<r<4, wigc —30=—4-8+2.
Odp.:a) 1, b)4, ¢)2.

21+1= 20
28+4= 24
32+2= 30
Cwiczenie 14. Oblicz reszte z dzielenia liczby:
a) —53 przez 20, b) 200 przez 9, c¢) —132 przez 5.
Przypomnijmy
a—0=a a-l=a
a+0=a a:l=a
1+(-1)=0 1-1=-1-(-1)=1
a—bh—a+ (—b)

a-b=-b+a ~11=1-(-1}=-1
o Wykonujac dzialania taczne na liczbach, nalezy pamietac o kolejnosci dziatan. Jesli nie ma
nawiasow, to kolejnoéé dziatan jest nastepujaca:

mnoienie i dzielenie w kolejrosci ich wystepowania,
a nasiepnie dodawanie 1 odejmowanie

sach, wewnatrz ktorych nie ma juz nawiasow.

w kolejrosci ich wystepowania
¢ Przy obliczeniach zawierajacych nawiasy najpierw wykonujemy dziatania w tych nawia-
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( Przyktad 8. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
a) [27:(-3)]:(14-5), b) (-12): (-4} (-3} (-5)+(-8}: 4+44.
Rozwiazanie
a) [27:(-3)]:(14-5)=-9:9=-1
by (—12}:(—4)—(-3)}(-5)+(-8):4+44=3-15-2+44=
=(3+44)—(15+2)=47-17=30. J

Cwiczenie 15. Oblicz wartoéé wyrazenia:
a) —32:(16:8), b) (—7+9)-(3—5), c)4—4.74+5-5-24+3-3 .4,

Odpowiedzi do ¢wiczen

14.9)7, b)7, O3 Wekazéwha. a) —53=20-(=3)+7, b) —200=5-(-23)+7, ¢ -132=-5-27+3.
15.a) 16, b)—4, ¢)-38.

Zadania utrwalajgce

3.10. Oblicz wartosc wyrazenia:

a) (—12):(—4)-3-(-5)+(-8) -4, vy 1-[(-2)-3—(—4)-(-5)]-(-2)+(-2)-4.

3.11. Oblicz:
2) (-1)-(-1)(-1)(-1), b)()()()(l)
()(1)(1)(1)() @) [(-13)-(-17)-0]:(-2),
(—27-45)-[-23—(-23)], n(—z)-(—z)-(—z)z( 2).

3.12. Uzasadnij, ze jesh »n < Z, to liczba calkowita zapisana w postaci:
D | a) 3n—4 przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2,
b} 4n—30 przy dzieleniu przez 4 daje reszte 2,

c¢) 7n—21 jest podzielna przez 7,
d) 6n+19 przy dzielemu przez 6 daje reszte 1.

3.13. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowieds sposrod podanych.
.~ Liczba 5n—21 przy dzieleniu przez 5 daje reszte:

==
==

A1, B. 2, G D. 4.

3.14. Oblicz reszty z dzielenia liczby:
a)—12 przez 3, 5,81 10, b) —20 przez 2, 6, 71 15.
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Liczby wymierne
Przypomnijmy prrecinek
Liczh ] el Tirmmik crgsd driesigtng
1C2 A2V WaIll miernd, jeze CIEks Fetha
¢ a2y y WY 4. ] #/H / ‘fﬁ

mozna przedstawi¢ jg w postaci . p= M amkowa |3 103
P ke

."‘—\-\—
Mmoo . : i, S b
utamka —, gdzie m 1 p 3 liczbami . frianownik Y credd ulambowa
P czeéd calkowita

¢ Liczby catkowite sg liczbami wymiernymi, bo kazda z nich mozna przedstawic
w postaci utamka. Na przyklad:
1. 2 3 0_0_9_9_ -2 4

2 I YN Y A

1 2 5 7 1 s

catkowitymi oraz p = 0.

1 2 3

-l

: : o1 : : :
o Jezelia#0, to liczby @ 1 — nazywamy liczbami odwrotnymi.
1
Liczba 0 nie ma swoje] odwrotnosci.

a
e Jesli a= 01 b =0, to odwrotnoscia liczby > jest liczba —
7

Liczby wymierne
Liczby, ktére moina zapisaé jako iloraz liczb catkowitych
Np': S » 0939 _E’ _ﬂ? ]'i? z? - 37? _5
11 7. 100 T 15 10
Ulamki wlasciwe Ulamki niewlasciwe
Wartog¢ bezwzgledna licznika jest mnisjsza Warto&¢ bezwzgledna licznika nis jest mnisjsza niz
niz wartos¢ bezwzgledna mianownika wartost bezwzgledna mianownika

2 3 3 _21 T_42 _37__,7 _3__
117 100 7 100 $ 5 10 100 1

Ulamki dziesietne to inaczej liczby dziesietne

Uamki, ktdre mozna zapisaé w postaci utamka o mianowniku: 10, 100, 1000, ...
303 — 2o 001 al-o_37 I-14
10 100 10 5

]
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Uwaga

Wsz?istlde liczby wymierne tworzg zbior liczb wymiemnych, ktory oznaczamy .
s " —zbidr liczb wymiernych dodatnich.

e (O —zbidr liczb wymiernych ujemnych.

s 0=0 U{0}luQ' NcQ ZcQ.

Cwiczenie 16, Wypisz wszystkie utamki wlasciwe wieksze od zera o mianowniku:
a3, byd, 5 dyo, e)7.

Cwiczenie 17. Podaj utamek whasciwy wiekszy od zera, ktérego suma licznika i mia-
nownika jest rtowna 9. Czy jest tylko jeden taki ulamek wlasciwy? Podaj wszystkie
mozliwosci.

i : ; - 1 2 1
Cwiczenie 18. Podaj odwrotnosé liczby: a) 3, b) e c)-2, d) > e) —ZZ.

s o 2. 6 . a2 4. 4
Cwiczenie 19. Pordwnaj liczby: a) ——1i—— b) 2—1-2— ¢ ——1——.
5 5 3 3 3 5
Przypomnijmy
Jesli liczbe wymierng zapiszemy w postaci utamka,
to mozna: Jezeli b0 1 =0, to:
e skroci¢ ten utamek czyli podzielic¢ jego licz- a ace
nik i mianownik przez te sama liczbe catkowi- 5~ p.. skracanie ulamka,
ta rozng od zera,
e rozszerzyc ten utlamek czyli pomnozyc¢ jego a a-c
" gy e ; . - = rozszerzanie wtamka.
licznik i mianownik przez t¢ sama liczbe 10z- b b-c

ng od Zera.
Polecenie ,,skroc utamek” oznacza przedstawienie tego ulamka w najprostszej po-
staci, czyli w postaci ulamka nieskracalnego.

Ulamek nieskracalny to iloraz dwoch liczb calkowitych, kiorych najwigkszy wspol-
ny dzielnik jest rowny 1.

Cwiczenie 20. Przepisz przyklady do zeszytuiw miejsce [ wpisz taka liczbe, by praw-

B 756 ]

16
dziwa byla rownosc: a) —=—, b ——==, c) —0,12=——.
40 15 100 B ~175
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rPrzykiad 9. Wykonaj dziatania.

3 5 3.5 ie 1* ].85 1 5 Jezeli b i d =0 1o
a) —-[——j:——:——, Wi = T L
4\ 7 4-7 28 3,9’1“6.4 24 12 34 5.4
5 Jezeli b =0, ta
2 27 2 : ’
g 2a==2-loal gisl-2--B2_yp. JEEEEREE
3 31 3 3 b b I b

Cwiczenie 21, Wykonaj dziatanie 1 wynik zapisz w postaci ulamka mieskracalnego.

Y _3_0_[11}13, b _1_[1_1)[1_1} 5 [2_1};
5 7 3 2 3 4 2 2t 12

L i |
’ 11y 1 1 1(,3 37372
Cwiczenie 22, Oblicz: a) [1———]:—, b) ———-[6——7), ) ———=.
3 4,12 2 2w B 0,2
Przypomnijmy

Jedna z metod zamiany ulamka zwyklego na l: 0,111...

dziesigtny jest dzielenie licznika tego ulamka 2 ? 3 1

przez jego mianownik. Mozemy wtedy otrzymac 'S e 9 3 0,333...

rozwiniecie dziesietne tej liczby, kidre moze by¢ 4 — 0,444...

skofnczone lub nieskofczone okresowe.

Aby odrézni¢ ulamki majace rozwiniecie skonczone od tych o rozwinieciu nieskon-

czonym okresowym nalezy je najpierw skrocic.

e Ulamek nieskracalny ma rozwiniecie dziesietne skonczone, gdy jego mianow-
nik mozna przedstawic jako iloczynliczb 2 lub liczb 5, lub liczb 2 1 5, na przyktad

i:71 =0, ; i:—S =(,15625.
40 2.2.2.5 32, 20203
¢ Ulamek nieskracalny ma rozwiniecie dziesietne nieskonczone (okresowe), gdy
jego mianownik mozna przedstawic jako iloczyn liczb pierwszych, z ktérych co
najmniej jedna jest rozna od 21 5, na przyklad
5 5 8 8

—=———=0,41666..., —=—=10,5333....
12 Sy L5 S5

Uwaga. Jednoczesne zachodzenie dwoch nierdwnosci ¢<bd 1 b < ¢ mozna zapisac
wpostaci a< b < ¢, zwanej nierownoscia podwojna.
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3 Cwiczenie 23, Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [l wpisz taka liczbe, by praw-

I 2 1R 25 6

. . I 7
dziwa byla nierdwnosc: a) 2< ?{: 3 b)—<—<—— ¢ —§<—<——.

3° 9 3 — B
il 3 4

Przyktad 10. Podaj przyktad liczby wymiemej w takiej, ze r < W< =

Rozwiazanie. Rozszerzamy utamki % 1 ; mnozac liczniki 1 mianowniki np. przez 2:

3 6 .4 8 6 8 7
—=—1 —=—, WigC —<w<— —
5 10 5 10 10 10 10
A e
. . 7 7.6 .7 8 01 6 8 1
Zatem w moze by¢ rowne —, bo —>— 1 —<— = e
10 10 10 10 10 10 10 10
i<:l<:E wiec w—l
10°10 100 10 )
Cwiczenie 24. Podaj przyklad liczby wymiernej w takiej, ze:
a) l<w<?2, b) l<w<l], c) 1< w<1 0001,
d) 0,01 <w<0,01], B)JE<W<'J?_:, f)ﬁ<w<%
Przypomnijmy

Rozwiniecie okresowe liczby totakie rozwiniecie dziesietne, ktore jest nieskoficzone
1w ktorym od pewnego miejsca ta sama cyfra lub taka sama grupa cyfr powtarza sie.
Powtarzajaca si¢ cyfre lub grupe cyir nazywamy okresem 1 zapisujemy ja w nawiasie.

Na przvkiad:
2 =0,1666...= 0,1(6), 4 = (L28571428571428... = 01285714).
6 —_ 7 —_— —
powtarza sie cyfra 6 powtarzaiq si¢ cyfry 285714

. Cwiczenie 25. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [J] wpisz odpowiedni
znak: <", =" lub =" .

1 1 1 1
) 0,3) M 7 b) 1. 0.(25), ©) 0,(2).5, d) 0 Mo

Cwiczenie 26. Odczytaj z rozwiniecia dziesietnego okres i zapisz z uzyciem tego okresu
liczbe:

a)0444..., b)5,2012012012..., ¢)1,0121212..., d)0,34434343...,

& L2212 ey 1) 0,0010010010... .
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-

Przyktad 11. Uzasadnij, ze: a) 0,(3) = % b) 0.(36}= 14—1

Rozwiazanie
a) x=0,(3) b) x=0,(36)
x=0,333... /10 x=0,363636... /-100
10x=3,333... 100x=36,3636...
_ 100x=36+0,3636...
10x=3+0,333... x ;
M x
10y=34+x 100x=36+x
1 x—3—6—i C.AH.I
ng C.A. L 99 11 TR J
Cwiczenie 27. Uzasadnij, ze:
a) 0,(9})=1  b)0,(72} :%, c) liczba 3,(6}-0,(27}jest calkowita,

d) 1,(5)+0,(6)=2,(1)

Uwaga
Liczby catkowite sg liczbamm wymiernymi, bo kazdg z nich mozna przedstawic w po-
staci ulamka. Na przyklad:

1. 2 3 0 0 0 = 4 6
1:—:—:—:___, (}:—:—:—: s —2:—:——:—:
1. 2 3 1 2 5 | 2 3
Odpowiedzi do éwiczen
eal? 123 (1234 4135845 (1/2/3.4508
B3 44 4 5 55 5 & 6 0 6 b 7
17 l % E i 13. a) l b)5, © —l, d) i —i.
8 7 6 5 3 2 2 g
19. a) —E}—E, b) —21‘}—23 ) _i<_i_
5 5 3 3 3 5
20.a) 6, b)-8, o2l 21 a)-0,%, MICZs, 22.a)13, bY07, 3
24, MNp.oa) 1,5, by 1,09, ¢ 1,00005, d) 001055, e)le 1)143 25.a),,=, b),<, 9,7, @,

26.a) 0,(4), b)5,(201), © L0(12), @) 0,34(43), € 7,(217), 0 0,(001).
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Zadania utrwalajgce

3.15. Wypisz wszystkie ulamki wlasciwe dodatnie, ktdrych:
a) suma licznika i manownika jest rowna 10,
b) iloczyn liczmika 1 mianowmnika jest rowny 12.

3.16. Uporzadkuj rosngco liczby:

28 3 1 100 3 3 3 3 2 3 1 7
a) LSRRI T T b) T T T T s c) T AT R L
21 21 21 21 4 14 2 100 % & 15 13
3.17. Wykaz, ze jezeli a:3—0 1 bzﬁ, to a=5h
50 60

D[
3.18. Bartek ma zaznaczy¢ na osi liczbowej liczby: —g, —2—8, —E, —E, —E.
3 42 42 15 18
Ile roznych punkiow powimen Bartek zaznaczy¢ na osi?

3.19. Uzasadmnij, ze rozwiniecie dziesietne skonczone ma utamek:

125 16 85 65
3.20. Uzasadnij, ze rozwinigcie dziesietne okresowe ma ulamek:
D | 7 11 199 15
a) —, byi—sy ) — d) —.
75 150 120 140

3.21. Podaj najmniejsza liczbe dziesietng z dwoma miejscami po przecinku, ktora jest
wieksza od liczby:

a) 0,(3), b) 0,(2), c) 0,(1), d) 0,(5).
3.22. Oblicz:
a) 159—[—?1] E b) 21[2+1,5—(},75], C) %—l+2,1:1g.
3 2 2 3\ 8 3 2 5

3.23. Zamien na utamek zwykly liczbe:
a) 0,(5), b) 0,(45), ¢) 0,(729), d) 0,0(27).
(3,24, Uzasadnij, ze:
Era) 0,(4)+0,(2}=0,(6}, b)Y 0,(4)-0,(2)=0,(2) © 0,(4}:0,(2)=2

d) liczba 7“'44’(4}
0,(6)

jest catkowita.
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Liczby niewymierne
Wazystkie liczby niewymieme tworza zbior liczb niewymiernych, ktory oznaczamy R\Q .

Liczbe nazywamy niewymierna, gdy nie jest ona liczbg wymierna, czyli nie moz-

na jej przedstawi¢ w postaci ulamka E, gdzie m 1 p sa liczbam calkowitymi

oraz p=0. £

e Liczbami mewymiernymi 53 wszysikie pierwiastki:
» kwadratowe, gdy liczba podpierwiastkowa nie jest kwadratem liczby

wymierne]. Np. \E \5 \E JE \E J§ E JO.5, ...

» szescienne, gdy liczba podpierwiastkowa nie jest szescianem liczby wymierne;.

Np. 33 35, Y3, 3. . %E g/_%, B

e Rozwiniecie dziesietne liczby niewymiemej jest nieskoriczone 1inieokresowe.

Na przyktad: 7 =3,141592653..., J2=1,4142135... ,
—5 =-2,2360679..., —?z —0,8660254... .

e Suma (r6znica), iloczyn (iloraz) liczby wymiernej roznej od 0 i liczby niewymiernej
jest liczba niewymierna.

Cwiczenie 28. Sposrod liczb: V49, V18 +1, 327, V2 +43, V81-36, J81-36

wskaz te, ktore sa: a) naturalne, b) catkowite ujemne, ¢) niewymierne.

rPrzykiad 12. Na osi liczbowej zaznacz punkty, ktérych wspdhrzednymi sa liczby:
V2 i 2 B3I
Rozwiazanie. Zauwazmy, ze dlugosc¢ przekatnej kwadratu o boku 1 jest rowna V2,
a dlugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokatnych diugo-
dci 11 2 jest rowna /3.

! IIII
2 57-1 0 1vZ 2 NIl 0 1 432 )
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Cwiczenie 29. Na osi liczbowej zaznacz punkty A, B, C, D, E takie, ze:

A=(-6,5), B=(0,(3)), C=(v2-1}, D=(2v2) E=(-243}

f Przyktad 13. Podaj przyktad liczby niewymiernej p takiej, ze —50 < p <—49.
Rozwiazanie. Przedstawiamy liczby —50 1 -9 w postaci np. pierwiastkoéw kwadratowych:
—50=—/2500 i —49=-2401

Zatem p moze by¢ rowne np: —2402, —f2415 itp. J

Cwiczenie 30. Podaj przyklad liczby niewymiernej p takiej, Ze:
ayl<p<2 b)YO<p<l, QOzp<l]l d)-1l<p<ih

Uwaga
Dla dowolnych liczb a1 b takich, ze a < b, istnieje taka liczba niewymierna p, ze
A< p<b.

Cwiczenie 31. Zapisz liczby w takiej kolejnosci, w jakiej leza na osi liczbowej.

a) 7, 2?—2 3.(14), b) /2, -1.(4) 3-3

r Przyktad 14. Udowodnij, ze liczba +/5 jest liczba niewymierna.
Dowod nie wprost:
1° Zakladamy, ze /5 jest liczbg wymiema, czyli ze

i
Jg B ;’ By HAD (m, H) = B amek nieskracalny
n

gdzie me N* 1 ne NT\{1}k

2 2
20 \E == wiec 5= skad a2 Ewadraty liczb dodatnich
7 n? 5 rdwnych sq rdwne.
2

3° Z réwnoscl n° = m? wnioskujemy, ze liczba 5 jest dzielnikiem m.

4> 7, 3° wnioskujemy, ze 25 jest dzielnikiem m>.
5° Z 3°14° wnioskujemy, ze 5 jest dzielnikiem #.

Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze ulamek — jest meskracalny. ck.d J
I

Cwiczenie 32, Uzasadnij, ze liczba V2 jest liczba niewymiema.
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rPrzykiad 15, Uzasadnij, ze +/2 — 3 jest liczba niewymiema.

Rozwiazanie
Z (zalolenie): | Tteza):
N2 —liczba e WYITLerna, | V2 -3 —liczba niewyimnierna.

—3 — liczba wymierna. |

Dowdd nie wprost:
1° Zaprzeczamy tezie T

N2-3=" odziemez i nez\{0,1}.

b
i S
7
3° Z 2° wnioskujemy, Ze J2 jest liczba wymierna, 13 —liczba wymiema
co jest sprzeczne Z zZaloZeniem 7. eled . J

Cwiczenie 33. Uzasadnij, ze niewymierna jest liczba: a) v3+1  b) z—2.

Uwaga
Jezeli ajest liczba wymiernai b liczba niewymierna, to liczby:
eat+h ea-b eabh -%, -E, gdzie a=0,
£l
sa liczbami niewymiernymi.

Odpowiedzi do ¢wiczen

28. a) W49, W81-436, b) ¥27, O J15+1, JZ+43, AB1-36. 30, Mp. a) &2, W3, 1) 4f0,99, 0.3,

3 2
&) J0,00002, f0,0003, ) —f0,2, - e 31.a) 3,(14), m, = b) -1,(4), -2, f3-3.

Zadania utrwalajgce

3.25. Na osi liczbowej zaznacz punkty, ktorych wspohrzednymi sa liczby:
a) V5 i /5, b) +/6 1 6, &) V5 i 6.

3.26. Wskaz liczby niewymierne sposrod liczb:

a) 121, 27, 30,008, 0125, 19,
b) V343, J2-48, 2-49, 216, J01-22,5
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C)Jg Y128 a4 oor  eo
227 i deeT i

3.27. Sposrdd liczb \E, J§+1, J125 —J0,04 : JZ& ; Mo , 7= wybierz te liczby,
ktore sa:
a) TewylIierne, b) wymierne, ¢) calkowite, d) naturalne.

3.28. Podaj przyklad liczby niewymiernej p takiej, ze:
a) 10< p<l1], b) -5« p<—4 c) 1000 < p< 1001,

d)ﬁ<p<\/§, e)3/§<:p<\3fz, f)£<p<@.

3.29. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F —jesk jest falszywe.

Pole kola o promieniu 1 jest liczbg wymierna. P|F

Obwiod kota o promieniu 1 jest liczbg wymierna. PlF
i

Liczby rzeczywiste

Zbior wszystkich liczb wymiernych 1 wszystkich liczb niewymiernych tworza jeden zbior
liczb rzeczywistych, ktéry oznaczamy symbolem R .

Zbior liczb wymiernych Zbior liczb niewymiernych R'Q

\ /

Zbior liczb rzeczywistych R

Uwaga
Os liczbowa jest obrazem graficznym zbioru liczb rzeczywistych.
Zamiast mowic ,,punkt o wspohzedne)”, méwimy ,,liczba na osi”.

R R
liczby rzeczywiste yjemne  liczby rzeczywiste dodatnie
— 00 - N » + 0
: ; T
od —oo do 0 0 1 ododo+w

—o0  czytgmy minus nieskonczonosc +o0 czytamy plus nieskoficzonosc
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Cwiczenie 34, Odczytaj i zapisz b B E C 4
wspohrzedne punktéw zaznaczo- Tl A B A 3 1 ? LI R
nych na osi iczbowe;. 2
Zbior liczb rzeczywistych R
I I
Zbior liczb wymiernych Q Zbior liczb niewymiernych X' ()
Zbiér liczb calkowitych 7 R* — zbi6r liczb rzeczywistych dodatnich,
f R~ —zbior liczb rzeczywistych ujemnych.
Zbior liczb naturalnych &V

Zbiory liczbowe: NV, Z, Q, R\Q sa podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych R.

Prawa i wlasnosci, ktore zachodza dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b1 c.

Dzialanie Prawa i wlasnosci dzialania

a+b=5b+a — przemiennos¢ dodawania

Dodawanie a+(b+c)=(a+b}+c —lgeznoéé dodawania

Odejmowanie | a—b=a+(-b}

a-b=>b-a — przemiennos¢ mnoZenia
Mnozenie (a-b}-c=a-(b-c} —lgcznosé mnozenia

a-(b+ch=a -b+a-c —rozdzelnosé mnozeniawzglgdem dodawania

Dzielenie a:b:a%, gdzie b0

Cwiczenie 35. Sposrédréwnosci oznaczonycheyframiod 1 do 8§ wskaz te, wktérych

blednie zastosowano prawa dzialan.

1 4+(-7)=-7+4 2 (1-V3}-3=1-3 3 -3+(8-12)=(-3+8)-12

4 {6-[—%}}-(—2}:(—2-6}-{(—2}-(—%}} 5 2.[(—4)+7]=(<2)-(4)+(=2) 7.
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- Cwiczenie 36. Przepisz przyklad do zeszytui w miejsce kratki [l wpisz taka liczbe, by
prawdziwa byla rownosé: ay—15+ Bll=-15, b) W.7=1,
dy3+Ml=o, e) M3=—1

C) v2- =42,
nvVz2-1+W=0.

Uwaga. Jezeli w wyrazeniu arytmetycznym nie ma nawiaséw, to kolejnosé¢ wykonywa-
mia dzialan jest nastepujaca:
potegowanie 1 pierwiastkowaniel),
patem
mnozenie 1 dzelenie, W kalejnoscl ich wystepowaniza,
@ nastepnie
dodawanie 1 odejmowanie, W koleinoscl ich wystepowaria.
Przy obliczaniu wartosci wyrazen zawierajacych nawiasy wykonujemy najpierw dzia-
tania (wedlug powyzszych regul) w tych nawiasach, wewnatrz ktorych nie ma juz in-
nych nawiasow.

. Fdy pod prerwiastkiem wykonano wszystkie dziatania

Kazda liczbe rzeczywista mozna przedstawic w roznej postaci, np.:
7

1 | 49 1 |
o= B = 38 = Jel = 8 = g7 =kl = 5=
2 X Z 4
—_ [ SE— B e g S - — ;V_J '\ﬂ_.l
wamelk liczba liczba iloczyn iloraz plerwiastek  suma dwdch  rdZuica
mieszana  dziesietna  dwdch liczb  dwdch liczh liczh dwdch liczh
Cwiczenie 37. Przedstaw w trzech réznych postaciach liczbe:
|
D0, ML 9 H2

Odpowiedzi do ¢wiczen

1

34. A:{BE), B=(-2), ¢=(1) D:[ 1

_45} E=(0) 352 i 4
36.2)0, b) % a1, @ -3 —iB, D 1-v2.

Wi

37. Np.: a) g, Vo, (1-17%

Zadania utrwalajgce

3.30. Przepisz przykiad do zeszytui w miejsce [l wpisz symbol ,, € lub ,, ¢ tak, by otrzy-
mac zdanie prawdziwe.

V2

v, W2

b) 0,(3)-0.3 Ml €
d)V3-2 ] r*,

o (V5) W~

&) —3+v5 | R N3 (-Vi2) llz~
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3.31. Przepisz przyktad do zeszytu i w miejsce [l wpisz znak ,, ~_ ,, J” lub ,,\” tak, by
.=, otrzymac zdanie prawdziwe.

=

DR O=0, bR M 2=R oNM2=N,
N Ml R\Q=2, oNHle=0 n(rR\Q)MQ2=R
3.32. Kazdemu z punktéw 4, B, C, : f: : E :f M f: :‘E .
D, E zaznaczonych na rysunku 0 1
| 1

przyporzadkuj jedna sposrod liczb: —31, -1, P 2.8, 4,(3), ktorajest jego wspohzedna.

3.33. Liczby: N2, =32, —2m, 2.8, —6%, 4 uporzadkuj wtakiej kolejnosci, wjakiej

lezg na osi liczbowe;.

3.34. Podaj przyklady liczb catkowitych dodatnich m i & spelmiajacych nierdwnosé
4 m 3

— < — < —
9 k£ 9

3.35. Podaj przyklad liczby niewymiernej p, takiej ze —100 < p <-99.

3.36. Uzasadnij, ze liczby —/3 1 —? 53 odwrotne wzgledem siebie.

D[

3.37. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

=
X e

=" Liczba wymierng w spelniajaca warunek % <W< % moze by¢ liczba:

A, 9, B. L . 2 D. E
16 16 16 16

® »

3.38. Podaj przvklady liczb a, b, ¢ 1 d spelniajacych jednoczesnie warunki: a< b, c<d,
a>¢ d>b 1zZaznacz je na osi liczbowe;.

3.39. Sposrod liczb: —1%, 1,25, 2%, —2,5 wybierz wszystkie mozliwe pary liczb tak,

aby wynik ich:
a) mnozenia byl liczba caltkowita, b) dzielenia byt liczba calkowita.

3.40. Przedstaw w postaci potegi jednej liczby wyraZenie:
& i
ay 2 2% b)3.25 25, C) [lj +3-[1j :
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3.41. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
3z oraz odpowieds sposrod oznaczonych literami C 1 D.
Druga potega liczby 22 jest réwna:
A. 442, B. 8.
Trzecia potega liczby 2ED jest rowna:
C. -8, D. -16.

3.42. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, fub
F—jesli jest falszywe.

']

Liczba 2,4 przedstawiona w postaci pierwiastka kwadratowego to ,/S%. P|F

’ 55
Liczba 1% przedstawiona w postaci pierwiastka szesciennego to § 45. Pk

Liczbe 0 mozna przedstawic w postaci wyrazenia: —1—[—(—1}]. P|F

Wartos¢ wyrazenia \/6 + S\/Z (9 + 3\@) jest liczba wymierna. P|F

Przedziaty liczbowe

Przypomnijmy

Os liczbowa jest obrazem graficznym zbioru wszystkich liczb rzeczywistych.
Na osi liczbowe] mozna wskazywac zbiory liczb spelmajace pewne okreslone
warunki.

Cwiczenie 38. Zaznacz na osi liczbowej zbiér punktdw, ktérych wspohze dne x spetniaja
warunek: a) x#3, b) x=2, c) x<-5.

Cwiczenie 39. Zapisz symbolicznie (w postaci nieréwnosci) warunek, jaki spelniaja
liczby x zaznaczone na osi liczbowe;.

a) ———————— D)  ————-
2 0 1 x g, 0 1 x
c) e I I e d) ' —_—— : : —
-2 -1 0 X o 0 1 x
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Uwaga
Jezeli na osi liczbowe) zaznaczymy dowolny punkt o wspohrzednej «, to zapis:

e X # g oznacza zbior punktow lezacych na osi,

ktorych wspohzedne spelniajg warunek: _'_’_xaiﬁa_’
x<alub x>a 0 1 q x
e x<a oznacza zbior punktéw lezacych na osi, T
ktorych wspohrzedne spelniaja warunek: —— P
0 1 a x
x<alub x=a,
e X = a oznaczazbior punktow lezacych na osi,
ktorych wspohzedne spelniajg warunek: xX=a
x>alub x=a 0 1 e *

Na osi liczbowe] wyrozniamy szczegolne zbiory, zwane przedzialami liczbowym.
Ich 1lustracjg graficzng na osi moze byc prosta (os liczbowa), polprosta z poczatkiem lub
bez, albo odcinek z koncami lub bez.

| | |
e | T e | e ——— | i :
0: 1 * Ola * | a 015 *| a 01b X
| | I
' ' ; ooz il
prosta : poiprosta bez poczathu, I odcinek bez koricow, I odcinek z kovicani
Warunek, kiory
Przedzial Nazwa spelmiaja liczby Tustracja graficzna
przedziatu rzeczywiste x naleza- przedziali na osi
ce do przedzialu
. i
(tl, + 00) przedzial otwarty x>4a —_ﬂ .
— i < B e
( K ‘1) przedzial otwarty i > ;
(a; +oo) przedzial lewlostronnle s
domkniety 4] X
(—oo; a) przedziat prat?fost:ronme i
domkniety a x
Uwaga

Zbidr liczb rzeczywistych R mozemy zapisaé jako przedzial (—oo; +o00),
czyli R =(—o0;+e0}.
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Cwiczenie 40, Nazwij i zaznacz na osi liczbowe] przedzial:
a) (—oo;d)  b) (—o0;—5) € (3i+w)  d) {~4;+o0)

rPrzykIad 16. Na osiliczbowej zaznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, ktore 83 wieksze
od liczby —1 1 jednoczesnie sa mniejsze od liczby 4, czvli liczby x spelniajace warunki
x>—-11ix<4.

Rozwigzanie. Warunki x> -1 1 x<4 mozna zapisa¢ w postaci —1 < x < 4. Tlustracja
graficzng zbioru liczb x spelmajacych powyzsze warunki jest odcinek bez koncow (co
oznaczono na rysunku pustymi koteczkami).

—_ e ——
-2 -1 0 1 2 4 x

Warunek —1<x <4 opisuje przedzial (—1;4), kiéry nazywamy przedzialem ograni-
czonym, obustronnie otwartym lub krotko — przedzialem otwartym o koncach —11 4. J

Cwiczenie 41. Zapisz w postaci podwéjnej nieréwnosci warunki:
aA) x>01x<5 bxz-21x<0 c¢)x>-81x<-6.

Warunek, ktory
Bevediial Nazwa spelniaja liczby rze- Ilustracja graficzna
przedzialu czywiste x nalezace przedzialu na osi
do przedzialu
a<x<b,
(a; b) przedziat otwarty : T —
czyli x e(a; b}, a b =x
asx<bh
(a, .-5) przedzial domkniety czyli xe ( a b), a 4 3
przedzial prawostronnie o Y,
7 R S
a,b domkni ewostronnie _ ’  ———
G ¢ty d czyli x (a; b), a b
otwarty)
przedzial prawostronnie
asx<b,
(a; b) otwarty (lewostronnie : ¢ - »
dokie) czyli x e{a; b), o b x
mkni ¢

Cwiczenie 42, Zaznacz na osi liczbowej przedzial:

a) (32} b {-L4) o {-5-1) d)(-2;0)
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rPrzyklad 17. Na osi liczbowej zaznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, ktore spetniaja
warunki: a) x<-2 lub x=1, b) x<4 Iub x>4, ¢ x<2 i x>2.

Rozwiazanie
a) Warunki x< -2 lub x =1 spel- X <—2 e
e : : e
niajg liczby zeczywiste x nale- ;] 0 1 2 x
zace do przedziatu (—o0; —2} xe(-o0;—=2) lub xe{l;+oo).
lub do przedziatu {1;+o0}.
b) Warunki x <4 lub x >4 spel- r<d o

niajg wszystkie liczby rzeczy- e = e = e e e
wiste, gdzie x e(—o0;4) lub 0 1 4 x

xe(4+o0) czyli xR, S

¢) Warunkow x< 2 1 x > 2 nie spelnia zadna liczba rzeczywista, bo liczba nie moze
by¢ jednoczesnie mniejsza niz 2 1 wigksza od 2. J

Cwiczenie 43, Na osi liczbowej zaznacz zbiér liczb, ktére naleza;
a) do przedzialu (1, +o0} lub do przedziatu (—o0; —3),

b) do przedziah (—co; 0} lub do przedziatu {0;+ o0},

¢) do przedzialu (—o0; 5) i do przedziatu (5;+o0}.

Odpowiedzi do ¢wiczen

L39.8) x2-2, b) x>-2, ) x<-2, ) x<-2, ) x#-1, O x*%-

41. 3) G<x<S b) —2<x<0 © —-8<x<-0 43, Wskazdwka. b) (oo, +e0), ¢} {3}

Zadania utrwalajgce

3.43. Zapisz Za pomoca nierownosci warunek:

a) Liczba m jest wicksza od —3,3. b) Liczba n jest nie wigksza od 0.
c¢) Liczba k jest ujemna. d) Liczba s jest dodatnia.

e) Liczba x jest niedodatnia. f) Liczba y jest mniejsza od 14.
g) Liczba z jest me mmniejsza mz —5. h) Liczba ¢ jest nieyjemna.

3.44. Zapisz nieroOwnosc, jaka spelniaja wszystkie liczby zaznaczone kolorem mebieskim
na osi liczbowe;.

a +——+— e b)
x

G::i:’-
Yy
0] P S S S S T L1 S S S S— T

0 1 ¢ 0 1 Z
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3.45. Zaznacz na ofi liczbowe] przedzial:
a) (-2; 13, b) (—e0; 3), c) (-3, 4), d) (0;+o0}, e) (—5;1).

3.46. Zaznacz na osi liczbowej zbidr liczb rzeczywistych spelmajacych warunka:

a) x>»-—2, b) x < -5, ) x>0 1 x<2
dy x>-3 i x<—1, e)x<41 x=0
fx>51ix<10, g) x> 2 1 x<42.

3.47. Zapisz warunki, jakie spetmaja liczby zeczywiste x nalezace do przedziahu:
a) (—030), ) (45+00) O (=40} B (-20), @) (L3)
N (-2;4), ) (-3:5), h) {(0;4), iy {-2;2) i (-100;1).

3.48. Podaj wszystkie liczby naturalne nalezace do przedziatu:
a) (-11), by {~1;1}, ¢) (0;3), dy {0; 3), e) (0;3).

3.49. Wypisz wszystkie liczby caltkowite nalezace do przedzialu:

a) (1 4), b) <—§;2} 0 (~m 7, d) (—EJE; J7).

3.50. Zaznacz na osi liczbowej przedziat {—8; 3} i podaj:
a) wszystkie liczby naturalne nalezace do tego przedziahu,
b) trzy liczby niewymierne nalezace do tego przedziahy,
c) trzy liczby calkowite, ktdre nie naleza do tego przedzialu,
d) liczbe najmmejsza nalezaca do tego przedzialu,
e) liczbe najwieksza nalezacg do tego przedzialu,
f) wszystkie liczby calkowite z tego przedzialu nie mniejsze niz zero,
g) liczby naturalne dodatnie nalezace do tego przedzialu.

3.51. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, hib

= F—jesli jest falszywe.

Do przedzialu (—1; 3} naleza tylko dwie liczby naturalne. P|F
Jedna z liczb 0,(3) lub 1,7(6) nalezy do przedziatu (0,3; 1,76}, P|F
Do przedziatu {2; 8) nalezy iloczyn +f2-48. P|F

3.52. Zaznacz na osi liczbowe) zbior liczb rzeczywistych:

a) nmeujemnych, b) dodatnich, ¢) yjemmnych, d) medodatnich.
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3.53. Zaznacz na osi liczbowej zbidr liczb x spelniajacych warunki:

a) x<-5 lub x>1, b) x<-2 lub x:>1, C)x<2 lub x=2,
d) x<2ixe{0;3}, e) 3<x<Bix>0, N —2<x<0ixe(0;5),
g)xeR lub 2<x<5 h) xe{2;5Yi xeR, i) x<—11lub -1<x<3.

Dziatania na przedziatach liczbowych

Przedzialy liczbowe to podzbiory zbiom liczb rzeczywistych. Wykonujac dzialania na
przedzialach liczbowych, stosujemy te same prawa, co dla dowolnych zbiorow.

rPrzykiad 18. Wiedzac, ze A=(-o0;2) i B=(-1;5), wyznacz takie zbiory C, D, Ei F,
7e;: C=AMnB, D=AUB, E=A\B F=B\A.

Rozwiazanie A
-1 0 1 2B x
( ) -1 0 1 2 5 x
C=ANB=(—00;2) M (-1;5) = (—1: 2) —— g
—(_1 —_——g—— P
=(-12) -1 0 1 2 5 x
D=AUB=(—o00, 2} (=15} = (00 5) D
= (—o0; 5) —— e —————
-1 0 1 2 5 x
E=A\B=(—00; Y\ (-1, 5) = (—o0; -1} £
:(_oo;—l) _— s W
-1 0 1 2 5 x
: F
F=B\A=(-1;5)\(—o0;2)=(2; 5) .
'—f—t%*—)'
= 10 1 2 5 x

Uwaga Na rysunkach wyriki dzialan na zbiorach A i B zaznac zono kolorem pomaranczowym.
Odp.. C=(=L2), D=(-;5), E=(-o0;—1), F=(2;5). J

Cwiczenie 44, Wiedzac, ze A=(-5;3) i B=(0;4), wyznacz zbiory:
a)y AN B, by AUB, c) A\ B, d) B\ A.
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rPrzykiad 19. Podaj ilustracje graficzna i wyznacz zbiory 4B, 4UB, A\B, B\ A,
gdy A=(-3;2) i B={3;5).

Rozwiazanie
A B
T ——————— ————
3 6123 5 x AnB=2
—— — 3 =(-3;2) {3 5)
3 6123 5 x
—— L > =4
3 012 x
— | —— =B
¢c1L 3 5 &
Odp.: ANB=@, AUB=(-3;2)u{3;5) A\B=(-3;2) B\4=(3;5). )

Cwiczenie 45. Podgj ilustracje graficznai wyznaczzbiory A B, AU B, A\B, B\ A gdy:
a) A={-5;5)1 B=(-2,2} b) A=(-o0;-2) 1 B=(-2;+x}

rPrzykiad 20. Wiedzac, ze A=(-o0;3), B=(-2,5), C=(-o0;-1}{4;7), wyznacz
zbiory A, B, ', gdzie A'=R\4, B =R\B, C'=R\C.
Rozwiazanie

=R\ A=(3;+o0)

A ]
e s —————————————
x

=RNE= (—m;—Z)u(S; —|—oo}

itu
v

=R\C={-1;4)u(7;+x)

—1(:)1 4 7 x J

Cwiczenie 46, Wyznacz zbiory: R\A, R\B, R\C, gdy: A=(-3;0), B=(-7;+w)
C=(—o0; ) (L; 2).

Odp owiedzi do ¢wiczen

44.ay {0;3), b) (—5;4), ©) (-5:0), d) (3;4).

45.2) AnB=B, AUB=4, A\B={-5-2U{(2;5), B\d=0, b) AnB=@, 4UB=R, 4\B=4, B\4=B.
46. R\ A={—o0;—3){0; +o0), RVB=(-o0; =T}, RVC =(-4;130{2; +o0).
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Zadania utrwalajgce
3.54. Wyznacz sume, iloczyn i obie roznice przedzialow 4 1 B, gdy:

a) A=(-3;4), B=(1;7), b) A=(-o0;1}, B={-5;+0}, ¢} A=(-10} B=(L5)

3.55. Zaznacz na osi liczbowe] odpowiednie przedzialy 1 wykonaj dziatania.
a) (—oo; 2)V{-3;+ 00}, b) (3; 5} (5; 6), ¢) (-10; 6} (-4 7},

d) (—oo; 1)\ {1; + o0}, e) (-3;-2)n({-3;4), 0 (—4210(37)
g) (—oo; (=L +o0), h) (—o0; 6} {5 8), i) (—4:10)u(0;11),
D (—oos 1) (5;+ o), k) (-5,3}(-7;4), 1y (=5;1):{1; 10},

3.56. Za pomocg sumy prZedziatow zapisz roznice zbiorow:

a) R\{0}, by R\{-11}, 0) R\{—/2,1,42}.
3.57. Okresl, czy wynik dzialania jest przedzialem, czy suma przedziatow:

a) NUZ, by N2, c) RUN, dy RN,

e) R\ N, ) N\R, g) R R w{0}, h)QuU(RIQ)

3.58. Uzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposvod oznaczonych literami A 1 B
oraz odpowie dz sposrod oznaczonveh literami Ci D.
Jezeli D={(—o0;2) to R\D jest przedzialem:
A (24}, B.(2;+o).

Czescigwspolnag A B, gdy A= (—m; 1) 1B= (1; 2} jest zbidr:

C. pusty, D. jednoelementowy.
3.59. Wyznacz zbior:
a) (-3:2)}nZ, b) {6:10}~ N, 0) (-3,0)NN,
d) (4 0)R, e) (-5;5)NR, f) F R

3.60. Sprawdz, czy jezeli ac R, be R i a< b, to:

KA. . b) (a;b):<a; “+bju<‘”b; bj.

2 2




3. Zbibr ficzh rzeczywistych i jego podzbiory (X

—. Zestaw powtorkowy

1. Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposvod podanych.
Liczba mniejszg od 1 jest iloraz liczb:
A, 0,01:0,001, B. 0,001:100, C. 10: 0,0001, D. 0,1:0,000001.

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Nieprawdag jest, ze:

A. 0,(15<0,15  B. 0,(15):5—3, C.1(D>1377, D 2,807<2,(827)

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
915 | ol

Wartosc wyrazemnia jest rowna:

A, 27 B. 27228 €32 B.2%

4. Czyliczba4 270 008 jest podzielna przez 6?
El_ Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A, B i C.

T | Tak, A. | liczba jest parzysta.

poniewaz | B. | suma cyir liczby dzieli si¢ przez 3.
N [ Nie, C.

liczba jest parzysta 1 suma cyfr jest podzielna przez 3.

5. Liczby ai b spelniaja warunek a-5=100.
Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, fub
F—jesli jest falszywe.

Jesh liczby a1 b 53 parzyste, to 10 jest dzielnikiem jednej z mch. P|F

Jeshi liczby @1 b sg naturalne, to 10 jest dzielnikiem jednej znich. | P | F
Jesli a=3/50, to b= 320 000. P|F

6. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposvod podanych.
Wazystkie liczby catkowite nalezace do przedzialu (—Jg; 22 ) to liczby:
A.-2,-1,0,1,23 B.-1,01273 C.-101,2 D.0,1,2
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7. Przyporzadkuj kazdemu przedziatowi przedstawionemu na osiach liczbowych oznaczo-
nych literami od A do F, odpowiedni opis stowny, oznaczony cyframiod 1 do 6 .

- —5—'2—.10123,;
B. o125
& —3—:2—101;::
D. X5 01 2 %
B a0 12 3
S 101 20 0x

1 Liczby rzeczywiste nieujemne.

2 Liczby rzeczywiste mniejsze lub réwne —2.

3 Liczby rzeczywiste wicksze od —1 1 mniej-
sze od 3.

4 Liczby rzeczywiste ujemne.

5 Liczby rzeczywiste wieksze od —1 1 mniej-
gze lub réwne 2.

6 Liczby rzeczywiste wieksze lub réwne —1.

8. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

F—jesli jest falszywe.

2

3 3e(0;1).

22 (—8; -3}

9. Podaj ilustracje graficzna 1 wyznacz zbiory A B 1 AU B, gdy:
a) A=(—o0;3), B=(-2;5),

by A=(-5;2), B={2:4),
¢) A=(-2;3) B=(46).

10. Zbiory A 1 B sa przedziatami liczbowymi, dla ktorych wyniki dziatan (sumy, iloczymu

1 10Znicy ) przedstawiono na rysunkach pomze). Wyznacz zbiory 41 B.

a) b)
Al AuB
-3 A 0 1 5] X
AmB AmB
t i f & f f P
-3 X -2 0 1 A
AvB AVB
— - e o
3 X ] 0 1 3 X
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| logarytmowanie

Potega o wyktadniku catkowitym

Przypomnijmy
wyktadnik potegi

5% =5:8:5:5 =625 /
5% — czwarta potega liczby 5

(czytamy: pie€ do potegi czwarte)) 5 4 — 625

e Polggowanie zastepuje mnozenie wynik

przez siebie tych samych czynnikow.  podstawa putqgi\ potggowania

e Potega a” liczby rzeczywistej a nazywamy

lloczyn i czynmikow, z kidrych kazdy jest tow- A= a-a-..-a
ny a, gdzie # jest liczba naturalng wigkszg od 1. n czynnikéw

Przyimujemy: &' =a oraz a’=1 gdy a=0

Uwaga

41 ¥ =1

o : : .
0" — dzialanie mewykonalne, a’-a=a", a':a=a

Cwiczenie 1. Kazda z liczb:
a) 9, 81, 243 zapisz w postaci potegi liczby 3,
b) 32, 64, 128, 1024 zapisz w postaci potegi liczby 2.

[ Przyktad 1. Oblicz:

2
a) (-3), b -3 0o (—%), d) 3,5°
Rozwiazanie

2) (3) =(-3)(-3)(-3)(-3)=81

b) -3*=-(3-3-3-3)=-81,

o (2]~
3/ L 3 3/ 9 ¢

dy 3,5° =1
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Cwiczenie 2. Oblicz:

4 2 3
a) -6, b)[lj, c)[ ﬂ], d) [—zéj, &) (0,02)".

% 12

Dla kazdej liczby naturalnej dodatniej » 1 dla kazdej liczby rzeczywiste] «, rdznej od

1 1
zera, przyjmujemy, ze @ = =—= [—] .
i i

#

Liczby a * i a” sa liczbami odwrotnymi.

i
Przyktad 2. Oblicz: a) 5", b)27 o [—ﬂ :

-2 2
Rozwiazanie. a) 5 :%, by 27 :2—13:%, c) [—lj :[_ij =16

Cwiczenie 3. Oblicz:

1y 1 1y~
a) [Ej’ b (-3)°, ¢ 32 d) = 9 [35j ., B (0,125)7

Uwaga
Jezeli a1 b 83 liczbami réznymi od 0 oraz # jest liczba naturalna dodatnia, to:

@ e

Wykonujac dziatania na potegach, korzystamy z twierdzenia:

Dla dowolnych liczb zeczywistych i b réznych od zera oraz calkowitych wyktad-
nikdw m, n1, prawdziwe 83 Wzory:

® a -4 =4a Hoczyn poteg o tych samych podstawach

® wioal=a” ° Horaz poteg o tych samych podstaweach
n i m-H

® (ﬁ! ) =4 Potega potegi

. (a b)m = potega iloczy

L Bt
a a
® [—] = potega ilorazu
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rPrzyklad 3. Wykaz, ze a”:a"=a""" gdy a=0, meZ 1 ne Z.

] ] o 5 a” Iam+l3
Rozwiazanie. o":a"=—= — 0=n n
M M
i [
0
am+n—n am—n aﬂ

Cwiczenie 4. Wykaz, zejezeli a=0, b=20, me Z i ne Z,to

m m
a) 2" _an:am—i—n, b) (am]”:am,n, ) (a_b)m —a" b d) [%j :a_.

Cwiczenie 5. Przedstaw w postaci iloczynu poteg liczb pierwszych iloczyn:
a) 5-5-2:5.2:2:5-5, b) 4:4.7-7-7-4-7, ) 2°-4-3".27.

r Przykfad 4. Zastosuj prawa dziatan na potegach i oblicz:
3
23 22 -3
a) ( ) ., b) [%j 107

25

Rozwiazanie. a) e ' = =988

R g, L O .
b) g -1 = gl =g :g. a”,b’I:(a,b}

Cwiczenie 6. Zastosuj prawa dziatan na potegach i oblicz:
3 2
(4°) 1 (6Y Taek] * e 3V (197
T =1 Y e o (=], Ay || f==].
Vs )[ 5j [J ¥ [zj [zj )[ Sj [?J

Przypomnijmy

Notacja wykladnicza to sposob zapisywama bardzo duzych albo bardzo malych
liczb, np. 2 500 000=2,5-10°, 0,0000034=3,4-10""
Liczbe wymierna dodatnia ¢ mozemy przedstawié w postaci & = x-107, gdzie

1<x <10 1 rne Z. Taki zapis liczby @ nazywamy notacjg wykladnicza
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( Przyktad 5. Zapisz w notacji wyktadniczej liczbe:
a) 5270 000, b)0,00653, ¢) 1000000,

Rozwigzanie

a) 5270000=5,27-10°% 1£527<10
by 0,00653=6,53-10"", 1<6,53 <10
¢) 1000000=1-10°. 1<1<10

Cwiczenie 7. SrednicaZiemi jest réwna okolo 12 750 km. Dlugosé te podaj w metrach
1 zapisz w notacji wykladnicze;.

Cwiczenie 8. Polska ma powierzchnie okolo 3,13-10° km?. Wielkos¢ te zapisz bez
uzycia notacjl wyktadmnicze;.

Odpowiedzi do ¢wiczen
] 121 125
f.aya8.4% 8% gyl 85007 wl & o5 518 %) = 9= & -—, ©0000008

1 ] 8
3436 b) <, 0 -5 936, & D6 5a) 23.5° ma2i.rt o2t

125
624, b1 9L &= 7 1,275.10'm 8. 313 000 km?,

Zadania utrwalajgce

4.1. Oblicz: , 1
D ey of. et 9]

—3 o
f) [—%) : o) [1%) , hy 27 427427 i)16-27.

4.2. Oblicz, korzystajac z kalkulatora:
3
a) (0,012), b) (1,75}, 9 [3%) : d) (—0,31)"
4.3. Kazdaz liczb: 64, 128, 256, 512 zapisz w postaci potegi liczby 2.

4.4. Oblicz:
a) 5-2°, b) 4 +4-3, )25 2.6

dy (140,57 - (1-0,5) e [%T -[ET, ) (-1) -2° -[—%T,
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3 57 . 3 . 32(33]2
o (2%)’ m (2], b2 D
4.5. Oblicz:
3V gy A Kk
S [T oS
d) 4—2—1-@]0 e) Lg0_32 f) FJ{E]T
5o 2 ’ 3 \3 '
4.6. Oblicz:
13, <12 21 19 318 o6 am
? 55+”5 R 499? ’ 0 ((3”+3”]].9 '

4.7. Zapisz w notacji wykladniczej liczbe:
a) 0,02, b) 0,05, c) 0,012, d) 0,00078, e) 1680, 1).231.

4.8. W jednym z mérz jest okolo 2,05-10° gatunkéw ryb. Podaj liczbe tych gatunkéw.

4.9. Merkury znajduje sie w odleglosci 57 900 000 km od Slonca. Zapisz te odleglosc
w notacji wykladnicze;.

4.10. Jeden rok astronomiczny to 365,25-86 400 sekund. Liczbe sekund zapisz w postaci
notacji wykladniczej.

Pierwiastki kwadratowe i pierwiastki szescienne

Przypomnijmy
symbol pierwiastka kwadratowego
Symbol ¥ czytamy: w
plerwiastek kwadratowy” albo
pierwiastek drugiego stopnia” V 25 — 5 ‘\wartoéé ——
lub krétko pierwiastek. /4 =
liczba podpierwiastkowa

Pierwiastkiem kwadratowym z liczby mieujemnej ¢ nazywamy takg liczbe me-
ujemng b, ktora podniesiona do kwadratu jest rowna a.

Jesli 201 b20,to fa =5, gdy #* =a.
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( Przyktad 6. Oblicz, jesli jest to mozliwe, bez uzycia kalkulatora:
a) zi, b) J0.16,  ©) V17

Rozwiazanie

@ =P 39,1
4 4 2 oy 4 4

b) 0,16 =04, (0,4) =0,16

¢) /17 —nie istnieje liczba wymiema, ktorej kwadrat jest réwny 17,
V17 jest liczbg mewymierna. J

Przypommijmy prawa dzialan na pierwiastkach kwadratowych.

Jesli g=01 b=0, to:

Ja-b=Ja-Jb E:%,gdy bh>0, (-JE)z:a, M:aﬁ.

(Przykiad 7. Oblicz: a) VR1-144, b) V2418, ¢ (JE]?‘, d) ¥25-3.

Rozwiazanie. a) +/81-144 = /81-4/144 =9.12 = 108, Ja-b=vJa b
b) V2 V18 =218 =36 =6, JaNbE=ab
& (&) =6, e,
d) V253 =f5% -3 =543 Ja2-5=a-J§J

Cwiczenie 9. Oblicz: a) v/4-25, b) %, 9) (ﬁ]g, d) /100-7.

( Przykiad 8. Uzasadnij, ze 475 =+/27 +V12.

Rozwiazanie. Wprowadzamy oznaczenia:

L —lewa strona rownosci

E - \_V_,M : P —prawa strona rownascl

L %
Sprawdzamy, czy prawa strone P mozna tak przeksztalcic, by otrzymac strone lewa L.
P=\27+12=403+4.3= ST ufp
=33+23=53 a5 =5

L=+75=4253=5J3. Zatem L=P. CALH. J
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Cwiczenie 10, Uzasadnij, ze:

a) V128 =50 +/18, b)) V2 +472=74/2.

Uwaga
Przedstawianie iloczynu liczb « - Vb w postaci pierwiastka kwadratowego va’-b
nazywamy wiaczaniem czynnika pod znak pierwiastka.

rPrzyklad 9, Przedstaw w postaci pierwiastka kwadratowego (whacz czymik pod znak
pierwiasika): a) 4-4J3, b) %\E

Rozwiazanie. Korzystamy z zaleznosci a- Jb=+d b, gdy liczby a1 b 53 nieujemne.

a) 4V3=A# 3=J163=+38, b %ﬂ@‘j;\g )

Cwiczenie 11. Przedstaw w postaci pierwiastka kwadratowego liczbe:

a) 37, b) 0,1-460, © %JZ_T

Przypomnijmy
o i stopi e pi erwiastka
J-27=-3 bo (—3}3 =27, symbol pierwiastka
/ wartoi¢ pierwiastka

30,001=0,1 bo (0,1¥ =0,001. 3 ¥
e Symbol ‘\‘3 czytamy V_27 — _3

pierwiastek trzeciego stopma” albo ’R]iczba podpierwiastkowa
~plerwiastek szedcienny”.

Pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby a nazywamy taka liczbe b, kiora podmnie-
siona do potegi 3 jest rowna liczbie a

Jesli fa =bto ¥ =a.

(Przykiad 10. Oblicz: a) 41, b) 33%

Rozwiazanie

a) ¥-1--1 (1= 1

3
by =il 3 EE
8 g 2 2 8 SJ
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Cwiczenie 12, Oblicz:
a) 0,008, b 34%, &) 3 15%.

Jesdli liczby a1 b sa rzeczywiste, to:

Ya-b=%a -, 3%:%’&13!&;&0, () =a. Ya-b=a¥p.

( Przyktad 11. Oblicz:
ay 4216-64, L ) (%/5)3 dy 4500,

b
i

Rozwiazanie

a) 16-64=316-Yea4=6-4=24, fab=3Ya-Yp

b) ¥ie2 _[-162 [276 [27 3 S
Jazg 86 g 2 I Nb

o (&) =s ()=

d Y-500=3Y-125-4=3-125-4=-5.4. 3a3-b=a.%@J

Cwiczenie 13. Oblicz:

35
a) -3/ 7. by 64-343, ) —— d) i7-343.
’ ) ‘¥ O

Cwiczenie 14, Sprawdz, czy:

ay 25 -327=498, b) Y54-32 =416

Odpowiedzi do éwiczen

2 5 5
9.9)10, b) 7, 97, 17, 112 63, by 06, a2, 122202, b) 7 9%

13.2) -7, b)28, o —%, d) 7 #7  14.a)Nie, b)tak

Zadania utrwalajgce

4.11. Oblicz w pamigci:

a) V9, 0,00, 235, J0.25, 36, Jo,0036, 49, V121,

0
b) ’ ( {14 ‘lloo 256 J324 J361 121
169 225 2897 196° 4007 441
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4.12. Oblicz:
a) V125, b) Ty c) g 7 d) 420 e) 40,008, 1) J64.
264 875 216
4.13. Oblicz:
a) V16-169, by 4/64-125, &) V232, dy 3/25-50-3100,
e) VB0 45, f =542, 2) QE: ;%, hy 40,27 : J=10.
4.14. Przedstaw w postaci iloczynu liczby wymiernej i niewymiernej wyrazenie:
a) \J25-3, b) +/5-25, ) +/2-8, dy /27-3,
e) 162, ) 128, g} 375, h) 4135.
4.15. Przedstaw w postaci pierwiastka iloczyn liczb:
a) 23, b) 342, c) 45, dy 546, e) 642,
n-2.32, g) 3-32, hy 2-33, iy 4-343, -3
4.16. Uzasadnij, ze:
D 2y J& + V18 = /50,

0 (V8+432-40,5)42=11

b) Y250 -2 =128,
¢) (V75 ~ A8 + 108} =147,

d) (250 +A128 -3f0.016): 42 =88,
f (JE—J?—JLL\E)-(JZ—J’E+J2+J§):—2J§.

4.17. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanych.

,3 f 5

Wynikiem dzialania 9.3 - ;: 1; jest liczba:
1

A 2,

5 7 1
B. — C. — D. 3—.
2 2 2 2
4.18. Czy JS,UGES =\3/5?35975 7.
El_ Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.
fes 9 . 343
| T | Tak, A | f3.0625 = T i 35,35975 = =
poniewaz p= o
N | Nie, B. | 35.35975= 5a i 3535975 = Sa
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Pierwiastki stopnia n i dziatania na nich

a — liczba podpierwiastkowa, Stapich peervinstion

n — stopien pierwiastka, gdzie » to n
liczba naturalna wigksza od 1, va —_— b

b — wartos¢ pierwiastka n-tego stopnia ¥ wartodé pierwisstka
z liczby a. liczba podpierwiastkowa

Pierwiastek +/a nazywamy pierwiastkiem arytmetycznym stopnia .
Wartoscig pierwiastka arytmetycznego (jesli istnieje) moze by¢ tylko jedna liczba.

Pierwiastkiem stopnia s, gdzie i jest liczba naturalna:

parzysta wigksza od 0, | nieparzysta wicksza od 1,

z liczby nieujemnej & {a = 0}, | z liczby rzeczywistej ¢ (a € R)
nazywamy | nazywaruy

liczbe nieujemna b (» =0} | liczbe rzeczywista b (be R),
taka Ze | taka Ze

Ya=b giy ¥ =a.

Przyktady:

J121=11  bo {1 : 64 =4 bo 4% =64
Yie=2, bo 2* =16, | ¥6a=4  bo (4Y=-64
Y024=2. 1o 20 =1024, : J28B=-3 bo (-3)=-243
-y, bo s, |l W=, bo e
Yo=o, bo 0 =0, I Y1=-1, bo  (-1}'=-1

Cwiczenie 15, Oblicz: a) /81, b) /—32, ¢ f0,00001, d) &0, e) 4343

( Przykiad 12, Przedstaw liczbe —5 w postaci pierwiastka stopnia n, gdy:
ayn=3 b)yn=5 c¢)n="7.
Rozwiazanie
a) (=5} =—125, wiee —5=3125,

by (-5 =—3125, wiee  —5=-3125. J




4. Polegowanie, pierwiastkowanie | logarytmowanie 89

Cwiczenie 16. Przedstaw liczbe —2 w postaci pierwiastka stopnia n, gdy:
a) n=7, byn=9, ¢ n=11

Czy mozna liczbeg —2 przedstawic w postaci pierwiastka stopnia 6?
Odpowiedz uzasadnij.

Uwaga

e Kazda liczbe rzeczywista mozna przedstawic w postaci pierwiastka nieparzystego
stopmia.

e Liczb ujemnych nie mozna przedstawi¢ w postaci pierwiastka parzystego stopnia.

e Kazdaliczbe nieujemna mozna pizedstawi¢ w postaci pierwiastka parzystego stopnia.

4 . . . 3 1 .
Cwiczenie 17. Sposrod liczb: —1; 0; 0,0081; —0,0081; 1; —g wskaz te, ktorych nie

mozna przedstawi¢ w postaci pierwiastka czwartego stopnia.

Na pierwiastkach mozemy wykonywac dziatania, korzystajac z twierdzenia.
Jesli istnieja pierwiastki &a i ¥/B, to:

® '}\’/E : ;\:{3 =a-b iloczyn prerwiastkow tego samego stoprnia
(pierwiastek z iloczynu)

T
a a s
® % = d;, gdzie b= 0 iloraz plerwiastkow tego samego stopnia

(pierwiastek z ilorazu)

m . .
L (%] =ya”, gdzie me Nia=0 potega plerwiastka (pierwiastek z potegi)

. (Ya) =a

[ Przyktad 13, Oblicz:

160 s 5 5 Y
a) m, b) J—_Z‘\/E, C) ( 25] .

Rozwiazanie

3 160 [160 _3]5-32_532_ [gs_g Ya_ fa
Y1215 Y1215 V5243 Vo243 Yl3) 3 ¥ o

by ¥-2-6=Y216=Y32=-—2 Ya o =%ab
&) (@'2_5]34/?:{/(52]3:555:5. (¥a)" A i (Ya) -a
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Cwiczenie 18. Oblicz:

¥ 3
a) 49427, by — o (¥27}.
) o O )
Cwiczenie 19. Uzasadnij, ze jezeli istnieja pierwiastki ¥/~ i %fa, to ¥—a=—¥a.

Uwaga
» Liczby ujemnej nie mozna wlaczy¢ pod znak pierwiastka parzystego stopnia.
» Nie istniejg pierwiastki parzystego stopnia z liczb ujemnych.

rPrzykiad 14, Przedstaw w postaci pierwiastka iloczyn liczb, czyli wlacz liczbe pod

znak pierwiastka:

a) 337, b 2.6, ¢ -3.J4

Rozwiazanie

a) 3-47 =137 = Y1701, =3
R g W) 2 =2
¢) —3-d4-= 15}(—3}5 (4} = Jf(243) (4) =972. I J

Cwiczenie 20. Przedstaw w postaci pierwiastka iloczyn liczb:

a 2%, =292, o -3

r Przyktad 15. Przedstaw pierwiastek wpostaciiloczynu liczby wymiernej i pierwiastka,
czyli wylacz czynnik przed znak pierwiastka: a) 4243,  b) /288
Rozwiazanie. Obliczenie pierwiastka ulatwi rozklad liczby podpierwiastkowej na
czynmki.

a) 2433 by 2882
8113 144 | 2
2 | 3 72 |2
e 36| 2
9|3 243=3 |5
1 3173 9Eg-0 9
Yoaz =43 =43t 3 =343 .

Y288 =—32° 3 =23
Odp.: a) ¥243 =343, ) Y288 =230 )
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Cwiczenie 21. Wylacz czynnik przed znak pierwiastka:
a) 432, b) 5000, o J224, dy: 7%.
Uwaga

Aby usunaé niewymiernos¢ z mianownika wtamka, mnozymy ten ulamek przez odpo-
wiednio przedstawiong liczbe 1.

[E 7 1 2
Przyktad 16. Usun nie iernos¢ z mianownika wtamka: a . b . C .
y Wy )2\@ )QE )5_3
Rozwiazanie
A A I N EN N i
W3 243 43 23 23 6 o
oL LR ¥ %4 W 1 3
Nz Y 24 B2 207 4
2 3 24 5
) = B {/3_4__ 3 V3! J
8
Cwiczenie 22. Usufi nie lerno&¢ z mianownika: a b
wymi )-J_ )J_
rPrzyldad 17. Sprowad? do najprostszej postaci wyrazenie:
a) 45 480+ 24405, 1) 32— 3az6 o A7, a (5 5—32)5
’ ¥es ’ '
Rozwiazanie
a) 45 -3RO+24405= 80—5.2¢
45 Y2t 54 2y3t 5= 40553
=45 235+ 2.3Y5 = 545, 7 =2 7 =3
5f 5; 5
J_ 486 _J_ = 486—-2-3" 64-2.2°
,éf 5"25
_\E—SJE:—ZJ_:L T
22 22
e
o U7 =477 =gf(7Y =¥} =77 =49, ({a) —a

@ (F32) -¥32-2 e e f
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Cwiczenie 23. Sprowad? do najprostszej postaci wyrazenie:

a) Y3 -396+2Y729. b) 4“1233@ ) W57, ) (\/ 125 )7

Odpowiedzi do ¢wiczen
12,213, b2, 01, 40, e-=7 16, a) 3—128, by 4-512, & W-2048. Nie, bonie 1striejg pierwiastki
parzystego stopnia z liczh vjernnych.  17.-1; —0,0081; —%. 12.a)3, b) % c) 3.

19. Wskazéwha: §—a =g{(~1)-a. 20.2) 47384, b) V2048, o 458
2.9 292, p) 5B, o =247, @ 4_ 2.4y 4432, »y —2{32. 23 a) 33, W —, ¢ 125, d) 5.

Zadania utrwalajgce

4.19. Oblicz:
a) {160 000, b) $f0,00032, ¢) ¥-1024, d) &729,
e) Y128, ) 4236, g) f—1331, h) 2401
4.20. Przedstaw liczbg a w postaci pierwiastka stopma »n, gdy:
a) a=61nr=3 b) a=-21nr=9, ) a=4 1 n=6,
tha=71n=3 e) a=61 n=4, ) a=-51n=5.
4.21. Oblicz:

a) v/16-169, by ¥64-125, ) V2432, d) +25-350- 300,
e) V80 : /5, f Y5432, g){/?dgi_l, hy 30,27 : 10,

i)y ¥2-48, i) 4&, k) +/64:3/2, 1) {0,128 : §f0,008.

4.22. Wylacz czynnik przed pierwiastek:
a) V75, b) +125, ¢) 416, d) 431, e) 375,

n Jiez, g) 12, h) 64, i) Y486, j) Y6250,

k) 4384, Iy 41280, m) 41458, n) 4-9375, o) ¥=1512.
4.23. Whacz pod pierwiastek czynnik stojacy przed pierwiastkiem:

a) 32, b) 5v/6, ¢) 233, dy 442, e) 2413,

f 332, g) 532, h) 742, i) 246, i) 243,

k) 342, 1) 542, m) 645 m) 243, 0) 11411



4. Polegowanie, pierwiastkowanie | logarytmowanie 93

4.24. Usun niewymiernos¢ z mianownika:

3 1 4 -2
V7 Y5 35 N A
1 2 —1 5
E) =F—6, i) _ﬁa g) 5_29 h) 7"‘2

4.25. Sprowadz do najprostsze] postaci:

a) V8 +432 —50+4/08, b) V125 -20+345, ¢ #1192+ B75+3BL
d) 4128 —-354 316, e) 2 -{Bz +{1ez, N 3+ 428 4243,

3JR—f50 . 433 31 .2 . V125442045
) JE » ) %/g > i) @_@, i) —\/2_(]- ;

4.26. Dziecko bawiac sie kalkulatorem, wystukalo pewna liczbe. Nastepnie trzy razy
nacisnelo przycisk f  iotrzymalo liczbe 3. Podaj liczbe, ktorg dziecko wystukato.

4.27. Oblicz:
a) V17282, by V157 + 82, 9 (33]4,

dy ¥9° —17 -¥ea, e) V2 (3v8 - 2432}, n 3(50-43)
g) 7354 - 516 +33128, ) (239 - 5472 )43, i) 40 (540 -4243),

T 1] 5 5 5
or i) o)
3 12 L7 A 15

4.28. Zbadaj, dla jakich wartosci m zachodzi rownosce:

) V27 — 108 = maf3, b) V180 — /125 = maf5,
¢) —350 =98 = mf32, d) 512 — 200 = m18,
e) /50 —f08 = m/f18, 1) 5412 + 2427 = mJ243.

4.29. Czy prawdziwa jest rownos¢ 3375 + 3192 = 32187 ?
Bl_FE’yE'ferz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.

T | Tak, A. | P75+392 =375+195.
poniewaz
N | Nie, B. | 3375 +3192=31253 +364 3.
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Potega o wyktadniku wymiernym

stopien wyktadntk
a — nieujemna liczba zeczywista, pesastca i potel
n — liczba naturalna wieksza od 1. .‘n/a = n

Potege liczby dodatniej & o wykladniku wymiernym E, gdzie m jest liczba calko-
Fid
m

witg 1 7 liczbg naturalng wigksza od 1, okreslamy wzorem an = Ja™

m
7

&) ey

( Przykiad 18. Zapisz w postaci potegi pierwiastek: a) 427, b) 48, o) 47.
L

1 1
Rozwiazanie. a) +27 =272 by ¥8=85, ¢ I7=72. J

Cwiczenie 24, Zapisz w postaci potegi pierwiastek: a) +/3, b) +/5, ¢ 412, d) V4.

3 5 L
Przyktad 19. Zapisz w postaci pierwiastka potege: a) 4°, b) 23, ¢) 102,

3 5
Rozwiazanie. a) 4° :34_3:%/@, b) 23 :42_5:@,
L El
) 102 =102 =+/10° = /1000, J

2
Cwiczenie 25, Zapisz w postaci pierwiastka potege: a) 33, by 5*° ¢y 7™

Uwaga. Wszystkie prawa dziatan na potegach o wykladnikach catkowitych odnosza sie
rowniez do poteg o wykladnikach wymiernych. Z praw tych korzystamy we wszelkich
obliczemach taczacych potegi 1 pierwiastki.

f Przyktad 20. Zapisz w postaci potegi liczby 2 pierwiastek: a) ¥4, b) $32.
Rozwiazanie

1 ( )l 2.1 2 1 1 5_1 5
A2 57 S wid 326:(25)322 626

Q) 3= by §32=2"

) % ) y 32 < S
322:23 25 26 J
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Cwiczenie 26. Zapisz w postaci potegi liczby 3 pierwiastek:

a) 427, by BRI, o) Y2187

Cwiczenie 27. Wiedzac, ze a jest liczba dodatnia, k i p sq liczbami catkowitymi oraz
#1 m liczbami naturalnymi wiekszymi od 1, przepisz wzory do zeszytu i w miejsce [

wpisz wlasciwy wykladnik.
R )
a) a®-qg® = a. ] iloczyn poteg o fych samych podstawach
B =
b) a’ia™ =a il ; iloraz poteg o tych samych podstawach
Fim
C) izt = [] : patega potest
( 1
13 2.5 s
; S 3~ 55
Przyktad 21, Oblicz: a) 2222, b) 7 C) [643j :
Rozwiazanie
i
1 3 il 2
a) ZE.ZE:JZZ 2:22:4 , ::zzflai—a?ri
R GAT TE A I
- g i E T
i:3§_§:32:9 a’ia® —a’ ™
2.5 1
b) 3—: / 32 )
J3 \ 5
5 5 3 Ya_ fa
ﬁzgz ERY g s
NN &
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Cwiczenie 29. Wiedzac, ze ai b sa liczbami dodatnimi, % jest liczba calkowitai » licz-
ba naturalng wieksza od 1, przepisz wzory do zeszytui w miejsce [l wpisz whasciwy

wykladnik.
L3 £ 0
a) (a-b}” =a.-b., potega iloczynu b) [E]H :a_. potega orazu
b/
( Przyktad 22. Oblicz:
1 _1 1 Loy L
g e & 3
a | —| 23, b) 23:| —|.
) (Zj ) (4]
Rozwiazanie
s L iy Sm ol o -
a) [5) 29 :[E-EJ =135=1, a b —(a B
1 5 & 1 ok i
b) 23:(lj3=[2:113=83=%’§=2. &b —(a:by
4 4 )

2 2 ) 1

Gwiczenie 30, Oblicz: a) 35-[$]3, b) 25_5:[9 °,

r Przyktad 23. Przedstaw w postaci potegi liczby 2 pierwiastek +2+/2.

1

3 i #_E E E l 1 1_,_1
Rozwiazanie. J32JE:\12-22 =N2%.= 92 § =22 2.22=7 2J

Cwiczenie 31. Wykaz, ze U442 =2.

r Przyktad 24. Pordwnaj liczby:
a) 279 132"y 3 iYs
Rozwiazanie. Przedstawiamy kazdg z liczb w postaci potegi o takim samym wykladmku
i badamy ich iloraz.

a)y 200 _ (23 )mo _gLO0 s 2200 (32]

2300 8100 g 100

=9'"" wiec

Lo
g{: 1, wiec [g] <1, zatem 8% <9l® czyli palai e ol



4. Polegowanie, pierwiastkowanie | logarytmowanie

97

3 1 1 1 ) 1 1
b) ¥3=35=315= (33) =2715 oraz Y5-=53=515= (55)15 312515,

1 1
. 2715 [ 27 ]E
wiec = :

1 3125

312513

1 1 1
i<:1, wiec 27 <], zatem 2715 < 312515, czyli <35,
3125 25

Cwiczenie 32. Poréwnaj liczby:

a) 4% 13 by 2 16

Uwaga
Jezeli a1 b sg dodatnimi liczbami oraz w jest liczba wymierna dodatnia i:

e a"=p" to a="5h, o a’ b to a<h, e a’>h" to a>h,
H H H
a a

s —=d to g=h, ® lr:I—{:l, to a<hb e —=1,t0o axh.
bw bw bw

Odp owiedzi do ¢wiczen
1 1 1 1 3 4

24.2) 32, b) 52, ©) 123, dy 48 25.2) 4T, b) M3125, ) 4. 26.2) 3¢, b) 35, 3.

22.2)9, b2, ¢)3.  30.a) %, b) % 32.a) 4390 3300 Ky P 3

Zadania utrwalajace

1 o 2
4.30. Spogrdédliczb 8 3, [1zj 2, [%)3, J9, -4 wypisz:

5
a) liczby calkowite, b) liczby mewymierne, ) liczby wigksze od 2.
4.31. Oblicz:
1 ! 1 . 1 3
7 g %2 4% 2 25Y 3 = =
a) 643, by | = [, | —| ", dy | — | 0,125} 2, 252,
o w2 ofd)h e[ s s
2 2 cu,

b | B

il o = -1
g) (0,027)3, h) 10600 3, i) 2:273, ) [ﬁj 2-(%, k) 25855 —=3% 210

25 7
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4.32. Zastosuj prawa dziatan na potegach 1 oblicz:
2 A 15 11 1] 1 11

o it 1
a)GT-GJS, by 33-33, ) 22-82, d) 53-25%  €) 1083 .23 4+7%.493

4.33. Okresl, do ktore] potegi nalezy podmiesc liczbe 8, aby ofrzymac:

1 | |
a) 64, b) 1, c) 2, d) 4, ey —, 32 oy h) —
) ) ) ) ) 5 Y g - ) e
4.34. Przedstaw w postaci jednej potegi wyrazenie:
1 1
a) 3°.32.37 by ¥9-32.3%.33  ¢) 33, dy 437 .30,
1 2 =T
3 2 - S J5.1253 [—]
= 2234.8 3 5
4. R B 3
€) (3 Jz?], n 9 = W5
V2162 25 2

4.35. Przedstaw w postaci pierwiastka wyrazemnie:
3 4

a)2+, 2%, ¢35 @3 o3 % ng % 9) 2%.
[ 4.36. Uzasadnij, ze:
a) V48 +/147 = 363, b) 1080 — 40 =320, ) 0 =37,
d)?-%ﬁ-[i/%Jr{/g]:ﬁg, &) Ya’ = - Ya, gdy a=0, ) R6=2.
4.37. Oblicz:
21 243 [1
2) §-97 b) ¥-16 ¢, c) 2§j;+§/%_

4.38. Porownaj liczby:

) V2 Y40 by 5T i W,

o ¥1ihe, ayHidl.

4.39. Uzasadmyj, ze:
D | 1 1

1
a) 43 >+/2, b) 32 +32 432 =3

1 1 1
28185, ¢&) -6 +3216 =2,

dyjezeli a=2%, b=3"i¢=5" to a<c<b.
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Pojecie logarytmu

Dzialaniem odwrotnym do dodawania jest odejmowanie, a do odejmowania dodawanie.
Dzigtaniem odwrotnym do mnozenia jest dzielenie (jesli je mozna wykonac) 1 odwrotnie,
do dzielenia mnozenie. Natomiast do potegowania istnieja dwa dziatania odwrotne, pier-
wiastkowanie 1 logarytmowanie, jezeli mozna je wykonac.

wyktadnik potegi 5} _ (Pierwiastkowanie
+ /-f 32=2 — szukanie podstawy potegi.)

5
podstawa potegi _w 2 = 32

\ 10g2 32 — 5 (Logaryimowanie

wartos¢ potegi /' — szukanie wyktadnika potegi.)
liczba logarytmowana
log,8=3 bo 2°=8 1
log;9=2, bo 3 =9 loga b =C v logarytm
2
logs25=2, bo 5°=25. podstawa logar}ft:mu/

Logarytmem liczby dodatniej b, przy dodatniej pod-

stawie a r0znej od 1, nazywamy wyktadnik ¢ potegi, do . _ log, b, gdy a° =b
ktorej nalezy podnies¢ podstawe «, aby otrzymac liczbe

logarytmowana b.

[ Przyktad 25. Otlicz:
a) log,L leg,4 log,16, log, 64, b) log, 1 logl%, log, 3 log, 27.

3 3 3 3

Rozwiazanie
a) log,1=0 bo 4= log,4=1, bo 4'=4
log,16=2, bo 4°=16, log, 64=3 bo 4 =64
0 i
1 1 1 1
by log,1=0 bo —| = log, — = bo o |
) g% [3] 1, g%3 L [3] 2
1 -1 1 -3
log,3=-1 bo [—] =% log, 27=-3, bo [—] =27
: 3 i 3

3

Odp.:a)0,1,2,3, b0, 1,-1,-3. )
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Cwiczenie 33. Oblicz:

a) log.1l, log.5, log; é log. b) log, % log.l. log, % log, 216.

125

rPrzykiad 26. Uzasadnij, ze jesli a jest liczba rzeczywista dodatnia r6zna od 1, to:
a) log,a=1 b)log,1=0.
Rozwiazanie. ZaloZzenia: ¢ >0 1 a# 1. Bezposrednio z definicji logarytmu wynika, Ze:
a) leg,a=1 bo ad=a C.H.IL.
b) leg 1=0, bo a’ =1 C.HL.IL. J

& 5 . | 3
Cwiczenie 34. Oblicz: a) logs6, log, —, log sz V2, log 5 — logy, 10,

b) log,L log gl log, L log 1, log, 51

rPrzyHad 27, Uzasadnij, ze jesli ajest liczba rzeczywista dodatnia r6zna od 1, to:
a) log, a* =k, gdzie kjest dowolng liczba rzeczywista,

b) log , g = E gdzie kjest dowolna liczba rzeczywista i p liczbg rzeczywista

rozng od 0.
Rozwiazanie. Zalozenie: ¢ >0 1 a# 1.
a) Zalozmy, 7e log,, qF = ¢, gdzie ke R. Z definicji logarytmu
at = ak, log b=c wiec a° =5
o=k C.7LH.
b) Zatézmy, ze log » a* =c gdzie ke R oraz pc R ip=0.
(ap ]C _ ak Z definicji logarytmu
’ log, b= c wiec a° =b.
g ak .
s (am) _ g
=k,
k
Ci=— C.R.H.

P J

Jezeli ajest liczba rzeczywista dodatnig 1 16zng od 1 oraz b liczba rzeczywista dodat-
1nig, to: .]qulzo : i]ﬂgaazl, -logaak:k,gdzie keR,

o]ugapasz,gdzie keR pcRip#0, o
4
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Cwiczenie 35. Skorzystaj z definicji logarytmu i uzasadnij wzér @°%«® = b.

[ Przyktad 28. Otlicz:

_ : I 1
a) log, 2 d log 5 (\E] logi[lj , blegsz4 © loggg, d) logl&
4

4

Rozwiazanie
=
- . 1
a) log, 27 =-3, logﬁ(«ﬁ) = ngL[Zj = -5, log, a* =k
4
2 1 5
b) logs4=log | 2°=2:-=4 J2=22 4=2
22 +
¢) lo 1 e ot pge L R, =
g93_ g32 - i - 2? i » 5
3 3 1
d) log,8=log_, 2 =3:(-2})=——. —-22% 8=2
it 2 2 4
4
1 =

Odp.: @) 3,5,-5, b)4, 9 — &) —=.

! J

Cwiczenie 36. Oblicz:

4

1 3 9 1

a) logl[ij . b) logﬁ(ﬁ], C) logzﬁ(s/g] ,  d) logil, e) logzz.
2

2

Cwiczenie 37. Oblicz;

a) log,8, b) leg, 54 ©) lc}glltﬂ, d) loglz’;’, e) logié, ) logg, 32.
8 9 125

[ Przyktad 29. Otlicz:
a) Zlogz’}" b) 2310@;25’ C) 1610%23.

Rozwiazanie

a) 2loe27 =7, b =
b) 93logy5 _ (210g25)3 _5%_125, o _(an)m _(am)n | E5 _ s
¢) 167 = (24)1%3 . (21‘3%23)4 e ], 16=2% 1 ()" —(am) i 253 =3

Odp.:a) 7, b) 125, c)8l. i




102 4. Pofegowanie, pierwiastkowanie | logaryimowanie

Cwiczenie 38. Oblicz:

rPrzykiad 30, Przedstaw liczbe:
a) 2 w postaci potegi liczby 7, b) 11 w postaci potegi liczby 15.

Rozwiazanie. Korzystamy z wzoru a8’ = .
a) 2=7972  p)11=1508sll

Cwiczenie 39. Przedstaw liczbe: a) 3 w postaci potegi liczby 10,
b) 25 w postaci potegi liczby 4, ¢) 100 w postaci potegi liczby 5.

Cwiczenie 40, Przedstaw liczbe: a) 2 w postaci logarytmu o podstawie 3,

1
b) 5 w postaci logarytmu o podstawie 2, ¢) 100 w postaci logarytmu o podstawie 10.

Uwaga

Wazng role w matematyce i naukach matematyczno-przyrodniczych odgrywa:

e logarytm przy podstawie 10 zwany logarytmem dziesietnym, zamiast log,, b
piszemy logh lub lgb,

e logarytm przy podstawie e (gdzie e=2,718281828.. ) zwany logarytmem natural-
nym, zamiast leg b piszemy Inb.

Cwiczenie 41, Przerysuj tabele do zeszytu i w miejsce [l wpisz wlasciwa liczbe.

b 0,001 [ 0,01 100 [ 1000 (10000 [100 0001000 000

0,1 11110
logh —3 --.- 2 --- 6

Poslugujac sie uzupekiona tabela, ocen prawdziwos¢ ponizszych merdwnosci:
a) log34>0, b)logl24<31logl24>2, ¢) logl,02>-31 log0,02 <],
d) logl0 000 000 < 5.

Odpowiedzi do ¢wiczen

3B.oao, 1,-1,-3, b-1,0 -2 3 M4.oa)l, ;Mo 35, Wekazdwka, Zatoz, ze log b=c.
3 4 4 3 1 i
36 a4, b3 -2 4 e -2 37.a) =, by — o ——, d)-=, &) - -
34, b3, -2 di e )2’)3’)3’)2’)3’1)6
_aplogsd _ glog, 25 _ glogs 100
38.a)5 B2 %9 4125 a8 N9 39. a) 3=107°107, by 25=47547 &) 100=5"5"
L 1_ g 100
40. a) Z2=log; %, h) E—logzﬁ, c) 100 =logy 107, 41. a)FPrawda, b)prawda, c)prawda, d) falsz
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Zadania utrwalajgce

4.40. Oblicz:
a) log, 1 log, 4 loggxﬁ, log, 0,125, b) log, 2, log, 4 logl-\E, log, 16,

2 2 2 2

¢) logl100, loga/10, log0,01, log</10, d) log. 1 log. % log. NG log. 625.

4.41. Oblicz:
a) log. 125, log,16, log,8l, log.6, log,343

b) log. é log, % log, % log, 6_14 log 0,001,

) logs(ZSs/g} logzﬁ, logs(éafg), log3s/§, logTQM_S',

1 |
d) log4\5, logﬁ\ﬁ, logﬁs/ﬁ, logBE, logﬁg.

4.42. Oblicz, nme uzywajac kalkulatora:
a) 310818 (0, 5}10@;0,55, ( \E]log,ﬁ{ 12 b) 52logs7 1gilogs g2loggle 2In5

<) 2510g5 2, d) 810%25, e) 7210%73-'-1, f 3410g35—3, %) 27210@;32—1.

4.43. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [l wpisz whasciwa liczbe.

1

a) log, =2 log;[l=3 logg.z—? b) log.27=3, 10g.64=6, logl?z—l.

4.44. Zapisz za pomoca logarytmu réwnosc:

a) 6°=216, b)11°=1331 ¢ 107°=0,01, d) 4> =2, e)(JE)4=4.

4.45. Oblicz log , b, gdy:

a) b=0,2, b) b= 625, ¢) b=30.04, d)b=5 e) b:é.

4.46. Sposrod liczb:
1 1 1
log, 4, log0,0001, lne, log,—, log;1 log;, 3, log,— logg8 loge—
36 4 27
wypisz te, kidre s3q:

a) ujemne, b) rowne 1, ¢) dodatnie 1 mniejsze od 1.
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4.47. Przerysuj tabele do zeszytu i w miejsce [l wpisz wlasciwa liczbe.

b |0,1251025|05( 1 [ 2|4 |8 (16| 32|64 |128]256(512|1024
tog, » | 3 ISR | [ ) 10
Poshigujac sie nzupelniona tabela, porownaj liczby:

a) log, 0,1 1-3, b) log, 0,8 10,5, ) log,10017.

4.48. Przedstaw liczbe 2 w postaci logarytmu o podstawie:

a) 2, b) % €) 3, d) 4, e) 5, f 10.

Logarytm iloczynu, ilorazu oraz logarytm potegi

Pojecie logarytmu jest zwiazane z pojeciem potegi, wiec z praw dzialan na potegach wy-
nikajg prawa dziatan na logarytmach.

Jedli @, b1ic sgliczbami dodaimmiia# 1, to:

log,(b-c)=log, b+log,c logarytm iloczynu
b

log, —=log_b—log_c logarytm ilovazu
c

log, b™ =m-log b , gdy mc R logarytm potegi

Udowodnimy dwa pierwsze wzory. Dowdd wzoru trzeciego pozostawiamy Czytelnmkowi.

Dowdd: Jesli log, b=x ilog,c=y, wtedy b=a" i c=a’.
Zatem:
o bc=a"-a’ skad b-c=a""",

x+y=log,(b-c).

ax a_}' _— ax+_y

Z definicyi logarytmu
a“=b wiec log, k=<

Zatem log, (b-c}=log,b+log,c cn.d
A
é: 2 . skad é: @Y a* gt —a't
c a i
b i
xgelog —, 7 definici logarytmu
¢ a®=b, wige log b=c

b
Zatem log, —=log, b-log, c. c.h.d
15,
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[ Przyktad 31. Oblicz:
a) log,12,8+1og,2,5, b) log,40-log, 10, ¢) Zlog,6—log, 4.

Rozwiazanie
a) log,12,8+log, 2,5=10g,(12,8-2,5}=log,32=5, log, b+log, c —log, (b-c)
b) 10g240—10g210:logzgzlogz-ﬁl:l 10gab—1ogac—logaé
filg
5 36
¢) 2log,6-log,4=1og, 6 —10g34:10g3?=10g39=2. m-logab—logab’"J

Cwiczenie 42, Oblicz:

a) log, 80 +log, 0,1, b) log3§+ log, é ¢) log,10+ log, 0.4,
d) log,48—log, 3, e) log.10—log. 2, N log,9-log, 72,
g)2log,, 5+ 2log,,2,  h) 3log2+3logh, i) 210g26—4log2~f§.

[ Przykiad 32. Oblicz:
a) log,(logl00), b) log,(log, 24+ log, 4—log, 6).
Rozwiazanie
a) log,(logl00)=log,2=1, Ll

\-_.V_J
wykamijemy w plerwszej kolejnoscl

b) log, (log, 24 +log, 4—log, 6} =log, [lc}g2 %) =log, (log, 16} =log, 4=1
wykomnujeny »; Dlerwsze] kolejnosci

Odp.:a)1, b)l. _J

Cwiczenie 43. Oblicz: a) log, (log,512}, b) log, [logs 11-log, % —log, 2].

Cwiczenie 44, Wskaz za pomoca nawiaséw kolejnos¢ wykonywaria dziatan i oblicz:
a) log,log,16, b) log,log,512.

r Przykiad 33, Wiedzac, ze log, 5~ 2,322, oblicz przyblizona wartos¢ logarytmu:
a) log, 50, b) log, 6,25. Wynik podaj z doktadnoscig do 0,01.
Rozwiazanie
a) log,50=log,(2-25}=log,2+log, 5 =1+2log, 5,
zatem log, 50=142-2,322, czyli log, 30 =3,64.
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2
b) leg,6,25= log2§ =log, [gj =2-log, % =2(log,5—log, 2}=2-(log,5-1),

zatem log, 6,25~ 2-(2,322 -1}, czyli log, 6,25~ 2,64,

Odp.: a) log,50= 5,64, b) log, 6,25=2,64. J

Cwiczenie 45, Wiedzac, ze log2~0,3010, oblicz log4+ %log 8—4log %

Wynik podaj z doktadnoscia do 0,01.

( logy3

Przyktad 34, Oblicz: a) 3198°, py 10836-log4
log9+log3

Rozwiazanie

log, 3 log, 3 1
a) glogsd _ 52log,3 :35 :Jg, log,9=2log, 3

ltzsgE
log36—log4: 4 _ loga 10gb=log%,
log9 +log3 log(9-3} bt g o (a-b)
log9 1-::+g32 2-log3 2

Tlog27 logd 3-log3 3 J
Cwiczenie 46, Oblicz:

log; 16 log, 21-log, 3
4 510g34’ b) logs 48—10g28’ . > 2

log; 9+log, 4 log, 49
2

Odpowiedzi do ¢wiczen

42, 2)3, b2, Al, &4, el N-3, g2, 3, D2 43 a)2, b) % 44. ay1, b)2. 45. 572

1 1
46. )25, by — ©) —
) 235, )2, )2

Zadania utrwalajgce

4.49. Oblicz:
a) log4d+ log 25, b) log50+ log 20, ¢) log, 2 +log, 18,
d) log, 96—log, 6, ¢) log, 108—log, 4, f) log, 6-log, 3,

2 2

o) log6b—log2—log3, h) log, 480—log, 5—log, 3.



4. Polegowanie, pierwiastkowanie | logarytmowanie 107

4.50. Oblicz:
243
a) 2log, 6—log, 4, b) leg8+ 3logs, ¢) log, 3+ 2log, TJ_
d) Zlog, 5+4log; 2—2log, 10, ¢) log,3—3log, 2+ log, 24,
2 7 2
N log,;18+log; 8—2log, 3, o) 10g15+10g2+210g5—10g%.
4 4 4
4.51. Wykaz, ze:
D[ 5 logs 50=2+log 2, b) log,15=1+log, 5,
¢) log, 6+log,8=2+log, 3 d) log, 5—-1=log, 10
g 3
4.52. Przedstaw w postaci jednego logarytmu wyrazenie:
a) 1+log, 4 b) log, 51, ¢) log, 3-2, d) 2-log, 6
2
4.53. Oblicz:
logs
a) log, (log1000), b) 5623 ¢) 10-1¢te3oe2,
log. 36-log. 64
d) log, {log, 9 ey 10°+le8 3 Ty
) log, (log; 9) ) D log, 6-log, 512
2
logy 75—2log, 5
) 2 3 b log36+logd i log4+lt}g9_ log 25
2 log, 6—log, 2~ log3+ log4’ log2 log3 logl2s

2 2

4.54. Porownaj liczby:
a) 8 i 202V by 59k oo = dy 26 i 4
log, 4
2
4.55. Wiedzac, ze log3~ 00,4771, oblicz przyblizong wartos¢ logarytmu:

loga 3+ 10@;4%

a) log 30, b) log%, C) logé, d) log27.
4.56. Wykaz, ze jesli log, 5 =g, to:
B 2y 105, 10— a1, b) log,2,5=a—1, ¢) log,100=2(a+1).
4.57. Oblicz x, gdy:
a) logx=2log}, b) logx =1log40—log5,
C) logx=log2 +log3+log4, d) logx=2log3+log4,

e) logx = 310g5—%10g9, ) log, x=log,10+1eg, 5—-log, 25.
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Przyktady zastosowan potegq i logarytmow

Przypomnijmy
Notacja wykladnicza nazywamy zapis liczby wymiernej dodatniej x w postaci
x=a-10" gdzie 1< a <10 i njest liczbg catkowita.
Na przyklad: 2° =3,2.10, (0,02) =3,2-107°.

Cwiczenie 47. Zapisz w notacji wykladniczej liczbe:
2> m3 o7, a2°

Korzystajac z zapisuliczb dodatnich w notacji wykladniczej przy uzyciulogarytmow dzie-
sietnych, mozna okreslac liczbe cyfr potrzebnych do zapisywania wielkich liczb.

W tym celu wystarczy znac tylko kilka wartogci logarytmdw dziesigtnych: log2 = (1,301,
log3 = 0,4771 Pokazemy to na przykltadach.

6 a4 —64.100 | log2®=6-log2=6-0,301
Sl o # S __""""-_NA&‘
Bty v 2l log2® =1,806
=] : 141=2

A5 _ 39768 =3.2768-10% "ﬁ'""“‘x,%l log2!® =15-log2=15-0,301
I ] 2

o P %
g 4“}'&“‘1"’“ | log2!® =4,515
=4+
| 4+1=5
Uwaga

Jezeli x =a-10" i ae{1;10}, to do zapisu liczby x potrzebnych jest n+1 cyfr.

r Przyktad 35, Okredl liczbe cyfr potrzebnych do zapisu liczby:
a) 2% b e ¢ 50
W obliczemu przyimij log2= 0,301, log3=0,4771.
Rozwigzanie
a) log2'% =100-log2 =100-0,301= 30,1
Zatem w zapisie liczby 2100 bedzie 31 cyfr. n+1=30+1
b) log6™ =50 log6= 50-(log2+log3)=150-(0,301+0,4771}= 38,905

Zatem w zapisie liczby 6> bedzie 39 cyir. n+1=38+1
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30
¢) log5’” =log [%) =30-(logl0—log2}=30-(1-log2}=30-0,699=20,97

Zatem w zapisie liczby 50 bedzie 21 cyfr. n+1=20+1
Odp.: a) 31 cyfr, b) 39 cyfr, ¢) 21 cyft. J

Cwiczenie 48. Okresl liczbe cyfr potrzebnych do zapisu liczby:
. mEE  gas®

Logarytmy przed era komputerow 1 kalkulatorow mialy olbrzymie zastosowanie w oblicze-
niach. Przyrzad, zwany suwakiem logarvimicznym, byl powszechnie uzywany do korca
lat 80. XX wieku przez technikow 1 inzynierow.

Cwiczenie 49, Poszukaj w intemnecie informacji o suwaku logarytmicznym i okresl,
jakie dzialania na liczbach pozwalatl szybko wykonywac.

Wielu naukowcow wyniki swoich doswiadczen 1 obserwacji staralo si¢ opisa¢ wzorem.
We wzorach tych wykorzystywali logarytmy dziesietne (log) albo logarytmy natural-
ne (In). Oto kilka przykladow.

Prawo Webera-Fechnera Wzor Ciotkowskiego Skala Richtera
(psychologia) (kosmonautyka) (sejsmologia)
vfu:.i%-ln£ S TR D, R:]ﬂrgi
A,

Wzor opisuje zaleZnosc pomie-
dzy flizyczng miarg bodzea B

a reakcig zmystowg, np. wzroku,
stuchu, wechil na jego sife.

Wzor opisitje zaleZznodd miedzy
predioscig v rakiety a jej masg
7Yy Z paliwen | masg m bez
paliwa oraz predkascig gazdw
wylotowych.

Wzdr okredla wielkosd trzesienia
ziemi na podstawie amplifudy A
drgai Wsirzgsow sejsmicenych.

| |
| |
| |
| |
B, | m |
| |
| |
| |
| |
| |

rPrzykiad 36, Zastosuj wzor R=log % gdzie 4y =107" [cm] i oblicz, ile razy mmniej-

szg site ma trzesieme ziem w skali Richtera 3 od trzesiema ziemi w skali Richtera 5.
Rozwiazanie

R :logi 1 Ag 1074 [cmm], log%=loga log &

A —
R=log——, skad R=logA-logll
1074
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R=log A+4logl0. logl0=1
Zatem  logA=R-4,

log b=c to h=4a"

A=1074
Jezelii. R=3,10 4 10774 o 1 1
! skad B =—:10=—
R0 2105410 g A0 A
Odp.: 100 razy. J
Cwiczenie 50. Przerysuj tabele do R s 13lalslel7]8!9]10

zeszytu, Zastosuyj wzor R =log

24 o O

i w miejsce [l wpisz wlasciwa liczbe. 7 tabeli odczytaj wartos¢ R, dla ktérej:
a) A=1m, b) A=100m, c) A=1km.

Cwiczenie 51, Poszukaj w internecie informacji o najwiekszych zarejestrowanych trze-
sieniach ziemi: a) na calym swiecie, b)w Europie, c¢) w Polsce.

Uwaga
Chemicy do okreslenia kwasowosci roztworu wodnego postuguja sie okresleniem
czynnika pH: pH =—log [H+ ] :

gdzie [HJ“ } okresla stezeme w roztworze jonow wodorowych.

H,O
pH 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 14
[ H,07 | > OB~ | [#,01 | <[ 0B |
kowasowy zasadowy

pOH 14 13 12 1110 9 8 7 & 5 4 3 2 1 0
s 1077 10°
pH=—log|H,0" | pOH=-log| OH |

Dla chemicznie czystej wody pH =—legl0 " =7.
Jesli:
e pH< 7, to roztwor ma odczyn kwasny,
e pH:>7, to roztwor ma odczyn zasadowy,

e pH=7 (woda), to roztwor ma odczyn obojetny.
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(Przykiad 37. Stezenie jonéw wodorowych [HJ“] wnieszaninie jest réwne 1,26-107%,
Oblicz pH tego napoju. W obliczeniach przyjmij logl, 26 = (. 1.

Rozwiazanie
pH:—log[H+]
pH= —10g|:1,26 107 ] e —(logl J26+ l()gll:l_4 ): log(a-b}=loga+logh

=—10g1,26—10g10_4, wiec pH=-0,1+4=309.
Odp.: pH=3,9. J

Cwiczenie 52. Oblicz pH soku z pomarariczy, jesli stezenie [H+ ] jestrowre 1,26-107°
W obliczeniach przyjmij logl,26=0.1.

Odpowiedzi do ¢wiczen

47 2) 2,56-10%, b) 2,43-10%, ) 3,43-10%, @) 1,024-10°. 48 a)48 cyfr, b) 41 cyfr, ©)70cyfe

0.
R 2|l 3 lals |6 ]| 7 g o 10 0.5 BY3, O
1 1 Wekziwie, Zastosu)
Afem] | — | = | 1| 10 | 100 1000 | 10 000 | 100 000 | 1 000 000 , ]
100 | 10 wzér 4=10%"%
.49

Zadania utrwalajace

4.58. Okresl liczbe cyfr potrzebnych do zapisu liczby:
ay12% s, c) 407, dy 60°°.
W obliczeniu przyjmij log2 = 0,301 1 log3=0,4771.

4.59. Oblicz amplitude A trzesienia ziemi o sile w skali Richtera:
a) 4,7 (trzesieme Ziemi w Polsce — 1993 1),
b} 9.5 (najsilniejsze trzesienie Ziemi na swiecie — Chile, 1960 1.),
C) 9 (trzesienie ziemi w Japonii — 2011 1.).
W obliczeniach zastosuy] wzor R = logm—_4.
4.60. Oblicz:
a) pH octu wiedzac, ze stezenie jondéw wodorowych w occie jest rowne 1,26-1(}_3
(w obliczemach przyjmij logl, 26 = 0,1),
b) stezenie jonow wodorowych w mleku, wiedzac, ze pH mleka jest rowne 6,6
(w obliczemach zastosuj wzor pH =—log [H3O+] ).
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4.61. Poziom glosnosci dZwieku 7, wyrazony w decybelach (skrét dB), oblicza gig z wzoru

L=10log Ii gdzie /tonatezenme dZwigku, a 7y = 1072 { bl } jestnatezemem dzwieku

e
0 m
odpowiadajacego progowi styszalnosci przez czlowieka. Oblicz:
a) poziom glosnogci startujacego samolotu, dla ktorego [ = 10~ Ez
m

b) ile razy wieksze natezenie ma grzmot pioruna, dla kiorego L =120dB (decybeli),
od najcichszego dZzwieku, dla kidrego L =0dB.

4.62. Cichy szept to 30 dB {decybeli), glosna rozmowa 60 dB, a intensywny ruch uliczny
to 90 dB. Ocen, ile razy od szeptu wieksze natezeme glosnosci ma:

a) glosna rozmowa, b) ruchliwa ulica.
W obliczemach zastosuj wzor L =10-log W gdzie L to poziom glosnosci dZwieku,

a I to jego natezZenie.

4.63. Podgrzewany gamek z zupg gospodarz zdejmuje z palmka 1 odstawia. Tempera-
tura T garnka, wyrazona w stopniach Celsjusza, jest w procesie stygniecia opisana
!
wzorem 7 = 100-[%]10, gdzie czas ¢ mierzony jest w minutach.
a) Podaj temperature garnka zaraz po zdjeciu z palnika.
b) Oblicz temperature garnka po uplywie 10 minut.
¢} Czy po 30 minutach mozna podnies¢ garnek gotymi rekoma, nie dotykajac
uchwytow?

Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
£ 2
Dziesiata czesé liczby 23 -5% jest réwna:

A. 310000000, B. ,3/100(} 000, s ,3f1 00 000, D. ,3}10 000,

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

B-96

Wartos¢ wyrazema ————— jest rowna:
729

A. -2, B.-1, .0, D..
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3. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

2 s 1
Wyrazenie /5 -1253 [%)3 :25 2 zapisane w postaci potegi liczby 5 to:
_all g
) B.5 2 C. 52, D. 5%

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wartos¢ wyrazenia log, 0,5+ log, 6 jest rowna:
A. 65, B. 1, C. log, 6,5, D. 3.

5. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposvrod podanych.
Liczba log, 24 jest rowna:

A, 1+log, 6, B. 2+log,12, C. 3+log, 3, D. 4log, 3.

6. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowieds sposrod podanych.
Liczbg ujemna jest wartos¢ wyrazenia:

A, logs125—logs 5, B. 2Zlogg4—logg2, C. 10g99—10g12, D. log2%+log2%

2
7. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz F, Y93 81=3, = [
jezeli zdanie jest prawdziwe, fub F — jesli jest 1
falszywe. (4-3 19 l) F=2. | B |E
loga/10 =0,5. P|F

T 9
8. Czy wartos¢ wyrazemnia ( %'—343) jest liczba wymiemna?
D |
Wybierz odpowieds T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.

T | Tak, A, (J3 m)l_ 343 =—7.
porniewaz, > -
N | Nie, B. (dm) =(-4333)

9. Wykaz, ze liczba calkowita jest wartosc wyrazenia:
D[

1 1 1
—log2+ =loglo+ =logl28
a) 102 3 6 b) 0,1'0e%11 . g 11l80L,



5. Wzory skroconego mnozenia

Kwadrat sumy i kwadrat roznicy dwoch wyrazen

Przypomnijmy
Aby pomnozy¢ wielomian przez wielomian, ko-
rZystamy najpierw z prawa rozdzielnosci mnozenia (a@ d) B
wzgledem dodawama, anastepme przeprowadzamy w =
redukcje wyrazéw podobnych. Mozemy réwniez
wykonaé to dziatanie ,,pisemnie”, w sposob analo- =a-cta-d+bc+b-d

giczny jak pisemne mmozenie liczb.

[Na przyklad. Wykonaj mnozenie (5x—2}-(2x-3}.

1 sposob: : 1T sposob:
X
(5x—2)-(2x—3)= | . o
| 2x—3
=Sx-2x+5x-(—3)+ : 2—15x+6 - —3-(5x—2)
+(_g).2x+(_g).(_3): | 10x" —4x — Ex-(Sx—Z)
=10x" —19x+6 | 10" -19x+6 )

Przeksztalcajac wyrazenia algebraiczne, czesto trzeba podnies¢ do kwadratu sume lub
roznice dwoch wyrazen albo tez pomnozy¢ sume dwoch wyrazen przez ich réznice.
Wzory, kidre ulatwiaja wykonywanie wyze] wymienionych dziatan, nazywamy wzor ami
skroconego mnoienia.

rPrzyklad 1. Wykaz, ze (a+b) = a* +2ab+ b,

Rozwiazanie. (a+b)2 =(a+b}(a+b)=
=&’ +ab+ba+b’ =a’ +2ab+ b iR
Hustracja graficzna rozwigzania, gdy a >0 i b >0

«—agth —»
a

T a gt ab

lbba b
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Kwadrat sumy dwoch dowolnych wyrazen jest rowny sumie kwadratow tych wyra-
zen powickszonej o ich podwojony iloczyn.

(@a+Bb) =da* +2ab+ b

r Przyktad 2. Zastosuj wzér na kwadrat sumy dwéch wyrazen i wykonaj potegowanie:
a) (x+3),  b) (4a+9¥.

Rozwiazanie

a) X 3) | x) /G106 3
x+32:x2+2-x-3+32:x2+6x+9,
(x+3)

b) | (4a 9¢ 4a 7 d4a 9¢ Oc i

(4a+9¢c) = (4a) +2-4a-9c+ (9¢) =164" +T2ac+81c% y

Cwiczenie 1. Zastosuj wzér skréconego mnozenia i wykonaj potegowarie:

2
a) (x+5), b) (2x+7), © (9y+8z), d) Gmbj, e) (VZ+1).

r_Przykiad 3. Przedstaw w postaci kwadratu sumy dwoch wyrazefi:
a) x¥* +14x+49, b) 4x* +20x+25.

Rozwiazanie

a) x2+14x+49=x2+2-%-x+49= & +2ab+ b
=x*+2-T-x+7% = &+ 2ub 1 b
:(x—l-?}z,

b) 4x” +20x+25=4x"+2.10x+25=
=(2xY +2-2x-5+5% =(2x+5).

10x J

Cwiczenie 2. Przedstaw w postaci kwadratu sumy dwéch wyrazer:

) ¥ +12x+36, b) 16x°+8x+1, © ix2+2x+4, d) 0,01x% + 0,04x + 0,04
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Kwadrat réznicy dwoch dowolnych wyrazen jest rowny sumie kwadratow tych wy-
razen pommiejszone] o ich podwojony iloczyn.
(a—b}z —a* —2ab+ b

Cwiczenie 3. Uzasadnij, ze (a—b)" =a® - 2ab+b".

( Przykiad 4. Zastosuj wzér skroconego mnozenia i wykonaj potegowanie (3x— 4}2.

Rozwiazanie
3x Dl % — /Gl 2)"
(3x—4) =(3x) —2-3x-4+ 4% =9x% —24x+16. ]

Cwiczenie 4. Zastosuj wzor skréconego mnozenia i wykonaj potegowanie:

2
a) (x—2Y, b (2x-7)", o (4-3x). d) Gy—s.xj, &) (V3-1).

( Przyktad 5. Przedstaw w postaci kwadratu roznicy dwdch wyrazen:
a) x> —20x+100, b) 36x% —84x+49.

Rozwiazanie
a)  x°—20x+100=x"-2.10-x+100= e
= %% —2-10-x+10% = (x—10),,
b) 36x%—84x+49=(6x) —2-6x-7+7% = P
:(Gx—?)z.

Cwiczenie 5. Przedstaw w postaci kwadratu réznicy dwéch wyrazen:

a) x°—6x+9, b) 4x" —4x+1, c)%x2—§x+16.

( Przyktad 6. Zastosuj wzor skréconego mnozenia i oblicz:
a) 2003%,  b) 19997,
Rozwigzanie
a) 2003% =(2000+3) = 20007 +2-2000-3+3% =4 012 009,

b) 19997 =(2000-1) =2000° —2-2000-1+1° = 3996 001.
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17

Cwiczenie 6. Zastosuj odpowiedni wzor skréconego mnozenia i oblicz:
a) 3055, b) 1025, ¢ 99%

d) 999°.

Odpowiedzi do éwiczen

)
1.a) x> +10x+325, b) 4x +28x+49, o 81p2 +144yz+6422, d) zaz+a.?5.+b2, e) 3+ 242

2
2.9) (x+6Y, b) (4x+1)*, O [%xm] @) (01x+0,2)% 4a) xF —dx+4, by 41 —28x+49, ©) 16— 24x+ 9,

2
1 1
a) Ey2—5w+25x2 B 4-241  S.a) (x-3, By (2x-17, 9 [Ex—ﬂrj
6.2)93 025, b) 10404, ) 9801,

d) 298 001,

Zadania utrwalajace

5.1. Zastosy) wzory skréconego mnozenia 1 wykonaj potegowanie:
a) (x+ 8}2,

b) (x+14), ) (2y+6Y, dy (37 + 1]2,
2 2
2 2 1 3 1
e) (8x+° ), 2x% +332 Y, (Zab—l-—J ; h [—xz—l-— ] :
) (8x+3") n (22 +3°), o . ) [+ 2y
5.2. Przedstaw w postaci kwadratu sumy dwoch wyrazen:
a) x4+ 2x+1,

b) x% +4x+4,
d) x* + 8x +16,

€) x>+ 6x+9,
) 4x° +4x+1,
o) 9x% +12x +4,

f) 4x° +12x+9,
h) 25x° + 40x+ 16,

i) 64x° + 8x+ L

4
5.3. Przepisz przyklady do zeszytu i w miejsce [l wpisz taki jednomian, aby podane wy-
. razenie bylo kwadratem sumy dwoch wyrazet.

a) .+18x+ 81,

b) 9x% + [l +100, ¢) 9x°+12x+ [l

S.4. Zastosy) wzory skroconego mnozenia 1 wykonaj potegowarie:
a) (2—xY, b) (4-xY, ¢ (5z-1Y,
e) (3x—2y),

d) (1-2),
0 (4-3),

1 il
g) (Ex—?,y] ; hy (—2-x)".

5.5. Przedstaw w postaci kwadratu roznicy dwoch wyrazen:
a) x> —2x+1,

b) xz—x+l, C) x2—2x+l,
4 2 9
d) 4x* —36x+81, €) 235 —30x+9, 0 gx2—8x+36,
o) 121x* —2,2x+1, h) 9x% —6x+1,

i) 24" —42x+ 4.
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5.6. Przepisz przyklady do zeszytu i w miejsce [l wpisz taki jednomian, aby podane wy-
razenie bylo kwadratem réznicy dwoch wyrazen.

_ 1 1 1
a) ] -4x+-=, by 81x° — [ + =, ) —x"—4x+ .
4 2 Z3
5.7. Zastosuj wzory skroconego mnozenia 1 oblicz:

D (3+v2)°, mHE-1), o (5+v2), (1-35), o (VT-V5)

5.8. Zastosuj odpowiedni wzor skroconego mnozemiai oblicz:

a) 39°, b) 1037, c) 2022, d) 499°,
HUzasadJﬂj, ze liczba naturalng jest wartos¢ wyrazenia:
D[, (&3] +evz by (VI3+VZ} ~445,

0) (V& -5vZ) (VI3 245}, @) (53 -+8) (V10 - 345)

Roznica kwadratow dwoch wyrazen

[ Praykiad 7. wykaz, ze (a+b)(a—b)=a—b"

Rozwiazanie
(a+b}(a—b):a(a—b)+b(a—b):
—a’ —ab+ba-b'=a’ - b’ —ab+ba—0
Hustracja graficzna rozwigzania n g i
gy a>0 b=0iaxh: =
atb @ a(a—b)% = |a(a=b)| + |b(a—b)
bE
¥ b b(ﬂ_b) b
«—a—>» J

lNoczyn sumy dwoch dowolnych wyrazen przez ich roznice jest rowny
roznicy kwadratéw tych wyrazen.

(a+b)(a—b) —a’ -}




5 Wzory skroconego mnozenia 119

( Przyktad 8. Zastosuj wzér skrdconego mnozenia i wykonaj dzialania:
a) (5x—3y)(5x+3y),  b) (3-202}(3+2V2),  © 53-47.
Rozwiazanie

a | 5x 3y 1 5x 3y ’ 5x 3y

(5x-3p)(5x+3y)=(5x) —(3v) =25"-9y",

b) 3 >3 || (3 23 3 ° w3
(3-22)(3+242) =3 —(2J2) =9-8=1,
¢) 53.47= | (50 3 50 3

53-47=(50+3)(50-3)=50° —3° =2500-9=2491. ]

Cwiczenie 7. Zastosuj wzor skréconego mnozenia i wykonaj dziatania;

a) (x+4}x—4), by (5-y}5+y) © [Zm—i—én] [Em—%nj, d) 31-29.

Cwiczenie 8. Oblicz i okresl, czy otrzymany wynik jest liczbg wymiema.
A) (2-5). B (1+7). 0 (2-V8)(2+E).  d) (3v2 -5} (32 ++5).

r Przyktad 9. Przedstaw w postaci réznicy kwadratoéw dwoch wyrazen wyrazenie:
a) x°+2x, by x*—3x.
Rozwiazanie

a) P 4Zx=x>4+21-x= : -
Eorzystamy zZ rowhosci

2 2 o
=g el g e 2 _ 2 42
a‘+2ab=(a+by .
—(x+1¥ -12

3 5 3 B Kaorzystamy z vownosci
L 3 %= a’ 2ab=(a b}z B,

2 2 Z 2

R GRORED

& 2 . 2 2
P .
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Cwiczenie 9. Przedstaw w postaci 1éznicy kwadratéw dwéch wyrazef wyrazenie:
a) x° —4x, b) x° + 5x ) x> —6x+5

( Przykiad 10. Przedstaw w postaci iloczynu dwoch wyrazen réznice kwadratow:
a) (x+4Y-25 by (x+1) -3

Rozwiazanie

a)  (x+4Y —25=(x+4) -5%= a=x+4ib=5.
—(x+4+5)(x+4-5)= a b =(a+b)a b)
:(x+9)(x—1)

B (x4l -3=(x+1) ] » 3=(~3)
=(x+1+43)(x+1-+/3), |

Cwiczenie 10, Przedstaw w postaci iloczynu dwoch wyrazen réznice kwadrat 6w

a) (x—2Y —16,  b) (x+7) -8, ¢ (x+3)-5.

Odpowiedzi do éwiczen
] : :
7.8) x*-16, b) 25-y% o 4m2—5n2, dy 899 8. a) 6—4v5 nie, b) 8+247, nie, © -2, tak

s 5 sNE aRd 3 2
d) 13, tak. 9.a) (x-2)° —2%, b) [x+E] _[E] Ay 22

10. a) (x+2){x—6), b) (x+16){x—2), o) (x+3+J§)(x+3—J§)_

Zadania utrwalajace

5.10. Zastosuj wzory skroconego mnozenia 1 wykonaj dzialanie:

a) [a—ij [c}H—i], by (x+2y}(x—2y}, ¢) (2a—5)(2a+5),

d) (6a—2b)(6a+2b), € (4-3x)(4+3x), f) (1-x*}(1+x7}
5.11. Zapisz w postaci iloczynu wyrazenie:

a) 9a° —100, b) 144 — 32, ¢) 1-9x7,

d) 49x° —95°, e) 64x° — 2537, f) 169x° — 225,
5.12. Oblicz:

a) (VZ-3}(V2+43)  b) (248-3)(246+3),  o(3VZ-443) (3VZ+43).
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5.13. Wykonaj wskazane dzialania i zapisz w najprostszej postaci wyrazenie:

a) (x+3)(x—3)+(x+3Y, by (x—1) —x(x+1),
O (x—5F —(x—5)(x+5), d) 2(3x—1) +3(1-2x)",
e) 4(x—y)(x+y}—3(x—y)2, ) (2x—y)2—(2x+y}2.

5.14. Doprowadz do najprostsze] postaci wyrazenie, a nastepnie oblicz jego wartosc licz-
bowa dla podanych wartosci zmiennych zapisanych obok.

a) (x+2f -3(5-x), x=-2,
b) 4(x—1)(x+ I+ (2r-1)(2x+1). x—.

0 2(y-1) ~(y-2) +(y-3}(»+3), y=—11,

1
d) —(y-2F —2(y+2) -3(1-)(1+y), y= =
E) (‘x_y}z —(JC—FJ))z, X = {}:% 5 e (}>2:~
0 (3x—5y)(3x+5y), = u R
Y Y - _g =S i;
5.15. Zastosuj] wzor na roznice kwadratdw 1 oblicz:
a) 199-201, b) 7,9-8,1, c) 3,02-2,98, dy 1,2-10°-0,8-10".
5.16. Uzasadnij, ze wartos¢ wyrazenia jest liczba wymiema.
D
_l_a) N7-2J6 N7+ 246, b) V10-543 V104543,
©) V242 448, d) V6+343 3243,
2 2
e) (J4+ﬁ+\/4—ﬁ), f)(\Nﬁ—Jﬁ—\NEjLJE) .
5.17. Przedstaw w postaci réznicy kwadratdéw dwoch wyrazen wyrazenie:
a) x* —8x, b) x% +10x, ¢) x*—x,
d) x% +3x, e) x% +2x, ) x* —J3x.
5.18. Przedstaw w postaci iloczynu dwoch wyrazen roznice kwadratow:
a) (x+4) —100 by (2x+1)° -9, O (4x—1)Y -2
d) {x—1)—x?; &) (3x+1) —4x7, f) 3x2 -2y,

g) (x+2) —(2x—-1), hy 4x% —(x—1), i) 1682 —(3—x)"
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Zastosowanie wzorow skroconego mnozenia

Wzory skroconego mmnozemnia stosujemy migdzy innymi do:

e usuwania niewymiernosci w mianownikach utamkdw — czynimy tak dlatego, ze dzie-
lac przez liczbe wymierna, otrzymujemy doktadniejszy wymk, mz gdy dzielimy przez
liczbe miewymierna,

e rozkladama wyrazen algebraicznych na czynmiki —jest to pomocne przy rozwiazywarniu
rownatl 1 nierownosci réznego typu,

e zapisywania wyrazen w prostszych albo dla nas wygodmejszych postaciach,

e porownywama liczb mewymiermych.

Pokazemy to na przyktadach.
f Przyktad 11. Usun niewymiernogé z mianownika wyrazenia = :
V2453
Rozwiazanie 1
prm— MnoZymy wlamek przez liczhe
25 5
3 3 JE == = . by zastosowed w mianow-
_ : - V2-5
245 245 J2-5 niku wzor (a+b)a E})=az B
C3.(V2-5) 3315 -(15-3V2) 15-342
(5)2_52 2-25 —23 23 J

Cwiczenie 11. Usun niewymiernos¢ z mianownika wyrazenia:
a) V2 B — . B @ gt V7
243 1+/5 J5-2 245+1 2-+f7

rPrzyklad 12. Uzasadnij, Ze jesli @ >0, b>01ia-b=1to ;—\E—JE.

Ja+b

Rozwiazanie
1
Z (zaloienie): 0, b>0, a-b=], Tt ———— —b
(zalolenie): a - >0, a (teza) T b Ja-Jb
Dowad:
."—‘]:'_'\
1 1 a6 Ja b

Ja+Jb Na+vb a6
22 JE_JE 5 :\KE_‘\’(5 ZJE—‘JE. C.RLEH. (JE) = (J‘E) =
(-JE] —('JE] a—b z zatoZenia a b=1 J
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B ] 1
Cwiczenie 12. Uzasadnij, ze jezeli @>0, b=01ia—-5b=1 to SR SR -~

Cwiczenie 13. Dokovicz zdanie. Wybierz wiaéciwg odpowieds sposréd podanych.
Nieprawdziwa jest rowWnosc:

A 2-1=

B. J3+2=

|
VAT

1
ﬁ—(j’ D. Jg—ﬁ=w-

1
20

1
. ﬁ+6=

Uwaga
Jezeli zapiszemy pozZnane wzory skroconego mnozenia w postaci:

at+2ab+ b = (a+b)2, a*—2ab+b* :(a—b}z, a*— b :(a+b)(a—b),

to mowimy, Ze stosujemy je do przeksztalcenia sumy algebraicznej na iloczyn odpo-
wiednich wyrazen.

Przeksztalcenia takie nazywamy rozkladaniem wyrazen algebraicznych na czynniki
7 Zastosowaniem wzordw skroconego mnozenia.

Cwiczenie 14. Zastosuj wzory skréconego mnozenia, rozldz na czynniki wyrazenie:

1
a) 9x° —6x+1, b) 25m° —0,36, ©) Zx2+2x+ 4, d) (4x-3) —(2-x)

(a+b}2 _(a—b}z _
4

Przykiad 13. Wykaz, ze ab.
2 2
(a+b) _ (a_b) —ab L —lewa strona rownoicl
4 -~
v P o
L

Aby wykazac rownosc, nalezy przeksztatcic jedna z jej stron (w naszym przykiadzie
strong lewsq L) tak, aby otrzymac druga stroneg:

Rozwiazanie.
P — prawa strona rownoscl

7 (a—|—b)2 (a—b)2 (a+b}2—(a—b}2 Xz _x-2
T4 4 4 N Sy
= [(a g b} = ( il b}] , [( ar b} T ( B b}] = Sosujemy wzor skroconego mnoZenia,

4 1p. kg vaZrice kwadratdw.
_2b-2a  dab

ab=PF.
4 4

Zatem I =P C.HW. J
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2 2 2 1y
Cwiczenie 15. Wykaz, ze ¢ ;b :(a:b} +(a 45} :

( J§+5)2 53
Przykiad 14. Pordwnaj liczby ai b, gd =(— i b= .
yk oréwnaj liczby ai b, gdy a 5 i f5

Rozwiazanie. Przedstawiamy liczby a1 b w najprostsze] postaci:

S+5)
( . ) :3+10\2/§+25:28+210J§:22_8+%:14+5J§

=
(a+b)2 —a® +2ab+ b

543 2443 1043415
i I L — 1043 +15. 2443
Tl Thafd B3 ST

Badamy roZnice a—b:

a—b:14+5J§—(10J§+15):—5J§—1.

Poniewaz —S\E—lf:(},wif;c a—b<0, zatem a<b. J

Uwaga
Aby porownac dwie liczby rzeczywiste a1 b miedzy soba, mozemy badac:
e roinice & — b 1 porownywac ja z liczba 0, wtedy jesli:
a—b>0 1t0 a>b, lub a—-»H=<0,t0 a<bh,
e jloraz %, gdy b=0,1 poréwnywac go z liczba 1, wtedy jesli:

E‘:}1, toa=b lub %{:],to a<b.

2
: 7-1 _
Cwiczenie 16. Porownaj liczby ai b, gdy az(\/_ ) ibz3 ﬁ
N7
rPrzykiad 15, Oblicz (J3+J§—J3—J§ ]2.
2

Rozwiazanie. (J3+J§—J3—J§) - (a—bBY —a* —2ub+b*

:(J3+J§)2—2J3+J§-J3—J§+( 3—5)2: s

=3+J§—2\](3+J§](3_J§]+3_J‘:

—6-2J3° (V5 =6-249-5-6-4-2, (e
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2

Cwiczenie 17. Oblicz (JZ 324 J?j)

rPrzykiad 16. Przedstaw w postaci kwadratu sumy albo kwadratu réznicy wyrazenie:
a) 3+ 242, b) 29-12J5.
Rozwiazanie
a) Stosujemy wzér a” +2ab+b" =(a+ b)z.
34242 Jesli a=11b=~2,

f \ to a®+ 5% =3,

el 2-ab
abzﬁ:ﬁ-l, Jedli 2ab =242,
2 to ab=~2 .
zatem 3+2\E:(1+~E) :

b) Stosujemy wzér o —2ab+b" =(a- b)z.
Jesli 2ab=122,

20_12J5=29_72.6+/5 e
A - V2.
a +b° 2+ ab
6.J§ Jedli:
" a=6ib=5,t0 a®+5 %29,
ab=6+f5 = —1-2-;;.@, Bl it=5 ok =20
3245 a=3ib=2J5,10 a®+5 =29,
zatem 29—124/5 = (3_ g,jg)% J

Cwiczenie 18. Przedstaw w postaci kwadratu sumy albo kwadratu réznicy wyrazenie:

a) 6+ 42,  b) 124— 7043

Umiejetnos¢ przedstawiania liczb mewymiernych w postaci kwadratu sumy lub roznicy
dwoch wyrazen pozwala obliczac¢ migdzy inmymi pierwiastki kwadratowe z liczb niewy-
miernych. Korzystamy wtedy z wlasnosci \/a_z = |a|. Pokazemy to na przyldadzie.

Przypomnijmy
Dla dowolnej liczby rzeczywiste] a
o |a‘:a, gdy a=0,
o |a=—a gdy a<0,

o J&=|d
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[ Przyktad 17. Oblicz:

a) J(3—J§]2+J(2—2JE]Z, b) Vo445

Rozwiazanie
) (3-B) =[3-+E|=3-242, 3 B0
.-
(2-22) =|2-2v2|=—2+2¥2, wigc i

J(3—J§]2 +J(2—2JE]2 =3-2J2-(2-2VZ)=
T T N, T

b) 1° Przedstawiamy liczbe 9— W5 w postaci kwadratu roznicy dwoch wyrazen:

9—4f5=9-2.2.4f5=
:22—2-2-J§+(J§]2=
=(2—J§]2.
Jo—a5 - J(2-+5) - %‘\ Va? |
=f5 = V3= (2 ¥5).
bo 2 J§<0.J

Cwiczenie 19. Oblicz:

a)J(10—3JE)2—\/(2J2_?—9]2, by N7 26, Vo214, dy 132450,

Odpowiedzi do éwiczen

11. )£, b) % 9 3(¥5+2), @ M“g_?, e -3-47. 13.C
2
14. 2) (3x-17, b) (Sm-0,6)(5m+0,6), © [1x+2] d) (5x-5)(3x-1).  16.a»b. 172

18.a) (VI+2), B (SV3-7) b (7-53) 191, By B-1, O VT-VE, @) VT
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Zadania utrwalajgce

5.19. Rozloz na czynniki wyrazenie:

a) a’ + 4ab + 4b°,

d) 4x* —20x + 25,

g) 25x° — 40xz +162°,
i) 9x* - B,

b) 4x* +4x+1,

) x° —8xp+16)°,
h) 36m” +12m+1,
k) 165° -9,

) 9a° —12ay +4y7,

f) 4n° +12n+9,

i) 49x° +112xy + 6437,
1) 5—x°,

m) (5x—2)2—36, n) (6x+1)2—(6x—5}2, o) x*—8L.
5.20. Usun niewymiernosc z mianownika:
a) i, b) = . ©) ﬂ, d) . : €) V2 :
3-43 J7-45 1-+3 V3+2 242 -3
5.21. Usun niewymiernosc z mianownika odwrotnosci liczby:
V2-2 V2-3
a \E b \E C , d
¢ ) & ) Va3
5.22. Wykaz, ze:
El_.al)L: 3442 b) —— ——JE-+5
32 ’ V6 ++/5 |
5.23. Wiedzac, ze m:3+J§ 1 n:3—J§, oblicz:
a) m, b) n, C) m—n, d) (m—n}z, e) (m+n)2.

5.24. Przedstaw w postaci kwadratu sumy albo kwadratu rozmcy wyrazenie:
a) 7+ 246, b) 4— 243, ¢) 21— 845, d) 5+ 246.

5.25. Wykaz, ze:

Rra) N+ 45 =45+2,

5.26. Porownaj liczby a1 b, gdy:

b) V8+247 =7 +1.

1 2
a) a=~J6+2 i b=2-43, b) a= i b=——,
) )@ ] J5 -1
. 5 32 . N
¢) a=5J2+2 i b=——, d) a= 1 b= :
) N V= F_ NG
g § Bt o I
&= TJ5-1 541
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5.27. Oblicz:

a) (Jﬁ—\ﬁ +J5+~ﬁ)z, b) (J5T—40\E—\/57+4UJ§)2,

22, 41 3% 9 42—32+52—42+ +1002—992

C) + + :
241 342 4+3 5+4 100+ 99
_— (9-2vT4)  (9+24T4Y
5.28. Wykaz, ze liczba o+ jest wymierna.

(NT-2)  (NT+2)

5.29. Wykaz, ze roznica kwadratow dwoch kolejnych liczb naturalnych jest liczba
Dl nieparzysta.

E

5.30. Uzasadmij, ze jesh a1 & sg dowolnymi liczbami, to:
o[ ; 4B
a) a +lz2q b) 4a” +1=4aq, C) 5

> ab.

5.31. Wykaz, ze dladowolnej nieparzystej liczby naturalnej x liczba postaci (x — 1)2 +{x+ 3)2

D jest podzielna przez 8.

= Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposvod podanych.

Wartos¢ wyrazenia (ﬁ—\r’f_}](ﬁ+ JE) jest rowna:
A. Jﬁ+%, B. V14 -5, C.12, D. 2.

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wyrazenie (2x+1)° —(2x—1)(2x+1) jest réwne:
A. 812 B. 8x>+ 2, C. dx+ 2, D. 4x.

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Suma x° —8x+16 rozlozona na czynniki to wyrazenie:
A, x(x—4), B. (x—4)(x+4), C. (x—4}2, D. x(x—8)+4.

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Aby usungé¢ z mianownika utamka 5 2 i niewymiernos¢, nalezy jego licznik

1 mianownik pomnozyc¢ przez:

A 2-47, B. 7, e 2307, D. 2+4/7.
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5. Wykaz, ze wartos¢ wyrazenia ng

D[

6. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

i —+f8 jest liczbg calkowita.

F —jesli jest falszywe. Wpisz odpowiedz do zeszytu i jq uzasadnij.

Jezeli w wyrazeniu 25x* +.+% w miejsce [ll wpisze si¢ jednomian 5x, to nie

P|F
otrzyma sie kwadratu sumy dwéch wyrazen.
Jezeli w wyrazeniu 36a” — 6a Il W miejsce ll wpisze sie liczbe l, to otrzy- o =
ma sie kwadrat réznicy dwoch wyrazen. #
Wartod¢ wyrazenia (S-JE—M)(S-JE+ 4-J§) jest liczba niewymierna. P|F
Réwnosé (5 —ZJE)Q =L +yJ€ bedzie prawdziwa, gdy w miejsce x podstawi- |
my liczbe 49, a w miejsce y liczbe —20.

7. Czyliczba 555° —333° jest podzielna przez 2222

El_ Wybierz odpowiedz T albo N i jej wuzasadnienie sposrod A 1 B. Wpisz odpowiedz do

zeszytu I fgq wuzasadnij.

T | Tak, .| A | 555°-333% =(555-333)" =222%
poncwarz
N | Nie, B. | 555%—333%=222-888,

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowieds sposrod podanych.
Tezeli x*+y% =65 i xy=28 to wartos¢ wyrazema (x+ ) jest réwna:
A, 138, B 2L . 93 D37

9. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonyeh literami A i B

oraz odpowiedz sposvod oznaczonveh literami Ci D.

Réznica kwadratéw liczb v2 +1 i 2—-+/2 jest réwna:

A.-3, B. 3(2v2 -1},
Kwadrat réznicy liczb 23442 13- jest rowny:
C. 11+ 46, D.3.

[ 10. Wykaz, ze V611 -(6++11}(v22 -2 }=50.
D[




6. Rownania i nierownosci liniowe
z jedng niewiadoma
Przypomnijmy

Dwa wyrazenia algebraiczne, z kidrych przynajmnie) jedno zawiera zmienna, pola-
czone zZnakiem rOWNOsci nazywamy rownaniem.

Zmienna wystepujacag w rownaniu nazywarny niewiadoma.
e Tradycyjme (najczesciej) mewiadoma w rownamu

; 2xtl=x+2d
oznaczamy literg x.

R rt

e Liczba spelnia réwnanie, jesli po podstawieniu (1\
je] w miejsce niewiadome] otrzymujemy rownosc
prawdziwa. 2~_{,+_»1 =1+2
Naprzyklad: 0=0, 2=2, —-1=-1, ... 1iip. 3 7

e Liczbe, kiora spelnia rownanie, nazywamy pierwiastkiem réwnania lub
rozwiazaniem rownania.

rPrzykiad 1. Sprawdz, ktéra z liczb: -2, 0 spelnia réwnanie:
a) [x—2|=4  b) x(x+2}x-6}=0

Rozwiazanie
2) [x—2=4 : by x(x+2)(x—6)=0
F 7 | L 4
e Sprawdzamy, czy liczba —2 spelnia rownanie.
L=|-2-2|=|-4=4 : L=-2-(-2+2)-(-2-6)}=-2-0-(-8)=0,
L=P. | L=P
e Sprawdzamy, czy liczba 0 gpelnia rownanie.
L=|0-2|=|]-2|=2, | L=0-(0+2})(0-6)=0,
wige L P, : wige L=>F,
Odp.:a)-2, b)-210. J

Cwiczenie 1. Sprawdz, ktére z liczb: -2, 0, 2, 4 spelniaja rownanie:

a) 2(x—2)=4, b)|x—1=3 c)%:%l, d) P +ax=(x+2Y -4, 2" =1
—X

Cwiczenie 2. Uldz réwnarie, ktdrego pierwiastkiem jest liczba:
a)l, b3 -2 d)o.
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Nie kazda liczbe mozna podstawi¢ w rownaniu za zmienna. Wszystko zalezy od tego, czy
po podstawieniu liczby za zmienna mozna wykonac dziatania na liczbach.

Zbior wszystkich liczb, kidre mozna podstawi¢ w réwnamu w miejsce niewiadome;j
1 sprawdzi¢, czy spelniaja lub nie to rownanie, nazywamy dziedzina tego réwnania.

Najczesciej dziedzing oznaczamy literg D.

Dziatania niewykonalne, ktore poznaliSmy, to:

1° dzielenie przez liczbe 0, na przyklad w rownaniu:

1 : : o

e ——4 nie mozemy za zmienng x podstawic liczby 0,
H co zapisujemy x = 0, wtedy D= R\ {0},

.« * = 3 Za zimienng x nie mozemy podstawic liczby 1,
x_

co zapisujemy x = 1, wtedy D= R\ {1}
2° zerowa potega liczby 0, na przyklad w rownaniu:

& =] zazmienng x nie mozemy podstawic liczby 0,
co zapisujemy x = 0, wiedy D= R\ {0}

o (a+ 1}2 =(a+ 1)0 za zmienng @ nie mozemy podstawié liczby —1,
co zapisujemy a# —1 wtedy D=R\{-1}

3° obliczanie pierwiastkow parzystego stopnia z liczb ujemnych,
na przyklad w rdwnaniu:

e Jx+2=16 za zmienng x mozemy podstawic tylko liczby spelniajace
wartnek x+2 =0, wtedy D= (—2; a ao},
v a 3 za zmienng x mozemy podstawic tylko liczby spelniajace
¥ warunek x—13> 0, wtedy D:(1;+oo},
& A2 za zmienng x mozemy podstawic tylko liczby spelniajace

warunek 3 —x = 0, wtedy D =(-o0; 3}

Cwiczenie 3. Sposrdd liczb: —1, 0, 1 wybierz te, ktére naleza do dziedziny réwnania:
a) x(x—1}=2, b) 3 =3, ¢ 3 =1, d)yVJ1-2x=2

x(x—1) 1
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Uwaga

e Rownanie, kiore spelmajg wszystkie liczby nalezace do jego dziedziny nazywamy

rownaniem tozsamos$ciowym (tozsamos$cia) lub rownaniem nieoznaczonym.

e Rownanie, ktore spelnia jedna lub kilka liczb nalezacych do jego dziedziny, nazywa-

my rownaniem oz naczonyin.
e Rownanie, ktorego nie spelnia zadna liczba nalezaca do jego dziedziny, nazywamy

rownaniem Sprzecznym.

Rownanie liniowe z jedng niewiadoma

R ownanie z niewiadoma x postaci ax+ b =0, gdzie b < R, nazywamy:

¢ rownaniem stopnia pierwszego z jedna niewiadoma, gdy a = 0,

e rownaniem liniowym, gdy a# < R;

a, b —wspotczynniki liczbowe rdwnania.

R Ownania stopnia pierwszego zaliczamy do rownan limowych.

Dziedzing rownania liniowego jest zbior liczb rzeczywistych R.

rPrzyldad 2. Rozwiaz rownanie liniowe i zaznacz zbior rozwiazan na osi liczbowej.

3

a) 4(x—1}+5=3+2x b) 2x—(4-x})= E(Ex—zj, ¢) 2(3x+7}=5+6x,

Rozwiazanie

a) 4(x—1}+5=3+2x
dx—4+45=3+2x
dx—2x=34+4-3

=2 V2
Si=
Odp.:
& ;
01 x
Réwnanie ma jedno roz-

wiazanie x, =1
(réownanie oznaczone).

b) 2x—(4-x}=2 Sx—zj
2x—4+x=3x-4

3x—3x=-4+4
Q=)
FOWROSE prawdziwa
dia kazdej liczby x,
czyli xe R
= >
01 x

Réwnanie ma nieskonczenie
wiele rozwiazan; rozwiazaniem
jest kazda liczba rzeczywista
(rownanie toZsamosciowe).

¢) 2(3x+7}=5+6x
6x+14=5+6x
bx—6x=5-14
- x=-9

FOWROSC falszywa

— >

¢1 x
Réwnanie nie ma
rozwiazania
(rownanie sprzeczne).
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Cwiczenie 4. Zbadaj, czy réwnanie jest oznaczone, tozsamosciowe czy sprzeczne. Jesli
rownanie jest oznaczone, podaj jego pierwiastek.

a) 4(x+1})-1=6(2x—-3}-3(x-2), b) (x—6}+4x=2(x—3)+3x,

€) 2(2x-3}+3=4(x-2), d) 2+(x—4)(x+4)=(x-1).

Uwaga
Rownama, ktore majg takie same dziedziny 1 takie same zbiory rozwigzan nazywarmy
rownaniami rownowaznymi.

Cwiczenie 5, Sprawd?, czy réwnania 1 i 2 saréwnowazne, gdy:

0 -2i@ =0 @=L i @1FE 2
X 2 2

L
b | =2

Cwiczenie 6. Podaj, dlajakich wartosci ¢i b réwnanie ax+5=0 bedzie réwnowazne
rownaniu Sx+3 =0

W szkole podstawowe] rozwigzywaliscie rownama metoda rownan rownowazmnych.

FrZypommpmy

Rozwiazujac réwnanie, mozemy:
e do obu stron réwnania dodac lub odjac to samo wyrazenie
dx—12=20 —» 4x-12+12=20+12 —>» 4x=32,
Sx=10—-2% ——» 33| Px=10—-2x+2x ———» Jx=10
bx=4x4+12 —» b6x—4x=4x+12—-4x — 2x=12,
e obie strony rownamia pomnozy¢ lub podzieli¢ przez t¢ sama liczbe rozng od zera

x:SZ3 4_x+5

=43 —» x45=12,

V5ox 45 45 45 5

R QI . S S . . R VS W -4
N

o przeksztalcac jedna lub obydwie strony rownania, stosujac znane prawa dziatan,
np. uwalniac sie od nawiasow 1 redukowac wyrazy podobne

J5ox=45 —»

3(x—2}-3=0 ——» 3x-6-3=0 ——>» 3x-9=0

Uwaga
Przy rozwigzywaniu réwnarnia metoda rownarn rownowaznych pamietajmy, by:
s do obu stron rownania dodawac (odejmowac)
e obie strony rownama mnozyc¢ (dzielic) przez
takie wyrazema, ktore nmie zmieniajg am dziedziny, am zbioru rozwiazan rownama.
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[

Przyktad 3. Rozwiaz réwnanie si=le o0
7 14
Rozwiazanle 27-1le _ 5¢ /.14 Muozymy obie strony rownania
) 7 14 przez wspolny mianowinik.
1
2vg8-(27- 1.
b (2\1 115} :/: bl Skracamy wlami.
1 ol
2:(27-11c)="5¢
Przenosimy —22c na prawg strone
34— 226\:\3 Ze zmieonym znakiem
o fedo obu stron rownania dodajeny 22c).
54=35c+22c
54=27¢ /
2= iyl e=2, J

Cwiczenie 7. Rozwiaz réwnanie i sprawd?, czy otrzymana liczba spelnia to rtéwnanie:

x+2 X
R T ST K . |
2 3 2 3 4

W szkole podstawowe] poznaliscie rOwnania stopnia pierwszego Z jedng niewiadoma, czyli
takie rownanie, kiore po wykonamu przeksztalcen zachowujacych rownowaznos¢ mozna
zapisac w postaci ax+5=0.

Na przyktad réwnanie (x+ 1}2 + x+ 1= x? jest rtownowazne rownaniu 3x+2 = 0.

rPrzykiad 4. Rozwiaz réwnanie:

a) (x+2) —3=(x-VB)(x+43} 1) Brr2=x+3
Rozwiazanie
) (r+2P-3=(x-VB)(x+VB) | B 2w
idxsd-3=x2_3 | Jx—x=43-2
X dx—x*=-34+3-4 : x(ﬁ_l]zﬁ_z ;:(Jg_l)
4x:—4, Skqd x=-1 | x_ﬁ_z_ﬁ—z.\ar? _ 3
| T Bol Bl BBl 2

Odp.:a) x,=-1 b) x, =

1—=+J3
-
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Cwiczenie 8. Rozwiaz réwnanie:

a) 2(x—1) —(x+42)(x-2)=+"+4 b) 5r-3=2x-2V5.

Cwiczenie 9. Spoérdd réwnan, oznaczonych cyframiod 1 do 4 | wybierz pary réwnan

rownowaznych.
B A X
1 5 3=k 2 4x-5=1+3x, 3 —x+3=2(x+1)+1 4 4=t

Za pomoca rownaf mozemy opisac i rozwigzac wiele roznorodnych problemow.
Pokazemy to na przyktadach.

-

km
Przykiad 5. Rowerzystajechal z Torunia do Inowroctawia z predkoscia 15 4, aZpe-

wrotem (z Inowroctawia do Torunia) z predkoscia 12 R Jazda w obie strony zajelamu

5,4 godziny. Oblicz odlegltosé¢ pomigdzy Toruniem a Inowroctawiem oraz liczbe godzin,
ktorg jechal rowerzysta w kazda stroneg.

Rozwiazanie
I sposob:
- 5 =
Trasa Droga (s) | Predkos¢ (v) | Czas (1) Inowroclzw Toruh
Torun — Inowroctaw £ 15 1”5—5 g=1f
e & &
Inowroctaw — Torun 8 12 et P=a =
12 G 3
Razem I § —droga, v— predkosc,
- czas.

Warunek ,,czas jazdy w obie strony wyniost 5,4 godziny” zapisujemy w postaci

rownania -+~ =54 i rozwigzujemy je:
15 12 '

Sal 54 /80
(B
60-5 605 MrnozZymy obie strony rownania przez

=60-5,4 wspolny mianownik, czyli preez NWW1S, 12).

+
15
45+ 55 =324, czyli 95s=324, skad s5=236,

wiec czas przejazdu jest réwny % =241 % =,
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IT sposob:
Trasa Czas () | Predkosc (v) Droga (s)
Torun — Inowroctaw t 15 15
Inowroclaw —Torun | 5,41 12 12-(5,4-1)

Warunek ,,droga tam 1 z powrotem jest taka sama” zapisujemy w postaci rownamnia
15:=12(5,4—I) i rozwiazujemy je:
15¢=12.54—-12¢
15¢+12¢ =648
27t=064.8 [:27
t=2,4 wiec s=15t=15-2,4=36 oraz
54—1=54-24=3.

Odp.: Odleglos¢ migdzy Toruniem a Inowroclawiem jest rowna 36 km. Rowerzysta
jechal do Inowroctawia przez 2,4 godziny, a z powrotem przez 3 godziny. J

Cwiczenie 10, Rowerzysta pojechat z Gdanska do Wejherowa i wrdcit z powrotem.

Wracajac do Gdanska, jechal z predkoscig o 4 % mmniejsza, nmz gdy jechal z Gdanska

do Wejherowa. Jazda do Wejherowa trwala 2,5 godziny, a z powrotem 3,5 godziny.
Oblicz odleglo$¢ migdzy Gdanskiem a Wegherowem.

Cwiczenie 11, Pomysl i napisz dowolna liczbe. Pomnéz ja przez 2. Do otrzymanego
lloczynu dodaj 9, anastepnie liczbe pomyélang. Otrzymana sume podziel przez 31 do
llorazu dodaj 2. Na koniec odejmij liczbe pomyslang. Otrzymates wynik réwny 5.
Uzasadnij, ze wynik taki otrzymasz niezaleznie od tego, jaka liczbe pomyslisz.

Odpowiedzi do cwiczen

l.ay4, b) -2,4, o4, d)y -2,0,2,4, e)zadnaz podanych liczh. a-1,01, b)y-1, a0 d-1,0
4. a) Omaczone, =3, b)torsamosciowe, ) sprzeczne, d) omaczone, X =7,5.

5.a) Mie, b)tak Hiazdwin. a) Rownania majg rozne dziedziny

6.MNpa=5156=3,a=-10 1 b=-6 7.a) =0, b) 5 =12 8.a) ;=0 b x0=—4—J§.

2x+%+x

9.112, 314 10. 35 km 11. Wekaz dwiz. St i)
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Zadania utrwalajace

6.1. Lzupelnij poniisze zdania. Wybierz odpowiedz sposvod oznaczonych literami A i B
Gin oraz odpowiedz sposvod oznaczonych litevami C i D.

Liczba -2 spelnia rownanie:

A, 2x(x+2)(x—4)=0, B. x’—8=0.
Liczba 2 nie spelnia rownania:
C. x*-4=0, D. [x+2|=3.

6.2. Sprawdz, kiore sposrod liczb: —1, 0, 2, 4 sa pierwiastkami réwnania:
a) [x+4/=3, b) —x"(x—2}x+4)=0, ¢ (x=1) —(x+2x-2)=x(x-2)+5,

| 1

9~ +.=0 Vx=2 Dx+1=0 g x(x+1)(x-2}(x—4)=0.

6.3. Sprawdz, ktoéraz liczb -2, 0, 3 jest pierwiastkiem roéwnania:

a) (x+2Hx—3)(x+4)=0, b) X =6+x, C) %x2+x:(},
2 2

oy e A o Y] f)x+x=x_8
x+1 Ae=]

6.4. Sprawdz, ktore z liczb calkowitych nmedodatnich wiekszych od —8 sa pierwiastkami
. x4
rownania — +— = (.
8 2

6.5. Sprawdz, ktore z liczb catkowitych medodatnich wiekszych od —6 sg pierwiastkami

TOWTANia;
a) ¥ +8x+15=0, b) x° +3x° +2x=0, ) ¥ +64=0,
P I 3 3 7
d) ?+?:0, e) Z;c +2=0 N x" +7x"+14x+8=0.

6.6. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [l wstaw taka liczbe, aby liczby 112 byly
pierwiastkami roéwnania:

a) (x-1)(x+2)=I b) (x+2)(x-1)= 9 2(x-(x+=0
ay (25-2)(x+l)=0. o —%(x—.}(x+2):0, f 25+ (x—1)=0.



138 b. Rownania i nierdwnoscy liniowe Z jedng niewiadoma

6.7. Rozwigz rownanie:

a) (x+3) —1=4", by x(x—1)—4=(x-2)(x+2)—x,

€) 4x° —(1-2x) +2x=11 d) 0=4(10—5x}—3(-3x-5),

e) y8 wrs 2lred) B B st B
2 5 3 375 3 30

6.8. Sprawdz, czy rownowazne sg rOwnania:

2y+1+y:—3+y, b) x—1—4x_14

=3x—-531 12x+1=3x+3.

2 :
a) —y—-3=y 1
Ly ¥
6.9. Oblicz ,,sprytnie” wartos¢ wyrazenia podanego obok (kolor niebieski):
a) 3(x—5)+19=-2, x5, b) 2(y+8}-9=5, 2y+16,
¢y 3=4(y+7)-15, 3y+2], d) 9—%(&—3} =1, 4(a—3}.
6.10. Dokorcz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanych.

= Jezeli y+5=13 toroznica y—5 jest rdwna:
A2, B. 3, C.8, D. 15.

6.11. Sposrdd réwnan oznaczonych cyframiod 1 do 8

T o Py |

==

g @ 0-x=0, @ 0-x=1 Blx=1 B1x=0 @1x4+0=1-x
wakaz te, ktore:
a) maja tylko jeden pierwiastek, b) mie majq pierwiastkow.

6.12. 7 lotniska A na lotnisko B maly samolot lecial z predkoscig 660 % Te¢ samg trase

helikopter lecacy z predkoscia 360 % pokonal w czasie dluzszym o 20 minut. Oblicz
odleglos¢ miedzy lotniskami A1B.

6.13. 7 dwoch rdéznych miejscowosci, odlegtych 150 1,5(b+4)
od siebie o0 60 ki, o te] samej godzinie wy- | —> - @%D |
jechali rowerami naprzeciw siebie KasiaiJu- : | :
rek. Spotkali sie po uptywie 1,5 godziny. |
Wiedzac, ze Jurek jechatl z predkoscia
0 4 kilometry na godzing wigkszg niz Kasia, oblicz droge, jaka przejechat kazdy
z nich do chwili spotkania.
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Nierownos¢ liniowa z jedng niewiadoma

Nierownosc tym rozni sie od réwnania, Zze obie jej strony polaczone 83 jednym ze znakow:
<, £, >, 2

Przyktady nieréwnosci liniowych z jedna niewiadoma:

—2x+7<0, 5x+420, -03x+7<0, 4x>0, x(x-1)}=x"-3

Nierownos¢ z niewiadoma x postaci ax+ b >0 ax+5>0, ax+bh <0, ax+ 5 <0,
gdzie b e R, nazywamy:

e nierownoscia stopnia pierwszego, gdy a # 0,

¢ nieréwnoscia liniowa, gdy a< R.

Dziedzing nierownosci liniowe] jest zbior liczb rzeczywistych R.

Cwiczenie 12. Sposrdd nierdwnosci: 1 3x—5>0, 2 ¥ox<0 3 4-x20,
4 6x—x°<0 8§ —3x>0 6 0,5x—5<3

wybierz te, kidre sg meroOwnosciami pierwszego stopnia.

Uwaga

Rozwiazaniem nier 6wnosci z jedna niewiadoma jest kazda liczba rzeczywista spehia-
jaca te merOwWnosc, tzn. kazda liczba, kiora wstawiona wmiejsce niewiadome] zmienia
NeTOWNOosC W nierOWnosc prawdziwa.

Sprawdzajac, czy liczba spelnia merdwnosc, mozesz otrzymac porownanie liczb:

o falszywe: 0>0, 222, 5<35 iip,

e prawdziwe: 00, 222, 8>-3 ilp.

[ Przyklad 6. Sprawd?, ktéra z liczb —6 i 0 spelnia nieréwnosé —3(x+1) < 6.
Rozwiazanie. Sprawdzamy, czy liczby —6 oraz 0 spelmajg merownosc:
x=—6, wtedy
—3(-6+1}<6

x =0, wtedy
—3(0+1}<6

15< 6 nierownose falszywa -3 <6 nierownosé prawdziwa

Liczba —6 nie spelnia nierdwnosci. Liczba 0 spelnia nieréwnosc. J

Cwiczenie 13. SprawdZ, ktéra z liczb: -2, 3, 11 spelia nieréwnos¢ 3x+ 2> 2x+ 5.

Cwiczenie 14. Podaj wszystkie liczby naturalne, ktére spelniaja nieréwnosé x < 5.
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r Przyktad 7. Liczby stojace poleweji prawej stronie nierdéwnosci —35 <9 pomndz przez
liczbe —1 i pordwnaj otrzymane liczby.

Rozwiazanie
—5-(-1)=35 i 9-(-1)=-9, wigc 5>-9.
Z nieréwnosci —5<9 /-(-1} wynika, ze 5>-9. J
Uwaga

e Jesli mnozymy lub dzielimy obie strony nieréwnosci przez liczbe ujemna, to zmie-
niamy zwrot nieré6wnoS$ci na przeciwny.

e Jesli rozwigzujemy nierownosc liniows z jedng niewiadoma, postepujemy podobmnie
jak przy rozwigzywaniu rownan, tzn. niewiadome grupujemy po jednej stronie nie-
réwnoscl, a liczby po drugiej 1 przeprowadzamy redukcje wyrazow podobnych.

( Przykiad 8. Rozwiaz nieréwnosé i podaj dwie liczby, ktére ja spelniaja:
a) %x =z-12, by 2x<«8 ¢ —x “;-—%.

Rozwiazanie
| |
1
a) %xé—lz f:% :b) —2x <8 f:(—z} :c) _x>_§ ;.(_1}
x2-18 : ¥>—4 : 1
X< —
2

Odp.: a) x=—18 np. -18; 10'° b) x>—4, np. 3,9, -1, © x<,é, np. % —5; —1000.

J

Cwiczenie 15, RozwiaZ meréwnosé i podaj dwie liczby, ktére ja spelniaja;

a) 1%:4:{—3, b) —%xill’}, c) —2%3:::-—14, dy —2<2x.

Uwaga

e Nierownosciliniowe, ki ore majaten sam zbidr rozwiazan, nazywamy rownowaz nymi.

e Rozwiazaniem nierownosci jest kazda liczba, kiora spelnia te nierdéwnosc.

e Zbiorem rozwiazan nierownoSci jest zbior wszystkich liczb spelmajacych te
Nierownosc.
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( Przyktad 9. Przedstaw na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu liczbowego zbior
rozwiazan nierdwnosci: a) 2x+1<13,  b) 2x—9=3(x—5).

Rozwiazanie
a) 2x+1<13 L b) 2x—923(x-5)
2% €13—1 : 2x—923x-15
|
2x<12 /:2 : 2x—3x>=-1549
x<6. ! —x>—6 /-(-1)
! x<6.
|
(—o0; 6) : (—o0;6)
A i l A —
01 6 x : 01 & x

Odp.: Obie nieréwnosci spetnia kazdaliczba x nalezaca do przedzialu (—oo; 6), czyli nie-
réwnosci sg réwnowazne. Przedzial (—oo; 6) nazywamy zbiorem rozwiazan nierémos’ci.)

Cwiczenie 16. Wykaz, ze podane nieréwnosci sg réwnowazne.

a) 2x>4 i —3x<—6, b) —%x:z—l i %xSl.

rPrzyklad 10, Rozwiaz nieréwnosé x > v2 ++/2 - x ipodaj najwieksza liczbe catkowita
spelniajaca te nierOwnosc.

Rozwiazanie. x>2+ 2
Grupiijemy niewiadome po
x-2x>2 Jednej stronie nierdwnosci.

x(l—\E]ZM.E

¥ (1 s JE ] = JE IE (1 o JE ] Drielimy obie strony nierdwnodci przez liczhe

stojgcg przy miewiadome] x | zmieniamy zwiot

Widgozamy wapolny czynnik x poza nawiads.

‘JE nierownosci na przeciwny, bo 1-+2 <0,

— o2 ~—(¥Z+2), -(VZ+2)x-34
b —— 1-+2
-4 -3 0 1 x Zazhaczamy zhidr rozwigzan nierdwnosci na osi.

Odp.: x < —(\E + 2) 1—4 jest najwieksza liczba calkowita spelniajaca te nierdwnosc. J
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Cwiczenie 17, RozwiaZz nieréwnosé i podaj najwieksza (jesli istnieje) albo najmniejsza

(Jesl 1stmeje ) liczbe calkkowita, ktdra ja spelma:
a) V3x>x—1 b)2x—1>2x+3.

2
Przyktad 11. Rozwiagz nierdwnosé (» _22} ()1 > l(x +2)

3
Rozwiazanie
(x — 2)2 _ (x+ 1} (x _ 1} > l(x+ 2}2 po Munozymy obie strony nierdwnoscl przez
2 3 6 wspolny mianownik &.
3 (x _ 2}2 _ Z(x e 1}(x = 1} > (x 3 2}2 Wi konujemy dziafania, stosujge

WZary skrdconegc mnoZenia.

X —dx+a—Llx"—lizx +ax+
3{xf —dx+4)-2{x*-1}2x* +4x+4
3x% —12x+12-2x° 422 x> +4x+ 4

37 —12x—2x° —x° —4xz4-12-2

~16x=-10 /:(-16)

5
=

Fedulaijemy wyrazy podobhe.

Odp.: x< % czyli x e [—m; g)

Cwiczenie 18, Rozwiaz nieréwnos¢é:
a) (x—3)(x+3)+24x> (x+2), by 2(x—2) > (x—=3)(x+3)—x+x"+1

( Przykiad 12. Rozwiaz nierdwnosé:

l-x 3-2x
— AV x+4)<2(34+0,55%), b — > 1.
) (v—4)(x+4)<2(3+0,5¢) =
Rozwiazanie
a) (x—4)(x+4}<2(3+0,5) b) 1;x—3_2x>1 /-8
0«22 — nierownosé 2 Py—_342y>8
prawdziwa

—2x+2x>8-24+73

(0 =9 — nierownoscé
Jatszywa

Odp.: Nie i1stmieje liczba, kiora spelnia te

Odp.: Kazda liczba rzeczywista
(x € R) spelma te merdwnosc

|

|

|

|

|

2 2 |
x"—16<6+x | 2(1—x)y—(3-2%) > 8

|

|

|

|

|
— NMIeTOWNOoSC t0ZSamosciowa. |

nierownos¢ — nierOwWnosc¢ sprzeczna.

J
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Cwiczenie 19. RozwiaZ rieréwnosé;

e O RN W N
12 3 4
Uwaga
Nierownoscl liniowe z jedng niewiadoma dzielimy na nierdwnosci:
e opznaczone — merownosci, ktore maja zbior rozwiazan, ale nie jest mim zbior R,
e tozsamoSciowe — nierownosci, ktorych zbiorem rozwiazan jest zbior R,
e sprzeczne — nierdwnosci, ktore nie maja rozwiazania.

Odpowiedzi do éwiczen
12,5, 32 52 06 13. 11 14.0,1,2, 3,4, 5
15.a) x<-2 np. —3,-15, bY x=-125 np —125,0, A x«<é,np 5,1, d)y x>-1,np 0, &

16. Zbioremn rozwigzan obu nierdwnodcl jest przedzial a) {2; +oo}, b) (—oo; 2).

1 L . L . 4
17. a) x»>——= napnniejsza liceba catlowita 13 spettuajacato -1, by x<
) ]_ﬁz i ] 14 s5p Sk . b JE—Z
=—14, b) Lm—ﬁ,?.

1
1-43 JH i
16

18.a) x> %, b)Y x< = 19. a) Mie ma rozwigzania, b)) kazda liczba xspetnia nierdwnosd,

,nafwielsza liczba calkowita 13

spefniajgeato —7. Wikazdwika. a)

Zadania utrwalajace

6.14. Sprawdz, ktore z liczb: -2, 0, 1, % nalezg do zbioru rozwigzan nierownosci

2x>x+l.
7

6.15. Zaznacz na osi liczbowej zbidr rozwiazan nierdwnosci:

2 1
a) —x = -5, b)x>§+2x, c) Ex+2£x—1, d) 3x>10x -7

6.16. Rozwigz nierdwnosc:

a) 4x—523 b) %x:z], €) L5x+15<29-13x,
1
d) 2(x—1}+3<4(x+3)-1 &) 1—|—§—y<—3, D 2z-1< z+L

. 1 . .
6.17. Sprawdz, ktore z liczb: 45, —JE, -3 m J2-5 nalezg do zbioru rozwigzan

nierdéwnosci (x—1}{(x+1}+x> x° —2% ;



144

b. Rownania i nierdwnoscy liniowe Z jedng niewiadoma
6.18. Na osi liczbowej przedstawiono zbior liczb.

a) Uldz nierdwnosc, dla kidrej jest on zbiorem
TOzZwWiazan.

b) Podaj najwieksza liczbe spelmajaca te merdwnosc.

¢) Podaj wszystkie liczby naturalne spelniajace te nierdwnosc.

A 2,

6.19. Dokorncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczb naturalnych spelniajacych merownose x+10 > —x+1 jest:

B. 4, C. 5, D. 6.
6.20. Podaj najmniejszg liczbe caltkowity spelniajaca nierdownosé 4x+43 <23x+ 5.
6.21. Rozwigz nierownosc 1 zbior rozwigzan zaznacz na osi liczbowe;.
a) (x+ 2}(x—2)—2x> x> +8,

C) (x—!— 3)2 ‘:>x(x + 6),

e) 4y—-3

132 3
4y | y+—| 2 |
) (543) 23]
P g B
G 5

by 33> —3(1-x)" —6<—3x,

_|__
7Ty
8?

0 (x=3)(x+ 3}>ﬂ+1+x2.

6.22. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, b
F—jesli jest falszywe.

\Ex<3x+1.

Liczba —1 jest najmniejsza liczba catkowita spelniajaca merownosc

P|F
Liczba -8 jest najwieksza liczba calkowita spelniajaca nierdwnosc
x—2>2x+1 PlF
6.23. Uzasadnij, Ze najmniejsza liczba naturalng spelniajaca nieréwnosc:
—I_a) i e 1}2 +2<(x+ 2)2 jest liczba 0,

b) 2x-log2 >3- x(1+2log5} z niewiadoma x jest liczba 2.

H!F
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Przyktady zadan prowadzacych do rozwigzywania nierownosci
liniowych

Za pomocg nierownosci liniowych mozemy rozwiazywac wiele problemow matematycz-
nych, a takze praktycznych. Pokazemy to na przykladach.

3
rPrzyklad 13. Okredl, dlajakich wartosci x wyrazenie 5 6 przyjmuje wartosci:

a) ujemne, b)dodatnie, c¢)nieujemne, d)niedodatnie.
Rozwiazanie. Aby odpowiedzie¢ na pytanie postawione w zadaniu, nalezy rozwiazac
nierownosc:

3 3 3
a) Zx—6<(} } b) Z.x—tS‘::»U } C) —x 620 } d)y —x-6<0
Ex{é / 3 } ] } X8 } x<8
x<8 | | |
QOdp.:a) x<8, b)x>8 ¢ x=8 d)x=8 J

Cwiczenie 20, Okresl, dla jakich wartoci x wyrazenie:
a) —x +1 przyjmuje wartosci ujemne, b) 5—6x przyjmuje wartosci dodatnie,

C) 2—%x przyjmuje wartosci niedodatnie, d) 1-~2x przyjmuje wartosci nieujemne.

r Przykfad 14, Okresl, dla jakich wartosci x sens liczbowy ma wyrazenie:

b) Vx—2.

Rozwigzanie

a) Dzielenie przez zerojest niewykonalne, wiec b) Pierwiastki kwadratowe istnie-

mianownik utamka 3_x1 nie moze by¢ rowny ja tylko z liczb nieujemnych,
x J—

. 3% _ sens liczbowy, gdy x—2 =0,
Zatem wyrazenie —1 ma sens liczbowy,
x_

|
|
ZEro. I wiec wyrazenie +x —2 ma
|
I czyli gdy x = 2.

gdy x—1=20 czyligdy x#1

Odp.: @) x#1 czyli x<1 lub x>1, b) x=2 czyli xe(2;+om). J
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Cwiczenie 21, Okresl, dla jakich wartogci x ma sens liczbowy wyrazZenie:

a)—— bV2-x © ﬁ 2

2Zx+ 4 2

X

r Przyktad 15. Dwie wypozyczalnie sprzetu wodnego stosujg rézne metody oplat za
wypozyczenie roweru wodnego.

Wypozyczalnia II

Wypozyczalnia I pierwsza godzina ........cocoeeeeieeeeeene. 9zl
za kazda rozpoczeta godzine dmgz.i godzn‘.la s 7 zt
trzecia godzina i kazda rozpoczeta
5zk
§E2 1 U 0] 4 1 DO 3zt

Zapisz zaleZznosc 1 oblicz, na co najmniej ile godzin nalezy wypozyczyC rower wodny,
aby bardziej oplacato si¢ skorzystac z ushug wypozyczalni II mz wypozyczaln [
Rozwigzanie. Oznaczamy:
x¥ —liczba godzin wypozyczenia rowern, gdzie x = N7,
5x — oplata za wypozyczenie roweru na x godzin z wypozyczalmi I,

9+7+3(x—2} — oplata za wypozyczenie Toweru na co najmniej 3 godziny

Z wypozyczalni II.
Sx>04 74+ 3(x - 2) Eoszt wypoZyczenia roweri wodiego z wypoZy-
czalni I jest wiekszy niz z wypoZyczalni IL
5x—3x>16-6, iR e

2o MO wiee xss.
Odp.: Wypozyczenie roweru wodnego z wypozyczalm II jest bardziej oplacalne, jezeli
jego uzytkowanie bedzie trwato dluzej miz 5 godzin, tj. 6, 7, 8 lub 9 godzin itd. J

Cwiczenie 22. 7 dwdch miejscowosci odleglych od siebie 029 km wyruszylo jednocze-
snie dwoch turystow idacych naprzeciw siebie ze stalg predkoscia 4 % az do chwili
spotkania. Po jakim czasie odleglos¢ miedzy turystami bedzie mniejsza mz 7 km?

Odpowiedzi do ¢wiczen

V2

5
20.a) x=1, b) x«:g, c) x=4, d)xST. 21.a) x=-2, bIx<2, O x>-35 dyx+0.

22. Pouplywie 2 godzin 1 45 minut.  Wekazowka, 29-2-4-x< 7, gdziex to czas marsmu turystow,
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6.24. Uzupelinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposvod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.
Jezeli x e (—m; E] to dodatnie wartosci przyjmuje wyrazenie:

A 12x-6

B. 6-12x.
Ujemne wartosci przyjmuje wyrazemnie ¢—3x, gdy:
C. x=2,

D. x=>2.
6.25. Okresl, dla jakich x wyrazenie przyjmuje wartosci niedodatnie:
a) 4x— J5x,

b) (x—v’g](x+v’§)—x2,

6.26. Okresl, dla jakich wartosci x ma sens liczbowy wyraZzenie:
—2F
a) ad

C) 3x—mx.
; b) V3x—6,
T

X 1
¢ . d +4x—1
) 4 —x ) x—1 *
6.27. Uldz odpowiednig nie-
TOWNOSC Opisuyaca sytuacje
przedstawiong na rysunku.

Podaj, co oznaczyles jako
niewiadoma.

F—jesli jest falszywe.

6.28. Uczen oszczedza po 40 z} miesiecznie 1 zaoszczedzil juz 160 zi.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

W dwunastym miesiacu oszczednosci ucznia przekrocza kwote 640 zi.

Po dwdch latach oszczednosgci ucznia nie przekrocza 2000 zi.

P|F
6.29. Koszt produkcji pewnego przedmiotu jest rtéwny 120 zt. Producent sprzedaje go za
160 zt. Ile sztuk musi sprzedac, aby osiagnac co najmmniej 1000 zt zysku?

6.30. Pewnego dnia stan wody wrzece bylo 5 cm wyzszy od stanu ostrzegawczego. W cia-

gu kilku nastepnych dm poziom wody podnosit sie 0 6 cm na dobe. Po ilu nastepnych
dniach stan wody bedzie wyzszy od stamu ostrzegawczego o wiecej niZ 23 cm?
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6.31. Uczestnicy szkolnej sztafety 4 < 100 m zamierzaja osiagnac podczas biegu czas poni-
zej 45,6 s. Jaki czas powimen uzyskac czwarty zawodnik, jezeli trze) pierwsi sprinterzy
uzyskali na swoich zmianach czas odpowiednio rowny: 11,428, 11,358, 11,50 s?

6.32. Roznica kwadratu liczby naturalne) parzyste] 1 kwadratu nastepne) po mej liczby
parzystej jest me mniejsza mz —20. Wyznacz wszystkie pary takich liczb.

6.33. Suma S katdow wewnetrznych wielokata o » bokach okreslona jest wzorem
§={(n—2)-180°. Podaj wszystkie wielokaty, ktérych suma katow wewnetrznych nie
przekracza 1500°.

6.34. O godzinie 12:00 wyruszyly z dwoch stacji 41 B, odleglych od siebie 0 100 km, dwa
k:m, drugiz B do A z predkoscia
h

12 % O ktore] godzinie odleglos¢ miedzy pojazdami bedzie mniejsza niz 30 km?

pojazdy szynowe. Jeden jedzie z.4 do B z predkoscig 13

6.35. Rozwiaz nieréwnosé 1—-1000x < 1,999 -10° . Uzasadnij, ze najmniejsza liczba catko-

El_vﬁ.r‘itaf spelmajacy te merownosc jest liczba —1998.

Rownania z wartoscig bezwzgledna

W szkole podstawowej obliczaliscie wartosc bezwzgledna z dowolnej liczby,
0[=0, |-3=—(-3)=3 [N2-1]=2-1 bo 2-1>0,
1-VZ|=—(1-+Z} bo 1-vZ <0.

np. [4/=4,

Wartoscia bezwzgledna (modutem) liczby:
» nieujemnej x jest liczba x, o |x|=x gdy x=0

» ujemmej x jest liczba —x. ¢ |x|=—x gdy x<0

. €O Zapisujenty
Wartos¢ bezwzgledna z dowolnej liczby . -
rZeczywiste] jest zawsze liczba nieujem- |x| _ X, gAYy x-=

na, czyli [x[= 0 dla xe R.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x iy prawdziwe sa zaleinoSci:

© [xl=l-x np. |-3)=[3}

. \/x_2:|x[, np. 1!(2—«/5]2 :‘2—\5

, \}xz —2x+1:|x—1|.
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Cwiczenie 23. Otlicz: a) N3-5,  b) |[z—+/10 ¢ |-2|
) [V2-3+[2V3-3v2] e |35+ 246~ V5 - 246

Cwiczenie 24, Skorzystaj z definicii wartosci bezwzglednej i okregl, dla jakich x praw-
driwa jest rownosé: a) |x|=x b)) |x|=—x ¢ |x|=x,  d) |-x]=-x

Cwiczenie 25. Oblicz:

a)1/(2+\/§)2, b)1/(2—\/§)2, V322, d)3-242.

Wartos¢ bezwzgledna z liczby ma interpretacje geometryczng na osi liczbowej.

Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

. : : . — 01 a
Wartos¢ bezwzgledna liczby a jest rowna +——t—t—t———t—t——t——+
odlegtosci na osi liczbowej liczby a od | . a § | ; a ,i *

i odl s ¢
liczby 0 (zero). eﬁfmg%}’-ﬂ %ﬂb}fcfﬁyﬂ

Uwaga
Z, dwoch liczb ujemnych ta jest wigksza, ktore) bezwzgledna wartosc jest mmiejsza,

np. -3,5>-4.1bo |-3,5

<|-4,1

rPrzyklad 16, Oblicz odlegtogé miedzy liczbami:
a)—413, b)-1i1i-5.
Rozwiazanie. Obliczy¢ odleglos¢ na osi liczbowe] migdzy dwoma liczbami mozna na
dwa sposoby.
1 sposob: Od liczby wicksze] odejmujemy liczbe mniejsza.
a) 3>—4 wiec 3—(—4)=3+4=17.
b) —-1<-5 wigc —1-(-5}=-1+5=4.

1T sposob: Obliczamy wartos¢ bezwzgledna z rdznicy tych liczb.

a) |-4-3=|-7|=1, o 1 3

4 e 3I—n

bt

]
Y

by [F1-(=5)=]-1+3/=4

e A
F
wh
|
(=)
i o+
[a—

Odp..a)7, b4 | J
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Cwiczenie 26, Oblicz i zaznacz na osi liczbowej odlegloéé miedzy liczbami:
) ) 2,
ay—3.112, by—-3,11-5, c) — 1 —.
) ) ) =gig
Najprostszym rownaniem z wartoscig bezwzgledna jest roéwnanie |x‘ =a gdy ac R.
Pokazemy na przykladach, wjaki sposob liczba rozwiazan tego rownama zalezy od a.

[ Prayktad 17, Rozwiaz réwnanie |x|=3
Rozwiazanie
I sposob: Korzystamy z interpretacji geometryczne] wartosci bezwzglednej.
Zauwazamy, ze rtownanie |x|=3 jest réwnowazne réwnaniu |x— 0| =3.
Rozwigzac rownanie \x‘ =3 mozna poprzez wyznaczenie wspohzednych takich punktow
M, 1 M, naosi, ktorych odleglos¢ od punktu O jest réwna 3.
x—0]=3

M, =(-3) = +3 M, =(3)

* -

: : \J:,-‘ : : ="J’(r : -
-3 0 3 X
[PM|=3 | |PM,|=3

o e | o
it e 3 Lol

IT sposob: Korzystamy z definicji wartogci bezwzglednei

x| =3
x=3 lub x=-3. 3l=] 3]=3
Odp.: xy=-3, », =3. J

- V- . ; : 1
Cwiczenie 27. Rozwiaz rownanie: a) [x|=5, b) |¥| =25 O lx|=0, @) |x]=-1
Uwaga
R ownanie \x\ =
* ma dwa pierwiastki x; =—a 1 x,=a,gdy a>0,
e ma jeden pierwiastek x,=0,gdy a=0,

e mnie ma pierwiastkow, gdy a< 0.

Rownania typu |E> - x| = a najwygodnie] jest rozwigzywac, korzystajac z definicji wartosci
bezwzgledne). Pokazemy to na przykladach.
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r_Przyklad 18, RozwiaZz réwnanie: a) [5x[=3,  b) ‘(1—\5],1:‘ =1,

Rozwiazanie |
a) 5% = | b (1-v2)}x|=1
5¥=-3 lub 5x=3
* * | (1—\5]x:—1 hub (1-2}x=1
3 3 |
x=—— lub x:§. | 1
evene kTl y=— =
| I~ J_ -2
| SN2 L 1 12
| T iefT laaE e T )
I
| x:1+\E lub x:—l—ﬁ.
3 3
Odp:a) % =—2=, %, ==, b) % ==1-+2, x, =1+2.
p.la) x P ) 5 } x A2 J

Cwiczenie 28. Rozwiaz réwnanie: a) lx

=4, b) [(VZ2-2)x|=+2.

[ Prayktad 19. Rozwiaz rownanie |x—2|
Rozwiazanie
I sposob: Korzystamy z interpretacji geometryczne] wartosci bezwzgledne;j.
Aby rozwiazac réwnanie ‘x— 2| = 3, wystarczy znalez¢ wspolrzedna takiego punktu
= (x}, ktorego odleglos¢ od punktu P, gdy P =2}, jest réwna 3.

2| =
ﬁ‘fl :(_1) 73 ! _|:3_ MZ :(5)
Lﬁ;" ‘ \\.JE::F;’ “ \4.*.;{ =
= | 2 5 x
|PM|=3 |PA,|=3

1T sposob: Korzystamy z defimcji wartosci bezwzglednej.

‘x—2‘= gdy a >0, to
2= THb x=2=3 I -
x=-—1 lub x=5 x= alub x=a
Odp xlz—], x2:5. _J

Cwiczenie 29. Rozwiaz réwnanie: a) [x—6|=4, b) |x+3|=
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Odpowiedzi do éwiczen

23.8) 53, b)10—x, )2 d) 242-3 € 45

; X, gdy —x =0
24.4) x20, b) x<0, ) x>0, d) x<0. Wekazdwiz. ¢), d) |-x =

(=) gdy —xl
25.3) 24405, M A5-2, OZ+] -1 26.3)51, M1 Ol

_ 1.1 o
27.2)-515, b) —2E i 25, )0, d)brakpierwiastkéw  28.a) x;=-8, x; =8, b) 1 =1++2, 5, =—1-+2.

29.8) =2, x,=10, b) 5 =-3, x;=-1

Zadania utrwalajace

6.36. Rozwiaz rownanie:
a) |x[=6, b) |x|=-8, ¢) |x|=0,

d) 2|/ =4, e) |x|=-0.1 f) —|x|]=1

6.37. Rozwigz roOwnarnie:
a) |-x|=20, b) —|y|=—4, ¢) |-x-10=0,

d) |—2\—2'Tx‘:1, e) —(ja-5)=12, 0 (VZ+1)-|x=0,

g) |2¢/=1-+/2, h) [52] =1+4/5, i) ‘(J§+1]x‘=\/§_

6.38. Uzupeinij poniisze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B

oraz odpowie dz sposvod oznaczonych literami C i D,

Liczba —3 nie spelnia rdwnania:
A, |-3x=9, B. |3x]=-9,
Liczba -2 jest pierwiastkiem rownamnia:

C. V2x=2v2,  D. [¥3x|=3J3.
6.39. Rozwiaz rownanie:
a) [x—4=1, by |x+1]=2, o) lx+4=1
d) |5-+=2, e) 2|x+3|=10, 0 —3|x-2|=-12.
6.40. Nie rozwigzujgc rownania, podaj liczbe jego pierwiastkow.
a) 2|2 =0, b) [1-x|=0, ) 4-|x+2|=1
d) [x]=2-+/5, e) [x+3/=v3-1 1) [4-x=3-+%
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6.41. Wiedzac, ze \J(ax b)Y =|ax+h
a) |f(x+2) =1 b) J(x—3) =0 o) (3-2) =4
d) V2 —6x+9-2 €) V2 +14x+49 =5, f) Va2 —202x+2 =0,

6.42. Uzywajac symbolu wartodci bezwzglednej, zapisz réwnanie, ktdrego zbiorem roz-
wigzan jest zbidr punktow lezacych na osi, ktorych:
a) odleglosc od liczby 1 jest réwna 4,
b) odleglosc od liczby —3 jest rowna 3,
¢) odleglosc od liczby 2 jest rowna 2.

, Tozwigz réwnanie:

. Uzasadnij, ze rOwnowazne $3 roOwnania:

) (1-V3)d=1 i [[VE-1}a/=1, B)[l-x/=3 i |x—1/=3.

. Uzasadnij, ze rozwigzaniem réwnania |x|=|—x| jest kazdaliczba rzeczywista x.

By Eg
£ &

Nierownosci z wartoscig bezwzgledng

Przy rozwigzywaniu nierownosci z wartogcig bezwzgledna poslugujemy sie jej interpretacja
na osi liczbowej oraz odlegloscig na osi miedzy dwiema liczbami.

Pokazemy to na przyktadach.

rPrzyklad 20. Rozwigz nierdwnosé: a) [x| <3, b) [¥[=3.
Rozwiazanie
a) Rozwigzac nieréwnosc ‘x| < 3, to znaczy znaleZ¢ na osi liczbowej wszystkie liczby,
ktorych odleglosc od liczby 0 jest mniejsza od liczby 3, co zapisujemy |x— 0\ <3

x—0|<3
= D .- - |
o " "
: o >
=3 0 1 3 x
i 3 i 3 3!
x>-3 i x<3, czyli
Xe (—3; 3}.

Nierdwnosé |x[< 3 mozemy zastapi¢ nieréwnoscia podwdjng —3 <x <3,
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b) Rozwiazac nierownosc ‘x| >3, to znaczy znaleZ¢ na osi liczbowej wszystkie liczby,
ktorych odleglosé od liczby 0 jest niemniejsza niz 3, co zapisujemy |x—0|=3.

x—0/=3
__:3___ | __.":‘-L__
“-‘ "\‘i"' l'\u
e = : o »
-3 0 1 3 x
x<-3 lub x=3

XE (—Do; —3)u(3; +DO)

Nierownos¢ |x| >3 mozemy zastgpi¢ alternatywag merownosci x <-3 lub x =3 J

Uwaga

Jezeli a>01 xR, to:

° ‘x|:a, gdy x=-a lub x=a,

o |x|<a gdy -a<x<a, czyligdy xe(-a;a),

o |x|>a, gdy x<—a lub x>a czyligdy xe(—o0;—a)u(a; +om).
|x|=a |x|=a

1
' :
AL~ —a<x<a a XxX>a

0

x| < a

x| >a

Cwiczenie 30, Rozwigz nierdwnosé: a) [¥<6, b) |x>2, ¢ |« <8.

( Przyktad 21. Rozwiaz nierd6wnosé: a) |x—5/<12, b) |x+1|>3.
Rozwiazanie

a) Wa@nek lx—5/<12 spel- 1 b 5| =12 i1
niajg wspohrzedne x punk- T i T T s Py
tow, ktérych odleglosé od ~ * o )
liczby 5 jest mniejsza lub _-;rT """ 12' S ‘5 """ 1'2 """ Tr;r :
réwna 12, i e »
Zatem |x—35/<12, gdy —12<x-5<12 || <a, gdv a<xza
1245<x<12+45
T<x<17.

Odp.: xe{-7;17).
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b) Nieréwnos¢ [x+1 >3 zapisujemy w postaci |x—(-1)|> 3.
Warunek |x —(—1}| >3 spelniaja wspélrzedne x punktow, ktérych odleghosé
od liczby —1 jest wieksza od 3.

x—(-1)|>3
" H
r"”’ qui“ni,"'"— HH‘]
i . t + f 7 T
~4 +1 0 2 x
Zatem |x—(—1}“>3, gdy |t| > a. gdy x< ailub x>a.
x+1<-3 lub x+1>3

x<—4 lub H
xe(—o0—4} (2 +o0).
Odp.: x & (—o0; -4} (2; +o0). J

Cwiczenie 31. Rozwiaz nierdwnosé: a) |x+4/ <7, b) [x—35/<9.

Cwiczenie 32. Rozwiaz nierdwnosé: a) [x—2[>4, b) [x+3[=2.

Odpowiedzi do dwiczen
30. a) xe=(-6;6), b) xr—:(—oc-; —-JE)U(\E;+DO), ) x e{-8;8}.

31.a) xe(-11;3), b) xe{-414}). 32. 4) xe({——2)u(f +o0), b) xe[—cc;—S}u(—l;+co).

Zadania utrwalajgce
6.45. RozwigZz nierOwnosc:
a) |x|< 2, b) |x| <3, ¢) |x|>1,
d) |x|=5, e) 2|x <8, f) %|x| %9
6.46. Rozwiaz nierdGwnosc:
a) |x| >0, b) |x|=0, ¢) || <0,
d) |x <0, e) |x[>-1 ) |x]<-2.
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6.47. Rozwigz nierdwnosc:
a) [x—3|<4 b) |x+1|<3, c) [x+2>2
dy [x—4>3, e) [x+1>1 1) |x+1<2.
6.48. Zaznacz na osi liczbowe] wszystkie liczby x spelniajace warunek:
a) |¥|< 5, b) |x| 22, ¢) [x+1 <3,
d) [x+1|>4, e) x—3/<3, N |x-5=1
6.49. Zapisz za pomoca wartogci bezwzglednej warunek:
a) xe{-2;2), b) x>-31ix<3
d) x=(0;4),

e) xe{—40),

c) x<—4 lub x >4,

) xe (—oo; —3}u(1; +ao).
6.50. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F—jesli jest falszywe.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci |x—3|< 2 jest przedzial (-5; 5). P|F
Liczba 1 nie nalezy do zbioru rozwiazan nieréwnosci [2x|> 1. P|F
Liczba 1 nie spelnia merownosci ‘x—«ﬁ‘ w1 P|F
6.51. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanych.
- . Zbidr rozwigzan nierdwnosci \x — 1| 2 2 zaznaczono na rysunku:
A r—_— e B. —— Gt
2 6 1 2 X 01 3 X
. D+ ——
-1 0 1 3 X -1 0 1 3 X

= Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanye h.
Jezeh x—2 =15, to wartos¢ roznicy x—5 jest rowna:
A 12,

B. 8, C. 10, D.-12.
2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Pierwiastkiem rownania 2= jest liczba:
x—6 3
A6, B. 10, . .17,

D. -27.
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3. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Obrazem graficznym zbioru rozwigzar nierdwnosci 2(x—1}<x+2 jest przedzial
przedstawiony na rysunku:

A. - } O B. 3 ¥ } O 3
¢ 1 4 z 0 1 4 z
C. 1 i . D. & I I
0 1 4 z ¢ 1 4 &

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Najwieksza liczba calkowita, spelniajaca nierdéwnos¢ —2x+4 > 0 jest liczba:
A0, B. 2, C. 1, D.-2.

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposréd podanyeh.
Do zbioru rozwigzan nierownosci 4—1,5x > 7— (2x—1} nie nalezy liczba:

AT, B. 8, LG D. 10.

6. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposréd podanyeh.
Kazda liczba rzeczywista spelnia nierownosc:
A 34x+1)<12x+ 2, B. 3(4x+1) <12x,
C.34x+1}>12x42, D. 3(4x—1}>12x.

7. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwq odpowiedz sposrod podanych.

1
Wyrazenie ma sens liczbowy, gdyv:
R T Ve
A ¥i=3 B:x =3 G D.x<3.
8. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

F—jesli jest falszywe.
Jezeli w réwnaniu 3(1— x) = - 3x w kratke Bl wpiszemy:

liczbe 3, to otrzymamy rownarnie Sprzeczne. P|F
liczbe 5, to otrzymamy rownanie toZsamosciowe. P|F
wyrazenie 2x, to ofrzymamy rownanie 0znaczone. P |.F
9. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiede sposrod podanych,
Zbior przedstawiony na osi liczbowej O e———
=2 0 2 X

spelniajg wszystkie liczby x takie, ze:
A |x>2, B. |r]< 2 i [e)2a, D. x| =2.



7. Uktady rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi
Rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi
Rozwigzywanie niektorych problemow sprowadza sie do ulozenia rownania postaci

ax+ by = ¢ z niewiadomymi x i y, ktdre nazywa sie roOwnaniem liniowym.
Pokazemy to na przyktadzie.

r Przyktad 1. Jacek narysowal w zeszycie kilka trojkatéw i kilka szesciokatéw (figury
byly rozlgczne) 1 policzyl wierzchotki tych figur. Okazalo sig, ze jest ich razem 24. Utoz
rownanie opisujace dang sytuacje i rozwiaz je.

Rozwigzanie. Nie znamy liczby trojkatow ani liczby szedciokatdw. Oznaczmy:

x —liczba tréjkatdéw, xe N,

y —liczba szesciokatow, y e N7,
wiec 3x — liczba wierzcholkow wszystkich trojkatow,

6y — liczba wierzcholkéw wszystkich szesciokatow.
Z warunkow zadama otrzymujemy rownanie limowe:

Ix+6y=24 liczha wszystkich wierzchotkow wieloketow

x+2y=8. 3x+6y=24 /:3
Rozwiazaniami rtéwnania x +2y = 8 sa wszystkie pary liczb (x, y} spelniajace warunek
x+2y=8 gdzie xe N* 1 y e N* (zalozenia wynikaja z warunkéw zadania).
Zauwazamy, Ze interpretacja geometryczng rozwiazan YA ,
rownania jest zbior tych punktéw lezacych na proste] #
orownanu x +2y = §, ktérychwspohzedne sg dodat- :
nimi liczbami naturalnymi. 1

Wyznaczamy y Z rownania x+ 2y =8: 0

1
=——x+4.
YT

Zauwazamy, ze wartos¢ x powinna by¢ liczbg

y:—lx+4 31211]10]1
naturalng parzysta, gdyz v N™. 2

Odp.: Warunki zadania spelniaja pary liczb: (2, 3), {4, 2), (6, 1). Jacek mogl narysowac
2 trojkaty 1 3 szesciokaty lub 4 trojkaty 1 2 szesciokaty lub 6 trojkatow 1 1 szesciokat.




7. Uktady rownan liniowych Z dwiema miewiadomymi 159

Roéwnanie, ktore mozna przedstawic w postaci ax+ by = ¢ z niewiadomymi x 1 y
nazywamy:

e rownaniem stopnia pierwszego, gdy a-b# 0 (liczby a1 b mie sa zerami),

e rownaniemliniowym, gdy a*+B >0 (tylkojednazliczb ¢ibmoze by rowna0).
Rozwigzaniem réwnania liniowego ax+ by =c jest para liczb (x, y}, ktéra spelnia
to rownarnie.

r Przyktad 2. Podaj trzy pary liczb spelniajacych rownanie 2x— y =25.
Rozwiazanie
W praktyce rownanie 2x —y =25 zapisuyjemy w postaci y=2x—25.
o Jesli x=1to y=2:1-25=-23
— 1 1
o jesi x=-2—to y=2. -2— |-25=-30,
2 £4
e jesi x=0,t0 y=2-0-25=-25

Odp.: Pary speliiajace réwnarie: (1, —23), [—2%,— 3(}], (0,—25)

.

Cwiczenie 1. Podaj trzy pary liczb spetniajacych réwnanie:
a) 3x+y=35 by x—2y=-3, C) x=y.

Cwiczenie 2. Sprawds, ktére pary liczb: (-3,5), (1,1} (-2,11), (0,4), (1,2}, (2,-1)

nalezg do zbioru rozwigzan rownama 3x+ y = 5.

Uwaga
Jezeli utozsamiamy pary liczb rzeczywistych (x, y} z punktami plaszezyzny, to réwna-
nie ax+by+c =0 opisuje prosta, gdy a*+5> > 0.

( Przyktad 3. Podaj conajmniej dwie pary liczb spelniajace réwnanie x —4 = (0. Przedstaw
w ukladzie wspohrzednych obraz graficzny zbioru rozwigzan tego rownania.

Rozwiazanie. x—4=0 wtedy, gdy x=4. yA

Rozwigzaniami réwnania x = 4 sapary liczb (4, y), 2=
gdzie ye R, np. (4,—2), (4.0}, (4.1} itd. Ty |
Obrazem graficznym zbioru rozwiazan réwnania o[ 1 %
x—4 =0 jest prosta o rownaniu x =4, réwnolegla

do oz y. -~ . ' ' J
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Cwiczenie 3. Podaj co najmmniej dwie pary liczb bedace rozwiazaniami réwnania y = 3.
Zaznacz na plaszczyznie obraz graficzny zbioru rozwiazan danego rownania.

Cwiczenie 4. Dane jest rtéwnanie x— y+6= 0.

a) Podaj trzy pary liczb spelniajacych réownanie.

b) Czy zbidr wszystkich par liczb spehniajacych dane réwnanie jest zbiorem skoficzo-
nym?

¢) Nazwij figure, ktora jest obrazem graficznym zbioru rozwiazan tego réwnania.

Odpowiedzi do ¢wiczen
1.Np.:a) (-1,8), (0,5), (1,2), b) (=11}, (1,2}, (-3,0), o (-2,-2), {0,0}, (11}
2. (=20, L2), f 3=y F Wy 03], 028, 158 4. a)Np.: (0, 6), {2,8), (-3,3), b)nie, ) progta

Zadania utrwalajgce

7.1. Sprawd#, ktére pary liczb: (1,1} (12,2}, [0, %} (—1, ﬁ] naleza do zbioru rozwigzan
rownama x —5y = 2.

7.2. Przedstaw w ukladzie wspodhzednych obraz graficzny zbioru rozwigzan réwnania:
a) x—5=0, b) 2x—y-1=0, c) y+7=0.

7.3. Rownanie limowe ma postac —x+2y—-1=0.
a) Podaj dwie pary liczb, kiore spetniajg to rOwnanie.
b) Podaj pare liczb, ktora me spelnia tego rownania.
c) Nazwij figure, ktéra jest obrazem graficznym zbioru rozwigzan danego roéwnania.

Rozwiagzywanie uktadow rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uwaga

e Jesli dwa rownama liniowe z dwiema niewiadomymi polaczone g3 spojnikiem i,
np. 2x—y+4=0 i 5x+4y=12

2x—y+4=0

to mozemy je zapisac w postaci ukladu rownan
Sx+4y=12

Klamra { zastepuje spojnik 1.

e Rozwiazaniem ukladu rownan liniowych z dwiema mewiadomymi jest kazda para
liczb (x, y), ktéra speinia jednoczesnie oba rownania.
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Cwiczenie 5. Sprawdz, czy para liczb (3, —1) spelnia kazde rownanie uktadu:

| |

x+3y=0 =3 —x——y="7
a) , b) , €12 4 :
2x—y=1 S3x=3=12y St

Wskazowka. Wstaw do rownan uktaduza x liczbe 31 zayliczbe —1, wykonaj obliczenia
1 stwierdZ, czy obie otrzymane rOWnosci sg prawdziwe.

Uktady réwnan linlowych mozemy rozwigzywac metoda podstawiania lub metoda prze-
ciwnych wspotczynnikow.

Metoda podstawiania polegana wyznaczemu z jednego z rownarn jednej niewiadomej 1za
te mewiadoma otrzymane wyrazenie podstawiamy do drugiego rownania.

W ten sposob to drugie rownanie staje sie rownaniem z jedna niewiadoma. Pokazemy to
na przykladzie.

- ’ | 2x+y=7 .
Przykilad 4, Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.
6x—2y=16
Rozwiazanie
Zx+y=T 7 plerwszego
6x—2y=16 FOWRANI G WYZRACZAMY ¥.
y=7-2x Fodstawiamy do drugiego rownania
6x—2-(7—2x}=16 Za ¥ wyrazenle 7 — 2x.
Rozwigzujemy drugie rownanie: 06x 2(? 2x)= 16
br 14+4x=16
y=7-2x =1
9 ik
yo=T7=2-3 Winik x =3 podstawiamy do plerwszego
x=3 FOWRARIA.
=3
Odp.: . o S .
Wi Rozwigzaniem widadu rownai jest para liczh (3, 1).

Cwiczenie 6. Rozwiaz metoda podstawiania uklad réwnar:

2x+y=28 x+y=>5
a) , b) :
Ix+y=11 2x-3y=20
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Metoda przeciwnych wspdtczynnik 6w polega na przeksztalceniu obu réwnan ukladu tak,
by przy jednej z niewiadomych byly liczby przeciwne. Tak otrzymane réwnania ukladu
dodajemy stronami. Pokazemy to na przykladzie.

rPrzyHad 9. Rozwiaz metodg przeciwnych wspdlczymmikow uklad réwnan:

Zx+p=1 = Zx+3y=4
a . :
6x—2y=16 Iy
Rozwiazanie
2x+y=T /2 Cibie strony pierwszego rownania mnoZymy przez 2, aby
A 653 p= 16 W rdwhnaniach przy zmienne] v byly przeciwne liczby: 21 —2.
4x+2y=14
+ ¥ Rownrania dodafemy stromami.
6x—2y=16
10x+ 0y =30
10x =30 CXrzyrmjemy rownanie 10x= 30 z niewiadomag x
yaad I rozwigzijemy je.
W=
Wartoid x =3 podstawiamy do dowolnego rownania widadu
2x4 po=id o
1 ahliczamy y.

/_'A"_\

TR S
el
e

ot

Il

=1

K_A'_\
i
TR
i—1LJ~J_|_

b) Metoda przeciwnych wspolczynnikdéw mozemy obliczy¢ obie niewiadome x 1 y.

Obliczamy mewiadoma x: Obliczamy niewiadoma y:

I
I
{1H3y=4 | 2x+3y=4 /-(-3)
3x—y=5 /-3 | Ix—y=5 /2
4_{2.-“33;:4 : —6x-9y=-12
9x—-3y=15 | 6x—2y=10
11x =19 : L=
19
19 | 11
i
L ]x= 11
Odp..a){ , b) 5
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Uwaga

R ozwigzywamie ukladu rownan polega na zastgpowamu tego ukladu kolejnymi uktada-
i jemu rownowaznymi, eliminu gc mewiadoma przez:

e podstawianie (metoda podstawiania),

e dodawanie rownan stronami (metoda przeciwiych wspolczynmikow).

Cwiczenie 7. Rozwiaz metoda przeciwnych wspdlczynnikéw uktad rownan:

xFFp=2 i Sx—4y=2
a , :
3x—6y=-9 3x+2y=1

Cwiczenie 8, DoprowadZ kazde réwnanie uktadu do postaci ax + by = ¢!

{2(x+y)—2=3(x+2} b (x=1f =(y-3) =(x—y}(x+)
2(y+2)+3(x—y)=2x-1" I;“_J’T”:l |

r Przyktad 6. Okregl, czy uklad jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny, gdy:

Xtp=2 xX—p=15 x—y=3
a) : b) : c) :
x—y=4 2x—2y=10 2x-2y=4
Rozwiazanie

Do wszystkich ukladow zastosujemy metode przeciwnych wspdlczynnikow.
|

Uklad oznaczony Uktad nieoznaczony Uktlad sprzeczny

|
2 {x+y=2 by {x—y=5 2y 1 {x—y=3 /(-2)
x—y=4 | 2x—2y=10 2x—2y=4
Ix=6 : {—Ex ly=-10 {—Zx ly=—6
x=3 | Z2x-2y=10 2x-2y=4
x=3 I 0x+0y=0 Ox+0y=-2
{y=—1 : 0=0
| rownodd prawdziwa. rownosd falszywa.
|

Rozwigzaniem ukladu jest | Rozwigzaniem ukladu sg Uktad nie ma rozwigzania.

jednaparaliczb (3, ~1). | pary liczb (x, y). gdzie

| |xeR yeR
lub .
I [R5 X=p4S J

o
Il

I
-2
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Uwaga

Uktad rownan imowych z dwiema niewiadomyini nazywarny:

¢ ukladem oznaczonym (lub ukladem rownan niezaleznych), gdy ma jedno rozwigza-
nie, ktorym jest para liczb,

e ukladem nieoznaczonym (lub uktadem rownan zaleznych), gdy ma meskornczenie
wiele rozwigzan, czyli nieskonczenie wiele par liczb spelnia rownania ukladu,

e ukladem sprzecznym, gdy nie ma rozwigzania.

Cwiczenie 9. Okredl, czy uklad jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny, gdy:

1 1
Zx—y=6 i, Vs PR dx—y=3
a{zi 27 b3 2, c{z $5 6
R 2x-3y=12 Sk
Odpowiedzi do ¢wiczen
5 a)Talk, bytak, S nie 6.a) (3,2}, b) (7,-2). T.a) (-1,1), b) [%,—é)
2 a) {—x+2y=8 . b {—2x+6y=8 : 9. Uldad jest: a) oznaczony, b) nieofnaczorly, c©) SprEeczny.
x—y==5 3x-2y=2

L

Zadania utrwalajgce

7.4. Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.

x+3y=3 2x—y=10 Im+n=9
a) : b) ; c) 1
x—p=>5 x+5y=-17 2m—-5Sn=-11
4 4a-2=5 Sx=4-2y 6x—3y=9
, € : :
Ja+7b=15 4x+y=3 x+5y=-9,5

7.5. Rozwigz uklad rownan metodg przeciwnych wspdlczynnikow.

it e i dx+2y=2 x+4y=11
a . » c *
x—y=3 —3x+y=10 2x+5y=10
5 dx+5y=—4 —2x+5y=-10 f 9x+8y=1
» e » A,
Gx+7y=-6 Tx—4y=28 5x—6y=11

7.6. Rozwigz uklad rownan:

T 5 A R
Sx—y=4 dx+y =13 A= p
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7.7. Rozwiaz uklad réwnan:

3x=12 =g 4y—x=6
a) : b) 2
x—y=1 x—l—y:Zg 17y=0
a=b UH=v Ar =g
d) , e) , 1) )
2a+b=9 S5u—v=10 Ir+s=24

e =3
7.8. Uczen, rozwiazujac uklad réwnar {3 yz i otrzymal rozwigzanie
X—dye

D[

x=-21 y=—1 Czyuczen poprawnie rozwiazat ten uklad rownan?

Wybierz odpowiedsz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A, B i C.

paraliczb (=2, —1} spelnia tylko réwnanie
T | Tak, 2. x+y=-3.
poniewayz para liczb (
3Ix-2y=4.
C. | paraliczb (-2, —1} spelnia obaréwnania uktadu.

—2,—1} spelnia tylko réwnanie

N | Nie,

7.9. Rozwiaz uklad réwnan:

x+2y—[x—%y]:1+y

{10(y+2)+x—5=x—5 : 4
25(y+2}+3(x-5)=-9 "’ ) y+3 2-x 3 ’
6 g 2
)(x—l}z—(y—3)2=(x—yJ(x+y) d)( ) S
C x ; .
2t (v yh+5? =(y-242)(y+ 242
7.10. Rozwigz uklad rownan:
{J_Jﬁ—y 3 b) {2x+3y5-\/§
xX—y NZ2-1 x—y=0 ’

X {x+y—2\5=0 g JV2 Y y=i2 4l
x—yp+2=0 ’ (JE—I-].]X—_}F:‘JE—].,

5 2x—y=-al2-1 f 3x+~2y =4
x+¥3y=43-1 "~ 2x—J6y=4-23
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I

711. Dokorncz zdanie. Wybierz wiasciwqg odpowiedz sposrod podanych.
2x+y=16
R ozwigzaniem ukladu rownan { &

x—y=14
A. dwie liczby dodatnie,

jest para liczb 1 sg to:
C. liczba dodatma 1 zero,

B. dwie liczby ujemne,

D. liczba dodatmia i liczba ujemna.
7.12. Rozwiaz uklad rownaniokresl, czy jest on oznaczony, nieoznaczony czy spizeczny, gdy:
6x+9y =15
% { x+9y

1 L5x+0,5y=2
—x—y=1
2x+3y=3 R ’ ooy =2
X+3y= i Dgreeh Skl y—g
RN 9 L Dy 1
x+0,6y=6 g Ty, ¥
7.13. Podaj, jakie liczby mozna wpisaé¢ w miejsce [J 1O, aby uktad
+2y=3
== réwnan Llx+2y byt:
Ix+Qy=9
a) nieoznaczony, b) oznaczony,
7.14. Do rownania:

C) Sprzeczny.
a) 4x+3y =5,

b) y=-2x+5 ¢) 3x=2(y-3}
dopisz drugie rownanie, aby otrzymany uktad rownan:
1° nie mial rozwigzania,

dy y=2
2° miat jedno rozwigzanie,

3° mial nieskoficzenie wiele rozwigzan.

S ) - [F3xtp=]l
715 Czy uklad réwnan
D[

X—Zp=—2

ma nieskonczenie wiele rozwigzan?
Wybierz odpowiede T albo N i jej uzasadnienie sposrod A, B i C.

Tak, A.

poniewaz

jedynym rozwiazaniem uktadu réwnan jest para
liczb (1, 2}.
B.
Nie,

jesli pomnozymy obie strony pierwszego rownarma
przez liczbe -2, to otrzymamy drugie réwnanie.
58

jeshi pomnozymy obie strony pierwszego rownania

przez liczbe —2, to nie otrzymamy drugiego rownama.




7. Uktady rownan liniowych Z dwiema miewiadomymi 167

Przyktady zadan prowadzacych do rozwigzywania uktadow rownan
liniowych

Za pomocg rownan limiowych 1 ich ukladow mozna rozwiazac wiele problemow z roznych
dziedzin nauki i z zycia. Wystarczy w tym celu:
e ustali¢ poszukiwane niewiadome 1 oznaczyc¢ je dwiema dowolnymi literami — najcze-
scie] uzywamy liter x1 y,
e ulozy¢ dwa rownania limiowe z dwiema niewiadomymi,
e rtozwigzal otrzymany uklad rownan.
Pokazemy to na przykiadach.

( Przyktad 7. Wprowad? niewiadome x oraz y i zapisz za pomoca ukladu réwnan
informacje:
Na parkingu stato 120 pojazdow, w tym samochody osobowe i motocykle.
Ile bylo pojazdow kazdego rodzaju, jezeli wiadomo, ze wszystiie pojazdy lgcznie
staly na 366 kolach?
Rozwiazanie. Przyjmujemy oznaczema:
x —liczba samochodow, wiec 4x —liczba kot samochodow,
y — liczba motocykli, wiec 2y —liczba kot motocyklowych.

Ukladamy roOwnama 1 zapisujemy je w postaci uktadu rownan:
x+y=120 Na parkingu stalo 120 pojazdow,
pojazdy mialy igcznie 366 kol

J

Ax+2y=366

Cwiczenie 10, Wprowad? niewiadome x1 y, i zapisz informacje przedstawione w zadaniu
za pomocg ukladu rownan.

a) Do salonu samochodowego sprowadzono 48 samochoddéw dwdéch marek: Kiai Su-
zuki. Samochodow Kia bylo dwa razy wiecej mz Suzuki.

b) W klasie liczacej 27 uczniow dziewczat jest dwa razy mniej miz chtopcow.

W zaleznosci od informacji zawartych w zadaniu obieramy strategie jego rozwiazania. Po-
kazemy naprzykladzie, ze ten sam problem (zadame ) mozna rozwiazac za pomocajednego
rownania, jak rowmez za pomocg dwoch réwnar, czyli ukladu.
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r Przyktad 8. Kasianarysowala kilka tréjkatéwi kilka czworokat 6w, a nastepnie policzyta
ich wierzcholki. Bylo ich 70. Tle trojkatow, a ile czworokatdw narysowala Kasia, jezeli
trojkatow byto dwukrotnie wiecej niz czworokatow?

Rozwigzanie. Rozwigzujemy problem za pomoca:
Jednego rownania ukiadu rownan

x — liczba czworokatow, x —liczba czworokatow,

4x —liczba wierzchotkéw czworokatow, v — liczba trojkat dw.

2x — liczba trojkatow, 2x —liczba trojkatow,

|
|
|
|
3.2 — liczba wierzcholkéw tréjkatow, : {Ex =y
|
|
|

dx+3-2x=70 4x+3y=70
x=7 =
2x=2.7=14. y=14
Odp.: Kasianarysowata 7 czworokatow 1 14 trojkat ow. J

Cwiczenie 11, Tatakupil dwarodzaje puszek z karma dla pséw. Karma,, Smaczek” kosz-
tuje 2,80 zl za puszke, a karma,, Lasuch” 3,40 zl za puszke. Tata kupil o 3 puszki mme;j
nLasuchow” niz ., Smaczkdw” 1 zaplacit 33,20 zt. Tle puszek kazdego rodzaju kupit tata?

r Przykfad 9. Oblicz dlugosci bokéw trapezu réwnora- 5 ¥
miemmego ABCD przedstawionego na rysunku. |
. . 2x+y l 3x-1
Rozwiazanie |
Uktadamy uktad réwnan. D B
3y B 4x-3y
2x+y=3x-1 |4D| = |BC] 3y D2y C 3y
|4B|=3y+4x 3y i;j/i ‘*J% |
3y+(4x—3y)=3y+2y+3y ; |4B|=3y+2y+3y v W
" Er'\* 'B
y=x-1 . e 3y 4x -3y
. WIGC ,
4x =8y y=1
|AB| =8y |AB|=8-1=8
|DC|=2y , wiec 1|DC|=2-1=2
|AD|=3x-1 |AD|=3-2-1=35

Odp.: Podstawy trapezu majg dhugosci 8 1 2, a ramig 5. J
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2y-3

D (
Cwiczenie 12. Oblicz dhugosci bokéw prostokata 4 BCD L s . 3
el + JR—
przedstawionego na rysunku. A’ 2
A B
L+ ¥

Odpowiedzi do éwiczen

+yp=48 s ; ; , , +3p=27
10. a) {x JZJ , gdziex —liczba sarnochod dw Fia, y — liczba samochoddw Suzuld, b) {; ¥
A=LY A=V

dziewczat, ¥ —liczba chiopodw, 11. Tato kupit 7 puszek karmy |, Smaczek” 1 4 puszki karmy  Easuch” 12.513

,gdziex —liczba

Zadania utrwalajace

7.16. Zapisz informacje w postaci ukladu réwnan 1 rozwiaz go.
a) Liczba p jest o 3 wieksza od polowy liczby # a sumaliczb p i1 #jest rowna 18.
b) Liczba m stanowi 30% liczby », a suma liczb m 1 » jest rdwna 65.

7.17. Sumaliczbxi y jest trzykrotnie wieksza niz ich roznica, a pierwsza liczba jest 0 4,3
- = wigksza od drugiej.

zupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposvod oznaczonych literami A i B oraz

odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.
Powyzsza sytuacje opisuje rownanie:
A x+x-43=3[r—(x-43}] B. x+x-43=3[x+(x-43}]

PowyzZsz3 sytuacje opisuje rownanie:

x=y+4,3 y=x+43
x+y=3-(x-y}’ |xty=3(x-y)

7.18. Na zebramu poddano glogsowamu pewien wniosek. Glosowalo 360 osob. Za wnio-
skiem glosowalo o 104 osoby wigce) niz przeciw. Ile osob glosowalo za wnioskiem,
aile przeciw wnioskowi, jezeli nikt nie wstrzymywatl sie od glosu?

7.19. Piekarz ma obecnie pie¢ razy wigcej lat praktyki niz jego uczen. Za 4 lata piekarz
bedzie mial trzy razy wigcej lat praktyki niz jego uczen. Ile lat pracuje piekarz w swoim
zawodzie?

7.20. Zprzystan Radosc odlegle) 0 6 km od przystam Mitos¢ wyplynelamotorowka. Z pradem
rzeki plyneta 20 minut, a powrot trwal pot godziny. Oblicz predkosé whasng motordwki
1 predkos¢ nurtu rzeki.
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7.21. Gdyby Aleksander Wielki umart o 5 lat wczesniej, to panowalby przez i sSWego

zycia. Gdyby zyl o 9 lat dluzej, to panowalby przez polowe swego zycia. Ile lat zyvtiile
lat panowatl Aleksander Wielki?

7.22. Kierowca prowadzi samochod, ki ory zuzywajac 1 litr benzyny, moze przejechac 12 km
autostradg lub 9 km ulicarm miasta. Podczas ostatniego weekendu przejechat 348 km
1 zuzyt 35 litrow benzyny. Ile litrow benzyny zuzyl na jazde w miescie?

7.23. Dwa czerwone lizaki kosztuja tyle samo co jeden lizak z6lty 1 jeden lizak zielony. Dwa
D | lizalki zo6dte kosztuja tyle samo co jeden lizak czerwony 1 dwa lizaki zielone. Uzasadnij,
7e najdrozszy jest lizak zolty.

7.24. Stot 1 6 krzesel kosztowaly 4800 zl. Cene stolu obnizono o 10%, a ceng krzesta
0 20%. Teraz za zZestaw trzeba zaplaci¢ 4050 zt. Oblicz, ile kosztowal stol, aile kizeslo
przed obnizka.

~. Zestaw powtorkowy
1. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposréd podanych.
2x+7y=16
R ozwigzaniem ukladu S jest para liczb:
dx+3y=10
A. (2,1}, B. (1,2}, C. (1,-2), D. (-1,—-2}

2. Dokonez zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Jedi x+5=2y 1 y=2x-14, to:
33
A x=-11 B.x:—?, B B x=Il1
3. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F — jesli jest falszywe.

R ozwigzaniem ukladu ma by¢ paraliczb x=-2 1 y=0.

Zatem w miejsce kropek nalezy dopisac rOwnarmie:
A 2x+y=4, B. 4x—y—-8=0, C.2x—y-8=0, D.4x—y=-8
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4. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyceh.

2x—y=2
Ukladréﬁmaﬂ{ e :

nie ma rozwigzama, gdy w miejsce kropek zapisze si¢ rownane —2x+y=-2.| P| F

ma rozwigzanie, gdy w miejsce kropek wpisze sie réwnanie x+ y = —2. P|F

5. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Pole narysowanego trapezu jest rtéwne 32 cm?, a obwadd 26 cm. y
Dlugosci bokow tego trapezu mozna obliczyc, rozwigzujac !
uktad réwnan: Y/ l4em X
B
32:lx+y-4 {32:(.x+y}-2 * * a
A. 2 . B.
26 = x+3y 26=x+3y
I
(l{ézz(x+yy4, 5 32=Exy2_
26=x+3y S—iBy

6. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyceh.
Za 1 kg jablek 1 1 kg gruszek zaptacono 6 zl. Cena jednego kilograma jablek (x) sta-
nowli potowe ceny jednego kilograma gruszek (y). Sytuacje te opisuje uklad réwnan:

— x+y=6 — x+y=6
A. 0 ; B. 1 ; B o ; D. 1 ;
¥ ¥ 2 2J”

7. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Matka jest cztery razy starsza od corki. Za 10 lat beda mialy razem 75 lat. Jezeli przez
x oznaczymy wiek matki, przez y wiek corki, to powyzsza sytuacje opisuje uklad
rownarn:

y=4x - x=4y
" x+y+20=65" Cx+yp+20=75"

y:x—ﬁl- D x=y—4
Cx+10=yp+10"° C|x+10+y+10=75 "
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8. Stefan powiedziat do Jana zdania 1 i 2.
1 Gdy dam ci jedna zlotdwke, to kazdy z nas bedzie mial taka sama kwote,
2 Jezeli ty mi dasz dwa zlote, to bede miat 2 razy tyle ztotych co ty.

Ocen prawdziwoi¢ podanych zdan. Wybierz F, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

F—jesli jest falszywe.

Rownanie x—1= y+1 opisuje zdanie 1, gdy x oznacza kwote, ktérama Jan| P | F

x—1=yp+1 e zdania 1 1 2. od
OPIE e Zaama 1 - X 0Z11ac72a
x+2=2(y-2) HER o P|F

kwote, kiorg ma Stefan.

Uklad rownan {

9. W sklepie obuwmniczym obnizono ceny butow letnich o 10%, a butow sportowych
0 15%. Pan Darnusz kupit buty letnie 1 sportowe przed obmzka 1 zaptacit 370 zl. Pan
Wojtek kupil takie same buty po obnizce i zaplacil o 48 zl mniej. Oblicz, ile teraz
kosztuja buty sportowe.

10. W teleturmieju telewizyjnym AMILIONERZY uczestnik mial wybra¢ prawidlowa od-
Rl_pmv:iedi na postawiony problem:

Wwieprawda jest, Ze ukiad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.
A. moie miec tylko jedno rozwigzanie,
B. moZe miec¢ tylko dwa rozwigzania,

C. mozZe miec nigshonczenie wiele rozwigzan,

N < % 40%
D. moZe nie mieé rozwigzan. ;g: S
Nie znajac prawidtowe] odpowiedzi, gracz a0l
poprosit o pomoc publicznosg. ig:
Wyniki glosowania publicznosci sa przed- 1{5' - 10% 134
stawione na diagramie obok. s
Czy publicznos¢ wskazala prawidlowsa od- # A B C D Odpowiedki
powiedz? Uzasadnij swo] wybor.
x+y:54d0
11. Rozwigzaniem ukladu rownan 1010 jest para liczb:
A=
A x=310% y=10"" B. x=3-10"% y=2.10",

C. x=510"", y=10'% D. x=2-10'"" y=3.10'%



8. Funkcja i jej wlasnosci

Sposoby okreslania funkgji
Funkcjg mozna opisac wiele zaleznosci w przyrodzie, gospodarce 1 Zyciu codzienmym.

Funkcja nazywamy jednoznaczne przyporzadkowanie, wedlig kidrego kazdemu
elementow1 x ze zbioru X odpowiada dokladmie jeden element y ze zbioru Y.

Zapis y= f(x} czptamy zmiemna y jest funkcja zmiermej x.

x —zZmiennaniezalezna y —Zmienna zZalezna

x — argument funkeji £ yif(x} —wartos¢ funkcji £ dla argumentu x

Zbidr X nazywamy dziedzina funkcji f lub
zbiorem argumentow funkcji i oznaczamy
symbolem X' Iub D .

Zbior zlozony z tych elementow y zbioru T,
dla ktorych istnieje element x ze zbioru X taki,
ze y=f(x), nazywamy zbiorem wartosci
funkcji fi oznaczamy Y.

X:Df :{_xl,xz, .1’3, x4} Yf = {y1:y2:y33y4}

Funkcje mozna okresli¢ za pomoca:

1 przepisu stownego, 2 wzoru, 3 tabeli, 4 grafu, 5 wykresu.

Np.: 1 przepis stowny ,.Kazdej liczbie x ze zbioru X, gdzie X:{—l, —%, 0, %, 1},

przyporzadkowujemy liczbe y bedaca jej kwadratem”,

2 wzor f(x}zxz, gdzie 3 tabela P (i oy o
1 1 o 5
-Df :{_17__7(}:_:]}’ 1 1

X 4 y=7x) 1 1 0 3 |

4 graf 5 wykres

HY
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Cwiczenie 1. Funkcja f okredlona jest stownie:
.Kazdej liczbie ze zbioru X przyporzadkowano liczbe y, ktora jest jej trzecig potega”.
Przedstaw funkcje fza pomoca wzoruy, tabeli, grafu i wykresu, gdy X ={-10,1,2}

Wykresem funkcji f nazywamy zbidr tych
wszystkich punktow plaszezyzny, ktorych
wspohzedne x1 y spelniaja warunek y = f (x}.
Kazdy punkt (x, y) nalezqcy do wykresu funk-

cfi [ ma wspolrzedne (x, f(x})}, gdzie x jest

argumentem funkcji f a y wartosciq funkcji f

dia tego argumentu x.

( Przyktad 1. Uzasadnij, Ze nie jest funkcijg przyporzadkowanie przedstawione na

rysunku.
a  yA b) <) YA d)
| Ly | X ¥
i x|=2]|-1]0]a 1
R 3]14]0]2 |

[ 1| [ %

Rozwigzanie. Zauwazamy, Zze przyporzadkowanie nie jest funkcja, bo:

a) argumentowi x =1 przyporzadkowane sa dwie wartosci: y=11 y=2

b) argumentowl x =—1 przyporzadkowane sa dwie wartosci: y=41 y=2

¢) istnieje wiele argumentow, np. x =0, x =1, x = -2, kiorym przyporzadkowano wiece]
niz jedng wartosc y,

d) argumentowl ¢ nie przyporzadkowano zadnej wartosci. J

L 3

]

nY¥
A

Uwaga. Aby stwierdzi¢, czy wykres przedstawiony na rysunku jest wykresem funkcji,
wystarczy sprawdzi¢, ze kazda prosta prostopadia do osi x ma z wykresem tylko jeden
punkt wspolmy.

Cwiczenie 2. Uzasadnij, Ze nie jest finkcja przyporzadkowanie przedstawione na rysunku:

a) YA b) YA ¢ x y d x ¥

:B :!/1\\':}
o 13 * Q,yx
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rPrzyldad 2. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x}=2x—1 Okresl, ktéry z punktéw
A, Btakich, ze A=(3, 5), B =(-2, 0}, nalezy do wykresu funkcji /.
Rozwiazanie. Punkt nalezy do wykresu funkcji £ jezeli jego wspdlizedne x 1 y spelniaja
wartnek y = 2x—1 Sprawdzamy kolejno:
o A=(3,5}. Jedli x=3 to y=f(3)=2-3-1=5,

Bl
zatem punkt 4 nalezy do wykresu funkcji £ 7G)

e B=(-2,0}. Jesli x=-2, to y=f(-2)=2-(-2)-1=-5, czyli f(-2)=0,

zatem punkt B nie nalezy do wykresu funkeji f. 7l 2)=0
Odp.: Na wykresie funkeji flezy punkt A. J
yA
o . _ T 4
Cwiczenie 3. Okresl, ktdre z punktow 4, B, C przedstawio- 1o
: e —
nych na rysunku nalezg do wykresu funkcji f okreslone; 10l 1 4l | | x
wzorem f(x}=3-2x. T il

Jezeli funkcja okreslona jest wzorem, to mozemy obliczac, dlajakich argumentow funkcja
przyjmuje okreslone wartosci. Pokazemy to na przykladzie.

[ Przykiad 3. Funkcja fokreslonajest wzorem f (x}=4—5x, gdziex jest dowolngliczba
rzeczywistg. Oblicz, dlajakiego argumentu x funkcja fprzyjmuje wartos¢ rowna:
a)—-1, b)o, c¢)20.

Rozwiazanie. Zauwazamy, Ze:
a) f(x)=-1 wiec 4-5x=-1 skad x=]
by f(x}=0, wiec 4-35x=0, skad =x= %,

¢) f(x}=20, wiec 4-5x=20, skad x= —3%.

Odp.-a) 1, b) % C) —31.

: J

Cwiczenie 4. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=8x—13, gdzie x jest dowolng
liczba rzeczywista. Oblicz, dlajakiego argumentu x funkcja fprzyjmuje wartogé réwna:
a)l, by-7, 0.
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Ciag liczbowy
Ciag liczbowy jest szczegolnym przykladem funkcji.

Ciagiem liczbowym nazywamy funkcje, kiora liczbie naturalnej dodatmie] przy-
porzadkowuje liczbe rzeczywista, czyli D= N, a wartosci ciagu naleza do zbioru
liczb rzeczywistych R.

Ciag jest funkcja, ktora porzadkuje, czyli ustawia w kolejnosci (w szereg) zbidr wartosci,
tzn. wskazuje, ktora wartosc jest pierwsza, ktdra druga itd.

Funkcje bedace ciggami oznaczamy malymi literami alfabetu @, b, ¢, d, ... .

Zapisy a(n}, b(n}, c(n}, d(n) oznaczajg funkcje a, b, ¢ i d zmiennej n, gdzie n jest
liczba naturalna dodatnia.

Na przyklad:
e 1,3,5,7,9, ... —ciag kolejnych liczb naturalnych nieparzystych okresgla
WZOr a(n):2n—1, gdy ne N
1 11 : , , , | e
o T oan 2 o — ciag wWamkéw okresla wzor a(n)=—, gdy ne N7,
2 3 4 i
e —1,2, -3, 4, ... —ciag liczb okresla wzor a(n}:(—l)” -n, gdy ne N7,

Przyjeto nastepujace oznaczema dla opisu funkcji bedacych ciggami:
® a(n}:an — 0Znacza, Ze a(l):al, a(Z}:az, a(n):an,
® a, a, &, .., q, —oznacza wartoscl funkcji nazywane wyrazami
ciagu liczbowego,
* a,=a(n) — ozZnacza wz.Or na n-ty wyraz ciagu lub wyraz ogélny
ciggu, lub wzor ciagu, inacze] wzor funkcji a
Zmiennej .

Cwiczenie 5. Przerysuj tabele do zeszytu i w miejsce il wpisz brakujaca liczbe.
a) b) c)

n|a,=3n-2 n| b,=(-1)" n|c,=—2n"+4
:(—1}':—1 1| o =—2(fF +4=2

b
2| »=3-0-2=4 2| b =(-1=1 2| ey ==2( +4=—4
3| a=30-2=7 3| by =(-1l=1 3| ey=—2()* +4=-14

1| @=3F-2=1 1
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Jednym ze sposobow okreslania ciagu jest podanie jego wzoru rekurencyjnego, tzn. podanie
jego pierwszego wyrazu (lub kilku poczatkowych) 1 reguly obliczania kolejnych wyrazow
ciggu w zZaleznogci od wartofci wyrazu poprzedniego (wyrazow poprzednich).

rPrzyldad 4. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazow nieskoniczonego ciagu zdefiniowanego
rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

61:2
:]_ o
a){bl , by {2~
b,=b, 1+n gdy nz2 € +Cp,y
c,=———, gdy n=3
2
Rozwiazanie
a) b)
n| b,=b_,+n, gdyn=2 5 Cﬂz%—zz&,gdynzg
1 =4
bl 1 61:2
2| b=b 4+2=b4+2=3 2|ec,=4
+ 244
5 | Bty ye@abyed=t Y P A W i B
2 2
s _ )
t g 7 2
5| patos 13
2 4

Odp.:a) 1,3, 6,10, 15, by2, 4,3, % ?.

Cwiczenie 6. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu zdefiniowaneg o rekurencyjnie:

){alz’f b h=5
a s ;
2, =a,—3,gdy nz1 bn+1:bn—n2+3,gdy nxl

1 Cfl:].
L= cy=2
c) 4 . , dyy = ) _
an+1:4'(an) , gdy nzl Cp= C”‘l, gdy n=3
o2
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Odpowiedzi do ¢wiczen

2. Argumentowi x=1 preyporzgdlowane sq np. liczby 1, 2, 2,5, 3,
sg dwie wartosct: =21 2, ¢ argumentowi x=1 przyporzgdkowane sg dwie wartoscl: 21 5,

nie przyporzgdkowano zadne] wartodel . 3AIC 4.a)2, b1, %

1
6' a)?J4J 11_21 _5:! b) 5: ?J 6: OJ _131 C) S LT e
TR T

¥
1. f(x):xg X 5 ¥ & »
x “1lol1]z2 S
y=fx|-1|o|1]s . i o e
— .0% H—1——x

b) argurnentowi np. x=0 preyporzgdkowane

d) argurmnentow: x=4

5. a), b). Kolgjno: 1, 2, 3.

Zadania utrwalajgce

X
F X
8.1. Funkcja f okreslona jest grafem. Sporzadz: !
-

a) tabele funkcji £,  b) wykres funkcji £ ‘

8.2. Przerysuj tabele do zeszytu i dokonaj takich zmian, x g | et | B | 2
. by przyporzadkowanie g byto funkcja. y=gx}| 3| 4|02
VA

8.3. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g. S . i

Przedstaw funkcje g za pomocg grafu oraz tabeli. sl o

3
o] 1 x
8.4. Dokoncz zdanie. Wybierzwilasciwg odpowieds sposrod podanych.
iz Punkcja nie jest przyporzadkowanie przedstawione tabela:
A B.
X -1 0| 2] 5 X 1|0 2|5
y=ff{xy|-1]10|2]5 y=f(x}[ofofofo
. D.
X =k | 0 |2 | =l X -1 0] 215
y=f(x)|s|2]0|-5 y=f(x)|3|4|-5]|-6

8.5.Uzasadnij, ze punkt 4 =(-1, 2} nalezy do wykresu funkcji f okreslone] wzorem:

1 1
a) f(x) ZE.)C-F ZE,

C) f(x}:\fxz + 3,

b) f(x}=100x+102,

d) f(x):x2—|—1.
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8.6. Funkcja f okreslona jest tabela. 1
a) Dlajakiego argumentu x funkcja f X =1 | 0 5 4| 5
przyjmuje wartosc¢ 127
by Dla jakich argumentéw x funkcja f [~ fEif21]3]7]|1
przyjmuje wartogci wigksze od 3?
¢) Dlajakich argumentow x funkcja f przyjmuje wartogci mniejsze lub réwne 77
8.7. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
= Wartosc funkeji fdlaargumentu x =0 jest rtéwna 0, gdy funkcja fokreslonajest wzorem:
A flxy=5-2x, B. f(x}=4x+2 C. )‘“(Jc):L
X+
a) 2,

c) 0,

D. f(x}=x"
8.8.Funkcja f okreslonajest wzorem f (x}= 7x—12 gdzie x jest dowolng liczba rzeczywista.
Oblicz, dlajakiego argumentu x funkcja f przyjmuje wartos¢ rowna:

b) 12,
przyporzadkowuje:

dj 16,
8.9. Napisz wzor przyporzadkowama, kiore kazdej liczbie rzeczywiste) x 0znej od 0
a) liczbe do niej przeciwna,

e) 100.
C) je] wartos¢ bezwzgledna.

b) liczbe, kiodra jest jej odwrotnoscia,
mniejsza o 3.

8.10. Kazdej z liczb x: -8, -4, 0, —, 5 przyporzadkuj liczbe y, kiora jest od niej

a) Przedstaw to przyporzadkowanie za pomoca tabeli 1 opisz je wzorem.
b) Sporzadz wykres tego przyporzadkowania.

wzorem rekurencyjnym:

a)

8.11. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazéw nieskoriczonego ciagu (a, ) zdefiniowanego

By =——,gdy ne N*
a}’i
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Dziedzina i zbiér wartosci funkgji

Jezeli funkcja okreslona jest grafem lub tabelka, to jej dziedzine 1 zbidr wartosci odczytu-

jemy bezposredmo z grafu lub tabelka.

rPrzykiad 3. Podaj dziedzing D, izbiér wartosci ¥, funkcji fokreslone;:
a) tabelka b) grafem

x |-3—=10]4

-

o FHIESSEE-AF:

Rozwiazanie

a) Odczytujemy z tabelki, zZe: b} Odczytujemy z grafu, ze:

1
Dyp=v—8 —— 8 47
4 { 2 }

7013

D,={1,2,3,4,5}
Y;=1{6,7,8}.

J

Cwiczenie 7. Odczytaj z tabelki lub grafu dziedzine D, izbidr wartosci ¥, funkcji f.

a) by x ; ¥

< 3|2|06]1 x B
- 2
y=fx)|oflolo]o 59 =i =

0)

1

g it
s

-1 ]1] 1

Jezeli funkcja okreslona jest wykresem, to dziedzing 1 zbior wartosci te] funkcji odczytujemy

7 wykresu. Pokazemy to na przykladzie.

( Przyktad 6. Funkcja 7 okreslona jest wy-
kresem. Odczytaj z wykresu dziedzing D,
i zbior wartosci Y, funkeji f
Rozwiazanie
Dziedzina 1 zbior wartosci funkeji fwyznaczaja
wymiary prostokata (kolor z6dty), w ki rym mie-
sci sie wykres funkeji.
Drziedzing funkcji okresla szerokos¢ prostokata
zaznaczona na osi x (kolor niebieski), a zbior
wartosci funkcji okregla wysoko#¢ prostokata
Zaznaczona na osi y (kolor czerwony).

T \{o iy
l
| R =
|
| o 1 4 ¥
[ el |



8. Funkcia i jef wiasnoscy 181

Na osi x odczytujemy dziedzing D, ana osi y zbior wartosci .
Zatem D= (-4:4). Inne zapisy: xe{ 4;4) albo 4<x<4.

Yf = (_2; 4)_ Inhe zapisy: y € ( 2;4} atbo 2=y =4 _J

Cwiczenie 8. Podaj dziedzine D - oraz zbior wartosei ¥, funkeji fprzedstawionej na
rysunku.
a) YA b) YA c) YA

>
X

1 |

nyY

0 3

rPrzyklad 7. Narysuyj tizy przykladowe wykresy funkcji £ g i A, ktorych dziedzing jest

przedzial (-2; 6}, a zbiorem wartosci przedzial {-3; 4}, A
Rozwiazanie. Na osiach ukladu wspohzednych wy- T T T
rozniamy kolorem niebieskim dziedzing D funkcii, | I I
a kolorem czerwonym jej zbidr wartosci Y. ] 1 .
2 o[ 1 A
WykresOow spelniajgcych warunki zadania mozna | !_ :3 EEEEE _!
narysowac nieskonczenie wiele. i
A A A
T y=F(x) T y=8(0) ]
| o lal bt [ 1 1] I W |-—4——;*——
1) | ] N |
= | | .
— - g~ g~
L2 ¥ 6 x 2 oA | x
] 1 F0l AN |

Cwiczenie 9. Narysuj trzy przyktadowe wykresy funkciji £ g i h, ktérych dziedzina D
jest przedzial {0; 4), a zbiorem wartodci Y przedzial (1; 5).
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Jezeli funkcja okreslona jest opisem stownym, to jej dziedzing odczytujemy z tego opisu
i natej podstawie okreslamy zbior wartosci. Pokazemy to na przvkladzie.

r Przyklad 8, Korzystajac zinformacji:,,Okregowi o promieniu » przyporzadkowano jego
obwod L7, wskaz zmienna niezalezna i zmienna zalezna, napisz wzor przyporzadkowania
oraz okresl jego dziedzine 1 zbior wartosci.

Rozwigzanie. Zauwazamy, ze obwod L zalezy od promienia r, wiec L jest funkcja #,
czyli L(r}=2zr, gdzie r —zmienna niezaleznai r >0, L —zmiennazaleznai L >0
oraz 7 =3.14.

Odp.: De=R" H=R" J

Cwiczenie 10. Skorzystaj z podanej informacji i wskaz zmienna niezalezna oraz zmienna
zalezna, napisz wzor przyporzadkowania oraz okresl jego dziedzine 1 zbior wartosci.
a) Szescianowl o krawedzi a przyporzadkowano jego objetosc V.

b) Liczbie naturalnej dodatniej x przyporzadkowano liczbe y wicksza od liczby x 0 10%.
¢) Czasowi ¢ przyporzadkowano droge s, jaka mozna pokonac, idac pieszo przez 6 go-

dzin ze stala predkoscia rowna 5 %

rPrzyklad 9. Wyznacz dziedzing D, funkcji fokreslonej wzorem:

a) f(x}=x+3 b)f(.x):ﬁ, Q) f(x}=v1-x, d@) f(x):&.

Rozwiazanie

; Do kbazde] liczhy rzeczywiste] o mosna dodad 3.
a) f(x}=x+3, wiec D,=R. Ll L

1 . :
by (JC} - ot 3 wige x+3#0 czyli x# 3. pretene przez Ofo deiatanie niewykonalne.

D, = R\{—3}, inny zapis: Dy ix# =3 lub D, = (—DO; —3) U (—3; +00}-

¢) f(x}=+1—x, wiec 1-x =0, czyli x<1. Bierwiastek parzystega stopria
istiiefe tylko z liczh niewjemnych.

D, = (—m; 1) inny zapis: Df :x<1

dy f (x} _ ,wiee 4+x>0, czyli x> 4. Lrielenie przez () jest dziataniem
,M ey niewykonalnym i pierwiastek

Df - (_ 4 + m) S B Df 1 parzystego Sio%:'ma .z.s.'mz.eje tyli
z liczh n eujemnych.J
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Uwaga
e Jezeli nie jest podana dziedzina funkcji okreglonej wzorem y = f(x}, to wyznacza-
my ja, przyjmujac, ze dziedzing tej funkcji jest zbior tych wszystkich argumentow,
dla ktoryeh wzor ma sens liczbowy (mozna obliczy¢ wartosé funkeji £).
e Jezeli wyznaczamy dziedzing funkcji okreslonej wzorem, to nalezy pamietac, ze:
= Wyrazenie wystepujace w mianowniku moze przyjmowac tylko wartosci rézne od
zera,
= Wyrazenie wystepujace pod znakiem pierwiastka kwadratowego moze przyjmo-
wac tylko wartosci nieujemne.

Cwiczenie 11. Wyznacz dziedzine funkeji fokreslonej wzorem:

a) f(x):xz—l b) f(x}:ﬁ c) f(x):dx—ki d) f(x):\/zg__x

Jezeli znamy wzor funkcji y = f (x}, to za argument x mozemy do wzoru podstawié liczby
oraz wyrazenia algebraiczne. Pokazemy to na przykladach.

rPrzyklad 10. Funkcja fokreslonajest wzorem f(x}=2x + 1 Napisz wzor funkcji g, gdy:
) g(x)=f(-x), b) g)=F(x+1} © g=,(¥"-3x} @) g)=7(f(x})

Rozwiazanie
Zapis g(x) rozumiemy tak, ze we wzorze funkcji fw miejsce x wstawiamy:

a) , wiee g(x)=fF( }=2-( v)+1=-2x+1,

b) x+1, wiec g(x)=f(z+1)=2-(x+1}+1=2x+241=2x+3.
¢ v v, wiec g(x)zf(. ):2-(-. ) +1=24" 61 +1
d) fix), wiec g(x)=f(/(x))= F(2x+1}=2-(2x+1}+1=4x+3.

Odp.: a) g(x)=—2x+1, b) g(x}=2x+3, ¢ g(x}=2x*—6x+1 d) g(x)=4x+3. _J

Cwiczenie 12. Funkcja fokreslonajest wzorem f(x)=4—3x. Oblicz wartos¢ funkcjif

dla argumentu:
a) ) vo)i c) 1 dy 1-+/2
3: J?_’p 3: -

Cwiczenie 13. Funkcja fokreslona jest wzorem f(x) = 4x* — x. Napisz wzér funkeiji g,
gdy:
W) g0 =rf(-x) B 2@=r(x-1} 0 g)=F(2-x) &) 2()=/(2x).
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Odpowiedzi do éwiczen

1 1 1
7.8 Dy ={-3,-2,0,1}, ¥; ={0}, b) D; ={N2,43,45,46}, ¥, ={2,356}, 0 Df={—15,—§,0,15],

Y ={-2,-11}. 8 a) Dy ={-214), Y;={-23), b) Dy=(~44), ¥, ={-2:4), O D,=(-2:4}, ¥; =(;6).
10. a) V(a):ag, =01 F >0, a—zmienna niezalemna, ¥ —zmienna zaleina,

b) y=11x, gdzie xe N* iy jest liczbg wymierng taka, ze y =11, x —zmienna niezalezna, y — zmienna zalezna,

Q) s(f)=5¢, gdzie 0<r <6 1 0<s =30, £—zZmienna niezalezna, s— zmienna zalezna.

11. a) xe R, b)Y x#1, ) xz-3, d) x<2 12. a) 5, b) 4—2\@; )0, d) 1+ 342

13. 2) glx)=4x" +x, b) glx)=4x"—9x+5 o) glx)=4x"-15x+14, A) g(x)=16x" -2x

Zadania utrwalajgce

8.12. Narysunkachod 1 do 4 funkcje fokreslono réznymi sposobami. Okresl dziedzi-
ne D, oraz zbior wartosci ¥, kazdej z nich.

1 2 3
¥
X
% 3
2| 7
41 3 20
L ]
0 1 1 ®
s|o i

8.13. Funkcja f okreslona jest wykresem. Podaj dziedzing D, oraz zbior wartosci ¥,
funkcji £
a) YA b) 7 c) yA

e ek A
VB A

8.14. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f- VA
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz ]
sposrod podanych. /_
Zbiorem wartosci funkeji fjest przedzial: 1] |
A {-2:7), B. (0;4), BRCE
C. {0;4), D. (0; 4).

%

y=f(x)

®Y
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8.15. Funkcja f okreslonajest wzorem f(x}=+1-x.

Hirm Dokonez zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Dziedzing funkcii fjest przedzial:

A, (—o0;1), B. (—o0;1}, C. (1, +o0), D. {1; +o0}.

8.16. Wykres funkcji fjest zbiorem punktow A4, B, C, D, E, F, G takich, ze A=(-2,3),

B={(-1,5), C=(0,-5} D=(2,3% E=(3,3) F=(4,5). G=(5,5)
Podaj dziedzing D, oraz zbior wartosci ¥, funkeji £

8.17. Skorzysta) z podane] informacji 1 wskaz zmienng niezalezng oraz zmienng zalezna,
napisz wzor przyporzadkowamnia oraz okresl jego dziedzing.

a) Promiemowi # kola, przedstawionemu na ry- A -
sunku, przyporzadkowano pole P, pierscienia | e o
wyroznionego kolorem niebieskim, gdzie |\ ?Jf
|0A4|=1, |OB|=7r. —de S

b) Krawedzi apudetka majacego ksztalt grania- 1010 ]010
stostupa prawidlowego czworokatnego, kidrego ?I j;
siatka przedstawionajest narysunku, przyporzad- v
kowano jego objetosé V. 1010 150

o— £
8.18. Wyznacz dziedzine funkcji f okreslone] wzorem:
a) f(x)=2+% by £ (x)=8-2" 9 f(x)=2
X
dy flxy=—2 & Flx)=—me, 0 f(x)=37%.
8+ x Jax -3

8.19. Przepisz przyklad do zeszytu i okresl zbior wartosci ¥, funkcji £, gdy:
VS ) f()=32-1, by [_=
I {_Jg?_ﬁ? 0> ﬁ,ﬁ}

8.20. Funkcja f okreslonajest wzorem f(x}=x". Napisz wzor funkgji g, gdy:
De)=r(h  Da@=r(x 9 gl)=rx-3)
d) g(x)=f(x)-3 e) g(x}=f(3x) N g(x}=7(f(x))

8.21. Uzasadnij, Ze jezeli f(x}=4x.to f(a+b}= f(a}+ f(b), gdzie ai bsa dowolnymi
D | liczbami rzeczywistymi.
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Miejsce zerowe i znak funkcji w przedziale

( Przykfad 11. Przeanalizuj wykres funkcji £
przedstawione] na rysunku 1 podaj wartosci
funkcji dla argumentéw x, x,, x, gdy:

x==-5 %=1 x,=4.
Rozwiazanie. 7 wykresu odczytujemy:
W=r5)=0 pn=rA0=0 »n=7(4=0
Zauwazamy, ze wartosci funkcji £ gdy x, =5, x, =1, x; =4, 83 réwne zero.
Wykres funkcji fprzecina os x w punktach o wspohrzednych (-5, 0), (1, 0}, (4, 0). J

e Miejscem zerowym funkcji nazywamy kazdy argument, dla ktorego funkcja ma
wartos¢ TOwna zero.

» Liczba x, jest miejscem zerowym funkcji £, gdy f(xu]z 0.

e Miejsce zerowe funkcji fjest rowne odcietej punktu, w kiorym wykres funkcji
przecina os x.

Na przyklad funkcja fokreslona wzorem f(x}=-2x+4 ma miejsce zerowe réwne 2,
bo f(2}=0. \

— Y
Funkcja, ktérej wykres przedstawiono na rysunku, nie Y=/ -
mamiejsc zerowych, poniewaz jej wykres nie przecina 7 1\

o8l x.

L
¥

o 1 | |
Cwiczenie 14. Podaj miejsca zerowe funkcji przedstawionej ponizej:
a) tabelka b) wykresem ¢) wykresem
A A

2 | p=stn . Al R o T

3 -1 T e

-1 0 Lol ) | ! I I I A —

0 3 N

s | 1 I I TNeli[[%

4 0 |

5 2
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( Przyktad 12, Dla funkcji fokreslonej wykresem:

a) odczytaj 1 podaj miejsca zerowe,

b) podaj przedzialy liczbowe, w kiorych wartosci
funkeji sa dodatnie,

c) podaj przedzialy liczbowe, w ktorych wartosci
funkcji sg ujemne,

d) podaj, dlajakich argumentéw x wartosci funkeji £
sa niedodatnie, czyli f(x}<0.

Rozwiazanie

a) Miejscami zerowymi funkcji 53 liczby:

-3, b0 f(-3=0,
1, bo f(1)=0,
4,bo f(4)=0.

by xe (_ 5:-3) lub x e (1;4), Waritoscl funkcji {sg dodainie ( f(x) = 0)

czyli x e (_5__3} (L 4) dia tych argumentow x, dia korych wykres

- T Jiinkeyi leZy nad osig x (Zofte Ho).

¢} xe(-31} lub xe(4; 5), Wartosci funkcyi fsq wjemne ( f(x)<0)

czyli x e (=3 (4, 5}_ dia tych argumentow x, dla kKdrych

wykres fistkcil leZy pod osig x (miebieskie Ho).

d) xe (_3; 1) lub x< (4; 5):‘ Argumenty, dia ktorych f(x)<0, tzn. te argumenty x, dia

CZYH s (_3; 1) v < 4 5). ktdryeh funkcia [prayimuje wartosol wiemne lub wartasd o0,

czyli preymuje warteict niedodatnie.

Cwiczenie 15. Odczytaj z wykresu te wartosci argumentéw x, dla ktérych funkeja f
przyjimuje wartosci:

a) dodatnie I

I
o : L LT e

re @ LA TN Y SEAEREE

—— 0 I}I —t t —t } —
X | I 3

I

I
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(Przykiad 18. Narysuj przykltadowy wykres funkcji £ ktdrej dziedzina jest przedziat
{-3: 4), zbiorem wartosci przedziat {-2;3} i ktéra ma:

a) jedno miejsce zerowe,  b) dwa miejsca zerowe,  €) (rZy miejsca Zerowe.

Rozwigzanie. Na plaszczyZnie kartezjanskiej rysujemy prostokat (kolor z6ky ), w kiorym
umieszczamy wykres funkcji.

Cwiczenie 16, Narysuj przykladowy wykres funkeji £ ktéra spelnia warunki:
a) D, =(-5,5), Y,=(-44) f(-3)=01i f(3)=0,

b) D, ={(-6;1), Y, ={31) i fx}=0gdy x,=—4ix,=-1

0 D.={-23) Y,={-30) i f(1)=0

Odpowiedzi do éwiczen h%
14.2) 3 =—1 x3=4, D) x=-35=15=4 dx=-"2, =0 16. ¢ Np. ' 1?

>
15.2) xe(-1;2), b) xe(-2:3), ¢ xe{-3;2} y=ﬂx}—2 0 3 x

Zadania utrwalajgce

8.22. Podaj miejsca zerowe funkcji okreslonej za pomoca tabeli.

a) X 32101 0) X “1|lo|2|3]4
y=fx[-1]o0|1]2]0 y=fxy[o|1|l0]1]0O
8.23. Odczytaj z wykresu miejsca Zzerowe funkcji f.
b) \ C)

°N

[T
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8.24. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji £

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz

sposrod podanych.

Funkcja f'miejsc zerowych ma:
AL jedno, B. dwa,
C. tizy, D. cztery.

8.25. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji £ Odcz
a) dziedzine 1 zbior wartosci funkceji £,
b) miejsca zerowe tej funkcii,
¢) te argumenty x, dla kidrych funkcja f

ytaj z wykresui podaj:

przyjmuje wartosci dodatnie.

8.26. Funkcja f okreslona jest wykresem.
a) Odczytaj 1 podaj miejsca zerowe funkcji f.
b) Podaj przedzialy, dla ktdrych f(x) > 0.
¢) Podaj przedzialy, dla kiorych f(x}) < 0.

8.27. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji £
Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli
zdanie jest prawdziwe, lub F — jesli jest falszywe.

e

Funkcjafma wartosci dodatnie, gdy x € {~3; -2} | ¥

Funkcja f ma wartosci niedodatnie, gdy

P
xe{-2; 03 (2;5).

Funkcja fma trzy miejsca Zerowe. P

8.28. Pewien przedsiebiorca przeanalizowal dochdd
swoje] firmy w ciagu siedmiu lat 1 przedstawit to
na wykresie. Odczytaj z wykresu okresy, w ktorych
przedsiebiorstwo:

a) mialo straty (dochdd byl yjemny),
b) osiagneto zyski (dochdd byt dodatni).

8.29. Narysuj przykladowy wykres funkcji, ktorej dziedz

=

PN,
1 22445 6 7iaa

dochod w min
L

=

ing jest przedziat (—4; 4} iktora:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma trzy miejsca zZerowe,

C) ma piec miejsc Zerowych, d) przyjmuje tylko wartogci ujemne.
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Monotonicznosé funkgji

Okresli¢ monotonicznosc funkeji, to znaczy wskaza¢ maksymalne przedzialy tych argu-

mentow, dla ktorych funkceja jest rosnaca, malejaca lub stala.

Cwiczenie 17. Przepisz ¢wiczenie do zeszytu.
Przeanalizuj wykres funkciji f1 wstaw w miej-
sce [l znak ,.<" lub =",

a) 2H8 Sy S,
by 26 f(2) W f(6),
Q) x M x, fOq) M f(x)

dx, Bx f) W f(x)

Funkcjafjest rosnaca w przedzia-
le (a; b), gdy w przedziale tym
wraz ze wzrostem argumentow
funkcji rosna jej wartosci.

Jedli x; < x,t0 f(x )< f(x,)

v
f(xz) [m T /‘ﬁ
& 2 R
0| ! i b x
f(n) ps X <X

Cwiczenie 18. Przepisz ¢wiczenie do zeszytu.
Przeanalizuj wykres funkcji 1 wstaw w miej-
sce [ znak <" lub =",

a) 1H3, SO W3
by x W7, f(x) W f(7)
) x W x, SOy W f(x)
dy x, M8 f(x,} M f(8)

Funkcja fjest malejaca w przedzia-
le (e, b} gdy w przedziale tym
Wraz ze Wwzrostem argumentow
funkciji malejg jej wartosci.

Jesli x; < x,, to f(xl):- f(xz).

Fx)> £(x,)

(%)

0
f(xz)'
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s Cwiczenie 19. Funkcja fokreslonajest wykresem. Przepisz

tabele do zeszytu oraz wmiejsce [ wpisz wartosci funkcji Y y=f)
dla wybranych argumentow i zapisz wnioski. —% 5
X -1 0 1 2 3 4 - | :. - R S
=7 [ SLASEEE
y.lk

Funkgja fjest stata w przedziale {a, b},
gdy w przedziale tym wraz ze wzro-

f(xl): f(xz)

stemn argumentow funkcji jej wartosci

e
®Yy

S
S

v T R
f]

sie Tie zmiemajd, czyli s3 stale.
Jesli x; < x,, to f(xl): f(xz). X, < X,

( Przykiad 14, Narysunku przedstawiono wy-
kres funkcji fokreslonej w przedziale (—8 : 9).
Odczyta) z wykresu maksymalne przedziaty,
w ktorych funkcja:

a) maleje, b) rosnie.

Rozwiazanie

Analizujac wykres funkcji, zauwazamy, Ze:

a) funkcjajest malejaca w przedziale (—4;4)
(udzik idzie w dob),

b) funkcjajest rosnaca w przedziatach {—8; -4}, (49} (ludzik idzie w gore).

Rozpatrywana funkcja jest rosngca rowniez 1 w innych przedzialach, np. w przedzia-
tach: (-6;4), (5;8), (4,9} itp., ale przedzialy {-8;—4) i {4;9) sa maksymalnymi

przedziatami, w ktorych funkcja jest rosnaca. _J
£ Fh
Cwiczenie 20. Podaj maksymalne prze- % S O .5
dzialy, w ktorych funkcja fprzedstawiona \1 BEE 3 <
na wykresie jest: N .

! 0 2 5 x
a) rosnaca, b) malejaca. | =1 22 | \
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. v A
Cwiczenie 21. Na rysunku przedstawiono wykres T R s ¢ O S P
; il | > T LIPN ol
funkcpi f okreslone] w przedziale (—4; 5} Odczytaj | et 1/\ [ 1]
z wykresumaksymalny przedzial, wktorym funkcijajest: T T ol LN S %
a) stala, b)rosnaca, c¢) malejaca. \
Odpowiedzi do ¢wiczen
19. Wniosek: Funkeja jest stata. 20, a) {2,5), b) {~2:2), (58)  21.a) (-4:-2), b) {~21), © (1; 51
Zadania utrwalajgce
yA
8.30. Funkcja f okreslona jest wykresem. Podaj N l—.f(x)
maksymalne przedzialy, w ktorych funkcja | ‘gy— L
jest: R ] T |
J | | 7,
a)rosngca, b)malejgca, c) stala. _ g 1 N /8 x
8.31. Na rysunku przedstawiono zmiany cisnie- (hbel A
1003

nia atmosferycznego w ciagu jednej doby.

Odczyta] z wykresu, w jakich przedzialach .

czasu cignienie to; | \_///'“-
a) rosto, b)malalo, c) bylo stale. 4o 5
goo 1200 g% 200 ot 4 gW0 czas

8.32. Pacjent zostal przyjety do szpitala o godzinie A

1"*. Temperature mierzono mu co godzine
1 zapisywano w karcie choroby:.

Odczyta) z wykresu.

a) w jakich przedziatach czasu temperatura

temperatyra [°C]

ciala chorego rosta, a w jakich malata, 37";
b) o kidre] godzinie mierzona temperatura +
byla rowna 37°. 3 5% 109 oo

* Zapis godziny 17 jest réwnowazny zapisowi 1:00.
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8.33. Dzieci zjezdzaja z gorki na sankach.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyceh.

Zmiang predkosci jazdy dzieci zjezdzajacych z gorki na sankach opisuje wykres:
A, A B. _a L5 A D. A

[
T

predkosdé
predkosé
predkosd
predkosé

7 > »> »
droga droga droga droga

8.34. Narysyj przykladowy wykres funkcji, ktéra w przedziale (—6;—2) jest malejaca,
w przedziale {—2;3) jest stala, a w przedziale (3; 7} jest rosngca oraz:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma miejsca zerowe.

Wartos¢é najmniejsza i najwieksza funkcji w przedziale domknietym

Cwiczenie 22, Skrupulatny pan ':E 18 1 Eo | |_;
Kowalski zaznaczat liczbe me- ';' 16 i :|£|:
trow szesciennych wody Zuzytej X M4 i—!-:!-—- +___:—| L —:—l:l:
przez jego rodzine w kolejnych é 12 —?—f'— Ij' ® ¢ i—'.:::
miesiacach jednego roku. 10 _: . —— o :::Z
a) W ktorym miesigcu roku z i | T | Mg
rodzina Kowalskich zuzyla I 0 I IV V VI VIVIIIX X XI XII

najwiece] wody, awktorym najmmiej?
b) Podaj najmmiejsze (najwieksze ) miesigczne zuzycie wody przez rodzing K owalskich.

Symbolicznie oznaczamy:

* y,n —hajmniejsza wartosc funkeji, * v, —najwieksza wartos¢ funkeji.

Aby z wykresu funkciji f odczytaé najmniejsza i najwieksza jej wartos¢ w zadanym

przedziale domknietym, podajemy:

1° zbidr wartosci funkeji w tym przedziale — sg nimi te wartosci v, ktére spelniaja
warunek vy, SV < Viun

2° odpowiedz.
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r Przyktad 15. Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkeji f okrelonej w przedziale {-5;5).
Odczvytaj Zz wykresu najmniejsza 1 najwieksza

wartosc funkeji f'w przedziale:
a) (-5.5), b {-3:1) o (L4).
Rozwiazanie

a) xe (—5; S)

Z wykresu odczytujemy, ze funkcji fma:
a) w przedziale {-5; 5) | b) w przedziale (~3;1)
wartos¢ najwieksza, gdy
X =-5, oraz wartos¢

¢) wprzedziale {1; 4)
wartosé najwieksza, gdy

i warto§¢ najwieksza, gdy
X=l, =1,

najmniejsza, gdy x =15 oraz wartos¢ najmniejsza, oraz warto$¢ najmniejsza,
wiec najmniejsza wartosc
Vg Tunkeji fjest réwna

—4, a najwicksza wartos¢

mniejsza wartos¢ .. sza wartos¢ y, . funkcji f

funkcji fjest réwna —3, jest réwna —2, a najwiek-

Porap JEStrowna 3. a najwigksza wartos¢

gdy x=-3 wiec naj- : gdy x =4, wiec najmniej-
i sza wartos¢ y,,,. jest

Vasae Jestrowna 1. réwna 2.
Odp: ) Yoy = F (=4 Yuux = F(-5)=3
b)Y Yigy = F(=3}=-3. yyux = f(}=]
Q) Vagy =SB =-2, Yy =Ff(2)=2. J

Cwiczenie 23. Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkcji f okreflonej w przedziale {-3;6).
Odczyta] z wykresu najmniejsza 1 najwieksza
wartosc funkeji f'w przedziale:

a) (-5:6), by {-2,3), ¢ {(-3-1.
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Odpowiedzi do éwiczen
22. a) Majwiecej w grudniu, najmnie] w lipcu. b) Najmniejsze muzycie wody — 8 m’, a najwieksze mizyciewody — 17 .

23.3) ypgw =—1, yax =4 P ypaw =l ey =4 ) ygw =1, sy =3

Zadania utrwalajgce yA
1 y=7(x)
8.35. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji £ N ]
Odczytaj z wykresu najmniejsza i najwiekszga = 34 6\ »

8.36. Kazdego dnia dwutygodnio-

wartosc funkeji f'wprzedziale:
a) (-7,6),  b){0:6) c){-4:4).

wych ferii z-imowych Malgosia
o godzinie 129 odczytywala
temperature powietrza. Wymnik
zaznaczala na wykresie.

Skorzystaj z wykresu Malgosi ﬁj#&&éﬁ M

1 odpowiedz na pytania:

fempreratura [OCT

a) W ktérym dniu ferii temperatura byla najmzsza, a w kiérym najwyzsza?

b) Przez ile dm ferii temperatura byla ujemna?

¢) lle bylo dmi, w ktdrych Malgosia odczytata temperature 0°C ?

d) Jaka byla réznica miedzy najwyzsza a najnizsza temperatura w czasie ferii?

8.37. Nawykresie przedstawiono anomalny charakter 7 [cm?] A
rozszerzalnosci cieplnej jednego grama wody. 1,005
Odczytaj z wykresu: Lhe
a) dlajakich temperatur T objetos¢ wody maleje, 1,001 1
b} dlajakich temperatur T objetos¢ wody rosnie, 1,000
c) dla jakiej temperatury T objetos¢ wody jest iiatittis o ;I?"C]

najmniejsza.

8.38. Funkcja fprzedstawiona jest grafem.

Lzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod X f Y
oznaczonrych literami A i B oraz odpowiedz sposvod ozna- '
czorych literami C i D. -
Najmmiejszg wartoscig funkcji fjest liczba: ‘

A N2, B.2.
Najwieksza wartoscig funkeji fjest liczba:
C. 6, D. /6.
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8.39. Termograf zarejestrowal zmiany temperatury powietrza w ciagu jednej doby.

2.

Odczyta) Zz wykresu: [°Cla
a) o kidrej godzinie tem-

peratura byla najwyz-
sza 1 podaj je] wartosc,

b) o kidrej godzinie tem-

peratura byla najnizsza
1 podaj jej] wartosc,

¢) maksymalne przedziaty czasu, w ktorych temperatura rosta,

d) maksymalne przedzialy czasu, w ktorych temperatura malata,

e) maksymalne przedzialy czasu, w ktorych temperatura byla dodatnia,

f) o ktorej godzinie temperatura powietrza byta réwna 0°C.

Zestaw powtorkowy

Wykres furkeji f tworza punkty 4, B, C, Dtakie, ze 4=(-2,2}, B=(2,0}, C=(5,3}
i D=(7,-2).

Ocen praw dziwosé¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub
F—jesli jest falszywe.

Do dziedziny funkcji fnalezy liczba 0. P|F
Do zbioru warto$ci funkcji fnalezy liczba 0. P|F
Miejscemn zerowym funkcji fjest liczba 0. P|F
Najmniejsza wartosc funkcja fprzyjmuje dla najwickszego argumentu. | P | F
YA
y=F(x)

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £,

A

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie

fest prawdziwe, lub F — jesli jest falszywe. -101 1 1 :
Dziedzing funkcji fjest przedzial (1; 3). P|F
Zbiorem wartogci funkcji fjest przedzial (- I: 4}. P|F
W przedziale {—1; 1} funkcja fjest rosnaca. P|F
W przedziale {(; 2} najmniejsza wartos¢ funkcji jestréwna 2. | P | F




8. Funkcia i jef wiasnoscy

197

3. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £
El_Czy prawda jest, ze f(2)=-37

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie

sposrod A i B,

T | Tak, Al f(2)=-1
_ poniewaz Liczba 2 nie nalezy do dziedzi-
N | Nie, B |1y funkeji.

D | prawda jest, ze funkcja przyjmuje tylko wartosci njemne?

4. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f. Czy

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposvod

AiB.
T | Tak, e A. FunkCJ.a Jnie m'fl l:l‘lle_]SC zerowych.
N | Nie, B. | Funkcja fma miejsca zerowe.

5. Z hodowli roslin zbozowych pobierano w cia-

, . s 5 _ : Stezenie glukozy
gu dnia po kilka roslin i mierzono stezenie Godzina %00 suchel mavy lisci
glukozy w ligciach. Wymki pomiarow podano 4-00 0.45
w tabeli. T 50
a) Podaj najwieksza wartos¢ stezenia gluko- ' ’

z; ? BERla ¥ gl 12:00 s
b) Podaj przedzial czasowy, w kiorym naste- il ik
powal wzrost stezenia glukozy, a nastepnie 2000 ok
taki przedzial czasowy, w kidrym stezenie 2H00 i

4:00 0,45

glukozy malato.

¢) Podaj, o kitorej godzinie stezenie glukozy osiggneto 0,45% suchej masy lisci.

d) Podaj, jakie bylo stezenie glukozy o pdnocy.

6. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji £
D |_Czy fix}=2, gdy x=-3lub x=-1?

AiB.

YA

= (x)

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod //\_C“ ;

T | Tak, Al f(=3)= F(-1).

poniewaz

N | Nie, B:| f£i-3=r{-1}=2.

0] 1

=¥



9. Funkcja liniowa i jej wlasnosci

Wzor 1 wykres funkciji liniowej

Funkcje fzmiennej x okreslong wzorem f(x)=ax+b, gdy xe R oraz ai b 83

liczbami rzeczywistymi, nazywamy funkcja imowa.
a, b —wspolczynmki liczbowe funkcii liniowe;

Wykresem funkcji liniowej f(x) =ax + b jest prosta o réwnaniu y=ax+5.

Jezeli:

o f(x})=—3x+4, to a=-3 i b=4,
®y=12 toa=01i k=12,

Cwiczenie 1. Sposrdd funkcji okreslonych wzorami:

of(x):—x, toa=-11 b=0,
o y=0 toa=0 1 b=0.

Fx)=5x43, f(x)=vZx-1 f(x)=72 f(x)=—a+tl flx)=m flx)=2
X
wybierz te, ktore sg funkcjami limowymi 1 podaj wartosci ich wspolczynmikow liczbowych.

( Przyktad 1. SporzadZ wykres funkcji liniowej i odczytaj z wykresu jej zbidr wartosci,

gdy:a) f(x})=2x+L b) f(x}=-3x

¢) fix}=-2

Rozwigzanie. Aby narysowac wykres funkcji limowej (prosta), wystarczy zna¢ wspol-

zedne dwoch roznych punktow, przez ktore ona przechodzi.

2)

X

0

1

y—2x+1

1

3

(0, 1Y 1 (1, 3)

b)

x

0

1

¥ ——3x

0

=)

5 0 1

Nl 2| 2

Z tabeli odczytujemy, ze do wykresu funkcji fnalezg punkty:

Zbior R, czyli

¥, =

(—o0; +o0)

Zbiorem wartosci funkeji fjest:
zbior R, czyli
¥, =(—o0; 400}

(0,0) 1 (1, -3)

5

(0, -2) 1 (1,-2)
YA

liczba -2, czyli

Y, ={-2}. J
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Uwaga
* Dziedzina kazdej funkeji liniowej jest zbidr liczb rzeczywistych R, czyli D, =R.
e Zbiorem warto$ci funkcji liniowej okreslonej wzorem f (x)=ax+b jest:

= zbior liczb rzeczywistych R, gdy @ =0, czyli ¥, = R,

« zbidr jednoelementowy, gdy @ = 0, wiec ¥, = {B}.

Cwiczenie 2. Napisz wzor funkcji liniowej postaci f(x}= ax+& i sporzadz jej wykres,
gdyv:a) a=-31b=2, b) a:—% 1=y C):a=01d=3;

Cwiczenie 3. Uzasadm i, Ze prosta prostopadta do osi x )
X
nie jest wykresem zadnej funkcji. Do % X

Cwiczenie 4. Liczbie rzeczywistej x przyporzadkowano liczbe v, ktéra jest polowa
liczby x powigkszona o 2.

a) Napisz wzor funkeji liniowe) okreslajacej to przyporzadkowanie.

b) Sporzadz wykres tej funkcji.

r Przyktad 2. Sprawd?, czy do wykresu funkeji fokreslonej wzorem f(x)}=x+ 2 nalezy
punkt o wspohzednych:
a)(0,0), b)(-1, 1. ¢ (100, 102).
Rozwiazanie. Punkt (x,, y, } nalezy do wykresu funkcji £, gdy f(x, )=y,
a 0}=0+2=2 1 0}=0, _

) £0) £(0) x=0. yg=01 flxg)=x
D S(=r1e2=1 i S(D=1 =
¢y f(100}=100+2=102 i £(100}=102 xp =100, yo =102 ¢ f(x9) =1y
Odp.: Do wykresu funkcji fnaleza punkty o wspolrzednych (1,1} i (100,102} _J

Cwiczenie 5. Sprawd?, ktére sposrod punktéw: (-8, 45), (—1, 8), (307, 619),
(-3215, 6435) naleza do wykresu funkcji £ okreslonej wzorem f(x)=-2x+35.

Odp owiedzi do ¢wiczen

L f(x)=5x+3, f{x)=+2x-1, f(x)=—x+1, f{x)=2. 2.2) f(x)=-3x+2, b) fl:x)z—%x, Q) fx)=3,
prosta przechodzi przez punity, np - a) {0,2), (1,1}, b) (¢, 0), (2,1}, o (0,3), (1,3).

3. Wekazdwhe. Zauwaz, ze na proste] lezg punkty o te] same) odeiete) 1 réznych rzedmych. Takie preyporzadkow anie nie

jest funkcja, 4. a) f{x)=%x+2. 5. Do wykresu funkeji fnalezy punkt (3215, 6435).
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Zadania utrwalajgce
9.1. Podaj wartosci wspolczynnikow liczbowych a1 b funkcyi liniowe) okreslone) wzorem
postaci f(x)=ax+5b, gdy:
1
a) f(x)=v2x—1 b) f(x}=4x o) f(x)=37 dy f(x)=—2x+3.

9.2. Napisz wzdr funkcji liniowej w postaci f(x}=ax+b, gdy:
a) a=2, b=5  b)a=-1 b=7  ¢)a=0, b=—4, d)a:%, b=0.

9.3. Sporzadz wykres funkcji imowej fokreslone] wzorem:
a) fx}=—x+3, b) f(x}=3x-1 ¢) f(x)=4x+2

d) f(x]=%x+2, e) f(x)=-x, N f(x)=L

9.4. Funkcja fokreglona jest wzorem f (x)}= —%x &2,

5= Dokoriez zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wykres funkcji f przedstawiono na rysunku:

A B. C. D.
v A b YA b

| M ) | | | 51 | -—-O]'- } * | I ! |
'1__01\\...5: ' lb\*‘ // ,//_01 »

9.5. SprawdZ, czy do wykresu funkcji limowe) fnaleza punkty 41 B, gdy:

) f(x):—ix+2(}, A=(80,0), B=(0,—80),

by f(x}=v2rx+l, A=(-242.-3} B=(18.7},

5 1 1L 19 1 5
C Xj)=—x—-—, A=|2—,—| B=|2—,——|
)f()lz 4 [224} [2 24}
9.6.Wsrod pieciu wartoscl funkeji limowej, podanych w tabeli, dwie s3 bledne. Wskaz je.

a) b) C)
x|1]2]|3]4]5 x|-2|-1]0]1]|2 x|-2]-1]0|1]2

y|3|=2[s5]2]7 y|-3|-2|-1] 3|4 ylelals]|o]|1
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9.7. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
.z Do wykresu funkcji fokreslonej wzorem f(x}= —%x + 50 nalezy punkt:

A. (-100, 0}, B. (0,100), C. (100, 0), D. (50, 200},

9.8.Do wykresu funkcji linlowej fnalezy poczatek ukladu wspohrzednych oraz punkt AL
Narysuj wykres funkceji f, gdy:
a) M =(1,-1), by M =(-3,2), ¢) M=(k k}.

9.9. Uzasadnij, ze do wykresu funkeji liniowej fokreslonej wzorem f(x}=x—m, gdzie
D[ m=q nalezy punkt o wspolrzednych (m, 0} i (2m, m).

9.10. SporzadZ wykres funkcji g(x}= f(f(x}}. gdy:
a) f(x)=x-2 b) f(x)=-2x ¢) Fix}=2

Interpretacja wspoétczynnikéow liczbowych we wzorze funkcji
liniowej

Jezeli funkcja liniowa ma wzdr f(x)=ax+ b todlaargumentu x=0 f(0})=a-0+b=24
czyli punkt o wspohzednych (0,5} lezy na prostej, ktéra jest wykresem tej funkeji.

r_Przykiad 3. W jednym ukladzie wspolrzednych sporzadz wykresy funkeji £, gdy:
1 fix}=x+2 2 Fflx}=—x+2 3 f(x}=-2x+2 4 f(x}=2
Napisz rownania prostych, ktore sg wykresami tych funkcji.
Rozwiazanie. Sporzadzamy tabele wartosci funkcji:

1 2 3 4
x |0]1 *x | 0]| 1 *xr |0 ]1 *x |0]1

v=x+2|213 y=—x+2| 2 1 ¥y=-2x+212 |0 r=2121|2

Zauwazamy, Ze

e wykres kazdej funkcji przecho-
dzi przez punkt (0, 2},

e wzory 1, 2, 3, 4 10Zmasi¢

———— i ———
wartoscia wspolczynnika a przy / 0] x
ArguImencie x. T y=-2x+2
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Uwaga

e Wykres funkcji liniowej, okreslonej wzorem [ ( x) = ax+b, przechodzi przez
punkt (0, b).

e Wspdlczynnik b to wartos¢ funkcji dla argumentu zero.
W praktyce moze to odpowiadac kapitalowi poczatkowemu, temperaturze na poziomie
0 m n.p.m., zaplacie za pierwszy kilometr jazdy taksowka itp.

o Wspolczynnik a we wzorze funkeji liniowej f(x})=ax+5 okreflatempo zmiany
wartosci tej funkcji. Dokladniej, jest to wielko$¢ zmiany wartosci funkcji odpowia-
dajaca zwiekszeniu argumentu x ¢ jedna jednostke.

Na przyktad, gdy:

y=2x+1Lto a=21 b=1, coozna-
cza, ze jezell argument x zwigkszymy
o 1 (np. z 0 na 1), to wartos¢ funkcji
wzrosnie o 2 (z 1 na 3). Zatem funk-
cjajest rosngca.

y=-3x+4 to a=-3 1 b=4, cooznacza,
ze jezell argument x zwickszymy o 1 (np.
z 0 na 1), to wartos¢ funkcji zmaleje 0 3
(z 4 na 1). Zatem funkcja jest malejgca.

|
|
|
|
|
|
} A
YA | | i |
| | A S N
3l | | il NI
| | LANCHET
i o A
0 | | | i
| | L3 >
l ol 1 x
| | [\
| _i___ __._i.__._i._

Uwaga

o Jezeli w funkcji liniowe] okreflonej wzorem [ (x): ax+b zwiekszamy wartosé
argumentu x o jeden, to wartos¢ funkcji zmema sie o wartos¢ wspolczynnika a.

o Wykres kazdej funkcji liniowej okreslonej wzorem f(x}=ax+5 przechodzi przez
punkty (0,5} i (1,a+5).

Cwiczenie 6. Dla funkcji y = f (x} okreslonej wzorem postaci f(x)=ax+5 podaj
wspolizedne punktéw (0, b} i (L a+b}:

a) f(x}=4x-2, b) f(x}=-2x-3 ¢ f(x}=—x+5 d) f{x}=5x+2.
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rPrzykIad 4. Skorzystaj z wartosci wspotczynnikéw liczbowych i sporzadz wykres funk-
cji liniowej fokreslonej wzorem: a) f(x}=-2x+1 b) f(x}=2x ¢ f(x}=2.
Rozwiazanie. Wzory funkcji podane sa w postaci f(x}=ax+5.

a) f(x)=—2x+1 wiec | b) fx)=2x wige | f(x)=2 wiee
a=-21b=1 | a=21b=0. | g=0 | b=2
I I
x 0 1 I X 0 1 I 55 0 1
I I
1] -1 | 0 2 | _ 2 2
=—2x+1 - —— | I L y_2 L Ered
F= bla+h : : b |a+h : b |ats
” i AR
I | | a=10
~b=1" —- ¢ —e——1
a=-2 : : | p=p2
o \[L % | | SRl “J"""'_'i__“
_ 1 I I
. >
I I 0 1 x
y=-2x+1/ | o T J

Cwiczenie 7. Skorzystaj z interpretacji wspdlczynnikéw liczbowych i sporzadz wykres

funkcji liniowej fokreslone] wzorem:

a) f(x)=2x+3, b) f(x)=-3x+2, ¢ f(x)=-1L d) f(x) =%x—4.
Wsapdlezynnik a we wzorze f(x}=ax-+5 funkcji liniowej decyduje o tym, czy funkcja
ta jest rosnaca, malejaca czy stala.

Uwaga. Funkcjaliniowa okreslona wzorem f(x}=ax+b jest:

b) malejaca, gdy a < 0,

YA
\ v=ax+b

I
I
I
I
il
o I

x
\ I
I
Cwiczenie 8. Okresl, czy funkcja okreslona wzorem:

a) f(x}=-x, b) f(x}=2-3x ¢ f(x}=8x+3 d) f(x}=170
jest rosnaca, malejaca czy stata.

a) rosnaca, gdy a > 0, c) stala, gdy ¢=0.

I

|

J’A/ I
|

=ax+h |

|

I

I

YA
y=ax+b

/\J’——

A x

>
X
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rPrzykiad 5. Dla jakich liczb rzeczywistych m funkcja liniowa okreflona wzorem
F(x}=(m+1}x—2 jest: ayrosnaca, b)malejaca, c)stata?
Rozwiazanie. f(x}=(m+1}x—2, wiec a=m+1

a) m+1>0, skad m> -1, Funkcja liniowa jest roshgea, gdy a > 0.
by m+1<0(, skad m< -], Funkeja liniowa jest malejgea, gdy a <0 .
¢) m+1=0,skad m=-1 Funkcja liniowa jest stata, gdy a=0.

Odp.: Funkcja jest rosnaca, gdy m > —1, malejaca, gdy m < —1, stala, gdy m=—1. J

Cwiczenie 9. Dla jakich liczb rzeczywistych m funkcja liniowa okreglona
wzorem f (x}=(2—4m}x+7 jest:
a) rosnaca, b)malejaca, c)stala?

(Przykiad 6. Na rysunku przedstawiony jest J: A
wykres funkcji liniowej f. Odczytaj z rysun-
ku odpowiednie dane i napisz wzor funkeji f ol 1 :.'
wpostaci f(x}=ax+b. | JEF)
!—

Rozwiazanie
Jezeli f(0)=-1i f(1}=-2,to0

: kad a=-11 b=-1
, 8 a=-11b=-1
a+b=-2

Odp.: f{x}=-x-1.

Cwiczenie 10, Odczytaj z rysunku odpowiednie dane i napisz wzér funkeji liniowej £
wpostaci f(x)=ax+b.

a) . 74 y=7(x)
4H
1
ol 1 r
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Odpowiedzi do éwiczen

6.2) (0,-2) i (1,2), b) (8,-3) i (1, -5}, ©) (8,5) 1 (1 4), @ (0,2) i (1,7).
B. Funkeja rosngea: o), malejgea: a) 1 b), stata: d). 9.a) m <%, b) >%, C) = %

10.8) y=x+3, b) y=-2x+2, ¢ y=4.

Zadania utrwalajgce

9.11. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
G F—jesli jest falszywe.

Jezeli funkcja liniowa okreslona jest wzorem f(x}=-3x-1, to do jej
wykresu nalezy punkt (-1, 0}, Pl F

Gdy argument funkcji okreslonej wzorem f(x}=8x+2 wzrosnie o 1,

to wartos¢ funkcji wzrosnie o 8.

9.12. Sporzadz wykres funkcji fokreslone] wzorem:

a) f(x)=-3x+6, b) f{x}=-2x-2,
Q) f(x)=Bx-1f3, d) f(x):%xﬂ%.

9.13. Okresl, czy funkcja fjest rosnaca, malejaca czy stata, gdy:
a) F{x)=58x=1 b) flx)=5-2% ¢ Fla)=2-20, d) fx}=—2

9.14. Sposrod wzordow funkcji liniowych, porumerowanych od 1 do 6 |, wybierz te,
ktorych wykresy przecinaja sie w tym samym punkcie lezacym na osi y 1 podaj jego
wspohizedne.

1 f(x)=-—x+3 2 f(x}zéx—l, 3 f(x)=2x+3,
4 7(x)=3 5 f(x)=-1 6 f(x)=—7r-1

9.15. Podaj trzy przyklady wzorow funkcji liniowych, ktorych wykresy przecinaja sie
w punkcie (0, —2} inaszkicyj te wykresy.

9.16. Uzasadnij, ze jesli w funkcji liniowej £, okreslonej wzorem f(x}=ax+5 zwigk-
D | szamy argument x 0 jeden, to wartos¢ funkcji zmienia sie o wielkos¢ wspolczymnika a.
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9.17. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.

i Na wykresie funkcji liniowej / okreslonej wzorem f (x )= —%x+ 4 lezapunkty 41 B,
gdzie A={(a, 4} i B=(6,b). Wynikaz tego, Ze:

A.a=01 b=4, B.a=01ib=-4 C.a=015~,=2 D.a=01ib=-2

Miejsce zerowe i znak funkcji liniowej
Przypomnijmy

Miejscem zerowym funkcji y = f(x} nazywamy taki argument x,, dlaktorego war-
tos¢ funkeji fjest rowna zero, czyli fixg)=0.

Aby obliczy¢ miejsca zerowe funkeji y = f(x}, nalezy rozwiazac réwnanie f(x}=0.

r Przyktad 7. Oblicz miejsce zerowe i narysuj wykres funkcji f okreslonej wzorem:
a) f(x}=2x-4 b)) f(x}=-1 ¢ f(x}=0.
Rozwiazanie
Rozwigzujemy réwnanie f (x}=0.

a) f(x)=2x—-41 f(x}=0, wiec
2x—4=10
=2

b) f(x)=-1i f(x)=0, wiec

—1=0 - rownanie sprzeczie

¢) f(x}=01i f(x}=0, wiec

0 =0 —rownmmie tozscrnosciowe

Odp.: a) x, =2, b) funkcja fnie ma miejsc zerowych, c¢) funkcja fma nieskoficzenie
wiele miejsc zerowych. J

Cwiczenie 11, Oblicz miejsce zerowe i narysuj wykres funkcji f okreslonej wzorem:

a) f(x}=-3x-6, b) f(x}=4 ¢ flx)=x-2-(x-2}
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rPrzyklad 8. Oblicz miejsce zerowe funkcji okreslonej wzorem f (x}=ax+b.
Rozwiazanie. f(x}=0, wiec ax+b=0

ax =—b.
: o . Drielenie przez Ofo
Rozpatrujemy dwa przypadki: 1 =0 1 2 a=0.

dziatanie niewykonalne.

>
x

1 a=%0. D a0
ax =—b, skad x:_é_ y=0-x+b, wiec y=b.
a Mozliwe sg dwie sytuacje:
a0 YA |
5 a=01b#0 |  &=018=0
|
_2 YA | ¥
4 - =b |
x bt | y=0

-

I X
|
|

Liczba 2 jest miejscem zero-
i Funkcja liniowa nie ma | Kazdaliczbarzeczywista
miejsc zerowych. : jest miejscem zZerowym

| funkcji liniowe;. J

wym funkcji liniowej.

Uwaga
Funkcja liniowa okredlona wzorem f(x)}=ax+5:

: .. b
e ma jedno miejsce zerowe xp=——, gdy a#0,
a

e nie ma miejsc zerowych, gdy a=01 b =0,

e ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych, gdy a=01 b=0.

Cwiczenie 12. Oblicz miejsce zerowe funkcji £ okreslonej wzorem:

a) f(x}=025x+3 b) fx}=—x+2, © f(x}=-2, d) f(x)=4x
- Cwiczenie 13. Sposrdd podanych wzoréw funkeji liniowych oznaczonych
cyframod 1 do §:
3
1 f(x}=2x-1 2 f(x}=-1 3 f(x)=0, 4 f(x)=8-5x § f(x}:Z—Zx

wskaz te, ktore: a) majg jedno miejsce zerowe, b) nie maja miejsc zerowych,

c)maja nieskonczenie wiele miejsc zerowych.
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Okresli¢ znak funkcji £ to znaczy odpowiedzied na pytanie, dla jakich argumentdw x war-
tosci funkeji sa dodatnie ( £(x)}> 0), a dlajakich ujemne ( f(x} < 0).

rPrzyklad 9, Oblicz, dla jakich argumentdéw x wartosci funkcji f okreslonej wzorem

F(x}=2x-4 sa

a) dodatmie, b)ujemne, ¢)rowne zero.
Rozwiazanie

a) f(x)>0gdy 2x-4>0

b -

by f(x}<0, gdy 2x-4<0
x< 2,

¢) f(x)=0gdy 2x-4=0
h e

Odp.: a) xe(2;+m}, b) xe(—m; 2), c) =2

®

Cwiczenie 14. Oblicz, dla jakich argumentéw x wartosci funkeji f okreslonej wzorem

Flx)=—x+2 sa

a) dodatnie, b) ujemmne, c¢)rOwne zero.

Cwiczenie 15, Narysunku przedstawiono wykres funkcji liniowej £ Odczytaj z wykresu
te wartosci argumentow x, dla kidrych funkcja fprzyjmuje wartosci:

1 vjemne, 2 nieujemme ( F(x}=0).

R L
gt L
E | ||
. :0\ — 1_
L] " SN
TN =G
. S 2 Rl
[y ] y=1(x) I
s A
| ol 11 |

C) yh
1

:0“ 1 : ::-

I .yzf(x)
N .
\\ Ly




8. Funkcia liniowa | fef wiasnosci 209

Uwaga. Funkcja liniowa okreslona jest wzorem f(x)= ax+5.

a0 a0 a=01b=0 a=01b<0
yA yA
y=5b R —
X
e e o e i of O
x y=b

®

o f(x)>08ty | & 7(x)>0,
xeR, nieréwnos¢ nie ma
a f(x) <0, rozwiazania,
nierdwnosc¢ nie ma . f(x) < 0, gdy
rozwiazania. Xe R.
rPrzykIad 10. W tabeli podano wartosci funkcji liniowej f
dla dwoch argumentow. Nie sporzadzajac wykresu funkcejif, - i
okresl, dla jakich wartosci argumentow x funkcja fprzyjmuje y=flx) |70

wartosci: a)ujemne, b) dodatmie.

Rozwiazanie. 7 tabeli odczyvtujemy, ze:

1° miejscem zerowym funkeji fjest liczba 2,

2° funkcja fjest malejaca (argument x rosnie, a wartos¢ y funkcji maleje).

Zatem: a) f(x}<0,gdy x>2, b) f(x}>0,gdy x<2. _J

Cwiczenie 16. W tabeli podano wartosci funkcji liniowej fdla dwéch argumentéw. Nie
sporzadzajac wykresu funkcji f, okresl, dla jakich wartosci argumentow x funkcja f
przyjmuje wartosci dodatnie.

b)

a) x |ol» : Jolz2] 9 x  |ol2

y=—flx} | 3|0 y=—flx} |a|o gl || 4| -a

Odpowiedzi do éwicz el

11. a) xp=-2, b)brakrmiejsc zerowych, ) nieskonczenie wielemiejsc zerowych,

12. 2) =12, BY2, Obrak, )0 13.2)1),4)i5), M2, )3 14.2) x<2, by x=2, ¢ x=2.
15.a) 1 x>1, 2 x<1, b) 1 niematakichx, 2 x=R, & 1 xeR, 2 niematakichzx,
@)1 x<0, 2 x20, e 1 niematakichx, 2 xeR, 001 x>-3 2 x=-2

16.a) x =3, b) x=2, cniematakiegox
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Zadania utrwalajgce

9.18. Oblicz miejsca zerowe funkcji f okreslone) wzorem.:

a) f(x):%x—& by f(x}=3x c) f(x):—%x+2, d) fx}=4-x
e) f(x}zﬁx+\5,f) f(.x):(},ix—l, g) f(x):0,01x+100, h) f(x}:?rx—?r.

9.19. Oblicz wspolzedne punktu przecigcia sig¢ wykresu funkcji £z osia x, gdy:

a) f(x):—%x—ﬁ, b) f(x}=-3x+6, ¢) f(x}=2x,
d) f(x]z—x—%, e) f(x]=%x+l, N flx)=2"x-2"

9.20. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedZ sposrod podanyeh.
Nie ma miejsca zerowego funkcja f okreslona wzorem:

A, f(.x}:ix—ﬁ, B. f(x}:mx, € Flx=x D. f(x}:—lﬂz.

9.21. Odczytaj z wykresu funkcji liniowej £, dla jakich argumentow x funkcja fprzyjmuje
wartoscl ujemne.

a) YAy =F(x) by A O L
S EEE

4 e
T e

9.22. Oblicz, dla jakich argumentow x funkcja fprzyjmuje wartosci dodatnie, gdy:

o
t t

—
X

=
—
"y
=)

a) f(x)z—%x—l-l, b) f(x})=3x-4 ¢ f(x):Sx—%, d)y f(x}=2

9.23. Oblicz, dla jakich argumentow x funkcja f przyjmuje wartosci ujemne, gdy:
ay Fl)=02% b f(x):—E%erl, O f(x)=4x—4, d) f(x)=5.
_ 22

9.24. Funkcja fokreslonajest wzorem f(x}=

D[ vz

9.25. Oblicz wartosci wspotczynnika b, gdzie b€ R, dlaktorych miejscem zerowym
funkeji f(x}=-3x+5 jestliczba wiekszaod 2.

Uzasadnij, ze f(x)}>0,gdy x <+/2.
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Wyznaczanie wzoru funkgji liniowej

Aby napisa¢ wzor funkcji liniowej w postaci f(x}=ax+b, wystarczy zna¢ wspdlczyn-
niki @1 b. Jezel jeden ze wspolczynnikow jest znany, to potrzebna jest informacja, kidra
pozwoli obliczy¢ drugi wspolczynmk.

( Przyktad 11. Miejscem zerowym funkcji liniowej f okreslonej wzorem f(x}=2x+5
jest liczba 6. Oblicz b 1 napisz wzor te] funkeyi £
Rozwiazanie. f(x}=2x+b, wiec a=2.
1 sposob: I sposob:
Korzystamy z definicji miejsca zerowego.
x, =6, wiec f(6)=0,

2-6+b=0 skad b=—12.

Korzystamy z Wzoru na miejsce Zerowe.

x;=06 1 xD:_E’ wigc

—%:6, skad b=-12.
Odp.: f(x)=2x-12 )

Cwiczenie 17, Miejscem zerowym funkeji liniowej fjest liczba x,. Napisz je] wzor, gdy:

a) f(x):%erbixD:iL b) f(x)=—x+bix,=-1

(Przykiad 12. Funkcja liniowa f okreslona jest wzorem f (x}=ax—3. Oblicz wspdl-
czynnik @i podaj wzor funkcji £, jesli jej wykres przechodzi przez punkt P =(-2, 5}.
Rozwiazanie. f(x}=ax—3, wiec »=-3. Obliczamy wsp&tczynnik a.

Punkt P =(-2,5} lezy na wykresie funkcji £, wiec
f(-=2)=5
a(-2}-3=5
a=—4.

Odp.: f(x)=—4x-3. )

Cwiczenie 18. Funkcja liniowa f okreslona jest wzorem f (x}=ax+7. Oblicz wspét-
czynik a i podaj wzor funkeji £, jesli jej wykres przechodzi przez punkt 4 =(-3,10).

Jesli we wzoze f(x)=ax+b funkeji liniowej oba wspdlczynniki @i & nie sa dane, to
potrzebne sa dwie informacje, ki¢re pozwola je obliczy¢. Pokazemy to na przykladzie.
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{Przykiad 13. Napisz wzér funkeji liniowej w postaci f(x}=ax+b, wiedzac, ze jej
wykres przechodzi przez punkty 4=(3,0}1 B=(-1,8)}.
Rozwiazanie. Punkty 4 =(3,0} i B=(—-1, 8} leza na wykresie funkcji £, wiec

{0:3a+b,skm1 F(3}=0
B=—a+b i =5
@=~2
{bzé '
Odp.: f(x}=-2x+6. _J

Cwiczenie 19. Napisz wzér funkeji liniowej, wiedzac, ze do jej wykresu naleza punk-
tvA41 B takie, ze:
a) A=(L,—1} i B=(4,2) by A=(-2,8) i B=(1,2} ) A=(2,0} i B=(0,-2}

Cwiczenie 20, Na rysunku podany jest wykres
funkcji limowej.
a) Odczyta)] z wykresu wspolrzedne punktow
przecigcia sie wykresu funkcji z osia odcietych
1 0813 rzednych.

b) Napisz wzor tej funkciyi.
¢) Podaj argument x, dla kiorego wartos¢ funk-
cjifjest rowna —1.

Cwiczenie 21. W tabeli podano wartosci funkeji liniowej fdla dwéch argument 6w
Napisz je] wzor, gdy:
a)

b)

c)
x 2|1 x 1|1 x 4|2

y—Jie |31 y=fx) |51 y=fl(x) |42

[ Przyktad 14. Napisz wzor funkeji liniowej w postaci f (x}= ax+b, wiedzac, ze przyj-
muje ona wartosci ujemne tylko, gdy x>-3, 1 jej wykres przecina o$ y w punkcie
o wspolrzednych (0, - 9).

Rozwiazanie. Zauwazamy, ze miejscem zerowym funkcji fjest liczba—3, czyli — 5 =-3
el

oraz b=-9, wigc —_—9=—3, skad a=-3.
[#3

Odp.: f(x)=-3x-9. J
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Cwiczenie 22. Napisz wzdr funkeji limowej w postaci Sf(x}=ax+b, wiedzac, ze:

a) przyjmuje ona wartosci dodatnie tylko, gdy x> —1, oraz je] wykres przecina og y
w punkcie o wspdlrzednych (0, 4},

b) przyjmuje onatylko wartodci dodatnie i do jej wykresu nalezy punkt (—45,100}.

Odpowiedzi do ¢wiczen
1
17. a) f{x}zz,‘c—Z, h) f(x}z—x—l. 18. fl[x}z—x+?. 19. a) f{;):;c—z, b) f{x}z—?.x+4, ) f{;):;—z_

20.9) (2,0) i (0,1) , b f(x}:—%;w], g4 208 f(x}:%x—l%, by Aalesias, o f[x):%xﬂ.

22.9) f(x)=4x+4, b) f{x)=100.

Zadania utrwalajace

9.26. Miejscem zerowym funkcji liniowej fjest liczba x,. Oblicz wspolczynnik b, gdy:
) flx)=-3x4b 1 xy=-1, b) f(x)=5x+b1ix =0,

C) f(x}:ﬁerb e =242,

9.27. Wykres funkcji okreslonej wzorem f (x}=ax+3 przechodzi przez punkt 4 = (—%, 1).

a) Oblicz wspolczynnik a.
b) Oblicz wspdlrzedne punktdw przeciecia wykresu tej funkceji z osiami ukltadu wspol-

1zednych.

0.28. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F —jesli jest fatszywe.

Wykres funkcji liniowej £ okreslonej wzorem f (x}=ax—5 przechodzi
przez punkt (20,35}, gdy a=-2.

Miejscem zerowym funkcji iniowej f(x}=—4x+5 jestliczba -2, pl g
gdy b=8.

9.29. Napisz wzor funkcji liniowe) w postaci f(x} = ax+ b, wiedzgc, Ze jej miejscern Zero-
wym jest x, i jej wykres przecina of rzednych wpunkcie o wspéhzednych (0, 5}, gdy:

ay x,=2, b=-1, b) x,=-3, b=2 9] xﬂzé, b=-3.
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9.30. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji liniowej £ Odczytaj z rysunku odpo-
wiednie dane 1 napisz wzor te] funkcji.

9.31. Napisz wzor funkcji limowej, ktore] wykres przechodzi przez punkiy £ 1 M, gdy:
a) P=(4,2} i M=(3,0},
¢) P=(-3,-7} i M=(2,2),

by P=(L-1} i M=(0,-4)
d)y P=(—4,0) i B=(0,4}).
9.32. W tabeli podano wartosci funkeji liniowej dla dwdéch argumentow. Napisz je] Wzor,
gdy:
a) % 0|1 b) i 0|2 C) & A | H
y—Flzl | 0 |- v tel 4 | o y—Fix) |-188 |12
9.33. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji liniowe;j f. yA
- Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposvéd ]
podanych. I
Funkcja f okreslona jest wzorem: ]
A, Flx)= —§x+2, B. f(x}=-3x+2,
C. f(x)=6x+2, D. f(x)=—6x+2.

9.34. Na wykresie funkcji liniowej f, okreslonej wzorem f(x)
. o wspdlrzednych (k,4} i (6, m).

=——x+4, leza punkty

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wynika z tego, ze:

A k=01im=4 B.hi=01m=-4, C.k=01m=12

D. k=01m=-2

9.35. Napisz wzor funkeji liniowej w postaci f(x}= ax+ b, wiedzac, ze:
o wspdhrzednych (0, -6},

a) przyjmuje ona wartosci dodatnie tylko, gdy x > 2 1je) wykres przecina os y w punkcie

b) przyjmuje onatylko wartosci ujemne i do jej wykresu nalezy punkt (-2, 5).
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Przyktady funkciji linlowych okreslonych w roznych przedziatach
roznymi wzorami

Dziedzing fumkcji liniowej, okreslonej wzorem f (x}= ax+ b, jest zbior liczbrzeczywistych,
a je] wykresem jest prosta.

Funkcije opisujace zZjawiska z zycia codziennego 83 czZesto w roznych przedziatach okre-
slone réznymi wzorami funkcji liniowej, wiec ich wykresy moga by¢ suma odcinkow lub
polprostych.

Przyktady:

1) Wykres zmiany temperatury 7T ciala 2) Wykres zmiany predkosci v ciata rzu-
stalego, ktore pod wplywem dostar- conego pionowo do gory z predkoscig
czonego ciepta O ulega topnieniu (przy poczatkowa v,
stalym cigniemu).

| | 5 .
0 0, o, [ 0 t i t

W matematyce czesto postugujemy sie funkcjami, ktore sg okreslone wiece] niz jednym
wzorem. Wzor takiej funkcji zapisujemy przy uzyciu klamry. Pokazemy tona przykiadach.

0, gd <0
Przyktad 15. SporzadZ wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x) :{ s

x, gdv x=0
Rozwiazanie. W jednym ukladzie wspolrzednych rysujemy fragmenty wykresow dwoch

funkcji liniowych 1 1 2 :

1 y=0,gdy x<0 2 y=ux gdy x=0. Wykres funkcji fiest
Wykresem jest pdlpro- Wykresem jest zlaczeniem (suma)
stabez poczatku (nary- polprosta (na rysunku wykresow 1 1 2 .
sunku kolor niebieski ). kolor niebieski).

A
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Cwiczenie 23, Sporzadz wykres funkeji f okreslonej wzorem f(x)=|x|, czyli funkcji

—x, gdy x<0
x, gdy xz0

r Przyktad 16. Sporzad? wykres funkcji £ okre$lonej wzorem

-2, gdy x<£-2 @
Floe)=4% gdy —2<x<2 @
2, gdy x>»2 @

Rozwigzanie. Rysujemy w jednym ukiladzie
wspotrzednych fragmenty wykresow trzech
funkeji liniowych:

e y=-2 gdy x<-2, czyli polprostg @

o y=ux gdy 2<x<2, czvli odcinek bez

lewego kofica @

e y=2 gdv x> 2, czyli polprosig bez

poczatku @ J

Cwiczenie 24, SporzadZ wykres funkcji f okreélonej wzorem
3 gdy —-5<x<0

Flx)=42 gdy O<x<4.
2—x, gdy x>4

Przyktad 17. Funkcja fokreslonajest wzorem f(x)= {ZJH T gy e .
—X, gdy —l<x<2
Okredl: a) dziedzine D, funkcji £ b)zbidr wartosci ¥, funkeji £
Rozwiazanie
a) Dziedzing D, okreslamy z wzoru funkcji £ Warunki
x<—11 -l<x<?
opisujq przedzialy, ktorych sumajest dziedzing funkeji £
Zatem D, =(—o;—1) w(-1;2), czyli D, =(—0;2).
b) Zbior wartosci ¥, funkeji fnajlepiej odczytac z jej

wykresu. Zatem ¥, = (—oo; 2).
Odp.: @) D, =(-o0;2}, b) ¥, =(—00;2). J
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,  gdy -3<x<0
x+2, gdy O<x<3

—X

Cwiczenie 25. Funkcja f okreslona jest wzorem f (x) :{

Okresl: a) dziedzing D, funkcji £, b} zbior wartosci ¥, funkcji f

Odpowiedzi do éwiczen

23, 25 a) Dy =(-3%3), b) ¥, ={;5).

Zadania utrwalajgce

9.36. Sporzadz wykres funkcji f okreslone] wzorem:
1

3 Pl —x, gdy x< 0’ B Floi Ex, gdy x< U’
kB e=d -1, gdy x>0
-3, gdy x<-3 —2x, gdy x<0

¢) f(x}=3-x, gdy -3<x<3 d) f(x)=<2, gdy 0<x<2
3, gdy x>3 2x, gdy x>2

9.37. Sporzadz wykres funkcji £ Okresl jej dziedzing D , izbior wartosci T, gdy:
x+2, gdy xe((]; 2)

b) fix}=<4, gdy xe(2;5)
—-x+9, gdy xe(ﬁ;—l—m)

2,
2x+1, gdy x=z=T1

gdy x<l

a) f(x)={

;o gdy xe(—o0;—1)
9.38. Funkcja f okreslonajest wzorem f(x)=<2x-3, gdy xe{-1;3)
e —x+6, gdy xe(3;+0n)

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Miejscami zerowymi funkcji f'sa liczby:

A.%iﬂ, B.%iﬁ, C. 610, D. -6 1 0.
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9.39. Narysuj wykres funkcji £, wiedzac, ze jest on linig tamana, a funkcja fspelnia jedno-

czesnie wszystkie podane nizej warunki:

e D.=(-7;5) o f(5)=41 f(1)=-2,
o gdy xe{-7;-5) tofunkcjafjest stalaijej warto$¢ wtym przedziale jest réwna 3,

o gdy xe(-5;1) to funkcja fjest malejaca,
e gdy xe(l;5}, to funkcja fjest rosnaca.
Okres] zbidr wartosci funkeji f.

9.40. Okresl dziedzing D, i zbior wartosci ¥, oraz napisz wzor funkcji £, ktorej wykres

przedstawiono na rysunku.

a) VA b) v A

I/ yi=f(x)

N RN E3

.

o1 %"

3
X

Funkcja liniowa w zastosowaniach

Zaleznosci wystepujace w przyrodzie, gospodarce 1 Zyciu codziennym czZgsto opisujemy za
pomocg funkcji. Funkcjg limowa mozemy opisywac te procesy Zmian zachodzace miedzy

dwiema wielkosciami x 1 y, w ktorych obie te wielkosci zmieniajq sie rownomiernie, czyli

proporcjonalnie.

Na przyklad, jesh kupimy x kg jablek po 4 zl za 1 kg, to
koszt y zakupu mozna zapisac zaleznoscia y = 4x, gdzie
x=0

O wielkosciach x 1y mowimy, Ze sg wprost proporcjonalne,

a liczbe 4 nazywamy wspétczynnikiem proporcjonalnosci.

VA
/2 S A |
| || | L
gl L[| y=4x
| 1| I

' |
HEZAREE
2 AT T
ol |1 2 3 %
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Uwaga
Dwie wielkosci x 1 y zmiemajq sig wprost proporcjonalmie, jezeli wzrost jednej z nich
pociaga za sobg odpowiedmnig zmiane drugie] w ten sposob, ze w procesie Zmian iloraz

s jest staly 1 rowny « gdzie @ — wspolczynnik proporcjonalnosci.
3

Cwiczenie 26. Przerysuj do zeszytu tabele i w miejsce [JJ] wpisz odpowiednia liczbe,
wiedzac, ze wielkosci x 1 y 83 wprost proporcjonalne.

D[ [2 [l b [ | x [10]2 Dl 2
y 1416 5 (Il y |1 |14

3

1
: ¥
y (IH 3

rPrzykiad 18. Na wykresie przedstawiono zaleznos¢ pomig- W14
dzy praca W wykonang przez silniczek zabawki a czasem ¢ 1gp1
tej pracy. Oblicz moc P tego silniczka.
Rozwiazanie. Zauwazamy, Ze czas ¢ 1 praca ¥ zmieniaja sie
wprost proporcjonalnie. W dwukrotnie dhizszym czasie zo- 601
stanie wykonana dwukrotnie wigksza praca.

} } } P

W 0 30 60 90 [

Moc P obliczamy z zaleznosci P=—.
t

Niezbedne dane odczytujemy z wykresu, np. W =601, gdy t=30s albo W =1801,
gdy t=90s. Dla kazdej pary odczytanych wielkosci otrzymamy P =2,
Odp.: =2 W [waly]. J

o . . .l . I[A]A
Cwiczenie 27. Na wykresie przedstawiono zaleznos¢ natezenia bl -

pradu 7 ptynacego w przewodniku od wartogci napiecia I/ na
jego koncach. Oblicz opor R tego przewodnika.
Wskazowka. I/ =R -I.

— 2 e e

e :
010203040 UV]

Cwiczenie 28. Pociag porusza sie ze staly predkoscia réwna 40 B raka jest Zaleznosc¢
S

migdzy drogg, ktorg przebywa oraz czasem, w ktorym jg pokonuje? Napisz wzor wy-
razajacy te zaleznos¢. Czy droga s 1 czas f 83 wielkogciami wprost proporcjonalnymi?
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rPrzykIad 19. Boki prostokata maja diugosci réwne 2 i ¢. Napisz wz or
opisujacy zaleznosc pomiedzy obwodem 7 tego prostokata a dlugodciami
jego bokdw. Sporzad? wykres otrzymane] Zaleznosci.

Rozwiazanie. L(a}=2-a+2 2.
Zatem L(a}=2a+4, gdzie a>0.

L(a)—2a+4 6 | 8

oy

Cwiczenie 29. Napisz wzor opisujacy zaleznoéé pomiedzy obwodem L
a dlugosciami bokow trojkata. Sporzadz wykres otrzymane] zaleznosci.

[

rPrzykIad 20. Beata w czasie pigciu godzin pieszej Wy- A g [lum] c

cieczki przebyla 20 km. Narysunku przedstawionyjest 20 | || | '

wykres okreslajacy zaleznos¢ przebyte] przez Beate 15

drogi s od czasu ¢ trwania wycieczki. ol || 4

a) Opisz droge Beaty za pomocg wzoru (7). s A T

b) Narysuj wykres predkosci, z jaka poruszata si¢ Be-

ata, w zaleznosci od czasu. o 1 2 3 5 ?[h]

Rozwiazanie

a) Caly dystans Beata pokonala w trzech etapach, kiorym na wykresie odpowiadaja
odcinki OA4, AB i BC takie, ze O=(0,0} A=(2,10}, B=(3,10} i C=(5,20).
Kazdy z tych odcinkéw jest czescia wykresu pewnej funkcji liniowej s(¢}=at +5

przechodzace] przez punkty:

e Oid, gdy t={0;2) wiec prosta O4 maréwnanie s = 5,

e 418, gdy te (2; 3}, wiec prosta A8 ma rownanie 5= 10,

e BiC,gdy te{3;5) wiec prosta BC mardéwnanie s=5¢—>5.
5¢

., gdy re (0; 2}
Podsumowujgc rozwazania, zapisujemy s(r}=< 10, gdy te{23}.
5t-5, gdy te{3;5)
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b) Predkosé poruszania sie Beaty na etapie:

. ]

o OA jest tdwna vy, gdzie Ul=w=5, TE] RN

5 H, S —— i

e 4B jest réwna v,, gdzie 02:%:(}, , HEE
e BCjest rowna v, gdzie v, :w =5 3
CO ZApiSujerny wWzorein 2
5, gdy 1e(0;2) 1

v(t}=40, gdy re (2; 3} . __'_-_.-,_'j_-_'_-_-_,,

5 gdy te(3;5)

Cwiczenie 30. Marta w ciagu czterech godzin
przebyla 50 km. Najpierw szla pieszo, potem od-
poczywala podziwiajac piekny krajobraz, potem
spotkata kolezanke rowerzystke, ktora podwiozla
ja do przystanku autobusowego. Reszte drogi
przebyla autobusem. Oto wykres obrazujacy droge
s w zaleznosci od czasu +.
a) Ile czasu trwaly poszczegolne etapy
(od 1 do 4 )podrozy Marty?
b) 7 jaka predkoscig Marta poruszata si¢ podczas
tych etapow?
¢) Przyjmij odpowiednia jednostke na osi rzednych, sporzadz wvkres predkosci poru-
szania sie Marty w etapachod 1 do 4 .

Odpowiedzi do éwiczen

26.2)3, b) % a1, d) % 27. 10 oméw.
km
28 s(£)=40-¢, tak e TR
| il
29, L(a)=a+]0, gdzie 0 <a <10, Wekadwka Wykresem funkeji L jest ] HEEEREREERRERE
odcinek bez keficdw w punktach o wspdtrzednych (0,10} 1 (10, 20). .43 1 : 1 : 1 : 1 : :
0 O
30. a) Marta w czasie 4 godzin: 1 szla pieszo 2 godziny, 2 odpoczy- A LT
IEEEENe -
wata 1 godzine, 3 jecha’(arowerem% godziny, 4 jechata autobu- _Eg______i__ _i__é_,_]!_._.i_.._
I
1 . . km km km )7 A A
— godz dlz 60— b 1 5 — 20— | | ' | [
s, gedzing 2 prodiecicly : )] - T _ _|_. _ | _ ! | .
3201%“, 460%_ &) Wykres obok. Lol i3 131815 i
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Zadania utrwalajgce

9.41. Napodstawie badan ustalono, ze cisnienie pod powierzchnia wody rosnie wraz z gle-
bokoscia w przyblizeniu o 1000 hPa na kazdy metr shupa wody.
a) Zapisz wzorem zaleznosc cisnmema shupa wody od glebokosci.
b) Czy glebokosc pod powierzchmg wody 1 cisnienie tam panujace sg wielkosciami
wprost proporcjonalnymi?

9.42. Trzej bracia: Pawel, Janek i Robert trenuja chodzenie na czas. Ich wyniki na szkolnych
zawodach przedstawiono na wykresie.

a) Ktory z braci przeszed!l 8 km do 1100A
godziny 10°9?

b} O ile kilometrow wiecej prze-
szedl Robert mz Pawel do go-
dziny 10°%?

¢) Ile czasu zajeto Robertowi po-
konanie 12 km drogi? - S

d) Oblicz srednig predkosc chodu 0 2 4 6 8 10 lzdm e 0

_ . ga [km]
kazdego z nich.

9.43. Janek obserwuje ptaka wylatujacego z bud-

ki. Wlgcza sw(j stoper 1 szacunkowo ocemia, = sl
jak daleko znajduje sie ptak od budki wraz E i
z uplywem czasu. Dane z obserwacji Janek %
przedstawil na wykresie. T2 mp
a) Odczytaj z wykresu, jak daleko byl ptak ol
od budki, kiedy Janek wiaczyt stoper. 10 {,—" i
b) Oblicz, z jaka predkoscia (v) lecial ptak.
¢) Napisz wzor wyrazajacy zaleznosc odle- d i
glosci () ptaka od budki wczasie . ‘ . % B
T[°C]4
9.44. Przez 5 minut ogrzewano wode, 100
mierzac jej temperature co minute. 20
Dane z pomiardow przedstawiono na gg
wykresie. 60
a) Odczyta) z wykresu, o ile stopm ig
wzrasta temperatura wody w ko- 30
lejnych minutach. 2 ”
00 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ¢#[min]
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= b) Przerysuj wykres do zeszytui uzupehnj go o czes¢ przedstawiajaca dalsze ogrzewanie
wody przez kolejne 5 minut, pamigtajac otemperaturze wizema wody w warunkach
normalnych.
¢) Po uzupelmemu wykresu napisz wzor zaleznosci temperatury (7) wody od czasu (¢)
jej ogrzewania.

9.45. Wsiadajac do taksowki, pasazer placi wstepna kwote 6 zt. Po przejechaniu kazdego
kilometra doptaca 2 zi. Napisz wzor opisujacy zaleznosé kosztu przejazdu taksowks
od liczby przejechanych kilometréw. Oblicz koszt przejazdu taksowka, gdy pasazer
przejechal:

a) 1 km, b) 5 km, ¢) 10 km.

9.46. W ukladzie SI jednostka temperatury jest kelwin (K). Zaleznos¢ miedzy stopmarmi
Celsjusza ( 7.,-) a kelwinami ( 7) opisuje wzor T =7, + 273,15 WyraZ temperature
100°C w kelwinach oraz 100 K w stopniach Celsjusza.

9.47. Na rysunku przedstawiony jest wykres drogi Pawla s [km] A
do szkoly, ktdrg pokonat rowerem i pociagiem.
a) Opisz droge Pawta za pomoca wzoru s (7 }.
b) Narysuj wykres predkosci, z jaka poruszal sie Pawel
w drodze do szkoly.

|
|
|
|
|
1

] e
9.48. Wojtek wybral si¢ w odwiedziny do bab- — A
ci, ktora mieszka w innej miejscowosci. g - ' '
o 1 ® @
Najpierw dojechal do stacji kolejowe] ro- 3 | :
. e s ! '
werem, potem czekal przez jakig czas na %: 40+ i i
pc:ncmﬁg, wreszcie jechal pociagiem. Odczy- - . i i
taj z wykresu: P :
a) lle czasu1 z jaka predkoscia jechal ro- o o T
werem? ; g g = czas [h]

b) Ile czasu trwalo oczekiwanie na pociag?

¢) Tle czasui z jaka predkoscia jechal pociagiem?

d) Ile czasu trwala jego podroz do babci?

e) lle kilometrdéw przebyl Wojtek w czasie tej podrdzy?
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Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposréd podanyeh.
Rosnaca jest funkcja liniowa okreslona wzorem:

A, f(x}—( = ]3—3, B. f(x}=(2-7)x+4
C. flx)= ﬁ+1 =, D. f(x)=5.

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Wykres funkcji liniowej okreslonej wzorem f(x})= —%x+2 przecina osie ukladu

wspohrzednych w punktach:

A. (4,0}, (0,2), B. [—— 0} (0,2).. [—g Uj (0,2}, D. @ } (0,2).
bz |

3. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcyi limowey f. \ — (%)

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych. 4 ‘(u

Funkcja f okreslona jest wzorem: _

A. f(x}=2x+4, B. f(x})=-4x+2, TN 5
0l 1

C. f(x}=4x-2, D. f(x}=-2x+4 Bl 2\ *

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Funkcja liniowa fokreslona wzorem f(x}=ax+ & przyjmuje tylko wartosci ujemne,
gdy:
A a>01b<0, B. g=01b<0 C.a<01b<0, D.a<01b=0.

5. Funkcja liniowa £ okreslona jest wzorem f(x)}= ax+b.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F —jesli jest fafszywe.

Jezeli a=0 1 b=-3, to funkcja fmie ma miejsc zerowych. P|F

Funkcja fjest rosnaca, gdv b >0 1 a jest dowolna liczba rzeczywista. P|F

Jesli a=6 1 b=-12, to funkcja fprzyjmuje wartoéci dodatnie w prze-
dziale (2;+0).
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6. Funkcja liniowa f okreslona jest wzorem f(x}=ax+b. Czy prawdy jest, ze jesli
Rl_a +b=01 a+#0, tomejscem zerowym funkcji fjest liczba —1?
Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i C.

T | Tak, A | x __# 1 a=—bh wiec x,=-1,
poniewaz ;I
N | Nie, B. | x,=—— 1 a=-b wiec x,=1.
a

7. Furkcja £ okreslona jest wzorem f (x}=—4x+3.
a) Oblicz miejsce zerowe funkcji f.
b) Okresl monotonicznos¢ funkcji £
¢) Podaj zbidr tych argumentow x, dla ktorych funkcja fprzyjmuje wartosci nie-
ujemne.

d) Rozwiaz nieréwnosé f(x} <11

8. Wykres funkeji liniowej fprzechodzi przez punkt P=(2,— 6} ilezy wIliIV ¢wiattce
ukladu wspotrzednych. Napisz wzor funkceji f.

9. Funkcja L jest zaleznogcig obwodu trojkata réwnoramiennego o podstawie dlugo-
sci 10 od ramion tego trojkata dhugosci x.
a) Napisz wzor funkeji L 1 okresl jej dziedzine.
b) Naszkicuj wykres funkcji L.
¢) Okresdl, czy funkcja I moze przyjac wartosé 1000.
d) Podaj zbior wartosci funkceji L.

—2x+3, gdy x<-1
10. Narysuj wykres funkeji fokreslonej wzorem f{(x}=<5, gdy —1<x<4,
2x-3, gdy x=4

11. Zapisz wzor funkcji liniowej fw postaci f (x}=ax+5, gdy:
n {f G-r@=4 {f(ﬁ)—fc?»}=6 . {f(“}—f(s}zlﬁ
J‘"((}):3 , f(':}}:—ﬁl- ’ f(':}):Z '

12. Uzasadnij, ze jedli funkcja liniowa f okreflona jest wzorem f (x}=ax+5, to
2rf()ﬁ—M)—j“‘(x):ﬁt-a,gdzie ne Nt




10. Funkcja f(x)=% i wielkosci
odwrotnie proporcjonalne

Wykres i wtasnosci funkcji okreslonej wzorem s (x) =%

rPrr.yrl'(hsld1 Naszkicuj wykres funkciji f okreslonej wzorem f(x)——, gdzie x#0,
iz wykresu odczytaj dziedzing D, oraz zbidr wartosci Y.

= y=flx)
Rozwiazanie. Zauwazamy, ze funkcja f(x}:— jest funkcja
4 1
. i 3 i —4 iy
okreflong wzorem postaci f(x}=—, gdzie a=1. 4
x 1
Sporzadzamy tabele wartosci funkcji 1 szkicujemy jej wykres. 2 2
yl\ -1 -1
B | g
S gatezie hiperboli 3 —2
asympiota pionowa | | Iyl [ | | ’ _ 1
O FOMWRARIL = 1
B = |
ks 4
4
x 1
X S
T Obx 1 1
asymptota pozioma 1
. B
4 i
D, =R\0}, Y, =R\ {0} 4

Uwaga
o Wykresem funkcji f okreslone] wzorem postaci f(x} = gdz1e x#0 1 a=#0, jest

krzywa zwana hiperbola, ktora sklada sie z dwoch czgsa. Kazda z tych czescl na-
7

zywamy gatezia hiperboli. O wzorze ¥ = — mowimy, Ze jest réwnaniem hiperboli.
X
e Hiperbola o rownaniu ¥ — - nie ma punktow wspolnych z osiami ukltadu wspol-
X
rzednych, czyli z prostymi o réwnaniach x=0 i y=0. Proste te nazywamy asymp-
totami tej hiperboli.
e Dziedzing funkeji £ (x)="" jest zbiér D, taki, ze D, = R\{0}.
X



= Cwiczenie 1. Narysunku przedstawiony jest wykres

10. Funkeja f(x) =% i wielkosci odwrotnie proporcionalne 997

funkeji okreslonej wzorem f(x)= —l, gdziex=0.
X

a) Przerysuj do zeszytu tabele i w miejsce [l wpisz

odpowiednig liczbe.
b) Okresl, czy funkcja fjest rosnaca w przedzia-
le (—o0; 0).
SRS B8 B E
2

y:

4 |8
1 1 1
;..5 l.‘zl_il‘ﬁ

Uwaga
Hiperbola o réwnaniu y = i, gdzie x£01 a= 0, przechodzi przez punkt o wspohrzed-
X

nych (1, ¢} ijest wykresem funkcji f(x}= 2
x

Cwiczenie 2. Na rysunku przedstawiony jest szkic wykresu funkeji okreglonej wzorem

postaci f(x)= i gdzie x# 01 a# 0. Odczytaj z wykresu warto$¢ wspolczynnika a.
X
a) b) c)

Cwiczenie 3. Przepisz zdanie do zeszytui w miejsce . wpisz numery cwiartek uktadu
wspohrzednych tak, aby zdanie bylo prawdziwe.

a) Wykres funkcji f(x}= 2 odziex#0i >0, jest hiperbola o réwnaniu y =2, ktérej

X X
galezie polozone sa w .i . ¢wiartce uktadu wspohzednych.
b) Wykres funkeji £ (x}= 2 odziex#0i a< 0,jest hiperbola o réwnaniu y =2, ktdre;
X X

galezie polozone sg w .i . ¢wiartce uktadu wspohzednych.
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( Przyktad 2. Naszkicuj ,,sprytnie” wykres funkeji okreslonej wzorem postaci f (x}= %,
gdzie x#0, jezeli: a) a=-1, b) a=6.
Rozwiazanie. Wykresem funkcji okreslonej wzorem postaci f(x}= E, gdzie x %0, jest
hiperbola skladajaca sie z dwoch galezi. Zauwazamy, ze srodkiem Jscymetrji tey figury

(hiperboli)jest poczatek uktadu wspohzednych, czyli punkt O = (0, 0}. Aby naszkicowaé
jedna galaz hiperboli, wystarczy zaznaczy¢ dwa lub trzy punkty, kidre na mej leza.

| y==1|6 2|1
_]_ ]_ s
-—|=21a|-=
¥ X 2 :
|
YA
. Ll |
) ! | |
| |
-2 0 1 ; |
——t— |
[
" | |
| | | I

Aby naszkicowaé druga galaZz mperboli, rysujemy ja symetrycznie wzgledem
punktu O=(0, 0).

J

&

Cwiczenie 4. Naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem postaci f (x)=—, gdzie x #0,
jezeli: a) a=—3, b) a=4, ¢ a=-5. *

Uwaga
Jezeli punkt 7 =(x, y} lezy na hiperboli o réwnaniu ¥ = 8, gdzie x#0ia #0,
x

tox-v=a.
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Cwiczenie 5. Punkt P lezy na wykresie funkcji f okreslonej wzorem postaci f(x)= £,
Oblicz wartos¢ wspolczynmnika a, gdy: *
a) P=(L6), by P=(-335, ¢ P=(2,-7), d)P=(-4,-2)

rPrzykIad 3. Hiperbola przedstawiona na rysunku jest

wykresem funkcji okreslonej wzorem f{x)= ®
: : X

gdziex#01 a<0.

Odczyta) z wykresu 1 okresl:

a) czy funkcja fma miejsca zerowe,

b) przedziaty, w ktorych funkcja fjest rosnaca,

c) przedzial, w ktorym funkcja f przyjmuje wartosci

Ujj emne.
Rozwiazanie
a) Funkcja fme ma miejsc zerowych, bo jej wykres nie przecina osi x.

b) Funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialéw (—oo; 0}, (0; + 00},
¢) f(x}<0,gdy x>0, czyli f(x}<0, gdy xe(0;+ox} J

Cwiczenie 6. Hiperbola przedstawiona na rysun-
ku jest wykresem funkcji f okreslone; wzorem
Fx)=2, gdzie x£0i a>0.

X
Odczyta) z wykresu 1 okresl:
a) przedzialy, w ktorych funkcja fjest malejaca,
b) przedzial, w ktorym funkcja fprzyjmuje war-
tosci ujemne.

Uwaga
Funkcja fokredlona wzorem [ (Jc) = %, gdziex #0ia #£0, jest monotoniczna w kazdym
z przedzialdw (—o0; 0}, (0:+00), ale nie jest monotoniczna w calej dziedzinie R\{0}.
Funkcja ta jest w kazdym z przedzialow (—oo; 0}, (0; +o0):

e tosnaca, gdy a<0, e malejaca, gdy a> 0.

Odp owiedzi do ¢wiczen
1.b)Tak 2.2)2 b) -2, )3 3.a)Iilll, b)ITIiIV 5 a)6 b)—15, O)—14 I8
6. a) Funkcia jest malejgca w kazdym z przedziatow {—oo;0), {0;+00), b) f(x)<0, gdy x <0, czyli x&{—oo;0).
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10. Funkcia f(x)

Zadania utrwalajace

— [wielkosci odwrotnie proporcionaing
10.1. Przerysuj dozeszytutabele1 wmiej-

= sce .wpisz odpowiednigliczbe. Spo-

X
rzadZz wykres funkcji okreslonej wzo-
rem f(x}= =]

X

—6 E |2
‘i

10.2. Narysunku pizedstawiony jest wykres funkcji okreslonej wzorem postaci f (x}=—,
gdzie x #0. Odczytaj z wykresu wartos¢ wspolczynnika a.

10.3. Sposrod punktow:

A=(-3,0}), B=(-2,-3),C=(3,2), D= [9,%}, B [5,3, e [30, éj G=(3,6)
wybierz te, ktore nie nalezg do wykresu funkcji fokreslonej wzorem f(x}= E
X
10.4. Sporzadz wykres funkcji £ gdy:
—4 3
a) f(x)=?, b) fx}=-=,

2
C) f(x} oy
10.5. Przepisz zdanie do zeszytu i w miejsce ] wpisz slowo ,,dodatnie” lub ,,ujemne”.
D[

10.6. Uzasadmij, ze punkty 4, B, C leza na tej samej hiperboli, gdy:
a) A=

(-5,1), B:[—i,ézﬁ} C=[3000,—
125

a0
b) A=(Lv2}. B:[Jg,%} C=(40,2,+10}).

Furkcja okreslona wzorem f (x)= 2 odzie x# 0, jest rosnaca w przedziale (0; +o0),
X
gdy ajest [l oraz malejaca w przedziale (—o0; 0}, gdy ajest [l
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10.7. Adam narysowal w jednym ukladzie wspol-
rzednych hiperbole A, B, C 1 D okreslone

rownanianmi;
-2 1
1 y:—a 2 y:_:
X X
1
A 6
3 y=—2 4 y=—.
X X

Przyporzadkuy wzor hiperboli dojej wykresu.

Wielkosci odwrotnie proporcjonalne

e Dwie wielkosci zmieniaja sie odwrotnie proporcjonalnie, jezeli wzrost jedne;
Z mich pociaga za soba odpowiednie zmniejszenie drugie;j.
¢ Dwie wielkosci 83 odwrotnie proporcjonalne, gdy ich iloczyn ma stala wartosc.

Przyktady wielkosci odwrotnie proporcjonalnych:
o Czas toraz predkos¢ v w ruchu na ustalonej drodze .
Na przyklad, gdy s=120km, wtedy -0 =120.

Gdansk s=120km Chojnice
@ )

4h-30%=12(}km

15h-8%:120km

1,511-80%:1201:111

e Dhugosci a1 b bokow prostokata o stalym polu P,
Na przyklad, gdy P =20, to a-b=20.

2 P=20 25| P=20 4
10 8
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Cwiczenie 7. Pole prostokata jest réwne 36. Przerysuj do zeszytu D C
tabele i w miejsce [l wpisz odpowiednia liczbe. p| a-b=36

a |1 |l (m e (mm o W 43 4
b N 2 (I 4+ |IH s (IH| 12

Uwaga
Dwie wielkosci zmienne x 1 y sa:
e wprost proporcjonalne, gdy obie jednoczesnie rosng albo maleja tyle samo razy, to
Zznaczy, gdy iloraz L jest staty,
X
» odwrotnie proporcjonalne, gdy ze wzrostem jednej druga maleje tyle samo razy, to
znaczy, gdy 1loczyn y- x jest staly,

.= Cwiczenie 8. Przerysuj do zeszytutabele i w miejsce

. 8 . o x| 2|5 (M8
.@152 Oflpomedmaf]lc.zb@,medz.'afc, ze wielkosci 2 om0 [l
Zmienne x i y 83 odwrotnie proporcjonalne.

Cwiczenie 9. Przerysuj do zeszytu tabele 1, 2 i w miejsce ] wpisz odpowiednie

liczby, by wielkosci x 1 y byly:

X

x |1 ]12] 3[4

y |[IH|H NN

x |1 [2]13]4

y I .

1 wprost proporcjonalne oraz Y o4 | 2 odwrotnie proporcjonalne oraz x-y =24
|
|
|

W zagadnieniach praktycznych, mowiac o wielkosciach wprost lub odwrotnie proporcjonal -
nych, méwimy owielkosciach przyjmujacych wartosci dodatnie. Wykresy tych zaleznosci
przedstawione sg na rysunkach.

x, ¥ — wielkosci wprost proporcjonalne x, y — wielkosci odwrotnie proporcjonalne
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Uwaga
Dwie wielkosci odwrotnie proporcjonalne moga rowniez VR
przyjmowac wartoscl ujemre. \’\’

Wykresem proporcjonalnosci odwrotnej wielkosci x 1 v, \\\i / x
i la
@

gdy x #Q, jest hiperbola o réwnaniu y=—.
X

Obserwujac zjawiska zachodzace w przyrodzie, staramy si¢ ustalic zaleznosci migdzy
wielkosciami majacymi wplyw na przebieg tych zjawisk. Okazuje sie, ze niektdre z nich
53 wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi. Pokazemy to na przykladach.

Cwiczenie 10, Ustal, czy wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi sa wielkosci okre-
slajace:

a) odleglosci na mapie 1 odpowiadajace im odleglosci w terenie,

b) cene bulki i liczbe bulek, ktdre mozna kupi¢ za 10 zl.

Cwiczenie 11. Na rysunku przedstawiona jest zaleznos¢ miedzy wysokoscia nad pozio-
mem morza a cisnieniem parcjalnym tlem.

1. Wysokosc, na ktore] wiekszos¢ niezaaklima-

tyzowany ch osob traci przytomnos$c.

150007 2. Pulap stalego bytowania ludzi.

T 4 3. Naywicksza wysokoé¢ umozliwiajaca zaakli-

E matyzowanym ludziom przetrwanie kilku

‘:::L 10 000 godzin, gdy oddychaja powietrzem.

b 3 4. Putap bytowania czlowieka, gdy oddycha

= Mount Everest czystym tlenem.

2. 8848 m 2

5000
A
Mount Whitney
£850m M
eSS IE;ym Cisnienie parcjalne (czastkowe)
iy T i i | tlenu — cisnienie, jakie wywie-
0 50 100 150

ratby tlen, gdyby sam zajmowat

clénlenle parclaine tlenu (mm H . i
parc] ( o cala objetosé powietrza.

Jak myslisz, z jakie] naywyzsze] wysokoscl mozna bezpiecznie skoczy¢ ze spadochronem:
a) bez butli z tlenem, b)z butla z tlenem?
Swoje odpowiedzi porownaj z informacjami podanymi w internecie.
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rPrzykIad 4, W pewnym doswiadczeniu badano, w jaki sposdb cisnienie p gazu o stalej
temperaturze wypetiajacego balon zmienia sie w Zaleznosci od jego objetosci V. Uzy-
skane wyniki przedstawiono w tabeli.
a) Zaznacz otrzymane wyniki wukladzie wspolrzednych.
b) Wyznacz wzor funkcji, ktora moze okreslac zaleznosc
miedzy cignieniem p a objetogcia ¥ gazu whbalonie.

Fl2 253 4]s
pl3024|20]15]12

Rozwiazanie

a) ;“’5* - . : b) Analizujac tabele, zauwazamy, ze 1lloczyn

0+ - wielkosci V1 p jest staly.
00— e | V- p=60, skad p:6—
[ _ 60 _

s Odp.: p:?, gdzie 2<V <5.

e

, gdzie V' > 0.

01234567?

E‘ 2 2’0,(1(:'A
Cwiczenie 12. Pewien kierowca ma Zwyczaj tan- '§- =
kowania benzyny za stalg kwote. Na wykresie 'é g
pokazano zaleznos¢ miedzy cena benzyny a liczba H E 19,23
zatankowanych litroéw paliwa. Okresl, jaka kwote =T 1852

przeznacza ten kierowca na jedno tankowanie. 500 520 540

cena |ednago litra benzyny

rPrzyklad 5. Pewna prace moze wykona¢ 14 robotnikéw w ciagu 15 dni. W ciaguilu dni
wykona te sama prace 3 robotnikow?
Rozwiazanie. Pracodawca oszacowal, ze jesli praca ma byc¢ wykonana przez 14 robot-
nikow w czasie 15 dni, to Znaczy, Zze na jej wykonanie potrzeba 15-14 roboczodni.
Zatem trzech robotnikow bedzie na wykonanie tej pracy potrzebowalo rowniez 15-14
roboczodni, czyli 3-x=15-14
_15-14

y=""""—_5.14=70. Sciami odwrothie proporcionalinymi.

Liczha dni i liczba robatnikow sq wielko-

Odp.: Trzech robotnikdéw bedzie wykonywalo te prace przez 70 dni. J

Cwiczenie 13. Zapas ziemniakéw w stoldéwee szkolnej wystarczy na 21 dni, jezeli dziennie
bedzie sie wydawac 240 obiadow. Na ile dni wystarczy ten zapas, jesli dziennie beda
wydawane 252 obiady?
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Odpowiedzi do éwiczen
B 249 20
x| 213251 5 1 2 ] x| 1121314 x| 1]2]3
ylaol 4 | 20] 100 50| 12,5 yla24 48] 72|96 yl24)121 8] 6
10. a) Mie, b)tak. 12, 100zf 13.20dn:

Zadania utrwalajgce

10.8. Przerysyj do zeszytu tabele i w miejsce [l wpisz liczbe tak, by wielkosci x1i y byly:

= a) wprost proporcjonalne b) odwrotnie proporcjonalne
x| 2|5 (I n x (15| 6 [0,6
y |IM[75] ¢ 1IN y130]5 |

10.9. Kupiono dziatke budowlana w ksztalcie prostokata o polu 1600 m”. Zapisz wzor
wyrazajacy zaleznosé¢ miedzy wymiarami tej dziatki ajej polem.

YA

10.10. Na rysunku przedstawiony jest wykres pewnej '
proporcjonalnosci.

a) Napisz wzor te] proporcjonalnosci. - .
b} Przerysuyj do zeszytu tabele 1 wmiej- 1
sce [} wpisz odpowiednig liczbe. y (I 1

>
x

10.11.W tabeli podane s3 przyblizone wartosci srednic ervtrocytow oraz ich liczby zawarte
w milimetrze szesciennym krwi u roznych kregowcow.

Badane zwierze Liczba ef}’tiﬂcytfﬁw Srednica erytrocytow
(tys./mm” krwi) w przyblizeniu (um)
zaba 400 79
jaszczurka 1600 17
karp 2000 14
pies 6200
koza 18 000 3

a) Przedstaw w formie wykresu dane
zamieszczone w tabeli.

b) Podaj, jaka zaleznos¢ wystepuje
u kregowcow pomiedzy liczba
ervtrocytow a ich srednica.

Erytrocyty (krwinki czerwo-
ne) maja ksztalt krazka obu-
stronnie wklestego. Ervirocyty
| uczlowieka maja érednice 7-8
mikrometrow.
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10.12. Nawykresie przedstawiona jest krzywa F 100
- przezywalnosci populacji pewnego 2 80
gatunku ryb. 5 80 \
£ 0l \
g N
Ocen prawdziwoesé podanvch zdan. Wybierz B & 20 “\\\
fezeli zdanie jest prawdziwe, fub F — jesli jest 0 — 1
el o 1 2 3 4 & 6
Jatszywe. czas [lata]

Smiertelno$é w populacji ryb jest statai nie zalezy od wieku osobnikéw. | P | F

Najwieksza smiertelnos¢ w populacji ryb wystepuje do dwoéch lat zycia. | P | F

W populacji ryb wystepuje wysoka przezywalnosc¢ osobmkow miodych. | P | F

10.13. Ciezarowka, jadacaze srednig predkoscigrownag 60 % przebywa odleglos¢ z War-
szawy do Gdanska w czasie 5 godzin 1 30 minut. W jakim czasie przebegdzie t¢ sama
droge samochdd jadacy ze srednig predkoscia rowna 75 % ?

10.14. Szesciu pracownikow, pracujac z ta sama wydajnoscia, wykonuje pewna prace
wczasie 4 godzin. Ile osob powinno pracowac z taka sama wydajnoscia, aby praca ta
zostala wykonana w czasie 3 godzin?

10.15. Radio A nadaje na falach o dlugosei 250 m na czestotliwosci 1200 kHz. RadioB
nadaje na czestotliwosci 300 kHz. Na jakiej dlugosci fal nadaje radio B?
Wskazowka Tloczyn dlugosci fali radiowej i jej czestotliwosci jest wielkoscia stala.

10.16. Z prawa Ohma wynika zaleznos¢ I = % gdzie 7 to natezenie pradu, {/to napiecie,
a R to opor obwodu pradu.
a) Gdy staly jest opor R, to natezenie [ 1 napiecie L7 sg wielkosciami wprost czy od-
wrotnie proporcjonalnymi?
b) Gdy stale jest napigcie U pradu, to natezeme 71 opor R sg wielkosciami wprost czy
odwrotnie proporcjonalnymi?

10.17. Pole wielokata przedstawionego na rysunku jest rowne 100.

C
a) D . c b) I C) 5 y -
—. xl
X X
AR ﬂB A h\ B AT\‘ B
y 3D ] 3

Napisz wzOr wyrazajacy zaleznosc¢ miedzy dhugoscia odcinka y a dlugoscia odcinka x.
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10.18. Wojtek ocenil, ze wartos¢ & (w zlotych) samochodu jest odwrotnie proporcjonalna

do jego wieku x (w latach). Zapisz te zaleznos¢, gdy po dwoch latach samochod ma
wartosc 30000 zl.

a) Oblicz ceng samochodu po szesciu latach.

b) Ile lat ma samochdd, jezeli kosztuje 3000 z1?

Zestaw powtorkowy

. Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposvod podanych.

Wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x}= t przedstawiony jest na rysunku:
X

A A A A
Al l el ﬁ el Bl s 4 ] Cl o | A | Dl J.’_:'L te— 1
= 3 =l | 3 | I J I |- | 3 |
=, 2 ="l | 2l | Jo—y - 24 |- | L3 |
|- 1 I . | - it S . |- } 13 }
0 1Y < I 1 A 4 ﬁf \ﬁ/'x'

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji fokreslonej A

. a
wzorem postaci f(x)=—, wiec:
X

-

A f(=-2 B (x)-

/'Q'Hp@.w
—
T i

R = -

c. £(x) D. £ (x)-

:_P
X

. Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposvod podanych.

Wykres funkeji f okreslonej wzorem f (x} :—l nie ma punktéw wspolnych z prosta
O rownaniu: *
A, y=—x, B. y=x,

C.. pe=2 D. y=—4.

. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Wepdlczynnik proporcjonalnosci wielkosei x 1 y, ktorych za- 4
G0+

leznosc przedstawiona jest na wykresie, jest rowmny: ol

A. 6, B. 10, I
C. 60, D. 600. 20T

Lot

D 1020304050 6070 ¥
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5. W tabeli podane sa po dwie wartosci wielkosci zmiennych x 1 y,
ktdre s odwrotnie proporcjonalne. i !
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych. 8 &L [ 4]
Wzor te] proporcjonalnogci ma postac:
A x-y=1] B. x-y=2, C.x-y=3, D. x-y=4.
6. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F—jesli jest falszywe.
Pewng prace moze wykonac 10 robotnikow w ciggu 15 dmi. Te samg plp
prace 3 robotnikow bedzie wykonywalo w ciagu 50 dmi.
Dla 24 zolierzy na 7-dniowy pobyt na poligonie przygotowuje sie 126 plE
kg chleba, a dla 36 zolmerzy na 9-dmowy pobyt — 147 kg chleba.
W czasie 0,4 sekundy glos w wodzie przebywa odleglos¢ rowng 574 m, plp
aw czasie 1,5 sekundy przebywa 2012 m.

7. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyc h.

Wielkosciami odwrotme proporcjonalnym s3 wielkosci x 1 y okreslone zaleznoscia:

A S ;L ¢ 2% 3V, I s
x ¥ NZ+1 ¥ 7 2 X 3

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposréd podanye h.

Wielkosciami wprost proporcjonalnymi s wielkosci x 1 y okreslone zaleznosgcia:

A Zob i LY T L St
2y 15 8y - x 13

9. Pojemnos¢ detki samochodowej jest réwna 0,08m? a pojemnos$é roboczej czesci

pompki 0,001 m’. W detce ci$nienie powietrza jest réwne 10° Pa. Oblicz, ile ruchéw

nalezy wykona¢ pompka, by cisnienie w detce wzrosto do wartosci 3,5-10° Pa. W ob-

liczemach przyjmij, Ze temperatura powietrza w detce jest roOwna temperaturze otacza-

jacego powietrza.

10. Naszkicuj wykres funkeji foraz okresl dziedzine 1 zbior jej wartosci, gdy:
1 x, gdy —-1<x<1
—, gdy x<-1
a) f(x)=1x ; b) fx}=11
x+1, gdy xz—1 - g

dy x<-1lub x>»1




11. Rownania kwadratowe

Stopien uporzadkowanego rownania z jedna mewiadoma rozpoznajemy po wykltadniku
potegi, w ktore] podstawsg jest ta niewiadoma.
Stopniem uporzadkowanego rownania jest najwyzszy Z tych wykladnikow.
Np.: a2t +5¢°-1=0 — rownanie stopnia czwartego z niewiadoma x,
2y +23*—2y=0 —rownanie stopnia trzeciego z niewiadoma y,

2x(x+1)=x — rownanie stopnia drugiego z niewiadoma x.

Cwiczenie 1. Okresl stopiefi réwnania:
a) ¥’ —16=0, b)2x—3=0, ¢)x =27 d)2x" +5x=0,
€) x(3x—+")=10 D x'-1=0, g ¥ —6x+5=0  h) x(x-2)=5.

Obecnie poznamy rownama stopma drugiego zwane rownaniami kwadratowyni.

Réwnanie postaci ax” +bx+c¢=0, gdzie a = 0oraz a, b, ¢ sa liczbami rzeczy-
wistymi, nazywamy rownaniem kwadratowym (rownanem stopma drugiego
z mewiadomag x.

Liczby a, b, ¢ nazywamy wspolczynnikami liczbowymi rownania kwadratowego.

Cwiczenie 2. Podaj wspélczynniki liczbowe réwnania kwadratowego:
a) 2x° —6x+3=0, b) 32" +8x=0, ¢) —x*+9=0, d) 62 =0, €) 2x—x"=1

Wearod rownan kwadratowych wyrozniamy rownania kwadratowe zupelne 1 niezupelne.

Rownanie kwadratowe
ax2+bx+c:[} iaz0

.
e,
S

,ﬁ’:.'g"—"" -._-.-.e-a.-n--“"ﬁ“ %%&“
niezupelne zupeine
b=01¢=0 b=01¢c=20 b T &= b=201c=0
2
ax”> =0 alre=0 axt 1 bhx =0 ax” +hx+c=10

Uwaga. Pierwiastkiem (rozwiaz aniem) rownania nazywamy kazda liczbe, ktéra spel-
nia rownamnie, tzn. liczbe, po wstawieniu ktorej w miejsce miewiadome) lewa L strona
rownama jest rowna stronie prawej P.
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Cwiczenie 3. Sprawdz, ktéra z liczb: —4, -3, 0, 7 jest pierwiastkiem réwnania:
Ay -7°=0, )X +x-12=0 ¢ x(x+3)=0, d) (x+3)(x+4)=0

Rownania kwadratowe niezupetne

Aby rozwigzac rownanie kwadratowe niezupeine, korzystamy z jednej z dwoch podanych
nizej wiasnosci dziatan na liczbach:

1° kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nie- Jezeli ac R, to o> >0.
ujemna,

2° 1loczyn dwoch liczb jest réwny 0, gdy co najmmniej Jezelia=R, beRiab=0,
jedna z nich jest rowna 0. B el et

Sposoby rozwigzywania takich rownan pokazemy na przykladach.

rPrzyklad 1. Rozwiaz réwnanie 7x° = 0.

Rozwiazanie
Ix*=0 /o7 Réwnanie ax® =0, gdzie a #0, ma
s 0, wiec x=0 (bo (2 e 0). Jedno rozwigzanie rowne O,
Odp.: x, =0. J

Cwiczenie 4, Rozwiaz réwnanie: a) —3x°=0, b) %xz = %xg, ¢) 0=35x%

f Przyktad 2. Rozwiaz réwnanie 4x” —25=0.

Rozwiazanie
I sposob: | 77 sposch:
4x* —25=0 I 4x” —25=0
korzystamy z wzoru & —b° —(a—b)(a+b). | 4x°> =25 /4
(2x—5)(2x+5)=0 ab=0, gdy | 525 2 50ia220
—0 lub b=0 | iy !
2x—5=0 lub 2x+5=0 - - | pierwiastkujemy
25 obie strony
2 ’
Zx=5 lub Zx=-5 | & 55 ? FOW ARG
:c:E lub x:—z | 5
2 2 L =3
| 5 5
5 | x:E ]_Ub xz—E.
Odp.: x, =——, x,=—.
p.. x| 275 J
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Cwiczenie 5. Rozwiaz réwnanie:
Ay 165" <0=0, by-3r"=<27, oOx(x=2)=3"=Tr-8

r Przyktad 4. Uzasadnij, ze rownanie x” +4 =0 nie ma rozwiazania.
Rozwiazanie

I sposob: : IT sposob:
Kwadrat kazdej liczby rzeczy- : Kwadrat kazdej liczby rzeczywiste] xjest liczba
wistej xjest liczbanieuyjemng, | nieujemna, wiec nie istnieje liczba, ktora pod-
|
|

tzn. x° = 0, wigc x> +4 > 0. niesiona do kwadratu jest réwna —4.

Zatem rownanie x° +4 = 0 nie ma rozwiazania. C.7. 1. J

Cwiczenie 6. Uzasadnij, Ze nie ma rozwigzania réwnanie:
a) 2x°+3=0, b) —=x"-2=0

Uwaga

Jezeli réwnanie kwadratowe ma postaé x* =k , to gdy:

e J>0 rownanie ma dwa rozwigzania x, = -k , xZZJE, x =tk
e k=10 rownanie ma jedno rozwiazanie x, =0, x=+0

e k<0 réwnanie nie ma rozwigzania.

Cwiczenie 7. Rozstrzygnij, ile tozwiazan ma réwnanie:

a) %x2+3 =0, b 4-x*=0 ) 3xF=2(x-1]+4x-2

r_Przykiad 3. Rozwiaz rtéwnanie 3x” +4x=0.

Rozwiazanie. 37 Phx=l Wiiqezamy wspolny czyhnik x poza nawids.
x-(3x+4):0 mon—0 gdy
¥=0 lub 3x+4=0 BN Sh
4
xXx=——.
3
Odp.: x=—— ;=0
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Cwiczenie 8. Rozwiaz réwnanie:

1 1 1
a) —Ex2+3x:0, b) 3x° —5x=x"—x, ¢) (x—2)2 =4 d)—x +x=—x+x".

Uwaga

Rownanie kwadratowe postaci ax” +bx = 0 lub postaci x (ax e b) =0, gdziea #0

b
ib#0, madwa pierwiastki: x, =0, x, =——.

i

Odpowiedzi do éwiczen
1. Btopien rdwnania: a)2, by l, 2, @2, 4, H5, H2 W2 3aym by, 0 -3 4dH-3 -4
5. a) x1=—%, x2=%, by xp=-3, =3 Qx=-2, =2

Tayl, b2 gl Bayx=0, =50 bn=0, =2, dx=0, =4 d)x=0 xn=1

Zadania utrwalajace

11.1. Spogréd réwnan oznaczonych cyframiod 1 do 9 wybierz te, ktore sg kwadratowe
<=, 1zapisz je w postaci ax® +bx+c=0 oraz okresl, czy réwnanie jest réwnaniem kwa-
dratowym niezupetnym.

1 (3-x)(3+x)=0 2 ©-17=130-2+", 3 55" -4x=5(x"-2)

4 15x(x-3)=4x(3-x), § (x+4Y -(x-11=17, & (3y-2)° =8(y+1) -100,

2 _6+y 8 z(z+1)_(z—1}z

7 y—+2y
6 7 3 4

9 (4x+6)(4r—6}=28

11.2. Sprawdz, ktéra z liczb -2, 2, 0 jest pierwiastkiem rownania:
a) ¥ —4=0, by ¥ -2=0, €) ¥ —x-6=0, d)3x(x+2)=0
11.3. Napisz réwnanie kwadratowe w postaci ax®+bx+c=0 i okresl, czy jest ono
niezupelne, gdy:
a) a=+2, b=1 ¢=0, b)ya=-1 b=1 c=1 ¢) a=-4, b=0, c=4/3.
11.4. Pierwiastkami réwnania kwadratowego 3x” +bx+c =0 saliczby 01 2.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wynika z tego, ze:
A b=01c¢=0, B.b=-—61¢=0, C.b=-61c#0, D.b*-61c#0
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11.5. Rozwigz rownanie:
a) 3x° =0, b) x* -9=0, ¢) x> =121,
d) —2x*—8=0, &) x*—3=0, f)xz—i:(],
23
g) 5x°=99-6x7, h) (x+5)(x—5)=24 i) ¥*+169=0,
) —12x=2(x-3), k) (x—4) =9-8x ) (y+3F =3(2y+6)
11.6. Rozwiaz rownanie:
a) x> +4x=0, b) x* +8x =0, ¢) 2x°—10x=0,
dy x> —5x=0, &) x*=——ux, 1) 3x2—%x:(},
Fis 3 2 2 3 ]. 2
g) ¥y +0,75y=025y,  h) =y +9 (»=3), D y =—y+—y".
4 47 4
11.7. Rozwiaz rownanie:
3 | L. 5
a) m- —18=0, b) —.r Q) —F 5=,
16 3 6 6
2 2 1 5
d) 0,49 p* =49, e) 14y° =196y, v +16=0,
g) 25 =0, h) —0,8w” =1 i) 24222 =242.
11.8. Dokorcz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
i1z Liczba V3 jest pierwiastkiem réwnania;
A x*-3=0, B. ¥ +4f3x=0, C. ¥ -3=0, D. 6x” —64/3=0.

Roéownanie kwadratowe zupetne a wzory skroconego mnozenia

Przypomnijmy

Przedstaw w postaci roznicy kwadrat dw wyrazenie X+ 5x

Rozwigzanie 5

5
x2+5x:x2+2-5-x+[

0

."—A—\

T

Stosujemy wzér a° +2ab+ b= (a+ E}}

3
dzie a=x i bh=—
= 2
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Cwiczenie 9. Przedstaw w postaci réznicy kwadratéw dwoch wyrazen sume (réznice):

1
a) x24T, b) x° —8x, C) Xt Ex

W rozwiazywaniu rownan kwadratowych zupelnych postaci ax’ +bx+c=0, gdy a=0,
b#0 1 ¢# 0, bardzo przydatne sg wzory skroconego mnozenia: kwadrat sumy 1 roznicy
dwoch wyrazen oraz roznica kwadratow.

r_PrzykIad 5. Stosujac wzor skroconego mnozenia, rozwiaz roéwnanie:

a) ¥*—2x—8=0, b) %x2—2x+3=(}.

Rozwiazanie
2 _
a) A _fx -8=0 FPrzedstawiamy rdZnice X% _2x w postaci
x*—2x=8 régnicy kwadratéw dwoch wyrazer.
2 &
21 @+ P~ =8 © 2x+l=(x 1f
(x—1) -12=8

(x—1)2=9 x 1=249

x—=1=3 lub x-1=-3
x=4 lub x=-2.

1 > MuoZymy oble strony rownania przez 2, b
b) —x"=2x4+3=0 /.2 “ymy ) Y . ‘p _ Y
2 Girzyimad przy ©° wspddczynnik 1.

X —dx+6=0

2 s 2 = e 2_

X =2 2x+2°-2°46=0 dr=2.0 jois 350
2 2
(x—2}) =-2. Réwnosd fadszywa, bo (x 2) 2 0.
Odp.: a) x, =—-2, x, =4, b) rOwnanie nie ma rozwiazania. J

Cwiczenie 10, Stosujac wzdr skréconego mnozenia, T0zwiaz réwnanie:
a) x>+6x+5=0, b) ¥ +8x+12=0, ¢) x*-14x—51=0.

Odpowiedzi do ¢wiczen

7V 49 1V 1
9. a) [x+5) —T, b [x—4}2—16, C) [x—l'zj —E. 10. a) x1=—5, Xy =-1, b) 0 =0, X =i

&) x=-3, xy =17 Wkazéwhz.a) (x+3) =4, b) (x+4) =4, ¢ (x-7)" =100,
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Zadania utrwalajace

a) P Zx

245

b) x4+ EAc,

11.9. Przedstaw w postaci r6znicy kwadratow dwoch wyrazen sume (roznice):
11.10. Rozwigz réwnanie:

a) (x—7) =0,

2
d) [x—gj —|—l:(},
7

9

C) P 10,

d) x* +0,25x.
Z
b) (x-3) =32

& s(re2) =2
2
e) 5(x—8) =125,

N (x+2) =12
11.11. Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowied2 sposrod podanych.
Jeden pierwiastek ma réwnanie:
A (x-3) =2

B. 2(x—3)" =0,
11.12. Rozwigz réwnanie:

C. (x=3Y =2,
a) x* +16x+64=0,

dy ¥ —2d2x+2=0,

D. (x—3) +2=0
b) x° —14x+49 =0,

¢) x> —20x+100=0,

e) ¥ +x+0,25=0, f x* —J2x+0,5=0.

11.13. Stosujgc wzory skroconego mmnozenia, Tozwigz rownarie:
a) x° —4x =16, b) x° +8x =20,

dy x> +x=2,

3

C) x4 6x=-3
e) xz—Sx:—,

4
g) x> +3x=4,

3

»

f) x° —7x=3
h) x* +9x="—",
11.14. Rozwigz rownarnie:

i) xz—lx:
a) x> —2x—35=0,

3
2
d) x> +23x-6=0,

b) x> +18x—144=0,

€) x> —6x—16=0,
e) sl T = {0,
11.15. Rozwiaz rownanie:

a) 3x° +5v=2,

1§ xz—\ﬁx—l—(}.
2

b) 5x° +9x=2

d) 4x% +2x =",

) 4x% —12x=7,
e) 3x° —1,8x=2,73,

f) 527 —20x=8,8.
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Wyroznik rownania kwadratowego i liczba jego pierwiastkow

r Przyktad 8. Wykaz, ze réwnanie kwadratowe ax” + bx + ¢ =0, gdzie a = 0, mozna przed-

a =0

s it B
WirazZenie X7+ —X rOZszerzamy

., . [ ]Z b _4ac
stawi¢ w postaci | x+— | =—.
2a da”
Rozwiazanie
Z (zadoienie): ax” +bx+c=01 a=0,
Dowod ax +bx+ec=0 /:a
b b
X +—x—|—£: (0, skad X —|——.7nc:—E
£ £ [ [
| 0
——
1

C.H.IL.

&

do postaci [

b )2
X4+=— .
24

Uwaga

o Kazde téwnanie kwadratowe ax® + bx + ¢ =0 mozna przedstawic w postaci

2a 4a’

[ b)z b2 — dac
x+— | =—— .

e Liczbe B — dac nazywamy wyroznikiem rownania kwadratowego

1 oznaczamy A (czytaj: delta), czyli A= b* —dac .

Cwiczenie 11, Oblicz wyréznik A réwnania kwadratowego:

a) 2x*—x—1=0, b) —x*—10x+11=0, c)—%x2+3x—6=0, d) 25x* +1=0.
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Liczba pierwiastkow rownania kwadratowego zalezy od tego, czy wyroznik delta (A) jest
liczba dodatnia, ujemna czy tez rowna zero. Jak myslisz, dlaczego?

Cwiczenie 12, Uzasadmij, Ze liczba pierwiastkéw réwnaria kwadratowego ax’ +bx+c=0
zalezy od znaku wyrdznika A= b — 4ac.

rPrzykiad 7. Rozwiaz réwnanie kwadratowe ax” + bx+¢ = 0 zapisane

bY A

w postaci [x +—j =——, gdzie A= b —4age.
2a 4a°

Rozwiazanie

Rozpatrujemy trzy przypadki: 1 A<0 2 A=0, 3 A>0.

1 A<0 wtedy B < 0, wiec rownanie kwadratowe nie ma rozwiazania,

Aa?
2 2
2 A=0, wtedy Jf:+i =L, czyli .:c+i =0
Za 4’ Za
+ b 0, wiec
x+—=0, Xy =——"1,
, 2a o By,
b A
3 A>0 wtedy [x+—j =—
2a Aa”
b A A NA JA VA
x+£=i oz 26 a2 28]  2a
b NA b A
x+—=—— lub x+—=——
2 2a 2a 2a
b A b A
=———— lub x=——+— wiec
2a 2a a a
_Tb-NA - —BVA
L 2a : 2a _J
Posta¢ réwnania ax*+hx+e=0, gdzie @ #0 i A=F —dac
Znak (warto$c)
o A0 A=10 A<D
wyrdznika A
_ —b-+A _ —b+A _ & Hig ma
Pierwiastki LT X2 =T =T FOZWIGZaRic
Lep Jeden ZeFo

L PR & 45 pierwiastek x, | pierwiastkow
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( Przyktad 8. Oblicz wyrdznik A i rozwiaz réwnanie:
a) 3x°—x—4=0, by 4x*—4x+1=0 ¢)2x° +x+8=0
Rozwiazanie
a) 3x°—x-4=0 | by 4x>—dx+1=0
(a=3 b=-1 c=—4) : (aed, i, w=l)
2
A=F —4dac=(-1) —4-3-(—4)=49. | A=b —dac=(-4Y -4-4.1=0
A0, wiec JA=49-7. | A=0.
|
|
|
|

e P T
23 6 2.4 7
—(-1}+7 8 4 1
Xop =— —— == Xy =—.
2.3 6 3 2

€ 2x°+x+8=0, (a=2 b=1 ¢c=8),
R PR R B e P s A<

Odp &) =1, xy= g b) x, = % c) réwnanie nie ma pierwiastkow, bo A <0,

Cwiczenie 13. Oblicz wyréznik A i rozwiaz réwnanie:
a) 2x° —20x=22, b) 3’ -x+1=0 ¢ %xz —2x+8=0.

Cwiczenie 14. RozwiaZ réwnanie:
a) (x—5}(x=3)=0, b) x(x—5}=2x-10, ¢ (x—3) =8—4x.

Odpowiedzi do cwiczen
b% — dac
4q”
452 lest zawsze liczha dodatnia, wiec znak tego utambka zalezy tylko od znalm licznika b~ dar, czyli wyrdznilka A

rmianownilk

11.a) A=9%, b) A=144 ¢) A=-3 ) A=-100 12, Wekazowka, Zauwaz, ze w utarmla

13.a) xy =-1, x =11, b)niemarorwigzania, <) x; =8 14.a) =3, ;=5 Brg=2, xz=5 ¢)xy=1

Zadania utrwalajgce

11.16. Oblicz wyroznik A rownania kwadratowegoi okresl, czy to rtOwnanie marozwigzarne.
a) ¥’ —x—1=0, b) ¥’ +x+1=0 €) 3 —f2x+1=0,
d) 6x°—13x+6=0, e) x* —3x-10=0, f) x* —5x+6=0.
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11.17. Okredl liczbe pierwiastkow rownania:

249
a) x> —mx+2=0,

b) x* —3x+2=0,
d) 3 —Jex+2 =0,

¢ 2% . x> 12" . x+1=0,
&) (logy 5)-x" —x+logy1=0,
11.18. Oblicz wyrozmk A 1 rozwigz rownanie:
|
a) x2—6x—7:0, b) xz—x+—:0,
dy —2x"+x+3=0,

€) x* —4x+25=0,
e) —x* —20x—-75=0,

f) 3z° - 2z+10=0,
11.19. Rozwigz rownanie:

a) y2—2y+1=1,

b) y*—0,2y+0,03=0,02,
d) 15x(x—3)=4x(3-x),

¢) 5x”*—4=2(x" -2}
g 2t E-8) o plraPafe-1P-17
2 4
11.20. Okredl, czy rownanie kwadratowe jest zupelne, czy niezupelne, 1 je rozwiaz
a) 5x% = 10x, by (x—2) =4,

) (y+7}2:11,
dy x* +2x=8,

5
1 4 1
e) Sx(x+2}=0, Il (g o
) Sx(x+2) f)[y 3] 3[ 3]
11.21. Rozwigz rownarnie:
a) x> =x, b) 14x—x° =0,

¢) ¥* —2x=—-1,
7
d) x* —6x=-10,

e} 16 =10x —x°,

f) 0,4x° +1,2x=4.
11.22. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowied sposrod podanych.

== Wyroznik A réwnania L= x+3=0 jest rowny:
A. 6 - 4if5, B. 'J6 - 46,

C.J6-24 D. -3/6.
11.23. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowie dg sposrod podanych.
= Mniejszym z rozwigzan réwnania X 45x4+6=0 jest liczba:
A. -6, B. -3,

Ci—2; D. 1.
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Przyktady zadan prowadzacych do rozwiazywania rownan
kwadratowych

r Przyktad 9. Suma kwadratow dwoch kolejnych liczb naturalnych jest réwna 61.
Jakie to liczby?
Rozwiazanie. Oznaczamy: » n+1 — dwie kolejne liczby naturalne.
Wiedy: n’ —kwadrat liczby naturalnej n,
(n+1)" —kwadrat liczby naturalnej n+ 1,

n’+(n+1) —sumakwadratéw dwoch kolejnych liczb naturalnych,
61 — suma kwadratow dwoch kolejnych liczb naturalnych.

" +(ﬂ+1)2 =61, wiec
n*+n-30=0, skad
A=12) ny==6, n=35
Jezeli n=5to n+l1=6.
Odp.: Liczby naturalne spehiajace warunki zadamato 51 6. J

Liczba —6 nie spetnia warunkow zadania,
bo nie jest liczbg naturalng.

Cwiczenie 15. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych jest réwna 509.
Jakie to liczby?

Cwiczenie 16. Suma polowy liczby x i jej kwadratu jest réwna zero. Oblicz te liczbe.

( Przyktad 10. Cialo swobodnie spadajace z wysokosci A przebywa droge, ktorej wartosé

obliczamy z wzoru % = %grz, gdzie toznacza czas spadania w sekundachi g =10 Ez
S
Nie uwzgledniajac oporu powietrza, oblicz czas spadania kamienia z wysokosci 180 m.

Rozwiazanie. Dane: h=180m, g =10E2, : obliczyc: ¢, gdzie = 0.
5

180 =51 /:5
36=1"
t=6 lub 1=-6.
Z zalozenia ¢ > 0, wiec 1 =6.
Odp.: Czas spadamia kamienia jest rowny 6 sekund. J
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Cwiczenie 17. Samochdd o masie (m) réwnej 800 kg ruszyl ze skrzyzowania.
Oblicz, jaka predkosc uzyskal samochod w chwili, gdy jego energia kinetyczna ( £, )
mo*

gt

byta roéwna 80 000]. Wskazowha. E, =

r Przyktad 11. Pole prostokata jest réwne 176 cmé. Dhugosci
bokdw prostokata zapisano w postaci wyrazen algebraicznych.
Oblicz dlugosci bokow prostokata.

Rozwiazanie «2(x+3) >
Dane: P=176 cm?, | obliczyé: x — dhugos¢ boku prostokata ( x > 0),
| 2(x+3) — dlugos¢ drugiego boku prostokata,

-

P=x-2(x+3}i P=176, wigc
x-2(x+3)=176
2x* +6x=176 /:2

7
3 361
x*+3x=88 [x“‘—j ==
2 4
xl o _]. ], x2 = 8
Z zalozenia x >0, wiec x=8 1 2(8+3}=22,
Odp.: Dlugosci bokow prostokata to 8 cmi 22 cm. J
Cwiczenie 18. Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 60 cm?, T
Dhugosci przyprostokatnych zapisano w postaci wyrazen alge- £
braicznych, jak na rysunku. Oblicz dhugosci przyprostokatnych l .
trojkata. «— x+2 —»
¢ [
Cwiczenie 19. Czworokat przedstawiony na rysunku jest 4( 2 1)
kwadratem. Oblicz obwdd tego kwadratu. b
<237 +1)>
Odpowiedzi do ¢wiczen
15. 12,13, 14, Wekazdwka, Oznacz n-1, 1, B+1 —trzy kolejne liczby natiralne.
16. —% wbo 17 u=mﬁ?, czyli Uﬁ]‘i,l%. 18 o e kb =P e agvan
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Zadania utrwalajgce

11.24. Tloczyn dwoch liczb jest rowny 24. Wiedzac, ze jedna z liczb jest o 2 wigksza od
drugiej, znajdz te liczby.

11.25. Oblicz dlugosci bokow trojkata prostokainego, wiedzac, ze sa one kolejnymi:
a) liczbami naturalnymi,
b) parzystymi liczbami naturalnymi.

11.26. Plac zabaw dla dzieci maksztalt prostokata o polu 180 m?. Jeden z bokdw placujest
0 3 m krétszy od drugiego. Oblicz wymiary placu zabaw.

11.27. Z dzialki w ksztalcie kwadratu rolmk odsprzedat gmm- =
nie pas ziemi na droge. Jakie byly pierwotnie wymiary
dzialki, jezeli po sprzedazy pozostalo mu 96 arow B
ziemi? 4m{| droga

11.28. Pole trapezu réwnoramiennego jest réwne 220 ¢cm?, e
Podstawy trapezu 1 jego wysokos¢ opisano w postaci wy- / N | x+2

razen algebraicznych, jak na rysunku. Oblicz dlugosci . o

bokow trapezi.

11.29. Boki dwoch kwadratow roznig sie o 2, a sumaich poljest rdwna 10. Oblicz dlugosci
bokow tych kwadratow.

11.30. Pole rombu jest towne 600 cm?, a dlugosci jego przekatnych roznia sie o 10 cm.
Oblicz dlugosci przekatnych 1 obwod tego rombu.

11.31. Sprawdz, czy dlugosci bokow trojkata prostokatnego moga by¢ kolejnymi natural -
nymi liczbami nieparzystymi.

11.32. Spadajacy kamien omasie 3 kg w chwili uderzenia o ziemi¢ mial energie kinetyczng
o wartosci rownej 24 1. Z jaka predkoscia kamien uderzyl o ziemie?

11.33. W prostokacie o wymiarach 8 cm 1 5 cm powiekszono tak dhigosc 1 szerokosc o te
samg liczbe centymetréw, ze pole otrzymanego prostokata zwiekszylo sie o 30 cm?.
O ile centymetrow powigkszono dlugosc 1 szerokog¢ tego prostokata?

11.34. Oblicz wartosci sit F, i F, dzialajacych prostopadle do siebie,
jezeli jednaz nich jest wieksza od drigiej o 14 N, aich wypadkowa F
jest rowna 26 N.
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Zestaw powtorkowy

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwq odpowiedz sposrod podanych.

Liczba 2 jest pierwiastkiem rownama:
A x°=2=0, B. 45" —4x+1=10, C.x" —4x+4=0, D. x* +4=0.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Rownaniem kwadratowym zupelnym jest rownanie:
A (x=3)(x+3}=0, B. 2x(x—1}=x(x-1}

C. 2(x" +1)=-3(x+1} D. (x—3) =0

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyceh.
Tylko jeden pierwiastek ma rownanie:
A 2x°+32=0, B x*=4 C.x*—10x+25=0  D.x" -25=0.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wyroznik A réwnania x” —2-10%x+10° =0 jest réwny:
A, 410°-4.10°  B. 2-10°, C. 2-10* —4-10° D. 0.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyceh.
Tylko jedno rozwiazanie ma réwnanie x° —x+c =0, gdy:
1 1

b B. c=—, C.c=—, D. c=1
4 2

Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F—jesli jest falszywe.

Jezeli ° =9, to (x+1)° moze sie réwnaé 4. P|lF

Jezeli (x+1)"—4=0,t0'2" —~4=-3 Tub x> —4=5. P|F

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Réwnanie ax” +2x+3 =0 ma dwa pierwiastki, gdy:
6 5 4 3

A, gd=—, B. a=— C. a=—, D.oa=—.
12 12 12 12

8. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb parzystych jest rowna 1636. Czy podang
D [ zaleznosé opisuje réwnanie (2n—2) +(2n—1) +(2n) =1636?

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposvod A i B.

T | Tak, _ | A. | kolejne liczby parzyste to: 2n—2, 2n—1, 2n
— poniewaz, - =
N | Nie, B. | kolejne liczby parzyste to: Zn—4, 2n—2, 2n.
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Funkcje fokreslong wzorem f(x) —ax’+bx+ec, gdzie a, b, ¢ 83 liczbami rzeczy-

wistymii @ # 0, nazywamy funkcja kwadratowa lub tréjmianem kwadratowym.

o Wzér f(x)=ax’+bx+c nazywamy postacia ogélna funkcji kwadratowe;.

e Wykresem funkcji kwadratowe] jest krizywa zwana parabola o rownaniu
y=ax’ +bx+ec.

e Dziedzing funkcji kwadratowej jest zbior liczb rzeczywistych, czyli D, = R.

Przyklady funkcji kwadratowych:
1 f(x}:2x2, wiec =2 F=0 g=1;

2 f(x}:%xz —2x+4, wiec a:%, b=-2 c=4.
e Cwiczenie 1. Sposrdéd wzordw funkeji oznaczonych cyframi od 1 do 8 wybierz te,
ktore sg funkcjami kwadratowymi, a nastepme okresl ich wspdlczynniki liczbowe.
1 f(x)=2 2 fx)=-3 3 fx)= %x—4, a4 F(x)=(x-2)
5 fix)=x(x-1} 6 f(x):x2 %, @ Fla)= l—xg, 8 f(x)=x(1-x}
X
Cwiczenie 2. Podaj pizyktad wzorn funkcji kwadratowej postaci f (x}=ax” +bx+c,

gdy: a) b=0, az0, c20, Db)c=0, az0, bz20, c)a=z0 b=0, c=0

Wykres i wiasnoséci funkcji kwadratowej f{x)=ax’

Badanie wlasnosci funkcji kwadratowe] 1 szkicowanie jej wykresu rozpoczynamy od przy-
ktadow najprostszych.

( Przyktad 1. Dla funkcji kwadratowej fokreslonej wzorem:
a) f(x):xz, b) f(x}:—.xz,
wykonaj nastepujaca czynnosc;
1° podaj wartos¢ wspolczynnika «a 1 sporzad?Z tabele wartogci funkeji dla kilku argu-
mentow,
2° naszkicuy wykres funkcji.
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Rozwiazanie
a) 1° f(x}:xz, wiec a=1

2 =2 |-1]- o 112

L
2

y=x'|4]1 1|4

1
4

el I N i S

f

&
~

Zauwazamy, ze f(-2}=f(2} f(-1}=f(1} fﬂlj_}[

2° 2°

*o=r

Kazda z parabol o réwnaniach y = x* i y = —x* ma o§ symetrii pokrywajaca sie z osia

rzednych, czyli prosta o rownaniu x = 0.

Purkt W = (0,0} jest wierzcholkiem kazdej z nich.

Wierzcholek W dzieli parabole na dwie przystajace czesci, kiore nazywamy ramionami
paraboli. J

Uwaga
. Prista x =0 jest osig symetrii kazdej z parabol o rownaniu y = ac, gdzie a=0.
e Punkt, w ktorym o$ symetrii przecina parabole, nazywamy wierzcholkiem paraboli.
* Aby naszkicowal wykres funkeji okredlonej wzorem f(x)=ax’, gdzie a=0,
zwykle zaznaczamy w ukladzie wspolrzednych trzy punkiy:
w=(0,0), A4=(l,a), B=(-1l,a)
1 prowadzimy przez nie odpowiednia parabole.

Cwiczenie 3. SporzadZ w jednym ukladzie wspdlzednych wykresy funkeji fokre§lone;
WZOTEIL:

a) f(x)=2x>, b) flx}=-2x"
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( Przyktad 2. Na jednym rysunku sporzadz wykresy funkciji okreglonych wzorem posta-

ci f(x)=ax’ gdy:

1 1
a) a=1, b) a=2, C) a=—, d) a=—.
) ) ) 5 ) 5
e ; ; U ST S W S
Rozwiazanie. Rysujemy parabole o rownamach: y=x~, y=2x", y—E.x . y—gx :
a) b) c) d)
1
—1 1 -« | -1 2 & 1 : 1
0 0 ] 0 0 J -1 E | -1 g -
1 - 1 2 0 0 ‘ 0 0
1 . 1
1 — -« |1 < -
2 3

Jesti a =0 toim wartosé
wispoiczynnika a jest wieksza,
tym ramiona paraboli o row-
nanin y=ax’ sq polozone

W

A

EBNR\
W

-1 0 1
W =(0,0

-
|
(X}

blizei” osiy

i
T
T~
S

5 Nl""‘ |

[\ ¥]

Prosta o rdwnaniv x=0 {af y)

[y

N
T
' -

2

Jest osiq symetrii kazdef z para-
Aol

Cwiczenie 4. W jednym ukladzie wspdlrzednych narysuj parabole o réwnaniach:
L

e
d 2

Przepisz zdanie do zeszytu i uzupelnij je tak, by bylo prawdziwe.

2

y=—332 2 2

=t eyt

a) Gdy < 0, toim wartos¢ wspolczynnika ajest wigksza, tym ramiona paraboli o row-
naniu y = ax’ sa potozone Ml osi y.

b) Ramiona paraboli skierowane sa ku ,,dotowi”, gdy <l 0.

¢) Wierzchotkiem kazdej paraboli o réwnaniu y = ax’, gdy a < 0, jest punkt
W o wspohzednych (I, .
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e Wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f (x) = ax’ jest parabola

o wierzchotku J¥, gdzie W =(0,0).

o Wierzcholek ¥ dzieli parabole na dwie czesci zwane ramionami paraboli.

e Ramiona paraboli o réwnaniu y = ax” skierowane sa . ku gérze”, gdy a >0,

skierowane ,.ku dolowi”, gdy a < 0.

v=ax’, gdy a=0

o Wierzcholek W¥jest .najnizej” polo-
zonym punktem paraboli.
Zatem Yo = F10)=0.

e Zbiorem wartogci funkcji fjest
przedziat {0;+o0).

v=ax’, gdy a<0

* Wierzcholek W jest ,najwyzej” po-
tozonym punktem paraboli.
Zatem ¥y = F(01=0.

e Zbiorem wartosci funkceji fjest
przedziat (—oo; 0).

e Parabole o réwnaniach ¥ = ax® i y = —ax” sa figurami przystajacymi i syme-

trycznymi wzgledem osi x.

i Cwiczenie 5. Mirka sporzadzita wykresy _
funkeji kwadratowychizapommiala opisac

J& WZOrairu.

a) Wykonaj to zanig, przyporzadkowu- =~ N
jac odpowiednie réwnania parabol (ozna-
czone cyframi od 1 do 8)parabolom __

oznaczonym literami od (A) do (HD.

1 y= ixz, 2 ¥ z—%xz
3 y=2x> 4 yp=—2x°
5 y=3x° 6 y:%xg, 7

b) Wypisz pary rownan tych parabol, ktore sa symetryczne wzgledem osi x.
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Cwiczenie 6. Przyjmij za jednostke 1 cm i narysuj na papierze milimetrowym (lub za

pomocg programu ,,Funkcje 1 wykresy” ) parabole o rownaniach:
. y:xz, o y:2x2, o y:3x2, ® y:4x2, . y:%xz, ® y:%xz, . y:ixz.
Zaznacz os symetrii kazdego wykresu. Naklej kartke z wykresami na sztywny karton

1 wytnij szablony tych parabol.

Odpowiedzi do ¢cwiczen

1. 2 a—-3,b—c—0, 4 a-1, -4, c—4, § a-1,b—1,c—-0, B a—-1,58-1, c—(L
2. Naprzyklad: a) f(x)=2x"—4, b) f(x)=-3x"+4z, 0 f(x)=-5x% 4. a) Dalej, b),<", ¢ (0,0).
§.4)1~B,2~6,3-D 4-H, 5-E, 6-A, 7-F,8-C, niidh @@ i@

Zadania utrwalajgce

12.1. Napisz wzor funkeji kwadratowej w postaci f (x}=ax” +bx+ ¢, gdy:
a) a=3 b=-1 c=14 by.a=0.2,.b=8 &=l
¢) a=-12, b=11 c=0, d) a=6, b=0, ¢=0.

12.2. Liczby 2 1 —1 sg odpowiednio rowne wspolczynnikom liczbowym & 1 ¢ funkcji
kwadratowe]j okreslonej wzorem f (x}= ax® +bx +c. Podaj dwa przyktady funkcji
kwadratowe] spelmajace; podane warunki.

12.3. Sprawdz, czy punkty A, B i C'takie, ze A=(-1,3), B=(2,2) C'=(~2,6}, naleza
do wykresu funkcji f okreslone] wzorem:

a) fx}= 3x%, b) f(x}= %xz, ¢} fix)= 2x* —x, d) fx})= x+4

12.4. Wéréd funkeji, okre§lonych wzorami od 1 do 8, wskaz pary funkeji, ktérych
wykresy sa polozone symetryczne wzgledem osi x.

1 fl(x):%xz, z fz(x):(],lﬁxz, 3 fg(x):_%xz, 4 fd,(x}:—%

X2
5 A()VES 6 (9055 T f()-~EA B fy--ie
12.5. Punkt 4 nalezy do wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f (x}=ax’.

Oblicz wspodlczynnik a, gdy:
a) A=(2,8), b) A=(3,-9}, c) A:[—%,IJ.
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12.6. Punkt A = [%, 3] nalezy do wykresu funkcji f okreslonej wzorem f(x)= ax”.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Wspolczynnik «a jest rowny:
A. 31, B. E C. 14, D. 51.
<4 <4 3 3

12.7. Na paraboli o réwnaniu y =—2x” lezy punkt 4 =(4,-32),
A= Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
~ Punkt symetrycznie polozony do punktu A wzgledem osi y ma wspohrzedne:
A. (—4,-32) B. (4,32}, C. (—4,32), D. (—4,-16).

12.8. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji

okreslonej wzorem f (x}= ax®.

Uzupelnii ponizsze zdania. Wybierz odpowieds spo-
srod oznaczonych literami A | B oraz odpowieds
sposrod oznaczonych literami C i D.

Wapotczynnik a funkcji fjest rowny:

A, -2, B. —l.
2
Wzor funkeji £ okresla wzor:
1
C. f(x):—ixz, D. f(x}:—sz.

12.9. Narysunku przedstawiony jest fragment paraboli bedace) wykresem funkcji kwadra-
.z, towej fokreslonej wzorem f (x}= ax’. Przerysuj ten fragment do zeszytu i uzupelnij
 wykres oraz podaj wartosé wspdtezynnika a.
a b C
) ) Sk )
yA 14

o 1

“y
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Postac kanoniczna funkgji kwadratowej

Wzor okreslajacy funkcje kwadratows zapisany w postaci f(x) = a(x —p)z + g

nazywamy postacig kanoniczna funkcji kwadratowe;j.

[ Przyktad 3. Funkcje kwadratows okreslong wzorem f(x}=2(x—1y +5 zapisz w po-
staci ogdlnej f(x}=ax® +bx+c ipodaj jej wspdtczynniki liczbowe « bic.
Rozwiazanie
F(x)=2(x—1) +5, skad f(x}=2(x"-2x+1}+5 wigc f(x}=2x"—4x+7.

Zatem a=2 b=—4 c=7.
Odp.: f(x)=2x*-4x+7, a=2, b=—4, c=7. y

Cwiczenie 7. Funkcje kwadratowa zapisz w postaci ogdlnej i podaj jej wspdtezynniki
liczbowe, gdy: a) f(x}= —%(x +3Y, b fx)=2(x+1Y+2.

Uwaga
Kazda funkcje kwadratowsa postaci f{x)= ﬁ(x—p]2 +4 mozna zapisa¢ w postaci
ogolnej, j. f(x) —ax’ +bhx+e.

rPrzykiad 4, Wzdr funkeji kwadratowe] fpodany jest w postaci kanonicznej
f(x) = a(x— : }2 + ¢. Podaj wartosci @, pi g, gdy:
a) f(x)=3(x-1Y -2 b) f(x)=—(x+1Y+3. & flx)=4x+],
d) f(x)=-2x" e) f(x)=(x+2) .
Rozwiazanie

a) f(x)=3(x-1)-2 wiec a=3 p=1ig=-2

by fx)=—(x+1Y+3, wiec a=—1, p=—1ig=3
¢ flx)=4ax*+1, wiec a=4, p=01ig=1,
dy f(x)=-2x", wiec a=-2, p=01i g=0,
e £l 2

x):(x—|—2), wiec a=1, p=-21 g=0. J
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Cwiczenie 8. Wzér funkcji kwadratowej fpodany jest w postaci kanoniczne;
flx)= a(x—p)2 +¢. Podaj wartosci @, p1 g, gdy:

D £()-2043P -4 ) S~ O f(¥)-201.
Cwiczenie 9. Napisz wz6r funkcji kwadratowej w postaci f (x} = a(x— p)z B ol

a) a=-1, p=—-11¢g=2, b)a=3 p=01g=-1 ) a:%, =41 g="0.

rPrzyklad B. Uzasadnij, ze jesli funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem
Flxy=mnlx- p)2 +¢, to punkt Wtaki, ze W =(p, g}, lezy na wykresie funkcji £
Rozwiazanie. Wystarczy wykazaé, ze f(p)=gq.
f(p)=a-(p-pY +9=aP+g=0+g=y¢
Zatem f(p}=gq. C.iLH. J

Cwiczenie 10. Z wzoru funkcji kwadratowej f odczytaj wspélrzedne wierzchotka pa-
raboli, ktora jest je] wykresem.

2) f(x)=-3(x+4) -1 b)f(x}:%[“%] _i’ ¢ f(x)=-3(x+2),
& 1()=5(x L] 42 & J()= V(B 4B D S(0)-3741

g) f(x)=-2x"

(Przykiad 6. Funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem 5
x}=a(x— p¥ +q¢. Uzupehij tabele dla funkcji £i naszki-
(j;j( je)j nylgres.};’)odajqwspé}fz@dljle Wiefzcholka W{i{émanie /0 |« [
osi symetrii wykresu funkeji £ gdy:
a) f(x)=(x-2Y+1 b) f(x)=—(x+2) -1
Rozwiazanie
a) f(x)=(x—2F +1, wiec a=1 p=21ig=1

&0 1 2

3
y—(x—2]2+1 2 1] 2
A i

Fy=(1-2Y+1=2, £(3})=(3-2)+1=2
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by f(x)=—(x+2) -Lwiec a=-1 p=-21g=-1
Pl 2 pl —
x 3|2 - y=—(x+2)" 11
g—xr2f-1| 2 S —2
Y ) N B [ W =(-2,-1)
fl=D=—(-142) -1=-1-1==-2 L
—- Cwiczenie 11. Funkcja kwadratowa f okreslona jest . ey prey
) s
wEORL =P ) Pae . icl B
Przerysuyj tabele do zeszytui uzupetmnj ja oraz naszkicuyj
jej wykres, gdy: ay f(x)=-2(x+1} =3 b) f(x)=—(x=3Y, © f(x}=2x"-1
r Przyktad 7. Uzasadnij, Ze jesli funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem
f(x}:a(x—p)z +g.to f(p-L)=f(p+l)=a+q
Rozwiazanie

Obliczamy wartosci funkeji £ gdy x=p—1 oraz gdy x = p+1, 1 poréwnujemy je.
Jesli x=p-1, to f(P—l}Za-(p—l—p}2+g:

:a-(—1}2+g:a+g
flp-li=a+g.

Jesi x=p+1, to f(p+l)=a-(p+1-p)y +q=

:a-12+g:a+g
flp+li=a+q.

Zatem f(p-1)=f(p+l)=a+q. .11 J
Uwaga
Do paraboli bedacej wykresem funk- * _ p-1|pr
cji kwadratowe] okreslone] wzorem f(x)=a-(x—p) +q
2 :
f(x)=a(x— p) +q naleza punkty

p+1

atg
A

o Wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(x}=a-(x—p) +¢
paraboli y = ax?

atgq
o wspdtizednych podanych w tabeli, tj. (p—1,a+q}, (p,g}. (p+La+g).

jest parabola o wierzchotku W, gdzie W =(p,q} ktéra jest przystajaca do
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r Przyktad 8. Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej £, ktorej wzor podany jest w postaci
kanonicznej, gdy:
a) f(x)=—(x+1¥ -2, b) f(x)=4(x—3) -5
Odczyta) Zz wykresu maksymalny przedzial, w kiorym funkcja fjest rosnaca oraz podaj
jej najmmiejszg albo najwickszg wartosc (o ile istnieje).
Rozwiazanie
a) f(x)=—(x+1y -2, wiec:

by f(x}=4{x-3) -5, wiec:
a=-1 p=-11g=-2 a 1

W=(-1-2} W =(3
Eh 2, b
x —2 -1 0

p——tgriP=2 | 3 l = l -3 I

» A
%
i3
_5_
Funkcja fjest rosnaca Funkcja fjest rosngca
w przedziale (—oo; —1), wiec w przedziale (3 ;+o0), wiec
ym:f(_l):_z' yMN:f(?’):_S' J

Cwiczenie 12. Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem:
a) f(x)=—2(x-3Y +4, b) f(x})=3(x+3F -8 ¢ f(x)=-2(x—3).

Cwiczenie 13. Nie szkicujac wykresu funkcji £, podaj jej zbidr wartosei ¥ ¢ 1 maksy-
malny przedzial, w ktorym funkcja fjest malejaca, gdy:
|

a) f(x)=-2(x=3F -5 b) f(x}=5(x+2)2+1, ¢) f(x)=+2x"-4.
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Uwaga
e Jesli oznaczymy W:(xw, yW), o Xp=Pp 1 ¥p=1.

f(x):a-(x—p}2+g, gdy a<0

W=(p.q) y;
a+g

f(x]:a-(x—p)2+q, gdy =0

Gdy x=p, 10 Yy =F(pP}=1.

. ¥, ={q; +x), . T, =xe(-o; g),
e funkcja fjest rosnaca, o funkcja fjest rosnaca,
gdy xe{p; +oo}, gdy xe(—0; p)

a malejaca, gdy x & (—o0; p). a malejaca, gdy x e {p; +}

e Prosta o rownaniu x = p jest osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkcyi f.

Cwiczenie 14. Nie szkicujac wykresu funkeji kwadratowej £ podaj réwnanie osi symetrii
tego wykresu, gdy:
2) f(x)=-2(x-1V+2, b f(x}=4(x+2V-1, ¢ f(x}=—(x+1)"

Odpowiedzi do ¢wiczen

1 1
7. a) f(x)——Exz—:bc—%J a——E, h—-3, c——%, b) f(l)_212+4_x+4, a=2,b=4, c=4

1
8'a)I:I:Q':I p__3:| q__41 b)a__lJ p:]_:l GII:UJ c)a__zm szJ g__g

9.0 F(X)—-(x+1P+2, » F(x)=32-1, o f(x)—%(x_al)?

1 1 1
10.2) (—4, -1}, b) [—E,—ﬂ, o (-2,0), @ [E’ 2], o (v3,¥2), 0 (6,1, @ (0,0)
nar - T2 lol W = [z2[3]2] 97 x J-1lo]1
gl 5 | 3]s e R y=Fflx)|1-1]1
24 x 21314 k) x N R i o x 2 13| 4
y=rx|z214]|z2 y=fix)| 5|8 y=flx)| 2| 0|2

13. a) ¥y ={—o0; =5}, {3;4), b) ¥y ={l;4w), (—oxs—2}, &) ¥, ={-4;+), {—oo; 0}
14.a) x=1, b) x=-2 c¢) x=-1
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Zadania utrwalajace

12.10. Wzor funkcji kwadratowe] w postaci kanonicznej zapisz w postaci ogolnej 1 podaj
wartosci wspolczynnikow a, bic.

a) f(x)=3(x-17-5 b f(x):_g[“%jz’ 0 fx)=(x-2) -4
dy Flx)=2(x+1¥ =5 e flx)=4(x-2+L D f(x)=—2(x+4) -3

12.11. Wz6r funkcji kwadratowej fpodany jest w postaci kanonicznej 1 (x)=a(x— p)’ +4.
Podaj wartosci a, p1i g, gdy:

2 F()=-3(s-4] -2 B F(@)=(x+2 -6 9 f(x)=—7
2 > 1 1Y 1
dy fx)=—(x+1}, ) f(x)=10x"+30, f f(x}:E By |,
12.12. Napisz wzér funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej 1 (x)=a(x— p)’ +4¢, gdy:
a) a:—% , p==2, g=-4, b) a=4, p=0, g=0,
¢) a=—+/2, p=%, g=15, d) a=1, p=0, g=-2.

12.13. Parabole przedstawione na rysunku sa przystajace do paraboli okreslonej row-

== naniem y:%xz. Przyporzadkuj odpowiedmnie ¥ A

wzory oznaczone cyframiod 1 do 6 para-

bolom oznaczonym literami od @ do ®

1 y:%x2+3, 2 y:—%(x—3}2+L

D =242 @ 3="2(x=8) -1
2 2
5 y:—%xz, 6 y:%(x—fi)z—l

12.14. Ustal, czy wykres funkcji f okreflonej wzorem postaci f(x}=a(x— p)z +g¢ ma
punkty wspolne z osig x, gdy:

a) f(x)=x>—4 by f(x)=-2x"-1, & fx}=(x-3)

d) f(x}=—%(x+5}2+5, e) flx)=—(x-2) -1 f)f(x}=2[x—%]2+1.
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12.15. Funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem

X p-1 r+1
2 ; i

F(x)=a(x— p} +g¢. Sporzad? tabele dla funkciji fwe- y=7(x) |at+q|q |a+tq

dhug wzoru podanego obok 1 naszkicuyj jej wykres, gdy:
2 1 2
ay fla)=(3+1)"~2 b) f(x}:-E(x—l} ~2, & flai=—3",
dy f(x)= 1%(x— 343, e) f(x)=—2x"+4 D f(x)=5(x+1Y.
12.16. Naszkicuj wykres funkeji kwadratowe) okreslonej wzorem:
a) f(x)=-2(x+2Y-2 b) f(x}=2(x+4Y+1 © f(x)= —%xz %5
2 1 2

dy F(x)=3(x+5), e) f(.x):§x2, D f(x)=—(x-2) -1
Odczytaj z wykresu:

1 maksymalny pizedzial, w ktérym funkcja £ jest malejaca,

2 najmniejsza albo najwieksza wartosc funkcji (o ile istnieje),

3 réwnanie prostej bedacej osia symetrii wykresu funkeji £

12.17. Funkcja g okreslona jest wzorem g(x)=3(x—3)" —4.

Ocen praw dziw osé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub
F—jesli jest falszywe.

Osig symetrii wykresu funkcji g jest prosta o réwnaniu x = —3. P|F

Funkcja g ma dwa miejsca zerowe. P|F

12.18. Funkcja kwadratowa fokreslona jest wzorem f(x}=a(x— 3)2 +5.

a) Funkcja fjest rosnaca w przedziale (—oo; 3), gdy 0.
b) Funkcja fjest malejaca w przedziale (—oo: 3}, gdy «lll0.
¢) Funkcja fjest rosngca w przedziale (3 ;+o0), gdy alllO.
d) Funkcja fjest malejgca w przedziale (3 : +m), gdy a0.

e) Funkcja fmanajmniejsza wartosé réwna 5, gdy x= i «l0.
f) Funkcja fmanajwieksza warto$é réwna [, gdy x=31 «0.

Przepisz do zeszytu ponizsze zdamnia i uzupetmj je tak, by byly prawdziwe.
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Postac¢ kanoniczna a postac ogolna funkcji kwadratowej

Postac ogolna funkcji kwadratowe) okreslona jest wzorem

j‘”(:x:):ax2 +bx+e gdzie a0 1 xR

Aby wzor funkcji kwadratowej podany w postaci ogolnej zapisac w postaci kanonicznej,
wykorzystujemy wzory skroconego mnozenia.

r Przykfad 9. Funkcje kwadratows f okreslong wzorem f (x)=ax® +bx +c przedstaw
w postaci kanonicznej f (x}= a(x—p]z +4.
WyraZ wspohizedne wierzcholka W =(p, ¢} wzaleznodci od wspdlezynnikéw a, bic.

Rozwiazanie
1 f ( x} —al x*+ E X+ E] Wetqczamy wspotczynnik a przed nawias.
\ ] ]
0 52
B ) 7 Dodajemy [ odejmujemy liczbe [—j :
2 b b b c 2a
2 fix}=a|x"+2—x+| — | -| — | += _ _
2 2a 2 a by pierwsze trzy wyrazy stanowidy
L fewadrat suny.
b B o |
3 f(x):a R N Uwealniamy sie od nawiasu kwadrafowego.
2a 442  a
b 2 52 £+c— [ﬁ c\— (.E}z 4ac\
4 xt=a|x+—| ——+¢ 4 4 ~ |4a 4a
=g ) 5 el = s
2 7
b b —4dac
5 xi=%) wds | =
f( ) [ Za] da
A
; b A
6 A=5"—4ac, wiec xy=a|lx+—| ——,
¥ f( ) [ Zaj da
b A b A
=——1ig=—— Zzatem W= —,——|
£ 2a ¢ dq [ 2a 4{21 J
Uwaga

e Kazda funkcje kwadratowa f'w postaci ogolnej f(x) = ax” + bx + ¢ mozna zapisaé
w postaci kanonicznej

. b —-A
f(x)=a(x-p) +q pdzic p—-

—, g=— i A=} —dac.
2a da
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Cwiczenie 15. Funkcje kwadratowa f przedstaw w postaci kanonicznej, gdy:
2) flx)=x"—4x+7, b) fx)=—x*-2x+2.

(Przykiad 10. Oblicz wspdhrzedne p i ¢ wierzcholtka W7 paraboli, ktora jest wykresem
funkcji fokreslone] wzorem ogolnym:
a) f(x): —x*—4x+3  b) f(.x): 2x% + 6x.

Rozwiazanie
a) f(x):—x2—4x+3 :b) f(x}:2x2+6x
(a=-1 b=—4, ¢=3) | La=2 b= a=0)
I
—_i m@c = = I Sm L il Wl@c —_i—_é
. Ty R C YTT23 7
Wartosc ¢ mozemy obliczy¢ na dwa sposoby.
I sposob: I sposob:

A=b"—4ac, wiec
A=6>-4.2.0=36

A = b — 4ac, wiec
A=(-4Y —4-(-1)-3=28

czyli W =(-2,7).

I
I
I
I
I
= r : =K wise 36 9
= — , wigc g= =7, g=—,wiec g=——=—".

U7 A 4.(-1) | 4a 4-2

I 7.
IT sposob: I ks
- I = , Wiec

‘?:f(PIam‘?c | 1 f(p) ¥
| 2

g=—(-2) -4-(-2)+3=1. | qzz.(_éj +6.[_§j:_g
I = 2

: I 3 9

Odp.: p=-21g="7, | Odp: p=—-1 q:_?
I
I
I

Cwiczenie 16, Oblicz wspshzedne wierzcholka W paraboli, ktérajest wykresem funkeji
kwadratowej f okreslone) wzorem:

a) f(x)=-5x"+3x-1 b) f(x})=—8x"+4x, ¢ f(x):%xz—z.
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Uwaga

Wykresem funkcji kwadratowej f
okreslone) wzorem w postaci ogolnej
)= ax’ +bx+c jest parabola;

e ktdra przecina os y w punkcie ( 1, c),

o ktorej] wierzcholkiem jest punkt

Cwiczenie 17. Naszkicuj wykres funkcji fokreslonej wzorem:
a) f(x):—x2+2x+2, b) f(x}:—x2+2x, C) f(x}:—x2+2,

d) f(x)=x"+1 e) fx)=2x"-2

1) f(x}:x2—2x+l

Cwiczenie 18. Wykaz, ze jesli funkcja kwadratowa fokreslona jest wzorem

f(x):ax2 +bx+e¢, to f(O}:c.

Odpowiedzi do éwiczen
15.3) fx)=(x-2) +3,
b) F{x)=—{(x+1)* +3.

3 11

16.2) W —| —, —=— |,
107 20

11
b) W_[Z,E], d)

o W —(0,-2).

7m0

=Y

Zadania utrwalajace

12.19. Oblicz wspdhrzedne wierzcholka paraboli o réwnaniu:

a) y=x>+2x-3 b) y=3x%+12x €) y=2x"+3

d) y=—x*+4x—4 ) y=4x" +5x+1], 0 y:—%x2—3x+5.

5
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12.20. Naszkicuj wykres funkeji fokreslone] wzorem:
a) f(x):—x2—4x, b) f(x}:%x2—2x+3,

d)y f(x)=-2x*-12x, e) f{x)=x"+5x+4,

12.21. Naszkicuj wykres funkcji f okreslone] wzorem:
a) f(x)=(x—4Y -3 b flx)=—(x-1)

d) f(x):—xz—l, e) f(x):—x(x—él},
12.22. Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem:

a) f(x)=x"+2x-3, b) f(x}=—x"+2x+],

d) f(x)=2x"+3 e) f(x)=—-4x"+16,

¢) fx})= —2x +4x+6,

) f(x):x2—3.

C) f(x}:x2+2x+1,

T) f(x):(x—l-Z}(x—Q}.

©) f(x)=3x"-12x

) f(x):4x2+8x+1.

1 Podaj wspdhrzedne wierzchotka W paraboli, ktéra jest wykresem funkeii £.

Napisz wzor funkcji fw postaci kanomniczne;.
Napisz rownanie osi symetrii wykresu funkcyi £
Podaj zbior wartosci funkcji £

h & W b2

Naszkicuy wykres 1 okresl liczbe miejsc zerowych funkcii f.

12.23. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

F—jesli jest falszywe.

Prosta o rownaniu x =2 jest osig symetrii wykresu funkcji y = 2xF —8x+6 |P|F

Prosta o réwnaniu x = 3 jest osig symetrii wykresu funkcji y=2(x + 3)2 +L |P|F

12.24. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji f okreslone; YA
 wzorenn
A. f(x}=2x"-2, B. f(x}=2x"+4x, JESX)
1 ]
C. f(x}=2x"+4, D. f(x)=2x"+8 Lo
x

12.25. Wyznacz zbiér wartodci ¥, funkeji f okrelonej wzorem f(x)= 3x% +x—2.
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12.26. Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A, B i C.

| = Najwigksza wartodcia funkcji f okreslonej wzorem f (x)=—x" +4x+ 4 jest liczba:
A. 2, B. §.

Maksymalny pizedzial, w ktérym funkeja f okredlona wzorem f (x)=—2x" +3x—1

jest Tosnaca, to:
C. —GO;E), D. <—§;+DO :
4 &

12.27. Poda) przyklad funkciji kwadratowe), o ktore] wiadomo, Ze ma najwigkszg wartosc
rowna 2, a osig symetrii jej wykresujest prosta o rownaniu x = 1. Napisz wzor tej funkcji
w postaci kanonicznej.

12.28. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.
.-z Funkcjakwadratowa, ktorajest malejacaw pizedziale (—o0; 2}, okredlonajest wzorem:
LA f(x)=2(x-3) B. f(x}=3(x-2)
C. f(x)=2(x+3), D. f(x)=3(x+2).

12.29. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw q odpowiedz sposrod podanych.

Zbiorem wartosci funkcji fokreslonej wzorem f (x}=x* — 6x+ ¢ jest przedziat {0; +o0 )
gdy wspolczymnik ¢ jest rowny:

A0, B. 4, C. 6, D. 5.

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej i je] postac iloczynowa

Aby obliczy¢ miejsca zerowe funkcji kwadratowe] fpodanej w postaci ogolnej
f(x)=ax®+ bx + ¢, nalezy rozwiaza¢ réwnanie kwadratowe ax” + bx +c = 0.

Miejscami zerowymi funkcji f'sq pierwiastki réwnania f{x}=0.

Przypomnijmy

Liczba rozwiazan réwnania kwadratowego ax” + bx+ ¢ = 0 zalezy od wartosci wy-
roznika A, gdzie A =b* —dae, wiec i liczba miejsc zerowych funkeji kwadratowe;
od niego zalezy.

Wartosé wiréimika A
Miejsca zerowe funkcji dwa miejsca zerowe Jedno migjsce
zZarowe brak i
p=ax’+bx+e rak migfse
. 0 ’ x__b_ﬁ x—ﬂ x——i zerowych
gdzie g # 1 1y 2 7a f o2
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r_Przykiad 11. Oblicz miejsca zerowe oraz wspohzedne wierzcholtka W paraboli, ktora
jest wykresem funkcji £1 naszkicuj je) wykres, gdy:
a) f(x)=x*+4x+3, b) f(x})=x"-4x+4 © f(x)=-2x"+4x-3

Rozwiazanie

a) f(x)zo, gdy ¥ 4dx43=0 a=1 b=d =8 Ao Ji-2
= _42_2 ==3, x,= _4;2 —eaf Xy X —migisea zerowe funkcii f

Wykres funkeji fprzecina o¢ x w punktach (-3, 0} i (-
aos y wpunkcie (0,3}, bo f(0}=3.

by f(x}=0 gdy x"—4x+4=0
(x—2)2 =0, wiec x,=2 to odcieta wierzchotka W.
Jedli p=2to g= f(2}=0 czyli W =(2,0}.
Do wykresu funkciji fnalezg punkty:
W=(2,0) oraz (0,4} 1 (4,4}

¢) f(x}=0, gdy —2x°+4x-3=0 g--2,b=4,c--3
A=-8 A <0 (funkcja nie ma miejsc Zzerowych).
—4 8 ; yA x=]
=—=] g=—=— 1 i
Sl Su i o| |1 *
T |
w=(1,-1)}. 1 /\
. ; y=-2x*+4x-3
Do wykresu funkcji fnalezg punkty: | ¥
w=(1,-1} (0,-3) (2,-3) }( i i ¥
l
! ! —H—

Cwiczenie 19. Oblicz miejsca zerowe funkcji kwadratowej f Wyznacz wspéhzedne
wierzchotka W jej wykresu. Naszkicuj wykres funkcji £ gdy:
a) f(x)= 3x* +6x, b) f(x}:x2—2x+], C) f(x}:x2 +2x+2.
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( Przyktad 12. Oblicz miejsca zerowe funkcji £, gi A, gdy:
a) f(x)=—2x"—4x+6, b) g(x)=-2(x-1)(x+3} ©) h(x)=-2(x+1) +8.
Rozwiazanie
a) f(x)=0,gdy —2x* - 4x+6=0 : b) g(x}=0,gdy —2(x—1}(x+3}=0
2
X" +2x-3=0 | (x_l}(x+3):0 a-b—0 zdy
A=16 A =4 | a=0 b b=0
| x—1=0 lub x+3=0
| x=1 lub x=-3

X =<3 &=L

&) h(x)=0,gdy 2(x+1Y +8=0 /:(-2)
(x+1)°—4=0
x+1=-2 lub x+1=2

x=-3 lub g ],

Odp.: Funkcje £, g1 5 maja te same miejsca zerowe x; 1 x,, gdzie x;, =—-3 1 x, = L. J

Zauwazamy, Ze f, gi hz przykladu 12. spelniaja warunek f(x}= g(x}=Ah(x) bo:
g{x)=-2(x=1j{x+3)= —2(x2 = 3x—x—3]= —2x° —4x+6=f(x)

h(x]:—Z(x—l-l}z +8:—2(x2 +2x+1]+8 = 2x —4x+6= Fx).

Zatem f(x)=—2(x—1)(x+3) = —2(x+1)" +8 = 22— 4x+6.

postac Hoczynowa posiad kanoniczina  postac ogoina
wzory fiinkcji f wzoru funkcji f  wzory fiunkcji

Uwaga

o Wzor funkcji kwadratowej mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej tylko wtedy, gdy
ma ona miejsca zerowe, czyli gdy A= 0.

e Postac iloczynowa funkcji kwadratowej okreslonej wzorem f(x)= ax® +bx+e
zalezy od wartosci wyroznika A.

Wartos¢ wyroznika A A>0 A=0 A<D
i Mg mozna funkci
Postac iloczynowa f ( 2 : ”
i . Xl=alx—x Nx—x, xl=alx—x Ivadratows) presdstawid
funkcji kwadratowej ) ( )( ) f ( ) ( D) w pastaci ilacoynowe].
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Cwiczenie 20, Zapisz w postaci iloczynowej wzér funkcji £ gdy:
a) f(x):—%xz—bc, b) fF(x)=(x=3\-1 ¢ f(x)=x*+2x-3
d) f(x}=x*-10x+25 € f(x}=-3x2 0 f(x})=-x"+4.

Cwiczenie 21, Uzasadnij, Ze wzoru funkeji f nie mozna przedstawic¢ w postaci iloczy-
nowej, gdy: a) f(x}=x>+x+6, b) f(x}=2x"+0,5 ¢ f(x)=x"+x+30.

Uwaga

0 eZefi miejscami zerowymi funkcji kwadratowe) sg liczby x; 1 x,, to wspohzedne pig

wierzchotka W :( P, q") paraboli, kiora jest wykresem tej funkcji, mozna obliczy¢

X hX
2

xl‘l'xz
2

Z WZOIOW: p= : q:f(p), czyli xy = : yW:f(xW).

rPrzykiad 13. Oblicz wspohrzedne wierzchotka W paraboli, ktéra jest wykresem funkeji
okreslonej wzorem f(x}=2(x—1}(x+5} i naszkicuj jej wykres.
Rozwiazanie
I sposéb: Obliczamy miejsca zerowe. |
f (x)=0. gdy 0{ >
2(x—1}(x+5)=0 |

x=1=0Iub x+5=0
=1L x,=-3
Jﬁl + xz 1-5 L M
2 2
i = £ )= F(-2) =18 ,l "
W uktadzie wspol-

W= (_2 i 18)' 1 rzednych zaznaczamy
IT sposob: punkty: { 5,0}
Funkcje f zapisujemy w postaci ogdlnej (Lo} ( 2, 18},

gdzie liczby —51i1 s3
f(.x):2x2+8x—1(}

miejscami Zerowymi

_8 .
xW:I:_Z funkcji 7.
yw = )= F(-2)=-18 :

Xy = —, gdzie
w=(=2,~18). -
=2 H—

Odp.: W=(-2,-18). J
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Cwiczenie 22. Oblicz wspétrzedne wierzcholka I paraboli, ktérajest wykresem funkeji
okreslonej wzorem # (x}=—2{x+1}{x+3} i naszkicuj jej wykres.

YA
Cwiczenie 23. Dorota naszkicowata wykres funkcji okre- 2 /,JK
dlonej wzorem y =—2x" + 8x— 6. Sprawdz, czy narysowala |

whasciwg parabole. Ll / . \ _
0 2 b X
RN

T [

Odpowiedzi do éwiczen
19.8) 0 ——=2, =0, F —(-L-3), by x3=1 W —(L0) inp puniety (¢,1), (2,1}, © brak miejsc zero-

wych, W —(—1,1) inp. punkty (U, 2), (—2, 2). 20. a) f(x):—%xl:x+ 4), b flx)=(x-4)(x-2),

) f[x):l[x—l)(x-kf’)), d) f[x):l:x—S)z, £) f(x)=—3x2, f) f[x):—l:x—Z)l[x+2).
21. Wie ma postaci iloczynowe], bo A <0 22 W—(—E,Z)_ 23. Tak.

Zadania utrwalajgce

12.30. SprawdZ, czy liczba 2 jest miejscem zerowvym funkcji £ okreslone) wzorem:
a) f(x)=2x"-2x-4, b) f(x)=x"+4x+4,

O Fln)=2x(x+6)+x(x+21)-30C  d) f(x]=%(x—2)2+1.
12.31. Okresl liczbe miejsc zerowych funkcji kwadratowe) f, gdy:
a) f(x)=-3"+4x-5  b) fx)=4x"+4x+1 ¢ fla)=x"+(1-2}x—2.

12.32. Oblicz miejsca zerowe funkcji kwadratowej 1 zapisz ja w postaci iloczynowe;j
(o ile taka istnieje), gdy:

a) f(x)=2"-4x+4 b) f(x)=-3x"+9x c) f(x}:%xz—z,
d) f(x)=x"-16x+74 € f(x})=-2x"-4x-2, 1) f(x}=-0,75x"+2,25.

12.33. Ustal, ile punktéw wspolnych z osig odcietych x ma wykres funkeji fokreslonej
WZOTer:

a) f(x)=x"-Tx-8 b) f{x}=25x"+30x+9,

¢) f(x}=100x> —100x+ 2500, d) f(x)=3"x"-3 x-2
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12.34. Podaj miejsca zerowe funkcji £ oblicz wspohrzedne wierzchotka jej wykresu, gdy:

a) fx)=-2(x+3}x-1} b) f(x}=3x(x+5),
¢) f(x)=8(x—4}x-2}, d) f(x}=4(1-x}(x+3}
12.35. Funkcja kwadratowa fokreslona jest wzorem f(x)= —[x + 1%] [x = 2%)

V= Ocen prawdziw os¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

F—jesli jest falszywe.

Miejscami zerowymi funkcji fsa liczby 1% 1 —2% P|F
Wierzcholek W wykresu funkcji fma wspohzedne [% 4). P|F
Zbiorem wartosci funkcji fjest przedzial (—eo; 4). P(F
12.36. Naszkicuj wykres funkeji £, gdy:
a) fxy=—(x+3}(x-1}, by fx)=2(x-3)(x+1},
1
c) f(x}:E(x—Z}(er 4}, d) f(x}=-2x(x—1}
12.37. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji £ b A |
= Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych. 1 \ i / i
Funkcija fjest okreslona wzorem: o 1 \/ k
. f(.r):2(x+2}(x+4), B. f(x}:—Z(Z—x}(x—él), =1 |

C. fx}=-2(x—2}(x—4), D. f(x)=2(x+2}(x—4},

Najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji kwadratowe] w przedziale
domknietym

Przypomnijmy

Funkcjakwadratowa f (x)=a(x—p) +¢

ma:

e wartos¢ najmmejsza yy . gdy a>0
albo

o wartos¢ najwieksza ya. v, gdy @< 0.

Yaaw = S(P)=1¢
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( Przyktad 14. Narysunkach 1 i 2 przedstawiono fragmenty wykresu funkcji kwadra-

towe] f(lina niebieska). Odczytaj z wykresu:

a) przedzial argumentow, do ktdrego odnosi sie ten fragment wykresu,
b) najmniejsza wartos¢ funkcji f'w tym przedziale,
c) najwieksza wartos¢ funkcji fw tym pizedziale.

YA

Rozwigzanie. Odczytujemy z wykresu:
a) maksymalny przedzial argumentow, w ktdrym fragment wykresu funkcji £jest spo-

rzadzony:
1 (-2;3)

-

majwieksza wartodd

Jinkeji {w pree-
dziale (=2; 3}

3

3

x

w przedziale (—2; 3)

v

b} Viay :f(0)2_4

»

c) J’m:f@):i

Odp.: 1 a) {-2;3),

|
|
|
|
|
|
najmniejsza wartodd funkcii 1 |
|
|
|
|
|

b) 4, ¢) 5,

2 a)(-3;-1) b) -3 ©53.

2 (-3-1)

napwieksza wartosd funkei 7
w przedziale {=3% -1}

w przedziale {~3-1)

—+— B ——t—— 3
-3 g 1 X
rajmniejsza wartodd funkcjl

b) ¥y :f(_l}:_3>
) Vauux =S (-3)=5.

J

Cwiczenie 24. Narysunku przedstawiony jest fragment wykresu pewnej funkcji kwadra-
towe]. Odczytaj z wykresu przedzial, w ktorym fragment ten jest okreslony oraz podaj
wartos¢ najmmniejszg 1 wartos¢ najwiekszg funkcji w tym przedziale.

vl
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rPrzyldad 15. Wykonaj odpowiednie obliczeniai podaj wartos¢ najmniejsza i najwieksza
funkcji kwadratowej fw podanym przedziale:
a) flx}=2x"—4x—1 (0:3), b) fx)=—(x+1}{x—5) {-2:1).
Rozwiazanie
a) Obliczamy f(0), f(3), xp isprawdzamy, czy xp nalezy do przedziat {0;3):

f(0}=2.0°-4.0= i

f(3)=2-3-43-1=5 5¢.73)
Xpyr . i zanwazamy, ze 1€ {0; 3)

Za 4 1 |
Obliczamy yy = f (xp ). bo x,; €{0;3), SR
Flag)=f()=2-1-4—1= 3 czyli yypv=—3 i
Poréwnujemy liczby: 1, 5, 1. —3ff(1).

Zatem f(1}< f(0}< £(3}

b) Obliczamy f(-2} f(1}:
FD==(241)(2-5)=-7, F(}=-(1+1)(1-5)=5
Obliczamy xp-. Miejscami zerowymi funkcji fsgq iczby x, =—11 x, =5, wigc

—-1+3
IW:

=2 i zauwazamy, ze xp ¢ {-2;1).
Poréwnujemy tylko dwie wartosci: -7 1 8. Zatem f(-2}< f(L}.

Odp.: @) ypgw = F(1)=-3 ypux =1(3}=5
b) yaaw = F(-2)=-7. yaux =F{1)=8

Uwaga
Aby okreslic wartos¢ najmmniejszg 1 najwieksza funkcji kwadratowe) f w przedziale
(m : n), nalezy:
e obliczyc wartosci funkcji fna koncach przedziatu (m : n),
czyli 3, = f(m) i y,=f(n)
e obliczyc¢ odcieta p wierzchotka wykresu funkcji kwadratowe;:
= jesh p nalezy do przedzialu (m; n), to obliczyé g = f(p) 1 porownac wartogci
fm) £(n)if(p)
» jesli p nie nalezy do przedziatu (m i n), to wystarczy porownaé f(m) i f(n).
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Cwiczenie 25. Oblicz warto$¢ najmniejsza yy7y i najwieksza yy,, funkcji kwadra-
towej f w podanym przedziale:

a) f(x):x2+3x, (1,9), b) f(x}:x2—3x+1, (0:4),

Q f(x)=-=2(x-2Y+1 {-2;0%,  d) f(x}=—(x+3)}(x-1) {-1;2).

Odpowiedzi do ¢wiczen

24. 2) (~% -1}, yamy — S (D)0, yppr — F(-1)-5, B (L1), vagw —F(-1) - F(1)-3
Yy —F(0) =4, o {-5:0), yagy —F(-2)0, ypax — F(-5)—5

5

_—Za J’M‘f(4)_5>
& yamy —F (2= 3L yax —F(0)—-7, @ yagy —F(2) -5, yagr — F(-1) -4

25.9) oy ~ £ 4 yager ~ £(9) 108 ) yiay 73]

Zadania utrwalajace

12.38. Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowej f (linia

miebieska). Odczyta) przedzial tych argumentow x, do ktdrych odnosi sie ten fragment.
b)

y A
!
i f | 1
| |1
%
S .

12.39. Narysunkach 1, 2 1 3 przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadrato-
wej f(linia niebieska). Odczytaj z wykresu i podaj:
a) przedzial tych argumentow x, dla ktorych ten fragment jest okreslony,
b} wartos¢ najmniejsza 1 najwieksza funkeji fw tym przedziale.
1 2
»&

3
yh 7 §
y =) HENEEEER ]

.w_' |
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12.40. Oblicz najmnie|sza ., 1najwigksza y,,, wartosc¢ funkcji kwadratowej fw po-
danym przedziale:

a) f(x)=—x"+5x {-1;1}, by f(x)=2x"-3x+4 {-1;0),
¢) f(x)=3(x+3)}{x-1}, {-2;0), dy F(x}=5(x+3}x+5), (-2:-1),
e) f(x)=2(x—2) +4, {0:3), ) f(x)=(x+3) -3, {=2;2).
12.41. Dokoxcz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
= Najmniejsza wartosé finkeji f okreslonej wzorem f(x}=x"+2x—1 w przedziale
_ {(-2:1) jest réwna:
A -2 B. -1, Ce 10

D. 1.
12.42. Dokorcz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposvod podanych.
= Najwieksza wartodé funkcji £ okreslonej wzorem f(x)=——(x—5) +4 w przedziale
(-1:3) jest réwna:
A, 0O, B. 1,

s 2

12.43. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadra-
co towe f.

Ocen praw dziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie
jest prawdziwe, lub F — jesli jest falszywe.

W przedziale {2;5) funkcja f ma najmniejsza

ol /1 | | | I\ F
o P|F Earitiral
wartos¢ rowna 1.
W przedziale {0; 4) funkcja fma najwieksza war- e
tos¢ rowna 4.

12.44. Wartosciami funkeji fokreslonej wzorem f(n}=n" —n+ 41 gdzie ne {1,2,3, ..., 40},
sg liczby pierwsze.

a) Oblicz naymmiejsza 1 najwigkszag liczbe pierwsza, kiora mozna wyznacz y¢ za pomocg
tego WZoru.

b) Sprawdz, czy liczba pierwsza 547 jest wartoscig tej funkcji.

12.45. Oblicz najmniejsza 1 najwieksza wartosc funkcji f, gdy
Flx)=(x—1) +(x—3Y +(x—5), gdy xe{L;5).
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Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie

informacji o niej

Jedna z informacji o funkcji kwadratowej jest jej wykres. Pokazemy na przyktadzie, jak
korzystajgc z danych umieszczonych na wykresie (odczytujac wspohizedne odpowiedmch
punktow ), mozna napisa¢ wzor funkeji.

rPrzyklad 18. Na rysunku przestawiony jest wykres funkcji kwadratowej £ Odczytaj
z niego odpowiednie dane 1 napisz wzor tej funkceji.

| b) yA

| i

Rozwiazanie. Z wykresu funkcji f odczytujemy:
a) e miejsca zerowe funkcji f; 1b) » (3,—2) —wspolrzedne wierzcholka
X =—2, % =4 paraboli bedace] wykresem funkcji f.

Funkeje fzapisujemy w postaci Funkcje fzapisujemy w postaci

iloczynowe;]
f(x):a(x+ 2)(x—4).
» (0,—4) —wspblizedne punktu prze-

|

|

| kanonicznej

|

| f(x)=a(x-3Y-2

|« (0,—4} —punkt przeciecia sie
ciecia sie wykresu funkcji fz osiay. | wykresu funkcji £z osia y.
Zatem | Zatem
FO)=—4i F()=alxr -4 | F(O)=4i () =a(v-3] -2
wiec —4=a(0+2)(0-4) | wiec —4=a(0-3) -2,

|

|

|

|

|

2
skad a:%, skad a=—3

ezyli f(x}=—§(x—3)2—2.

czyli f(x):%(x—l-Z}(x—il}.

Odp.: a) f(x}:%(x—l-Z}(x—il}, b) f(x}:_g(x_g)z_z. )
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Uwaga
Tezeli wyznaczamy wzor funkceji kwadratowej £ a wsrod informacji podane sa:
* miejsca zerowe — to korzystamy z postaci iloczynowej] wzoru funkeji

f(x):a(x— xl)(x—xz) lub f(x) — a(x—xﬂ)z,
e wspolrzedne p lub ¢ wierz chotka ¥ paraboli, ktora jest je] wykresem, to korzysta-

my z postaci kanonicznej wzoru funkcji f{x}=a(x- p)2 +q.

Cwiczenie 26, Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej £ Odczytaj
odpowiednie dane 1 napisz wzor te] funkcji.

Cwiczenie 27. Wykresem funkcji kwadratowej fjest parabola o wierzcholku W =( p, g} .
Okresl, o ktore) wspohrzedne), p czy ¢ paraboli, jest pomzsza informacja, a nastgpnie
podaj jej wartosc.

a) Najmniejszg wartos¢ funkcja fma, gdy x=3.

b) Zbiorem wartosci funkcji fjest przedziat (—oo; 2).

¢) Osig symetrii wykresu funkcji fjest prosta o rownaniu x = 5.

d) Przedzial (—3; +oo} jest maksymalnym przedziatemn, w ktérym furkcja fjest rosnaca.
e) Prosta o rownaniu y =-2 ma z wykresem funkcji fjeden punkt wspolny.
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rPrzyklad 17. Napisz wzor funkeji kwadratowej f, wiedzac, ze do jej wykresu naleza
punkty o wspétrzednych (0,4}, (1,3} 1 (-1, 9}
Rozwiazanie
W informacji o wykresie funkcji kwadratowej fnie sg podane miejsca zerowe 1 wspol-
rzgdne wierzchotka, wigc korzystamy z wzor ogolnego funkcji f/(x}= ax” +bx+c.
Purnkt (0, 4) lezy na wykresie funkcji £, wiec f (0} =4, zatem ¢ =4.
Wzor funkeji fmozemy zapisal f(x}=ax® +bx+4.
Rozwigzujac uklad roéwnan, obliczamy wartosci wspotezynnikow ai b.

f(l) =3 Funkt (1,3) le2y na wykresie funkgji f;
f(_l) =9 punit ( e 9) leZy na wykresie funkcji f;
a1’ +b-1+4=3 a+b=-1 . [a=2
5 , skad , wiec _
a- (-1 +b-(-1)+4=9 a—b=3 b=-3
Odp.: f(x)=2x-3x+4 )

Cwiczenie 28. Napisz wzdr funkeji kwadratowej £, wiedzac, Ze do jej wykresu naleza
punkty o wspdhzednych: ay (L—2} (3,-6), (0,—3), b) (0,-5} (1,0}, (5,0}

Odpowiedzi do éwiczen

6.0 F() =53 +6)(x-2), b ()23, 0 F6) =272, © £()-5E-D(=7) 1y

f(x)—g(x—él)z—-ﬂl, O Flx)—(x—47+3, n f(x)--2(x+4)-3 27.9) p=3,b) g=2,

Ggp=5,dp—-3 e g——2 2Ba f(x)——x2+21c—3, b f(x]—12+4x—5_

Zadania utrwalajgce
12.46. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f. Odczytaj odpowiednie
dane 1 napisz wzor tej funkcii.
a) K
L=

“y
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12.47. Narysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowej f. Odczytaj
odpowiednie dane i napisz wzor tej funkcji.

a) b) c)
74 A A

- : ‘

+ ]_ 3@: - e ———— — —
1 0] 1 2 6 : \ /

1 : NEEAERNEEN
21 _ .
14 _ _

-
X

o
X

12.48. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu
funkcji kwadratowej f.
Ocen prawdziwosc podanvchzdan Wybierz F, jezeli zdanie jest

prawdziwe, lub F — jesli jest falszywe.

Miejscami zerowymi funkeji f'sa liczby -2 1 4. P|F

Zbiorem wartosci funkcji f'sg liczby nalezace do
przedziatu {—oo; 9).

“y

Funkcja fjest rosnaca w przedziale (—2;4). P|F

12.49. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowe) f sa liczby x, 1 x,, a jej wykres jest
parabola przystajaca do paraboli o réwnaniu y = ax’. Napisz wzér funkcji f'w postaci
ogolnej, gdy:

Ay x=-2 =5 1a=3 Da=8 ;=201 ag=-1 Qx=0 x="T1 a:%.

12.50. Wykres funkcji kwadratowe] przecina os x w punkiach 41 B oraz os y w punkcie M.
Napisz wzor tej funkcji oraz podaj wspohzedne wierzchotka paraboli, ktora jest jej
wykresem, gdy:

a) A=(-1,0), B=(5,0), M =(0,5) by A=(-4,0), B=(6,0}, M =(0,-12},
¢) A=(-4,0} B=(1,0} M=(0,8), d) 4=(-3,0}), B=(1,0}, M =(0,-300)

12.51. Napisz wzor funkcji kwadratowe) £, kidre) miejscami zerowyimi g liczby —11 7,
a zbiorem jej wartosci jest zbior Y., gdy:
a) Y, =(—o0;4), b) ¥, ={-1; +o0}
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12.52. Funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe 1 1 —3, a je] wykres przecina of y
w punkcie (0,6},
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Funkcja fnie jest okreslona wzorem:

A. f(x)=2(x—1)(x+3) B. f(x)=-2(x+1) +8,

C. f(x)=—2x"—4x+6, D. f(x)}=(x+3}2-2x)

12.53. Napisz wzor funkcji kwadratowej f, o kiore) wiadomo, ze:
a) manajmniejsza wartos¢ rowna—10 dla argumenturéwnego 3, ajej wykres przechodzi
przez punkt P=(2,-8},
b) manajwieksza wartos¢ rowna 8§ dla argumentu réwnego —1, a jej wykres przechodzi
przez punkt P =(-3,—4}.

12.54. Napisz wzor funkcji kwadratowej f, o ktore] wiadomo, ze:
a) f(5)=0 i przedziat {2; + o0} jest maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja
jest malejaca, a przedzial (—oo; S) jest jej Zzbiorem wartosci,
b) f(1}=11iprzedziat (4; +oo} jest maksymalnym przedziatem, w ktorym funkcjajest
rosnaca, a przedziat (—8; +oo} jest jej zbiorem wartosci,
¢) f{0)=0 iprzedzial (—oo; -2} jest maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja
jest malejaca, a jej wykres z prosta o rownaniu ¥ = —4 ma jeden punkt wspolny.

12.55. Napisz wzor funkeji kwadratowe], wiedzac, Zze do jej wykresu nalezg punkty
o wspohrzednych:

a) (0,2), (1,3), (-1,9), by (1,11}, (L1} (0,5}
¢) (0,0}, (-2,-22}, (2,-2}, d) (0,—4} (1,-5) (-2,-8).

12.56. Okresl, dlajakich wartosci wspdlczymnikéw «, b i ¢ do wykresu funkcji kwadrato-
wej £, gdzie f(x)=ax’+bx+c, naleza punkty 4 i B, gdy:

a) f(x)=ax’+bx+2, A=(-1-1) i B=(-2,-2)
b) f(x}=2x"+bx+c, A=(-3,22} i B=(L2).
Q) flx)=ax*+x+¢ A=(-2,-3)18=(3-3).
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12.57. Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowej £ Okresl
liczbg rozwiazan réwnania f (x}=2.

D D g > )
B o L
NN
/ o] 1 \ T i
I 1] iy ]
o] ] E

Funkcja kwadratowa w zastosowaniach

Funkcja kwadratowa ma szerokie zastosowanie przy interpretowamniu wielu zagadnien
teoretycznych 1 praktycznych.

Przyktady zaleznosci, kiore sg opisane funkcjg kwadratows:
e Pla)= a* —pole P kwadratu o boku a, gdzie a >0,

» P(r}=nr® —pole Pkota o promieniu , gdzie » >0,
2
o s(t}= % — droga s przebyta w ruchu jednostajnie przyspieszonym w czasie ! Z przy-
spieszemem a, gdzie ¢ =0,
2
e E (v)= % — energia kinetyczna E, ciata o masie m, ktdre osiagnelo w ruchu

predkosé v, gdzie v =0,

o _ tor lotu pitid y=34 90
Jezeli jakis proces lub zja- yA—\ T
wisko mozna opisac Za
pomocy funkcji kwadrato-
wej, to mozliwe jest wtedy

okreslanie warunkow tak, by MS:’
przyjmowala ona pozadane f’h”}; : F
X

przez nas wartosci.

Zapomocg funkcji kwadratowej mozna opisac niekiore budowle. Pozwala to na wykonanie
obliczen potrzebnych do ich konstrukeji. Pokazemy to na przykladach.
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rPrzykIad 18. Przesto mostu ma ksztalt paraboli

r - ]. ]. .
o réwnaniu y=—-——x" +—x, gdzie x oznacza od-
216 2

leglos¢ od punktu 41 jest liczba z przedziatu {03 108).

Pomost (jezdnia) A8 ma dhugos¢ 108 mi jest pod-

trzymywany przez pigc pionowych wieszakoéw: A4 B, B, B,
: B
AB, AB, AB, AB. rozmieszczonych w row- /-IKI"_ o
nych odstepach. Oblicz ich dlugosci. 4 A A, Ay Ay As B
Rozwiazanie. Rysunek schematyczny mostu jest fragmentem wykresu funkcji
Fliy= —ﬁxz + %x. Zauwazamy, ze ta funkcja ma dwa miejsca zerowe:
=0 1% =108
yml4

14

12 ' ' 1

10 —

] | .Bl 2

G

4

0 9 18 36 54 72 90 108 x[m]
: ;i 108

Z warunkéw zadania: |44 |= |44, |=|4,4|=|4,4,|=|4,4|=|4LB|=—=18

6
Zatem: A=(0,0), 4 =(18,0}), 4,=(36,0) 4,=(54,0}, 4,=(72,0),
A, =(90,0}), B=(108,0}.

Dhigosci wieszakdw to wartoscl funkeji kwadratowe) okreslonej wzorem

F = L %x dla argumentow x rownych kolejno: 18, 36, 54, 72, 90.

216

x 18 |36 | 54 | 72| 90 |4.B)|=17,5m, |4,B8,]=12m,
0o |4,B,|=12m, | 4.Bs| =7,5 m.
= mx +E_X.' 7S5 112 | 135 |12 | 7.5 |A3_BB|:13,5m’

Odp.: Wieszaki podtrzymujace jezdnie mostu majg dlugosci: dwa z nich po 7,5 m, dwa
po 12 mi jeden (najdluzszy) 13,5 m. J
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Cwiczenie 29, Dla pewnego pojazdu w okreslonych warunkach dlugosé¢ drogi hamo-
wania s (w metrach) obliczamy z wzoru s(x}=0,01x" +0,3x, gdzie x jest predkoscia
w metrach na sekunde, z jaka poruszat si¢ pojazd w chwili rozpoczecia hamowania.

a) Oblicz dlugosc¢ drogi hamowania pojazdu, jezeli wmomencie rozpoczecia hamowania

jechal on z predkogcia:
1 90X _ o5 @ pKB_0 B @ gl sm
h s h 5 h 5

b) Podaj predkosé, z jaka jechal pojazd, jezeli dlugosc drogi hamowama bylaréwna 18 m.

Przy tworzeniu wzoru funkcji kwadratowe] od przyjetych oznaczen 1 warunkow, o ktorych
informuje problem, zalezy dziedzina utworzonej funkcji.

Problem Przyjete oznaczenia Dziedzina

x — pierwsza liczba
x+3 —drugaliczba

D:(0;+ao}

lNoczyn jakich dwoch liczb _
(box>01x+3>0)

dodatnich réznigcych sie o 3
jest najmmniejszy?

x — pierwsza liczba
x—3 —dmgaliczba

D=(3;+00)
(bo x>01x-3>0

(Przykiad 19. Liczbe 100 przedstaw w postaci sumy dwoch skladnikéw nienjemnych
tak, aby suma ich kwadratéw byla najmniejsza.
Rozwigzanie. Oznaczamy: x —pierwszy skladnik, gdzie x =0 1 x £100,
100 — x — drugi sktadnik.
Tworzymy funkcje fzmiennej x, ktora jest suma kwadratéw tych skladnikow.
Fxy=x"+(100—x), gdy x<{0;100). 7(x)=ax’ + brto, gdzie

a=2 bh_ =200 c=10000
Fx}=2x" —200x+10 000, gdy 0 <x <100,

Wiiresem fiskefi 1, edy x e R, jest parabola, Kdref ramiona skierowane sq ki gdvze 7, wiec funkcia Fma
najmnieiszg wartosd,

Obliczamy odcietg x, wierzchotka paraboli opisanej rownaniem
F(x}=2x"—200x+10 000 i sprawdzamy, czy x; jest liczba z przedziatu {0;100).
—{—200
xw=u=50 i 50 {0; 100). W~ )
Tezeli x =50, to 100 —x = 50. A7

Odp.: 100 =50+ 50. )
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Cwiczenie 30. WyraZ pole P figury przedstawionej na rysunku jako funkcje zmiennej
x 1 okrefl je] dziedzine.

a) prostokat b) trojkat C) trapez
«— X —»
f : f !
x—1 | x—4 =
B A 5 ' |
«— x+4 —>» «—— x—2 —» «— X+6 —»

Cwiczenie 31. Liczbe 40 przedstaw w postaci sumy dwéch sktadnikéw tak, aby ich
1loczyn byl najwiekszy.

r

r Przyktad 20. Narysunku przedstawiono tor lotu pitki wy- A
rzuconej w gore pod pewnym katem z wysoKkosci 2 mnad 3
ziemig bedacy fragmentem wykresu funkcji o kreslonej %

2]
Y

B

3 :
wzorem A(f)= —Erz + 6142, gdzie ¢ > 0.

a) Oblicz, pojakim czasie pitka spadta na ziemig. Wynik
podaj z dokladnoscig do 0,01 s.

b) Odczytaj z wykresu, na jakie] maksymalnej wysokosci
Znalazla si¢ wyrzucona pitka.

S R TURN SV -

012345 t[s
czas lotu pitki
Rozwiazanie

a) Czast(¢>0), poktorym pitka spadtana ziemie, tojedno z miejsc Zzerowych funkcji A

h(t}=0, wiec —%rz +6t+2=0

A:36—4-[—%]-2:48, A =43
643 6143
» 2 e

I = =
: A sl

h=4,3] b=~ =4t t, <0 nie spednia warunkow zadania
Zatem f =4 31
b) g=hy, =h(2)=8 (najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej to warto$¢ 1zednej
wierzcholka paraboli).

Odp.: a) Czas lotu pitki #= 4,31 s. b) Maksymalna wysokos¢, na jakiej znalazla sie
pitka, wyniosta 8 m. J
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Cwiczenie 32, Miotaczka pchnela kule z wyso-
kosci 1,5 m nad ziemia. Model matematyczny

toru lotu kuli pchnigtej przez zawodniczke jest

fragmentem wykresu funkcji kwadratowej okre-
Slonej wzorem f(x}=—0,1-(x— 5}2 +4.
a) Oblicz, najakie] wysokosci nad ziemia znajdowala sie kula w najwyzszym punkcie

swego lotu.
b) W jakiej odleglosci d od zawodmczki upadla pchnigta kula?

r Przyktad 21. Skup jagdd w sezonie letnim trwat 20 dni. Liczbe kilogramdw kupionych
owocOw w poszczegolnych dnmiach opisuje w przyblizeniu funkcja f okreslona wzo-
rem f(n}=-2n"+4n, gdy n=12,.., 20. W ktérym dniu kupiono najwiecej jag6d?
lle kilogramow wazyly te jagody?

Rozwiazanie. Wz or funkcji fzapisany jest w postaci
f(n):an2 +br+c, gdzie a=-2, =44, ¢ =0.
Zauwazamy, ze a< 0, zatem funkcja fosiaga wartos¢ najwieksza v, = f(»), gdy p
jest liczbg naturalna z przedziatu {1; 20).
Poniewaz p:;—izéz 11, zatem ., = £ (11} =-2-11° +44.11=242.
Odp.: W jedenastym dniu kupiono najwiecej jagod, tj. 242 kilogramy. J

Cwiczenie 33. Zaleznos$¢ miedzy kosztem catkowitym produkeji X a liczba x wypro-
dukowanych detali okreslonajest wzorem K (x} = 0,01x* — 4x+ 500, gdzie xjest liczba
naturalng dodatnia. Tle detali nalezy produkowac, aby koszt catkowity produkcji byt

NAj MIEJSZY?

Odpowiedzi do éwiczen

29.4) 1)13,75m, 2)10m, 3)675m, b) 103%:302 30. 8) P{x)=(x+4){x-1), D:x>],
3
b) Pl[x}:%[x—Z)[x—ﬂr}, Dixz4, O Plx)=(x+3){x-1), D:x>1 31. 40=20+20.

32.8)4m, Md=1L3m 33 200 detals
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Zadania utrwalajace

12.58. Po wielu badaniach ustalono, ze koszt K produkcji pewnego towaru zalezny od
liczby x wyprodukowanych sztuk okresla sie wzorem K (x)=0,1x” —3x+ 600. Oblicz
koszt produkeji:

a) 20 sztuk towaru, b) 200 sztuk towaru, ¢) 1000 sztuk towaru.

12.59. Cialo wyrzucone w gére osiaga po t sekundach wysokosc¢ 4 liczona w metrach,
rowng wartosci funkeji okreslonej wzorem h(f)=—5¢ +15¢
a) W ktorej sekundzie cialo spadnie na ziemig?
b} W ktorej sekundzie lotu wysokosc 4 ciala nad ziemia jest najwiecksza? Tle to jest
metrow?

12.60. Tunele foliowe pod uprawe ogorkodw wsparte sa na pretach w ksztalcie tuku pa-
raboli o réwnaniu y = —%xz +3.

a) SprawdZ, czy pracownik o wzroscie 1,85 m moze przejsc bez
pochylania sie wzdhiz sciezki prowadzacej srodkiem tunelu.
Odpowiedz uzasadnij.

b) Oblicz szerokos¢ tunelu przy gruncie.

12.61. Modele matematyczne torow krophi wody tryskajace) z fontanmy sg fragmentami
parabol o rownaniach:

2 2 3 a 1 2
=——x"+3x, =——x"+2x, e T o i
LB 4 3 Ll S 5 sy 1

Wskaz rownanie opisujgce tor, po ktorym:
a) krople spadajg najdalej od srodka fontanmny,

b) krople wznosza si¢ najmize].

12.62. W pewne] miejscowosci liczbe przyjeé chorych do szpitala w czasie n dni trwania
epidemii okresla wzdr E(n)=—2n"+24n, gdzie njest liczbg naturalna i »n <10.
a) Oblicz, ilu chorych przyjeto do szpitala w pierwszym dniu trwama epidemmi, a ilu
w dziesigtyim.
b) W ktorym dniu trwamnia epidemii przyjeto najwiece] pacjentow i ilu ich bylo?
¢) Przez ile dni przyjmowano do szpitala chorych ze wzgledu na panujaca epidemie?

12.63. Opisz podang nizej informacje za pomoca wzoru funkcji kwadratowe] jednej zmien-
nej i okresl jej dziedzine.
a) Suma kwadratow dwoch sktadnikow liczby 20.
b) Hloczyn dwoch liczb rdézmiacych sig o 5.



292 12, Funkcia kwadrafowa

¢) Suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych.

d) Suma kwadratow dwoch kolejnych liczb parzystych.

e) Tloczyn dwoch kolejnych liczb nieparzystych.

) Toczyn czynnikow pierwszych liczby 247, z kidrych kazdy zwigkszono o te sama
wartosc.

12.64. Opisz zapomoca wzoru funkcji kwadratowe) zmiennej # liczbe przekatnych n-kata
1 okre#l jej dziedzine. Oblicz, ile bokow mawielokat, w ktorym liczba przekatnych jest
rowna405.

12.65. Czescuczniow klasy liczacej 35 0sOb zachorowala na grype 1 nie przyszla do szkoly.
Kazdy zdrowy uczen wystat do chorego kolegi esemesa z pozdrowieniami.
a) Napisz wzor funkeji £, ktora liczbie x uczniow chorych na grype przyporzadkowuje
liczbe #(x) wystanych esemeséw, a nastepnie okresl ich dziedzine.
b) Wiedzac, ze liczba wyshlanych esemesow jest najwieksza z mozliwych, wyznacz
Zarowno liczbe uczmow chorych na grype, jak 1 liczbe wystanych esemesow.

12.66. Droge s pewnego poruszajacego sie cialaw czasie ¢ okreslawzor s (¢ ) = £+ 6¢+10.
Oblicz érednia predkos¢ ciata w czasie t < (4; 7).

12.67. Liczbe 36 roztdz na sume takich dwdch skladnikow, ktorychiloczyn jest najwiekszy.

12.68. Podaj wymiary prostokata o obwodzie 24 cm, ktorego kwadrat dhugosci przekatne;
jest najmniejszy.

12.69. Naogrodzenie parkingu w ksztalcie prostokata przeznaczono 300 metréw biezacych
siatki. Ozdobna metalowa brama wjazdowa ma miec szerokos¢ 12 m. Jakie wymiary
powinien miec ten parking, aby jego pole powierzchni byto najwieksze? Oblicz to pole.

12

12.70. Dla jakich wartosci x pole zaciemowane] figury przedstawione) 2 =
na rysunku jest najwigksze? Oblicz to pole. x <
. 12
12.71. W trapezie rOwnorarmennym kat ostry ma miare B b @
45°, a suma dlugosci wysokosci 1 dhuzsze) podstawy e e L
jest rowna 12. G50 AN |
a) Wyraz pole Ptrapezu jako funkcje zmiennej 41 po- 4 a

daj jej dziedzine.
b) Oblicz wymiary tego trapezu, ktdorego pole jest najwicksze.
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;. Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposréd podanyeh.
Postacia kanoniczng funkeji £ okreslonej wzorem f (x}= —2x"+3x—3 jest wzor:

A. f(x}:—2[x+%]2+%, B. f(x}:—Z[x—%TJr%,
c. f(x}:—Z[x—%T—é, D. f(x):—ZEan%T—é.

2. Funkcja fokreslona wzorem f(x}=-x’+bx+c jest rosnaca w przedziale (—o0; 2}
i malejaca w przedziale {2;+c0) ajednym z jej miejsc zerowych jest liczba 1.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Wymnika z tego, ze:
A b=941 p=3; Bub=21i¢=-1 Cob=41 ¢=3 B b=21e¢=1

3. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji 4

kwadratowej £, 4 JEL)
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz ]
sposrod podanych. A
Funkcja f'nie jest okreslona wzorem:
A Flx} =—x* +8x-12
B. f{x)=—(x—4) +4
C. f(x} = (2— x](x— 6},
D. £ () =—(2—x)(x—6).

4. Funkeja fokreslona jest wzorem f (x}=—-2(x+3) —5.
Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub

F—jesli jest falszywe.

Prosta o réwnaniu x =—3 jest osia symetrii wykresu funkcji £
Zbiorem wartogci funkcji £jest przedziat (—5; + oo).

Przedzial (3; + oo) jestmaksymalnym przedziatem, w ktérym fiinkcja fjest rosnaca.

ol
RN

Funkcja fnie ma miejsc zerowych.

5. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sg liczby —100 1 300.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanyeh.
Osia symetrii wykresu tej funkcji jest prosta o rownaniu:
A x=-100 B. x=100 C. y=-100 D. y=100
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6. Funkcja kwadratowa f ma najmniejszq wartos¢ rowng —3 dla argumentu 1. Jed-
Dl nym z miejsc zerowych funkcji fjest liczba 4. Czy funkcja f okreslona jest wzorem

f(x):%(x—l}z—??

Wybierz odpowiedz T albo N i jef uzasadnienie sposvod oznaczonych literami A 1 B.

T | Tak, A f(3)=1i f(4)=0.
ponicwar
N | Nie, B.| f{l)=-3if(4)=c.

7. Czy wzor funkei £ gdy f (x}:—x2+9, mozna zapisac w postaci iloczynowe)
D[ f(x)=—(x-3)(x+3p

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposvod oznaczonyeh fiterami A 1 B.

T | Tak, A =t 49=(x2+9)=~(x+3)"
pPomewaz
N | Nie, B.[ -2 +9=—(4*-9)=(3-2)(3+x).
: .. m , 1 I 5
8. Chodziarz szed! z predkoscia v[—} okreslong wzorem v(r}:§r—mf :
5

gdzie f to czas w sekundach, jaki mingt od startu.
a) Jaka maksymalng predkos¢ osiggnat chodziarz w czasie marszu?
b) Ile czasu szedt chodziarz?

9. Napisz wzor funkeji kwadratowej £, wiedzac, ze:
a) wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie (2.1), a liczba 3 jest miejscem
zerowym tej funkeji,
b) funkcja ma dwa miejsca zerowe —21 4 oraz f(0}=16.

10. W parabole o réwnaniu y = a(x+2}{x— 8} wpisano yA C
trojkat réownoramienny 4 BC w sposob przedstawiony
na rysunku. Oblicz: 2 /

a) wspolczynmnk ¢ rownania paraboli,
b) wspotizedne wierzchotka C trojkata A BC,
¢) pole tréjkata ABC. o| x




Wskazowki | odpowiedzi

1. Liczby rzeczywiste i dziatania na nich

1.1. a) Zbidr nieskonczony, b) zbhidr skoficzony, c¢) zbidr nieskonczony, d) zbidr nieskoficzony.

1.2. {a}, {B), 1), {a, 8}, {a, ¢}, {B,c), {a, B, ¢}, 7 podzbioréw. 1.3. Tak, 20. 1.4.10.

L5 a) A={-2,-1,0,1,2,3,4}, b) B={0,1,2,3,4,56,7}, ¢ AuB={-2-10,1234,56,7},

d) AnB=10,1,2,3,4}, &) 4\B={-2,-1}, O B\4={5,6,7]. 1.6. AiD.

1.7. a) Zbidr liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 2 lub przez 3, hb) zbidr liczb naturalmych
dwucyfrowych podzielnych przez 6, bo B~ C=C, c) zbidr liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych
przez 6, bo X mC=C, d) zbidr liczb naturalnych dwucyfrowych nieparzystych, €) zbidr liczb natural-
nych dwucyfrowych, bo X wC=X. 1.8.a) Tak, b)nie, c)tak, d)nie, e)tak, @) nie.

1.9.BiD. 1.10. Tak: &), b), ©), d). L11.1 -3 i 2 —0. 1.12.a) Tak, b)tak, o nie.

1L13. p(a)=b, p(b)=c, p(c)=4d, p(d)=a. 1.14.9) B4, ) C—D, ¢ F=E, d) H->G.

2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym

e ot 2.2.9) x=+/26, b) x=83, © x=5J7, @) x=2415.

2.3. Kolgjno: B, F. 2.4, Wekazowka. Trojkat ABC jest prostokatny o katach 90°,30°, 60°1i frojkat A5

jest prostokatny o katach 90°, 60°1 30°, wiec A ARC ~ AA4ABD. 2.8 a;=27, = 510,
5 1 5 4 12 N 3
2.6. —, b)) = — @) —. 2. 7.a) —, by — —. 28.D.
3)4,)2=C)8,)3 a)5=)350)4
BC BC
2.9. |BC|=6, |4B|= 35, Wskazowka. ﬁ=tga,skqd %:2 oraz |dB|=y|BC +]4C]?.
4 3 15 8 4 3
2.10.a) tgax=—, tgB==, b) tga="— tgf=—y tpa=— tg ="
A fgo==, =7, B lga="n gf=1r O lga=g, gf=
211 C. 2.12.Np. a) q b) c) &
T o 4
d - 74 10

3 2
2.13. Wskazowka. Zauwaz, ze tangens kata ostrego jest stosunkiem dlugosci dwoch bokow trojkata.

2.14. a) smcz:i cosa=§, b) sincz:E, coscx:i, C) si:qa:i, coscx:E.
5 5 5 5 13 13
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2.15. a) b) ) 2.17. 9) b) 2 €
A i A — K £
N 5
" &
c & B [ Q 5 e,
B P ®
2.18.B. 209 2.20. Wakazowiz:. Zauwaz, ze cosinus kata ostrego jest stosunkiem dhugosci

bokow trojkata i licznik jest mniejszy od mianownika.

2.21.Np.:a)1i20, b 1110000, ¢)1i 424, d)&il5.

222.| @ | B | ¢ [sina | csal] tga [ 223 ) |4C|=2415, [48]=8, b) [48]|=12,
3 4 3
Sl s 5] a |CB|= 82, ¢ |4C|=4, |48]=5.
L I A
UM S 2 | T T 22455, B %—5, 02, d)-4.
. s |2 23 | iz | 2
13 | 13 3 225, 9) 12+ 443, b) 10+542, © 12+ 643
3 4 3
g * 5 5 3 1 Wekazowka. ) Poprowad?Z wysokos¢ z wierzcholtka C.

2.26. (43— 4)km~2,9 km 227.1,5km. 2282472 ecm=34cm 2,29, o = 45°,
2.30. (843 -8)m » 5,86m. 2.31.4)0,1392, b)0,9903, ¢)0,6249, d)0,9563, e)0,0698.
2.32.2)18°, M 66°, ¢ 72° d)30° e)44°, f)58°. 2.33.4) 80°, b)78° ¢)39°

2.34. Okolo 244 m.

2.35.a) c~29,2cm, cc=38% B=52° b)) h=17.%9cm, ax=32° B=58°

) a=228cm, b~253cm, SB~48°, d) b=58dm, c~7,3 dm, o =38

e) b=12 cm, c =14, 4cm, o =34°, B=56° ) a=7cm, c=17,5cm, o =24° B=66°

g) a=0,6cm, cx3 06cm, x=11°% B=79° b=2\ﬁcm, c=8cm, a4, f=41°,

i) a=6cm, b=8cm, c =3,06 cm, ax=37°, §~53° Wskazdwka. ¢)if) Skorzystaj z wzoru £ =%ab.

2.36. =697, B=69°

AB‘ =717,

BC|=10, b) a#55° B=55°

AC| =218 i |4C|=|BC

»

¢ |BC|=4, @ ~51°, B =51°, yxT8°.

2.37.9) |4C| = 3013, |4B|= 60, | ABC|=60°, b) |BC|=14, |4C|= 14413, |5 4BC| = 607,
©) |BC|= 10,2413, | 4B|= 0,48, |« ABC|=30° d) |BC|=1, |xBAC|=30°, |« 4BC|=60°.
2.38.0koto 155 m.  2.39.Okotolcm.  2.40.Okoto 5,263 km.

2.41. 72 cm. WEkazowka. 2.42, Okolto 1045 km. Wekazdwka, 5=9-48=432,

révmnik
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243,902, BH1, 62, 1, &0, Dl

24494, B3, 02, )1, & 243, 0 2%. Wrkazdwla, d) 1g19°-1g 71°=1, € wylacz 43 poza

nawias, 1) cos?15°+cos> 75° =1. 2,45 a)Tak, b)nie, c)tak, d)tak 2.46. B. 2.47.C.
248, Wskazowka, Zauwaz, ze; a) sin51°=cos839°, b) cos20®°=sm70° i tg20°= 270

Zestaw powtorkowy

L.C. 2.C 3C 4D. S5A 6A TBF S8N-C 10 643

3. Zbior liczb rzeczywistych i jego podzbiory

3.1.9)23,29,31, b)25, ¢ 21,28, d)21,24,30,33. 3.2, 108 =22.3%, 1944=23.3%,

33 Np:18=34+445+6, 21=14+243+445+6 lub 21=10+11.
3.4.9)3019900, b)6i27 846, ¢)61288, d) 2°-5°.3% i 2°.5%.3%, )3i2400, 0 10° i 10'2
ISPE 3.6, Wskazowka, Zauwaz, ze klasa liczy 23 uczni 6w, bo NWD(ISQ, 92] =

3.7.9) 12 cm, b) 20 kwadratow. Wekazdwka, a) NWD(48, 60 ).
40 60

3.8. 2 minuty. Wekazowka, NWW (40, 60) = 3.9, Wrkazowka, Zauwaz, Ze jeZeli p jest liczba
pierwsza, to p+1 jest suma jej dzielnikow. 3.10.a) —14, b)-59.
jLal, 1, -1, &0, 0, )32 3.2, Wekazdwka. a) 3n—4=3n—-6+2=3(n-2)+2
3.13.D. 3.14. Kolejno: 8) 0, 3,4,8, 1)0,4,1,10. Bekadwia. &) —12=3-(4)+2=5-(-3}+3=
=8 (=2)+4=10-(-2)+8. 3.15. 9) 1, %, 3, i, b) i E 3
98 7 6 127 6" 4

si6g L 3 2810 03 3 3 3 02 3 7 1

X L e 27 47 147 100 g T s 15
3.17. Wskazdwka, Zauwaz, ze £= E E 2 3.18. Dwa punkty.

s6005 60 5

3.19. Wekazowka, Wykaz, ze mianownik utamka jest iloczynem tylko liczby 2 albo liczby 5 lub liczb 21 5.

3.20. Wekazowka. Wykaz, ze w rozkladzie na czynniki pierwsze mianownika utamka wystepuje co najmniej

jednaliczbarémaod2i5. 3.21 2034, b)023, ¢0,12, d)0,56. 3.22.39) 15%, b) 3— O 1—
5 5 2’? 3 ,
3.23.9) 5 b) 7 ¢ —, @ T Wikazowka. ¢) Rownanie 0,729729...=x pomnoz przez 1000,

d) rownanie x =0,02727... przez 10, a nastepnie réwnanie 10x =0,2727,,, przez 100. Otrzymasz

j

wtedy 1000x =27 +10x. 326.a) 2.7, D) 245, © ”U _‘fj_
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3.27.9) 3, ¥5+1, 7, b) A125, —J0,04, zi, A+45, o 25, N+45, @ 25, A+,
3.28.Np.: a) 110, b) 20, © JI00000L, 4) 42,5, ¢ .5, 0 6. 3.29.F, P,

33.aye, bhe, oie, ) g, ¢, I) e 33l.ay n, Dy, o, &)y ey, oo

3.32. A=GJ, B={—3ﬂ, C=(-1), D=(4,(3)), E=(2,8). 3.33. —6%; 21 3,23 V23 2.8; 4.

3.34.Np.: m=1i k=2 lub m=131 k=27. 3.35. Np. —+f9900. 3.37.D.

1.38. _2_2_2_‘.{_,.. 3.39. a) R 2.5 1251 22; 22 i-25 1) 22 —11; 251125
% 5 5 s 5 5

3.40.a) 2°°, by 2'¢ o 47 3.41.BiD. 3.42. Kolejno: P, P, F, P,

3.43.9) m>-33, b) n<0, ¢ k<0, d) 5>0, & x<0, ) y<14, g z=-5, h)20.

1 1 1
3dd.ayxz2—— b))y, © c=2-25 d) z<1-
) 2 )y m ) ) 7

3.46. €) —— b3 () —————— . €) <y s e o],
0o 1 2 X -3 -1 0 1 = ¢ 1 4

Yy

0 5 10 x & 2 0 12 x

3.47.2) x €0, b) x24, O x=2-5, d) —2<x<0, ) 1<x<3, N 2<x<4, g 3<x<s,

h) 0sx<4, i) 2<x=<2, j) -100=x<1. 3.48.2)0, 1)0,1, ¢1,2, 4)0,1,2, ¢1,2,3.

3.49.2)0,1,2,3,4, 10,1, ¢)-3,-2,-1,0,1,2,3, d4)-2,-1,0,1,2. 3.50.2)0,1,2,3,

by np.: —242,27,42, onp. -9,4,100, & -8, €3, H0,1,2,3, &1,2,3.  3.51L.Kolejno: E,P,P.

=0 x=0
1 G ) T S — x; 1 C)—l)iol—:—i—i—}
o 1 x o 1 2 x 0 1 2 x
x=0
d)# i }.
0o 1 2 X
3.53.3) i N [ N T T, } b) | ﬂ_cﬁ.c) b—
=3 01 X -2 0D 1 x o 1 2 x
d) R . €) +—— 4+ st ) s »
¢ 1 5, > -3 0 g x 0 x
) » I > ) —
* 2 3 x 3 x

3.54.9) AUB=(-3%7), AnB=(1;4), A\B=(-31), B 4={47),
b) AUuB=R=(-w;+w), AnB={-51), 4\ B=(-c0;-35), B\A=(L;+x),

& AUB=(-1;0)U{L;5), AnB=0, A\B=4, B\A=B,
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3.55.4) (—w;-3), B) &, o (-46), &) (—1), & (-3;-2), D (4723} @ (-=+o)=R,
hy (—o0;8), ) (411}, ) RW(LS5Y, K (-7:4), D (-5:1). 3.56.9) (—oo;0) (0 +0),

b) (—oo; —1J (L1} Ul +e), © (—m;—ﬁ)u(—ﬁ; l]u(]; Jf)u(ﬁ;+oo).

3.57.a) Nie, b)nie, c)tak, d)nie, e)tak, f)nie, g)tak, h)tak. 3.58.AiD.

3.50.9) {-2,-1,01), b {67,895, ¢ @, 4 {-40), ¢ (-55), D <

3.60. Wskazowka. Zaznacz na osi liczhowej liczby i b, gdzie a < 5.

Zestaw powiorkowy

L.B. 2.A. 3.D. 4.T-C. 5.Kol¢jno: P,F,P. 6.C. 7.A— 6§ ,B— 3,.C—85,D-1,E- 2.F— 4.
8.Kolgino: F,P. 9.a) AuB=(-w;5), 4nB=(-2;3), b) duB=(-5,4), dnB=12},

¢ AUB=(-2;Ru(46), AnB=T. 10.a) A={-34), B={0+x), b) 4={-2;5), B:(—oo;—z}.

4. Potegowanie, pierwiastkowanie i logarytmowanie

i, h) % i) 2. 4.3.Kolejno: 25, 27, 28, 2°,

4 4 g
4124, W27, ) —, d1l, & —, s
) ) )25 ) ) 7 Ly 2 £) >

4.4.9) 160, B 76, © 52, d) 2%, €) % 01, 264, h)64, i)—64, j)27.

4 g

45 o b o

= 63, M35, € % fig 4.6.2) 150, b) 336, ©) 243
479 21072, by 5-107, o) 1,2:1072, @) 7,8-107%, e 1,68-10°, §) 2,31-10% 4.8. 205,
4.9, 5,79-10" km. 4.10. 3,15576-10 5.

411 b) 1, a2 LI 4.12.9)5, b) —%, €02, 4 % ¢ 0.2, N4.

4.13.9)52, )20, ©)8, 450, &4, -3, ©3, h)-03. 4.14.9) 53, b 545, o 232,

d) 3343, ¢ W2, D82, g 5¥3, ) R 445 2) V12, b) 18, © VB0, @) V150, € 72,
n 16, g ¥54, ny 24, » S92, j) 35

4.16. Wstazowka, @) \E +\TE =BT +4573, b) ﬁ.fzs—o_aﬁ:w[;jz%_” _1],

¢ (VB+432 0.5 )2 =VI6 + G T, &) (¥250+ Y128 - 0,016 ): 42 — Y125 + Y64 — 30, 00%.
4.17.A. 4.18.T—A. 4.19.9)20, B02, 4, B3, &2, D2, g-1, W7

4.20.9) 6=3216, b) 2=U-512, o 4=%4096, @) 7=3343, ¢ 6=¥1296, p —5=Y-3125.
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421.a)52, b)20, 8, 450, )4, H3, 3, 03, V)2, j) % K2, 2.

422.3) 503, by 545, © 242, @ 333, ¢ 5B, p 32, g9 27, n2d2, ) R0, j L,
K =243, D 45 m) 382, my -535, o) -637.

4.23.2) V18, by V150, © 24, @ 128, o ¥18, n Y486, o Y250, ny Y4802, i) Yos,
p sz, w 458, p 1250, m) 1080, n)Y-384, o) 61051

3 4 5 i
RS L R SRR PR RN

3
425.9) 82, B 1245, © 1233, @ -2, ¢ 242, po, 91, n % i1 §5-3

4.26.6561. 427.a)15, B17, )81, &0, 14, N6, 2 2332, =24, i) 633, 1, K -L.
55 16
428.a) m=-3, b) m=1, c)m=-3, dym=2, ¢ m=—§, I m=?. 429. T-B.
2

4.30.2) <9, b) [%}E, 5—4, o 9, o4,

43124, b %, ) % d) % &2, NH125, 2009, h)001, i)18, j) g K) 63%.

1 2 5 &

4.32.9) %, B9, )4, @S5, €13 433.2) 8% b 8”83, @) 83, o8 3, DB, g8 I
8 3 13 9 10 11 4

hy § 3. 434.9) 3%, W3 934, @3 2, 32, 2 3, g 52, hy5°

435.a) ¥®, » V2, o &1, @3, o ——. o 128, 4.37.:1)—%, b)—4, ©2.

y_’ t) g_
4.38.2) V220 = a® | py P57 = Whos'00 o WAT SN0, a) B 45

2
L 1 3E
4.39. Wekazowka. a) Nierownosc 33 %22 zasztap nierdwnoscia —>] i ja uzasadnij,

26

3
1 1
o i A
b) 3132=[32], d) a=2% = (29] =512°, b=33“=(35

] =729%, c=5= (5“) — 6255
1
3

1 1
4.40.a)0, 2, =3, -1, 2, = -, €2, o -2, -, 40, -1,

Ea

= 1

1 2
441.9)3, 2, 4, 1, 3, b)-3, -3, -3, -3, -3, © 25, >

1 1
s
442,208, 5, 3, 12, b)49, 125, 100, 25, A4, d)125, €)63, 1) : g) —

1 1
4.43.2)49, 216, =, )3, 2, -
3 7
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4.44.9) lopc216=3, b) log;;1331=3, ¢) log0,01=-2, d) log,2=0,5, e) logﬁ-ﬂl-:f-l-.

4.45.a9)1, b) 4, ¢ % d-1, e1l.

4.46. a) log0, 0001, h}gsi, h}gq%, log;%, b) Ine, loggl © log3ﬁ.

4.47. b 012502505 1 (2| 4| 8 |16 32| 64 |128] 256 | 512 | 1024
logs | 3 | 2|2 lo|1|2|3|4]|5|6]| 7| 8 |9 | 10

a) log, 0,1<-3, b) log, 0,8 <0,5, ¢) log,100<7.

4.48.9) Z=log, 4, b) Z=log; — ¢) 2Z=log: 9, d) Z=logylh, e) 2=Ilogs25, ) 2Z=log,100.

| =

i
2
4.49.9)2, 1)3, €2, d) 4, % nH-1, 20, h g 4.50.9) 1, 13, 01, d)-2, )2, H-2, 9 3.

4.51. Wrkazowka. a) 2+logs 2 =1logs25+logs2, ©) logy6+log,8=1log,(6-8)=

= log, (42-3]=10g442+10g4 i 4.52.9) logs12, b) log, 2,5, ¢ log 12, @) 10g4§.
2
4.53.a)1, b) 5, ©15, d)-1, ) 800, f)%, g1, W2, 3%.

5
2y log, 3+ log,—
4.54.9) 8> 200V By J5cgei 0>—— @) V64 0,
oE
2
logs 3+ log Z Ing = 5
Wekazdwka. €y 4 9 =483 g T _ p2loe,3 =
4.55.a) 14771, b) 04771, ¢)-09542, &) 1,4313. 4.54. Wkazowka. a) log, 10=log, 2+log, 5,

b) log, 2,5=log,5—log, 2, ¢) log,100=1og, 4 +log, 25.
125
4.57.9) x=25 b) x=8, ¢ x=24, d) x=36, e x=T, ) x=2.

30
4.58. 1) 33 cyfry, b) 18 cyfr, ©) 65 cyfr, d) 107 cyfr. Wskazdwika. a) 12°° =(22:3] ,
13 40
b) ]5152[3‘%] 0 40"“:(22-10] , ) 600 =(2.3.10)%,

4.59.9) A=10""cm, A~5cm, b) A=10"" cm, A ~316000cm, ¢ A=10"cm.

4.60.a) pH = 2.9, h) 107%C, wikazowka. b) pH=—ng[H+], wiec log[HJ'}:—ﬁ,é, skad

[H+]= 10765 ;%1
-3

4.61.2) 90 dB, b) 10'? razy (bilion razy). Wskazdwka. a) L=10-log L =10-log1(’,

-12
L-120 W

skad log/ = ‘

by L=10-log——
) g][}—12 10
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4.62. a) 103razy (1000 razy), h) lﬂsrazy {milion razy).

4.63.a) 100°C, b) 66%“(3, c) tak, bo garnek z zupa osiagnie temperature okoto 30°C (dokladnie 8;?0

Y
Wakazowka. Oblicz T, gdy: a) =0, b) t=10, ¢) {=30.
Zestaw powtorkowy

1.D. 2.D. 3.D. 4.B. 5.C. 6.D. 7.Kolgjno:F,F,P. 8. T-A.
1 1 1 l - 2
9. Wskuzowha. #) - log2-+—logl6+—logl 28 =log2? + log(z“]3 +log (27)5 . b log0,1=—1.

5. Wyrazenia algebraiczne i wzory skroconego mnozenia

519 x4+ 16x + 64, b) x° +28x +196, c) 4y2+24y+36, d) oxt 1 652 +1, €) 64x2+161g33+y6,
1 g 3
4xV 4122297 499, @ 467+ 2ah+ =, h) x4 D%y =y
) 4x Ty 49y, g 4a a4)16x41y4y
2 2 2 2 2 2 2
52.4) (x+1)7, b) (x+2), & (x+3)7, @ (x+4)7, & (2x+1), D (2x+3), 2 B«+2),
2
b (5x+4) ) [8x+%]. £3.a) 12, b) 60x, )4 £4.9) 4—dxr+x°, b) 16—8xr+x7,

¢ 2522 —10z+1, @) 1-2xy+x2y2, & 9% —12xp +49%, D) 1652y — 2419 +9, 2 %x2—§w+9y2,

2 2
hy 4+ 4+ x2, 5.5.a) (x—]]z, b) [x—%} , € [x—%} , @ (2x—9)2, e (5x—3]2,

f [%x—ﬁ]z, g (Llx-1)°, n) (3x-17, i) (J}Tx—z]z. 5.6.2) 1652, b) 6x, ¢)100.
S7.a) 11+ 642, b) 4-243, ) 7+2410, @) 46-645, &) 12-2435.

£.8.2) 1521, h) 10609, c) 40804, d)249 001.

£.10. a) az—%, by x°—4y°, ¢ 4a°—25, d) 36a°-4b°, € 16-9x°, ) 1-x".

£.11.a) 3a—10)(3a+10), b) (12-y)(12+y), © (1-3x)(1+3x), &) (Tx-3y)(Tx+3y),

€) (Bx—5y}(8x+5y), O (13x-15)(13x+15). 5.12.a)-1, b)15, © -30.

S13.a) 2x° +6x, b)1-3x, ¢ 50-10x, dy 30x°>—24x+5, € x°—Ty°+6xy, ) —8xy.
S14.9) —2x7 +34r—71;-147, ) 8x2-5-3, © 2y -11;11, &) -4y -15;-14, & —dxy; %

) 9x° - 25y, —g. 5.15. 9) 39 999, 1) 63,99, ¢) 8,9996, d) 9,6-10"2.

5.16. Wkazéwka. ©) J4—J§=J2(2—JE], d) JE‘-JZ—J?T=J3‘(2—J§],
) (J4+ﬁ+\:'4—ﬁ]2 =(m]2+z-J4+ﬁ-J4-ﬁ+(J4—ﬁ)2.
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S17.9) (1—472-16, b) (x+52 =25 © [x__f__, a;.[ ]2_3, e)[ +%]2—1,
BY 3
& [ITJ s

S518.3) (x—6)(x+14), b) (2x+4)(2x-2), © (dx—1-+Z)(dx-14+2), @) —(2x-1),
& (x+1)(5x+1), D (VBr—V2p)(Brt2y) ® 3-0)0x+1), W (x+1)(3x-1), D (5x-3)(3x+3).
519.9) (a+28)%, b) (2x+1F, @ (3a—2y), @) (2x-50, © (x—4y)F, O (2n+3P,
g) (5x—4z)°, W) (6m+1°, D (Tx+8y)° ) (3x—)(3x+5), K) (46—3)(4b+3),
D (V5-x)(¥5 +x), m) (5x-8)(5x+4), m) 24(3x-1), o) (x—3)(x+3)(x"+9)
£.20. 9) 6+2‘E, B) w7 =5, =B @y 3-8, & =d=3T:
. V2 oy afy gy 24 Li+ed3)

S.21.a )—= b)— Y R

NZ-2 Y37
523.9) 14+ 645, B) 14-645, © 1245, d)20, € 36.

5.24. a) (1+JE]2, b (3 —1]2, O (4—J§]2, ) (V2 +J§]2.

526.9) a>b, b) a<b, © a<h, d) a>b, €) a>h. 5.27.4) 10+ 642, 1) 100, ¢) 99.

£.28. Wekazowka. SprowadZ utamki do wspdolnego mianownika i zauwaz, ze

(7 —Z) (VT +42) =[(VT-V2) (T + JE]T. §.29, Wskazéwka, (n+1>—n? =2n+1,

£.30. Wekazowlka, Kazda z nier6wnoéci przeksztat¢ do takiej postaci, by w jej uzasadnieniu mozna byto
zastosowac wzor skroconego mnozenia.  S.31. Wskazow i, Podstaw w wyrazenin x=2r+1, gdzie n e ¥,
bo Zi+1 jest ogdlna postacia liczby naturalnej nieparzystej.

Zestaw powidrkowy

1.D. 2.C. 3. C. 4D. 6.Kolegjno: F,P,F,P. 7. T-B. 8.B. 9.BiC.
10. Weknzawka, Zauwaz, ze (6+J1_1)-(Jﬁ—ﬁ)=ﬁ‘(6+-\!']_1)‘(-\l'1_1—1)=ﬁ‘(5m+5)=
=5-\E-(J1_1+]), Zatem 46—\?'1_1-(6+-Jﬁ) (Jﬁ J_)zv' J1155: (J_+1)

=52 J(6-IT): (VIT + 1)’

6. Rownania i nierownosci liniowe z jedng niewiadomg

6.1.AiD. 6.2.9) -1, 10,2, 0, d)-1, &4, H-1, g-1,0,2,4.

63,9213, B-2i3, ©-2i0, ®-2, &3, N-2.
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6.4. —410. Wskazdwka. SprawdZ, czy pierwiastkami réwnania sa liczby: —7, -6, -5, 4, -3, -2, -1, 0.
6.5.4)-5i-3, )-2,-1i0, 4, -2i0, &2, N4,-2,1.

6.6.a)0, B0, 2, d)2, el, H4. 6.7.9) xp= —é, b) kazda liczba rzeczywista (rownanie
tozsamosciowe), ¢) x3=2, d) x3=35 e€) x53=102, f)brak rozwiazania, rownanie sprzeczne.

6.8. %) Tak, b) nie.

6.9.9) x—5==7, b) 2y+16=14, © 3y +21=9, @) 4(a—3)=40. Wskazdwka. a) (x—5]=_2;19.
6.10.B. 6.11.2a) 3.4, b 2. 6.12. 264 km. Wskazowka. 660?236[}-{i+%],gd2ieit0 czas
przelotu samolotu. 6.13. Kasia — 27 km, Jurek — 33 kin. 6.14. 1, g
Ssl=—=
6.15. ) £22 . W
- -a " 1 }_
o1 5 x 20 1 X
3
=6
O x 5 ” Q) x=] .
01 & x D1 2
16 4
6.16.2) x =2, b) x23, © x<5, d) x=2-5, € y>?, 1§ z<§.
1 2 2
6.17. 45, N 6.18. @) Np.: x—li? b) 15, ¢ 0,1. 6.19. D. 6.20.2.
. x=]
6.21. 2) s PP ’ -
6 0 1 = 01 X
c) ; » ) »
0 1 x -1 01 y
e
, ! . x<—22
€ b > — 3
01 3 ¥ 22 20 x
4

6.22. P, P. Wskazdwka. a) x »—=——, —1 tonajmniejsza liczba calkowita spelniajaca te nierdwnos¢,

J__

h) ¥« ——=, -8 tonajwieksza liczba calkkowita spelniajaca te nierdwnosc.

;s
6.23. Wikazowla. Dana nieréwno$¢ zastap nieréwnoscia x(2log2+1+2log5) >3 i zastosuj prawa dziatai
na logarytmach. 6.24.BiD. 625 a) x<0, b) xe R, ¢) x20.

6.26.2) x=-5, b) x22, ¢y x<4, d) x =1

6.27. 1,14+ x < 4.3, gdrie x oznacza wysokoi¢ nadwozia samochodu.

6.28.F. P 6.29. Co najmniej 25 sztuk. 6.30. Po 3 dniach. 6.31. Ponizej 11,33 s.
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6.32.0i2, 214 oraz4i6. Wskazowka. (2n) —(2n+2)* =20, skad 2n <4,
6.33. Trojkat, czworokat, pieciokat, szesciokat, siedmiokat, osmiokat, dziewieciokati dziesieciokat.

6.34. Po godzinie 14:48. Wrkazowka. W czasie f oba pojazdy przejada (12f+13¢) km, czyli (25-f) km.
Odlegtos¢ miedzy nimi bedzie réwna (100- 25 ) km. Zatem 100 —25¢ < 30, skad ¢ >§. % h=2 h 48 min.
6.36.4) x; =—6, x, =6, b)brak rozwiazan, ¢) x;=0, d) x;=-2, x; =2, e¢)brak rozwiazan,

f} xl=—2, xz =2.

6.37.9) x=-20, x, =20, b) yy=-4, yo,=4, ¢ x=-10, x, =10, @) xl=—%, :::2=%, ¢) brak
rozwiazania, ) x; =0, g) brak rozwiazania, h) xl=_J5;_5, X =J§S+S, i) xl=ﬁ2_3, x2=%.
6.38.Bi C. 6.3%a) x;=3, 5,=5, b x=-3 =1 o) n=-5x5=-73, =3 5n=7

e x=-8 x=2, 0x=-2 x5==6

6.40.2)1, b1, 2, 4)0, &2, 02. Wkazdwhka. d) 2—5 <0,

6.41.9) x=-3, x,=-1 byuaz=3, O x=-1,x5=7, &) 5 =1, 35,=5 ¢ x,=-12, x,=-2,
Dxp=vZ.  642a) [c-1=4, b) t+3=3, ) jr+2]=2.

6.43. Wekazowlka. a) Zauwaz, ze liczby (l—ﬁ]x i (\E—I]x 53 przeciwne.

6.45.9) x=(-22), b) xe{-3;3), o xel(—o;-1)uil;+o0), d) xe(—o;—5){5;+mo),

&) xe{—44), ) xe(—w;—6)U(6+).

6.46.a) x =20, b) xe R, c)brakrozwigzania, d) x=0, e) xR, f)brak rozwiazania.
6.47.9) x=(=17), by xe(—42), © xe(—w0;—4)u(0;+mo), d) xe(—o;1}{7;+w),

¢) xe(—w;—2)u(+e0), D xe(—l—\ﬁ,‘ \E—l).

—a o = »
%48, 8 =5 01 5% O 2 01 2 x
4 . \-’.._ } {3 -
© 4 G 1 2 I 5 T %
+ + £ e % + i -
e) 0 1 & x f) 0o 1 4 & 5

6.49.9) |x|<2, B) |x|<3, © |[x]>4, @ [r-2|<2, & [x+2|=2, D |[r+]>2.
6.50. Kolejno: F, F, P, 6.51. C.

Zestaw powiorkowy

LA 2.D. 3.D. 4C. 5A. 6.C. 7.C. 8.Kolgino: F,EF P 9.C.
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7. Uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

7L (12, 2), (U, %] 7.2, Wskazdwia. Narysuj prosta o réwnaniu: a) x=5, b) y=2x—-1, ¢) y=-7.
7.3. 2) Np. [—2,—%], (1,13, Bynp. (=2,0), © prosta.
P 1 _2
74 I_E b x=3 m=2 3 a—E I_3 x=05
7.4, a , , € \ , e , :
) 1 ) e ) . ) e ) 1 f) _
ATy 5
_— x=6 % x=-2 xr==5 i x==1 x=0 x=1
LS N | N . C B s e E -
) y=3 ) y=4 ) y=4 ) y=10 ) y=-2 D =-1
x=1 x=2 x=2
7.6. ) . b) ., © .
y=1 y=35 y=1
5
1w 5 W = RO L o 2 g4 78N A
S =3 y:z ’ y=0 "~ p=3" 57 s=12 o '
5 v=="
2
x=2 x=-2 T= =
7.9. a) . b) , € , M
y=-2 y=3 y= Yo
7 =0 o T - e =
TN IS e M L Y e BT
F=t _iz ~VZ+1 y=2 y=1 y=2
7.11.D.

7.12. a) Uktad sprzeczny, nie ma rozwiazan, b) uldad nieoznaczony, ma nieskoriczenie wiele rozwiazan

xR

Y73

postaci

wiele rozwiazan postaci {
yeR

) uktad oznaczomy, rozwiazaniem jest para liczb [—,

T13.a)li6, bynp.li—=2, cAnp.3i.

1% =329 r=1: 39 p=71

x=6-—0h6y

¥
=—+3 =%
7.16.8) ¥ 3 ,{p i b;.JL
p+r=18§ B

7.18. Za wnioskiem glosowaly 232 osoby, przeciw 128 ozsob. HWikazowla, {

. € ulkdad sprzeczny, nie ma rozwiazan, d) uldad nieoznaczony, ma nieskonczenie

, ¢ uklad oznaczony, rozwigzaniem jest para liczb (1, 2),

173}
&y

TA4. Np. ) 1° 4x+3y=0, 2° 4x+y=3, 3% 8x+ 6y =10,

7.15, T-B.
m=10,3n m=15 :
. . 717.A1C
m+u=065 |p=50
x+ v =736 . .
, 2dzie x —liczba
x=y+104

os0b glosujacych za, y — liczba ozs0b glosujacych przeciw.
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=i
7.19. Piekarz pracuje 20 lat. Wskazowka. JL 7

x+4=3_(y+4],gdziex—lata prakivki piekarza, y —lata

. : ) km i'g
praktvki ucznia. 7.20. Motordwka 15 = nurt 3 Tm

(.x—S]=y -5
., gdrie x tolata Zycia Aleksandra, a y to
(x+9)=y+9

7.21. Zy1 33 lata, panowat 12 lat. Wskazowka.

= | —

lata jego panowania. 7.22. 24 litry.

7.23. Wekazowlka. Przyjmij oznaczenia: x — cena lizaka czerwonego, v — cena lizaka zéttego, z — cena

2x=y4:z
lizaka zielonego. Zapisz uldad réwnan JLZ Y 5 i uzaleznij dwie niewiadome, np. y i z, od niewiadomej
y=x+2z
z=2x—y z =§x
z=2x-y ) 4
X , wiec 5 , skad
2y=_x+2(2_x—y] y="rx 5
<k F=EI

Whiosel: lizak zolty jest najdrozszy, bo %x <X 33:.
7.24. Krzesto kosztowalo 450 21, a st6t 2100 2.

Zestaw powtorkowy

1.B. 2.D. 3D. 4FP 5B. 6D 7.B. S8.FPF 9.187z#. 10.Nie Publicznos¢

powinna wskazaé odpowied? B, bo jezeli uktad ma dwa rozwiazania, to ma ich nieskoriczenie wiele.

8. Funkcja i jej wtasnosci

gpayf—ca 21T O] TI2] e ¥

y=Ff(x)| || 1|01 -

8.2. Z tabelki nalezy usuna¢ parg liczb (-1,4) albo (-1, 2).

2 —=2|-1]11]121]4
8.3. y=r2]1]2]:1]53 8.4. C. 8.5, Wakazdwira. Sprawdz, czy f(-1)=2.
. 1 5
8.6.9)5, 1)4,5,10i11, 91,0, 4. 8.7. D. 8.8.2)2, b0, © 1?, d) 4, e)16.

&&@f@ﬁthyﬂﬂ=% O f(x)=|x

8.10.9) flx)=x-3 | x [0

b | =

—
[ o]

y=Filx)|[A1| -7 3] - =
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Sala) =1, ay=-1 az =1, ay=-1, as=1, by a =L a,=1 az=2, ay=6, as=24,

€ ay=1a,=2, az=6, ay=24, a;=120, d) a,=1, a,=1, a3=2, a4=3, a; =5
8.12. 1 Dy={-2,-4,0,5}, ¥, ={0,13,7}, 2 Dy={a,b,c,d}, ¥y ={12},

1.1 1.1
3 Df={0,5,1,15,2}, }}:{0,5,1,15,2], 4 D;={-13), ¥y ={-13).
8.13.8) D ={-3,-2,-11,3,4}, ¥, ={-1,0,2,3,4}, b) Dp={-14), 7, ={-21), ¢ D;={-44)

Ye={-23} 3.14.D. 8.15. A. 8.16. D ={-2,-1,0,2,3,4,5), ¥ ={-5,3,5).

8.17. 1) P(r]=fr(]—r2),gd2:ie re(;1) by ¥{a)=104 gdzie a >0. 8.18.9) xe R, b) xe R,
3 1
) x#0, d) x#-8, e x>z, 0 x=-3. 8.19. a) Yfz{—],S,B}, b) Yf 2{3,1,4].

8.20. a) g(x]=—12, b) g(x]=x2, ) g(x]=(x—3]2, d) g(x]=x2—3, ) g(x]=9x2, n g(x]=x4.

8.21. Wskazéwka. fla)=4a, fib)=4b, flatb)=4(ath). 822.a) x; =-2, x, =1,

b) x=-1, x;=2, x3=4. 8.23.9) =4, =0, x3=5, b) x3=2, ¢)brak miejsc zerowych.
8.24.B. 8.25.a) xe{-5:13), ye{-3:3), b) x;=-1, x;=2, x3=7, x4 =12,

¢ xe(-12) lub x (7,12} 8.26.a) x=—4, x;=-2, x3=2, b) f(x)>0 gdy x=(—4;-2} lub
xe(2;4), © flx)<0, gdy x e(—S; —4) lub x=(-2;2). 8.27.Kolejno: B, E F.

8.28.a) (%5}, by {0; 2) oraz (5;7). 8.30. ) (L0}, {7:9), b {-3-1), (0;4), © {47}

8.31. 1) (20““; 6“”), b) (SDD;IEDD), (6““;8““), 0 (16““;20““).

8.32. a) Temperatura rosta w przedziatach (EDD; 400) i (900; ]2[’0), a malala w przedziatach (]DD; ZDD)

i (459"

$33.D.  8358) yuoy=f(D=4, ygx = FCN=3% B ypay=FO=-2, yuex = F@=2,
© yagy =S (=2 =4 ypux = F(4)=2.

8.36. a) W 13. dniu ferii temperatura byla najnizsza, a najwyzsza w 5. dniu, b) 6 dni, ¢) 3 dni, d) 8°C.
8.37.a) Od0°C do 4°C, b)0od4°Cdo10°C, ) T=4°C. 8.38.BiC.

$.39. a) 1470, 2°C, b) 20", -5°C, © (9”“;14““), (20““;24““), d) (U““;Q““), (14““;20““),

) (12““; 17”“], f) 1270 § 1790,

Zestaw powidrkowy

1. Kolgjno: F,P,F,P. 2.Kolejno: F,F, PP 3N-A 4.N-B.
5 a)2,0%, b)od4:00do16:00, ¢)o04:00, 4)0,5%. 6.T-B.
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9. Funkcja liniowa i jej wiasnosci
9.1. a) a=\5, b=-1, b) a=4, b=0, ¢)a=0, b=3%, d) a=-2, b=3.

92.9) fix)=2x+5, b) fx)=—x+7, ¢ fix)=-4, d f(széx_

VI o TN |
o i =dr+d
e}

i}

/wf

£ v T 9.4.A. 9.5, Do wykresu funkcji fnaleza
11' ot punkty: a)A4, W AiB, ¢ A
4 o 3 9.6.9) (2,-2) i (42), b) (L,3)i(2,4),
0 (05 i(21)  9ncC
9.9, Wikazowka. Wystarezy obliczy¢ #(m) 1 f(2m). 9.10. Funkcja g okredlona jest wzorem:

@) gix)=x—4, b) gix)=4x, © g(x}=2. Wskazdwka. a) g(x)= f(x-2), b) g(x)= f(-2x),
o g(x)=f(2). 9.11. Kolejno: F, P.

9.12. Wekazdwka. Wykres funkji przechodzi przez punkty: @) (0,6} i (1,3), B (0,-2)1i (1,—4),
o (0,-43) i (L0), & [0,13 i (12).

9.13. Funkcja fjest: a) rosngca, b) malejaca, c) rosnaca, d) stala.

9.14. 1, 3 i 4 ,przecinaja sie w punkcie (0,3}; 2, 5 i 6. przecinaja sie w punkcie (0,—1).
9108, N F{F)=3: Fld)=—dr=, f(x]=%x—z.

9.16. Wrkazowka, Zatozenie: f(x)=ax+5, teza: f(x+1)=f(x}+a

Dowod fix+1)=a(x+l)+b=ax+a+b=(ax+b}+a=fix)+a c.nu.

9.17. C. Wskazowka. —%a+4=4 i —%-6+4=b.

9.18.2)16, 10, ¢ g &4, e)-1, H2, £-10000, hyl.

9.19.a) (-10,0), b) (2,0), ©(0,0), @ [—%,0], e) (—JE,U], ) (8,0). 920.D.

4 1
9.21.a4) x<2, by x >3, ¢pxeh. 9224 x<2, b) x::-g, C) x::-ﬁ, dyxeR.
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9.23.a) x <0, b) x >§, ¢) x <1, d)funkcja nie przyjmuje wartosci ujemmych.
9.24. Wakazdwka. Zauwaz, ze f(x)=—x++/2. 9.25. b > 6. 9.26.a) h=-3, b) b=0, ¢ b=-4.

9.27.a) a=4, b) (0,3), (—%,DJ. 9.28.P. F.

9.29, a) f(x]=lx—1, b) f(x)=Ex+2, ©) f(x)=6x-3. Wikazdwka. x =—E,Wi§C a=—£.
2 3 & X

9.30.9) F(x)=2x, b) f(x)=2, © f(x]=%x+l.

9.31.a) f(x)=2x—6, b) f(x})=3x—-4, © f(x]=gx—§, d) fx)=x+4.

9.32.9) f(x)=-3x, b) f(x)=-2x+4, © f(x)=100x-8S. 9.33.A.  934.C

9.35.a) f(x)=3x—6, b) f(x)=-5. Wikazowka.a) x3=21 b=-6.

9.36. a) ik b) ¥ c) | o .y{\ o
. 3 ¢ ———
13 S |
l ].
IEEEEE EENE ; x
—— =3
VA
d Lo 9.37. a) b)

w¥

o1 |

9.38.B.

88 T bR
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s o ]2 pdy —5<x<i}

9.40.8) Dy =(-5:3), ¥r=(235), f(x]—{erz, sy T<re
5 gy —d4<x<-2

b) Dp={—45), ¥p=(;5), flx)=1x+3, gdy —2<x<2
3, pdy 2<x<5
—x—3, gdy xe(—S;—])

© Df=(—5; 5}, Yf=(—2;4}, Flx)=42x, gdy xe{-1,2) ,
—x+6, gdy 16(2;5}
x+3,  gdy xe(—i;—l}

d Df=(—5;6}, Yf=(—3;2), Flaj=4—2 gdy xe(-1;3)
—x+3, gdy xe(3; 6)

9.41.a) y=1000x, gdzie x to glebokosé, a y to cisnienie panujace na glebokosci x, b) tak, bo X _ 1000
X

9.42.3) Robert, b)9km, ¢)1,5h, d) Pawel— szm, Turek — 5%, Robert — & kTm

9.43.2)8m, b) 62, ¢) s=6¢+8. 9.44. 1) 10°C, ¢ T=10r+20, gdyt<8 i T=100, gdy 7 =8.
3

9.45. v =2x+ 6, gdzie x to liczba przejechanych kilometrdow, a y to koszt przejazdu taksdowka. a) 8 2,

b) 16 zt, ©) 26 zL. 9.46. 100°C =373,15K, 100K =-173,15°C.

208, gdy 0O=Z¢= A 9.48. a) 20 minut z predkoscia 20 %, b) 10 minut,
9.47.9) s(f)= T -
60— 20, gdy % i<l ¢) jedna godzina z predkoscia 60 i
d) 1,5 godziny, e) 66% kilometrow.
Zestaw powiorkowy
1. C. 2.D. 3 D. 4. B. S5 Koeno:PF,P 6 N-B.

7.q) %, b) funkcja malejaca, © xS%, d) x>-2. 8. f(x)=-3x

»A
9.a) L(x)=2x+10, D;=(5+x), 10. |
b) -
20 [ 0 e
Lo
o 1[5 "
14
©) tak, bo L(495)=1000, d) ¥y =(20;+<0). T T »

.9 f(x)=4x+3, b) f(x)=3x—4, © F(x)=5x+2 Wskazowka. Skorzystaj z wtasnosci funkeji

lini owej. a) f(.x+1]—f(.x]=a, b) f(x+2]—f(x]=2a, C) f(x+3]—f(x]=3a.
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10. Funkcja f( x) — ? j wielkosci odwrotnie proporcjonalne
h's

1
10.1. x G- =2]-1]1]2]3]%6 10.2. a) a=5, b) a=-3, ¢ a=4.

y=— |1 2|36 |s]|3]|2]|- . : ;
X 10.3.Ai G. 10.5. Ujemne, dodatnie.

10.6. Wekazdwin. Zauwaz, ze: a) —5-1= —L- 625 =3000- —L =5
125 600

10.7.A-2,B-3,C—-4,D 1. Ws.ay|x]2] 5 (4] 11 by|xz| 155 6 |06
y|3|75]6] 165 y|l3o|o]|72s]| 75
4
10.9. xv = 1600, 10.10.2) y=—, b) | x| &2 [¢
* y| oz |1
10.11. a) E‘ b) Zalernoi¢ odwrotnie proporgjonalna: im
£ 18000 LY mniejsze rozmiary ervirocytow, tvin wieksza
18000
i 14000 \\ ich liczba w 1 mm® krwi.
12008 Ay
10000 \
8000 \C
8000 N
£ 4000 N
P ™ =
= 3 7 14 17 2
$rednica eryinocybdw {um)

10.12. Kolejno: F, P, F. Wrkazdwiv. Zauwaz, ze pierwsze dwa lata przezywa tylko 20% ryh.
10.13. 4 hi 24 minuty. Wikazowka, 75 =60-5,5. 10.14. 8 osob. 10.15. 1000 m.

10.16. a) Wprost proporcjonalne, b) odwrotnie proporcjonalne.

10.17. a) y=@, b) y=@, ) _y=5—0. 10.18. k(x]=m. a) 10 000 2,
X X X X

b) 20 lat. Wekazdwka. kx= a, gdzie a to cena zakupu samochodu, czyli 2-30 000 = a.

Zestaw powiorkowy

1.C. 2.C. 3B 4.D. 5C. 6.Kolgno:P,F,F. 7.D. 8.C.
9. 200 ruchéw pompki. Wskazowka. Prawo Boyle’a i Mariotte’a: p ¥ = poV,, gdzie py =10° Pa,
¥, = x-0,001 m’, x — liczba ruchéw pompka, p, = (3,5-105 —105) Pa=2,5-10° Pa, % = 0,08 m’.

10. a) ¥ § b) i |

[N

=¥

Df=.R, Yf=(—];+00] f=.R, Yf=(—1,])
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11. Rownania kwadratowe

11.1. Réwnania kwadratowe: 1 —x>+9=0 —réwnanie niezupetne, 2 3x° —147 =0 —rownanie
niezupelne, 4 19x2 — 57x =0} —réwnanie niezupelne, 6 y2 —28y+96=0, 7 7):2 +78y —36=10,

8 z217z=0 —réwnanie niezupelne, 9 161~ — 64 =0 —réwnanie niezupelne.

11.2.a) 2,2, b)zadna zliczb, ¢ -2, d)0i-2.

1.3. ) V22 +x=0, b) —xZ+x+1=0, ¢ -dx°+3=0, 11.4.B.

1L5.a) xp=0, b) x;=-3, x, =3, ¢ x=-11, x; =11, d)niemarozwiazania, €) x| =3, Xy = N3,
Hhx= —%, Xy = %, g) x=-3 x=3 h) x=-7, x,=7, i)niemarozwigzania, j)niemarozwiazania,

K) nie ma rozwiazania, I) y, =-3, y,=3.

1
e a) n=-4, =0 D g=-8 =0, q=0x=5 d 53=0 =5 ¢ IIZ_E’ Xa =0,

3 1 9

n=0, x,=1, =—, ya=0, W) yy =0, ¥, =22, i) 3y =0, y,=—.

Hx 277 g ¥ 5 ¥ ) ¥ b ) » ¥ 13
L7, a8) my =—32, my=342, B =0, &, =%, € n==32, =32, &) p =—10, p, =10,

e} ¥y =0, y, =14, f)nie marozwiazania, g) x;=0, h)niemarozwiazania, i) x, =-1, x, =1

3V (3) 1y (17
11.8. A, 11.9.a) (x+1° =12, b) [;Hg] —{ﬂ , © (x=5)°-52 @ [x+§] —{g] .

1L10.a) xp=7, b) x1=3—415, x2=3+4\5, c) x1=—1§, :c2=—2§, d) nie ma rozwiazania,
& x =85, 6, =8+45, 0 x;=—2-243, x, =2+ 243, 1L11. B.

2
2

1L12.3) xp=—8, b) xp=7, © x=10, d) x5 =v2, € x53=-0,5, f) xp=

11.13. a) x1=2—2~f§, x2=2+2£, b) 0 =-10, x; =2, © xl=—3—JE_i, x2=—3+£,
3 3 1 15

d) x]_:—z, x2=1, e) xl:E_ﬁ, x2=5+ﬁ, l') .I]_:—E, .‘.‘C2=E, g) JC]_=—4, .)S2=1,

h) x =-95, x, =05, i) x=-1, x, =—. Wskazdwka. 2) (x—2]2 =20,

b2 |

b) (x+4)°=36, © (x+3)°=6, @) [x+l]2=2 €) {xif:? f [x—z]2=16
» » 2 47 2 » 2 »

2 2 7
g) [x+§J =E, h) (:c+EJ =25, 1) [x—lJ =E.
2 4 2 4 16

ILId.a) x;==5 x,=7, by x;=-24 x,=6, ¢) x;=-2, x, =8, d) x1=—3—J§, x2=3—~ﬁ,

€ 1 =-3+22, 5, =3+242, 0 x = \ﬁz_B, Xy =ﬁ; 3. Wrkazdwia. a) (:c—]]2 =36,
2
b) (x+97 =225, ¢ (x+3Y =25 @ (x+ﬁ]2=9, €) (x—zﬁ]z =9, [x—%] =%
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11.18. a) x =-2, x2=%, b) xy=-2, x,=0,2, ¢ xl=—%, x2=%, d) xl=—1%, x2=%,

e) iy =—07 x=13 ) xq=-04, x,=44. Wehazowks. W pierwszym kroku podziel obie

strony rownania przez liczbe stojaca przy x?. Po zastosowaniu wzoréw skroconego mnozenia

2 2 2 2
olrzymasz: a) [x+§] =£, b) [:c+iJ =E, ) [I_E] =4, d {x+lJ =1,
6 36 10 100 2 4

¢ (x—0,3°=1, f (x—2) =5,76.
11.16. a) A=5,tak, b) A=-3,nie, ¢) A=-10, nie, d) A=25tak, ¢) A=49 tak, ) A=], tak.
11.17. a) Dwa, b) dwa, c)jeden, d)zero, e)dwa. 1L18.a) x;=—1, x, =7, b) x5= %, ) nie ma

: : 3 : ; ;
rozwigzania, d) x =-1, x, = > e) x; =—15, x, =—5, f)nie marozwiazania.

11.19. ﬂ) .}',12%: }’2235 b) y[i:(}ala C) .?CD=0, d) xlzﬂa JC2=3, e) JC1=U‘, 3C2=16, D JC1=—3, _‘,'.C2=U‘.

1120.3) =0 x=2, b x=0x=4 ¢ yl=—%, y2=—%, d) xp=—4, x,=2,
e) n=-2,x=0 t)yl=%, y2=§. n2La x=0,x=1 b =0 x=14, ¢ =1,
d) réwnanie nie ma rozwiazania, e) x;=2, x, =8 ) x=-5 x;=2. 11.22.D. 11.23. B.

1124. 4i-6lubdi6. Wekazowka. x(x+2)=24 gdziex to mniejsza z liczb.

1125 2)3,415, b)6,8,10. Wekazdwka. a) n° +(n +1]2 =(n+ 2]2, gdzie 1 to dlugosé najkrétszego boku
tréjkata, by (2n ]2 +(2n+ 2]2 =(2n+ 4]2, gdzie 211 to dlugo$¢ najkrétszego boku tréjkata.

1126, 12mx15m. Wakazdwhka. x-(x+3)=180, gdzie x to krétszy wymiar.

1127, 100 m. Wekazdwka. x° —4x = 9600,
(x+6+30+6) (x+2)

11.28. Podstawy 30 cmi 14 cm, a ramie 2441 cm. Wakazdwka. 5

i

skad x° + 5x —104 =0,
1129.1i3. Wekazdwka. x° + (x+ 2]2 =10, gdzie x to dlugos¢ boku mniejszego kwadratu.

: oo ST
11.30. 30 cm 140 cm. BSkeowka, ———

=6}, gdzie x to dlugosé krotszej przekatnej rombu.
11.31. Nie. Wikazowka. Zauwaz, ze rozwiazaniami réwnania (2n —1)2 +(2n+ ]]2 =(2n+ 3]2, gdzie 2n -1
jest dlugoscia najkrotszego boku tréjkata, nie 3 liczby naturalne.

11.33. O 2 cm.

m :
11.32. v=4—. Wskazdwka. £, = ;
8

1134, F=10N, F=24 N,

Zestaw powtorkowy

. 2D 3C 4D &B 6EBP 7D B8N-B
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12. Funkecja kwadratowa

12.1.9) fix)=3x%-x+14, B) f()=02x+1, © f(x)=-12x" +11x, &) f(x)=6x".

12.2.Np.: f(x)=5x"+2x—11 f(x)=-3x>+2x-1, 123.2)AiC, BB, OA, d)C.
248-8 ¢-@ @-@. @-0. 12.5.9) a=2, by a=-1, ¢ a=4. 12.6. D.
12.7. A, 12.8.Bi C. 12.9.9) a=1, b) a=-2, © a=—%.

12.10.8) F(x)=3x" —6x-2,a=3, b=-6,c=-2, b) f(x)=-9x"—6x-1, a=-9, b=-6, c=-1,

O f(x)=22-4x, a=1,b=-4,¢c=0 @) f(x)=222+4x-3, a=2, b=4, c=-3,

O f(x)=4x"-16x+17, a=4, b=-16, c=17, ©) f(x)=-2x*~16x-35, a=-2, b=-16, c=-35.

12-.11.&){3=—3, p=49 gz_z, b)azla p=_29 g:—ﬁ, c)az_%angzﬂa d)az_la pz_l’ C_;I':O,

1

& a=10, p=0, =30, ) a= p= ,g=—%. 12.12. 2) f(x]=—%(x+2]2—4, b) f(x)=4x7,

2
0 f(x]=—ﬁ{x—%} +15, d) f(x)=x*-2. 1213. 1 -F,2-C,3-A, 4 -D,§ B, 6 _E

12.14. a) Tak, b)nie, c)tak, d)tak, e€)nie, ) nie

12.15. a) = —2[-1]a | ™ % 0 1 2 | © x 1ol
Fe=(x41f-2 | -1 =2 ]~1 f(x)z—%(x—l]z—z —2% 3 —2% fry=—|-1] 0 |-1
d) x 2 [ 3 ]a] e x —i[o]t] D % =
f[xj:l—;(x—3j2+3 4% : 4% fi=—2x44| 2 [ 4] 2 FE=5(x+1)*| 5 | 0
12.16. a) x = A b) x 25 |=4 =5
f[x)=—2(x+2]2—2 -4 -21 -4 f(x):E(x+4j2+l 2 A | 23

D (240), @ yyx=r(-2)=-2, @ x=-2 1 (054} 2 ymgw=7(4)=1, 3 z=—4

c) x “1] 0 | 1 d) X 6] -5 -4
Fo=—sxas|al| s |4k Fy=3(x+57| 3 [ 0
7 2 2
1 {0;4+0), 2 yue=F(0)=5 3 x=0. 1 (=05 2 pay=7(-5)=0, 3 z=-5.
€) x “1[ 0 ) x N E

= | f(x):—[:x—ij—l —2|-1]-2

3

1
TNE
3

1
fl:x)=§x2

1 (=00}, 2 yuav=7F(0)=0, 3 x=0. 1 (Z+0), 2 yxr=7(2)=-1, 3 x=2.

12.17.F, P 12,18.9) <0, by a=0, 0 a=>0, &) a<0, e x=3ia>0, N5ia<0.
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12.19. a) (-1,—4), b) (-2,-12}, © (G,3), 4) (2,0), ¢ (—g,—%], f) (-3,7).
1220. 3) F(x)=—x>—4x, b) f(x)=%x2—2x+3, O Fx)=—2x> +4x+6,

i b2

)—m
- HNM‘_

—h.%t
[
LR

d) Fx)=—2x"—12x, &) F(x)=x"+5x+4,
y.ﬂ.

1222.9) 1 W=(-1-4} 2 f(x)=(x+]]2—4, 3 or=-1, 4 I’=(—4,+oo), % dwa miejsca zerowe,
by 1 W=(2), 2 f(x}=—(x—])2+2, 3 x=1, 4 Y=(—oo;2), § dwa miejsca zerowe,
01 wW=(2,-12), 2 f(x]=3(x—2]2—12, 3 x=2, 4 Y=(—12;+oo], 5 dwa miejsca zerowe,

d 1 w=(0,3), 2 f(x]=2x2+3, 3 x=0, 4 I’=(3;+oo), £ brak miejsc zerowych,
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&1 w=(0,16), 2 f(x)= —4x°+16, 3 x=0, 4 V= (—00;16), § dwa miejsca zerowe,

n1 Ww=i(-1,-3), 2 f(x)= (x+]] -3, 3 x=-1, 4 ¥={-3;+c0), § dwamiejsca zerowe.
1223. P, F. 12.24. B. 12,25, Yf <—2—; —I—oo] 1226.Bi C.

12.27.Np.: f(x)=-3(x —]]2 + 2. Wekazowka, Wyznacz wspotrzedne wierzchotka i okredl znak
wepolczynnika «. 1228.B. 12.29.D. 12.30. 9) Tak, b)nie, c)nie, d)nie.
12.3L.a)0, b1, ¢ 2. 12.32.9) =2, f(x)=(x— ] , b)) =0, 0=3 Fflx)=-3x(x-3),
0 x=-2, x;=2, f(x)= —( 2}(x+2), @) nie ma miejsc zerowych, nie ma postaci iloczynowej,
) x5=-1, F()=-2(x+1)%, D x=—3, 5, =f3, F)==0,75(x+/3)(x=3).

23%a)2, hl, 0, d2.

Wekazowka, d) A=(=3)? —4.(=2)-319 =310 41 g.310 3101 1 gy —310.32 312

12.34.8) x;=-3, tp=1, W=(-1L8}, b) x;=-5 x,=0, W=[—%,—%5 , QX =2, x3=4,
0 S N T _I]_+12
W=(3,-8), d) x;=-3, x,=1 W=(-116). Wekazdwka. W=(p,q), p= . g=Ff(p)

12.35. Kolejno: F,P, P.

12.36, Wikazdwka, Wykres funkji fprzechodzi przez punkty o wspélrzednych: a) (-3, 0}, (1,0} i (-1,4),

B (3,0), (<1,0) i (1L=8), © (2,0), (4,0) i [_1,_4%], @ (0,0}, (1,0) i [; :IJ
12.37.B. 12.38.3) {-3; 0}, b) {0;5), © {-2;0)

12.39. 1 a) {-3;0), b) yueex = F(-1)=4, yign = F(-3)=0,

2 8 (LI}, B) ype=F(-1)=7F(1)=3, ypqn=7(0)=

3 9 (L4, b) yuux=f(4)=0, ypay=F(2)=—4.

1240, 3) v =7 =4, yime=F-D==6_ b) yiur=7F0=9 yim=7(0)=4,

O Ypgax = F(-2)=F(0)=-5, yagy = F(-1)=12, @) ypger = F(-1)=40, yagqn = F(-2)=15,

& Vi = F0)=12, yagn = F(2)=4 D ypw = F(2)=22, yaov=F(-2)=-2.

12.41. A, 12.42. C. 12.43. P, T. 12.44. 2) [(1)=41, f(40)=1601, b)tak, gdy n=23.

12.45. yugy = £ (3)=8, yppax = F(1)= f(5)=20.
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12.46.8) £(x)=0,3(x+2)(x—5), b) f(x}=—%(x—2)2, & F(x)=x+2.

2

7 2 3
Sy (WS | o )
P 4~/_

27,8 f()=2(5-37+2 B) f(x)=_§(x_4)2+§, g #x=

Wakazdwka, b) Zauwaz, ze p= % =4 i skorzystaj z wzoru f(x)=a(x —4]2 +¢ iz tego, Ze np. punkty

(2,-1} i (1,— 6) leza na wykresie funkdji.

12.48. Kolgjno: P, P, F.

1249.8) f(x)=3>—9x-30, b) f(x)=—x>+28x-160, ¢ f(x}=%xz—%x.

1250, 2) f(x)=—(x+1)(x—5), W =(2,9), b) f(x]=%(x+4](x—6], W:[],—E}
9 f(x)=— (x+4](x—l),W=(——,—], &) £(x)=100(x+3)(x—1), 7 = (=1, —400).

b i)

12.51. a) f(x]=—1(x+1]( 7), b) fix)= 16

4

12.52. A. 12.53.8) f(x)=2(x—37 10, b) F(x)=-3(x+1)"+8.

12.54. ) f(x]=—§(x—2} 15, B F)=(-4P -8 © Ff(x)=(x+2P -4=2>14x
1255 8) f(x)=4x®—3x+2, b) f(x)=2"—5x+5 © f(x)=—32+5x, @) f(x)=—2"—4
1256.9) a=1, b=4,c=2, by a=2, b=-1,c=1, ¢ a=-1, b=1, c=3.

125780, b1, 2. Wskazowka. a) f(x]=—[},4(12 —4), b) £(x)=—0,5x(x—4),

0 f(x)=0,52+1 12.58. ) 580 &, b) 4000 #, ¢©) 97 600 .

12.59, a) Cialo spadnie na ziemie po 3 sekundach, b) /. =11,25m, gdy £ =1,5s.

12.60. a) Tak, bo g= £(0)=3, b)4m. 12.61. a) y=—%xz+3x, b) y=—%xz—|—x.

12.62. a) F(1)=22, E(10)=40, b) w széstym dniu przyjeto 72 chorych, ¢) 12 dni.

12.63.9) f(x)=x"+(20-x)°, D:xeR, b) f(x)=x(x-5), D:xeR lub f(x)=x(x+5),
D:xeR, ¢ f( ] i +(x+]] (x+2]2=312+61+5,D:xEN,

&) F(x)=0202 +(2x+2)* =8:% +8x+4, D:xe 2, ¢ f(x)=Q2x-D(2x+1)=4>-1, D:xeZ,

i) f(.x)=(13+x)(]9+x], Dix=0.

12.64. f(n)= %n(n —3), Dine NV i n=3, trzydziesc bokéw.
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12.65.a) fix)=x(35-x), gdziex jestliczba naturalng z przedziatu {0;35), 2061
h) 17 lub 18 uczniéw chorych na grype, 306 esemesdw. 3044
Wskazowka. by Do wykresu funkeji £ (x) = x(35—x) naleza punkty 3021
o wspotrzednych naturalnych. Liczba 17,5 nie nalezy do dziedziny funkgji . 300 ' ¥ |
m ' BV
12.66.17 —. Wrkazowka. Srednia predkosc v, jest ilorazem przyrostu przebytej
8
-5 4
drogi do przyrostu czasu. Zatem v, = %
12.67. 36=18+18. 12.68. Prostokat jest kwadratem o boku dlugosci 6 cm.

12.69. Parking powinien mieé ksztalt kwadratu o bolu 78 m. Jego powierzchnia bedzie réwna 6084 m?.

12.70. Bypgor = 4843, gdy x= 8.

1271 3) B(B)=—2k" +12h D:he(0;4), by a=9, b=3, c=3W2.

b B
Wekazowka, a=2h+ 5.

Zestaw powtdrkowy

.B. 2.A. 3.D. 4.Kol¢noPF,EP 5B. 6.T-B. 7.T-B. 8212 b)20s
5

9.9) fx)=—(x-Dix=3}, B fix)=-2(x+2)(x-4).

10. 2) a =—§, b) c=[3,9§], © Fuy BC=46%.



Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

& [?] | sine / cosf oo Al
46 00,7193 1,0355 44
47 0,7314 10724 43
43 0,7431 1,1106 42
449 0,7547 1,1504 41
50 {0, 7660 1,1918 40
51 07771 1,2349 a9
52 {0, 7330 1,27599 38
53 0,7986 1,3270 37
54 (,2090 1,3764 36
55 0,8192 14281 35
56 0,8290 14826 a4
57 08387 1,53599 b
5d 0,234380 1,6003 4l
59 08572 16643 i
&0 (,2660 L2 30
61 028746 Lando| 29
62 01,2829 1,8807 | 28
63 0,2910 19626 &7
i 0,25988 2,0503 26
65 0,9063 2,1445 25
66 0,9135 2,2460 24
67 0,9205 2,3558 23
68 0,9272 24751 22
69 (0,9336 26051 il
70 (0,2397 2, 7475 20
71 0,9455 25047 19
72 09511 3L 18
73 09563 3,2709 17
74 09613 34874 16
75 01,8659 1734 15
76 0,9703 4.0108 14
77 00,9744 4,3315 13
73 0,9781 4. 7044 12
79 0,9816 5,1444 11
Bl 0,9344 SEla 10
Bl 09877 £,3138 g
B2 09903 7,1154 3
23 (0,9925 81443 7
g4 00,9945 Q5144 &
85 (0,997 11,4301 5
B6 09976 14,3007 4
a7 0,9946 190811 3
@i 0,9954 28,6363 )
B 0,999 57,2900 1
14 1,0000 - 0

e [7] | sine f cos @ toe Al
0 (0, 0000 (0,0000 an
1 0,0175 0,0175 89
) 0,0349 0,034% i
3 00523 0,0524 &7
4 006598 0, 0699 26
5 00872 00875 25
& 01045 0,1051 i
i (,1219 0,1228 83
g (,1392 0,1405 82
Q (0,1564 (,1584 81

10 01736 01763 20
g 0, 1903 0,15944 79
12 02079 0,2126 73
13 0,2250 0,2309 7l
14 0,2419 (0,2493 76
15 0,2588% 0,2679 75
16 0,2756 0,2867 74
17 0,25924 0,3057 73
13 0,3090 00,3249 72
19 0,3256 0,344 3 71
20 0,3420 0,3640 7
2 0,3584 00,3335 69
22 00,3746 0,4040 68
23 00,3907 0,4245 67
24 040867 0,4452 66
25 04226 04663 65
26 04334 04877 &4
27 0,4540 0,5095 63
28 0, 4695 0,5317 62
29 (), 4843 00,5543 &1
a0 0,5 000 0,5774 &0
31 0,5150 0,6009 54
32 05299 0,6249 58
33 05444 0,649 57
34 05592 06745 56
a5 05736 07002 55
36 05873 07265 54
37 0,6018 0,7536 53
38 0,6157 0,7813 52
39 (,6293 0,2098 51
40 0.6428 08391 50
41 06561 0,86593 449
432 06691 0,9004 43
43 0,6320 09325 47
44 0,6947 0,9657 46
45 0,7071 1,0000 45
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n . podtytut jest tematem lekcii.
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