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Wstep

Ksigzka ,,Podrecznik 3 z seri1 Matematyka i przyklady jej zastosowan —
zakres podstawowy i rozszerzony jest adresowana do uczmow klasy trzecie)
liceum ogdlnoksztalcacego 1 technikum, ktorzy ukonezyli osmioletmag szkole
podstawowa.

Jest w nim wystarczajaca liczba zadan 1 ¢wiczen, by naby¢ umiejetnosci wymie-
nione w podstawie programowe] z dma 30 styczma 2018 roku (Dz.U. z 2018 1,
poz. 467).

W koncowej czesel kazdego realizowanego tematu lekej1 zamieszezono zada-
nia pozwalajace na utrwaleme wiadomosci (zadania utrwalajace).
Odpowiedzi do zadan utrwalajacych znajduja si¢ na ostatnich stronach ksigzki.
Odpowiedzi do ¢wiczen sa umieszczone w fioletowej ramce przed kazdym
zestawem zadan utrwalajacych.
Prosimy, aby w podreczniku nie umieszcza¢ szkicow rozwiazan oraz odpowie-
dzi i nie zamieszcza¢ ich w zadaniach zamknietych.

Kazdy rozdzial konczy sie zestawem powtdorkowym, w ktorym sa zadania
otwarte 1 zamknigte.

Przy rozwiazywamu problemow mozna korzystac¢ z dostepnych narzedzi, czyli
encyklopedii, tablic matematycznych, kalkulatordw 1 komputerow.

Zyczymy powodzenia,

autorki.






1. Funkcja wykladnicza

Potega o wyktadniku rzeczywistym

W klasie pierwszej poznalismy definicje poteg o wykladnikach wymiernych:
e potega o wykladnikn naturalnym a”*=a-a-...-a, przy czym =1, gdy a=0,

7 czynnikow

#

e potega o wykladniku calkowitym ujemnym a = = lﬂ gdzie =0 1 re N,
£

e potega o wykladniku wymiernym a* =&a™, gdzie ac R", ne N"in>1 meC.

J

W klasie drugiej poznalismy dzialania na wyraZzeniach wymiernych, znajomosc ktorych
pozwala nam udowodni¢ twierdzenie dotyczgce dzialan na potegach o wykladnikach
wymiemnych.

Twierdzenie

Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i & oraz dowolnych wymiermnych

wyktadnikow x 1 y prawdziwe 83 rownosci:

X
¥ _ a a
W i e s -(ax) = ol -[—) S
o X
s =a .(a-b) —a*-bF
- - ¥y . X
Dowdd wzoréw: a* -a’ = a**?, (a") =a™, (a-b) =a*-b"

Wprowadzamy oznaczenia x=2 y:E, gdzie me Z, peZ, neZ', gqe Z".
A ¢

N mop
X S Eafel
o g g =gtigl—=g™ g™ = UHamiki s i ‘ sprowadzamy
E il do wspdineso mianownika . .
= anq anq =
1 Huf g 1
- g (mq-'_@j m ma+ R,
=| g™ —a™ = mgeZ, npe Z, wiec 2" ¥ = MY
mg e omp

= i R W B ckd.
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P
5 miy, 2 i
o (ax] | g :(n’f m)q:g(}efﬂm) = namp:
e B
g i o ; ’ 4 ;
g™ g g T = g% eayli (ax) =gt ckd.

1

& fadla s (230" {(ab);r —(¥a)" =

Mt nt

:(%{’*‘E]m :(%]m (%]m _qn -bn = g* B, czyli
(a-b)x:a.x-bx. ckd.

Analogicznie mozna przeprowadzic dowod pozostalych dwoch wzorow.

Cwiczenie 1. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b oraz
dowolnych wymiernych wykladnikéw x 1 y zachodza rownoscei:

, aE g
Ay @ =" 2, b) [—j =,

b B
. oo 7
Przyktad 1. Przedstaw w postaci potegi liczby 5 wyrazenie Nl
Rozwiazanie 1
L%
E) 2
V27 34
B L 1
3 32
1 : 2
- 1 114 Przedstawiamy 3 © w postaci
TE (e - "
potegi liczby a= A,

Cwiczenie 2. Przedstaw w postaci potegi liczby 8 wyrazenie v2-4/2.

Cwiczenie 3. Oblicz warto$¢ wyrazenia;

o ELEEE [ 5] o3BT offer]:




Potega o wykmdniku rzeczywistym

Cwiczenie 4. Zastosuj wzory skroconego mnozenia i oblicz wartosé¢ wyrazenia;

1 1 1 1
a) [25 55}[25 +55J . b {(3+2J§)§ _(_ —:245)5

1 2

Dotychczas obliczalismy potegi o wykladnikach wymiemych.

Obecnie nauczymy sie obliczac potegi o wykladnikach niewymiemych.

rPrzykIad 2. Wskaz kilka kolejnych przyblizen dziesietnych liczby +/5 i odpowiadajacy

im cigg przybilizen liczby 3¥°.
Rozwiazanie
z dokladnoscig do 1: NEE skad

z doktadnoscig do 0,1:  +5~22,  skad
z dokladnoscia do 0,01:  +5~2.24 skad
z doktadnoscig do 0,001: /5 =~ 2,236, skad
z dokladnoscig do 0,0001: \E ~ 2,236], skad

35 .32
3V 322
3£ 3224
3J§ o 32,235,
3J§ ~ 322361

3P

3% 511,91,
3 LT
V5 L1166
33 L1167,

Z kalkulatora odczytujemy, ze 3"’5 ~11,664753321... .

Uwaga

Wartosc potegi liczby rzeczywiste] dodatnie] o wykladniku niewymiernym x szacuje-

my, wykorzystujac potegi o wykladnikach wymiemnych, bedacych kolejnymi przybli-

zemami liczby x.

f Przyktad 3. Za pomoca kalkulatora wiel ofunkcyjnego lub komputera oszacuj liczbe 57,

gdy przyblizenie liczby 7 jest podane z dokladnoscig do 0,0001.

Rozwiazanie

Z kalkulatora lub tablic odczytujemy, ze 7 =3,141592653.., wiec

3.1415< 7 <3,1416,
zatem 415 g7 531416
skad 156,96 < 57 <156,99.

Odp.: 156,96 < 57 < 156,99,
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Cwiczenie 5. Za pomoca kalkulatora wielofunkcyjnego lub komputera oszacuj
liczbe Z‘ﬁ, ody przyblizenie liczby +7 jest podane z dokladnogcia do 0,0001.

Potegi o dodatnich podstawach 1 niewymiernych wykladnikach majg te same wlasnosci, co
potegi o wykladnikach wymiemych (w tym naturalnych i calkowitych).

Prawdziwe jest twierdzenie o dzialaniach na potegach o dodatmich podstawach 1 zeczy-
wistych wykladnikach.

Twierdzenie

Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b oraz dowolnych rzeczywistych
wyldadnikow x 1 y zachodza rownoscei:

X x
¥ . £fi {a
sa” gt =gt .(ax] .o .[_] e L

s’ at=a"" o(u-b)x:ax-bx

N 32
rPrzykfad 4. Wykonaj dzialania: a) (5*‘5 ) . b) 55 g ; e
N
a) (Sﬁ) :SJB--JEZSB:IES, (ax)y_ax}’
b) qﬁ—l SI—-\E — ;fﬁ—l+l—\ﬁ — 50 -1
= = * ax‘a_}? _ax+y
3 P 9 PR apaBy_ g
gt G ]*‘5—1 g2V2) ' 81= 92
Cwiczenie 6, Wykonaj dzialania:
V2 WE V2
2 . 1443 3
a) [(\E—l) J . b (31 "'5) _. C)[?{ﬁ}
rPrzyIdad 8. Uzasadnij, ze '3\'!5\5 2l %/5\/5— T=72
Rozwiazanie
Przyjimijmy +=+5v2 +7 —¥5+/2 7.
3 Fodnosimy oble strony rownania
3 3 3
% = ('JS'JE +7 - Jﬁﬁ - T] do trzecie] potegi.

¥ :(mf—3-(%(5J5+7)2-%/5\/5—?+3-%/5J5+? -(%/SJE—?)Z—(ESJE—?]B

D




Potega o wykmadniku rzeczywistym 1"

X =5J§+7—3-§/(5JE+7)2-(SJE—?)+3-{/(5JE+7)-(5J§—7)2 —5d247

¥ =14-3 -3](5J5+?)(5J§— TN (5v2+7)+3 %/(5J§+ TN (5v2 -7)(5v2 -7}

14

' =14-3.Ps52+743- Y527
N :14—3-(%/5J§+? —%/5\5—?]

X =14-3x
¥ +3x—14=0. Rozwigzujemy rownanie x° +3x 14=0.
Lewg strone rownamia rozkladamy na czynniki:

x3 _2 x2 +2 xz Ay + 4y +3x—14=0 ZeiwaZamy, Ze liczba 2 jest pierwinstkiem

\ 0 réwnania - +3x 14=0,b0 846 14=0.
xz(« _'}+2x(- -)+?(- ;):(}
(. J)(x2+2x+ 7)20 Rownanie x> +2x+7=0 nie

ma plerwiastkow, bo A<0.

x—2=0 Tub x> +2x+7=0

x=2, wiec %/SJE+T—€/SJ§—?=2. C.ILIL J

Cwiczenie 7. Uzasadnij, ze 2 ++5 —v2—5 =1,

Cwiczenie 8. Uzasadnij, ze (V2 - 1)%q (34242 f’bE =1.

T T T T T T T T T T T T T T T T e T T T T T T W TR
I

("I.I‘p-.m;in-{ln do ¢wiczen '!
L : 7 \
2. 84, a2 bylo, o E, d) 1 4.a)-3, by4 S. 6,2580 <2 < 6,2534. [

¥ @
£

i ——

1 |
6.2)6- 245, b) g’ ¢)8l. 8. Wskazdwia. Zauwaz, ze QE—ZJ? oraz 3==

L1 L 1 O LA 4. S O L L

|
|
|

Jrre=

Zadania utrwalajace

1.1. Oblicz:
1

z & s 2 L1
a) [1253 162 1 3433 3} , b) [16 1.3 2][16"0'25+(-J§)1}
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2

d) @-[1,5‘1+9‘1’5]—2? 3

u.J|M

016 ‘”5+01253 [ 6—4j

3
2 1 4 5
= E
e) B4 - 5_02’2 0273 | 1) 30,375 -39+ {3—1 . —;ﬂ .

1.2. Wykonaj dzialanie:

2 2 Ay 2Ok
a)[ 075] _x1,5(1+x—0,5)’ b) | 2 nz}.(mz +n2}

1oN[2z 12 ER 1
c) [fﬁ —53}[(13—!-((15)3—1-53} d) 32+a2}|:3(3a}2 +a}.

1.3. W miejsce - wstaw jeden ze znakow: .., =", .=, gdy:
|::‘r=zI 1 i 381 -12
= 2y 8110 [ 10244 b [7j | AL
) ) 27-3/0 027

3 40 1 -1
o {JEE%J;Z_S] - 0,27 gy (4—0,2520,5)_[4—0,25+(2ﬁ)3]- [_E] _

1.4. Wiedzac, ze a>0, b>0 1 x € R oraz stosujac prawa dzialan na potegach, przedstaw
W prostsze] postaci wyrazenie:
1 1

i il X %
B by a2 o2, 9 3x_G), )3_
19 {3 3.1 2y 418
R S - ( ) +(a ) ki pl2ts
e)(a-b):(a-b],t) . . ) _ .
(ab) -a+(ab) b 9552 gaxtl

1.5. Uzasadnij, ze:
D| r %
El) 1%‘625 == %{g’ b) {[%] :| _ ?1_4—1,5 _2—4 +9D,5 3

1.6. Wykaz, ze:
D|
a) v2+45 +42-J5=1 b) ¥20++/392 +3/20—/392 =4,
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1.7. Przedstaw w postaci potegi liczby 2 wyrazenie:

a) 2V2 .2, by 2¥2.2¥2 g 22 o2 g G-z*"’z jﬁ,
¥ N5 N
&) QT fn 2V2.43 o) iﬁ In) [;Ti] |
1.8. Oblicz: 3
- V2 52 18T+
GG G
i
ek 2 sVE
o 7] ofem T ol
1.9. Oblicz
V2 + +
[ T e Y
1.10. Wykaz, ze:
D[ ' 5 i
a) (s—zﬁ) (8+247)2 =672, b (12-19)3 (124410} 3 =57,

" [(ﬁ)zﬂ_zfﬁ+g ) [(ﬁ)ﬁﬂfﬁ—at .

1.11. Przedstaw w postaci jednej potegi wyrazenie:

V2 5342
: J 32*’_05—1] =

a) | 3273 32 b) -
- L5+22 - > 3 71L,25-24/5
N[aits) NoRte
36Y2 ’ 0.01%°

1.12. Oblicz za pomoca kalkulatora wielofunkcyjnego lub komputera i zapisz wynik z do-
ktadnoscia do 0,1.

a) 7" by 3%°, 0 2¥2, d) (Jg]ﬁ, e) 5V°.

1.13. Wykaz, ze jesli m=4Y""2 i n=2¥3" 10 n—8Jm.
D[
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Funkcja wyktadnicza i jej wiashosci

Jezeli ajest liczba dodatnia (a > 0), to kazdej liczbie rzeczywistej x ( x € R) mozemy przy-
porzadkowac potege a”. Okreslamy w ten sposédb funkcje, ktéra nazywamy wykladnicza.
Definicja

Funkcja wykladnicza nazywamy funkcje fokreslong wzorem f(x)=a" gdzie x
jest liczbg rzeczywistg oraz « jest liczbg rzeczywista dodatmg rdzng od 1.

f(x):ax,gdzie xeR a>0ia=1
Wykresem funkcji wyktadniczej jest krzywa wyktadnicza o réwnaniu y = a’.

Przyklady wzorow funkcji wykladniczych:
x Ly Nx x x x
162 16)=(5) FEO=(E f@=10% Sl f()-nt

rPrzykiad 6. Naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem:
x Ly
a) f(x}=2%b) g(x}{gj :

Rozwiazanie

Sporzadzamy tabele wartosci funkcji f1 g dla wybranych argumentow.
|

a) X =3|-21-1{0|1[2]3 | b) X —3(-2|-110|1[2]3
1(1]1 | x 1f1]1
=l =(=[1]2 2 =2 =
o= e : g(x)_[2]8421248
Szkicujemy wykresy funkeji.
| .y.:[l].x _
— | i T
] | | |
T
0 1 :' 0 1 x

Do naszkicowania wykresu funkeji wykladnicze| wystarcza punkty:
|
[_1, %} (0.1), (1.2) | (-1.2), (0,1), [1%}
|
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x
Cwiczenie 9. Odczytaj z wykresu funkcjii 1 Fflx)=2", @ glx)= [lj :
a) dziedzing funkcji, b) zbior wartosci funkcii,
¢) przedzial, w ktorym funkcja rosnie (maleje),
d) wspolrzedne punktu przecigcia wykresu funkciji z osia y,
e) miejsca zerowe funkcji, o ile istnieja.

Uwaga
Aby naszkicowa¢ wykres funkcji wykladniczej f/ okreslonej wzorem f (x):a",

bedziemy zaznaczac¢ punkty o wspdhrzednych [—I, l] (0,1), (1, a).
@

Cwiczenie 10. Naszkicuj wykres fnkcji okreslonej wzorem: a) £ (x}= 4% b) g(x)= [%) :

Cwiczenie 11. Do wykresu funkcji wyktadniczej okreslonej wzorem f (x)=a* nalezy
punkt 4. Podaj wartosc ¢ 1 napisz wzor tej funkceji, gdy:

a) A=(L4) b) A=(-15) ¢y A=(110} d)A:[—l,éj.

Cwiczenie 12. Na rysunku przedstawione s fragmen- wh

ty wykresow funkcji wykladniczych f g1 A, gdzie: ' ' TR =3"
x !

f(X):@j , g(x)=2% h(x)=3" O O Y 4 =

a) Podaj dla kazdej z funkeji dziedzing, zbirwartogei || | [/ ,f/ o

oraz wspolrzedne punktu przeciecia sie wykresu funkceji i T k/ ), :(E]

Z ogig y. __—-_-_-;.::—"'::/

b) Czy funkcje £ g1i h sa rosngce w przedziale o = " >

(—o0; +00)?

¢) Uzasadmyj, ze funkcje £, g1 4 nie majg miejsc zerowych.

ty wykresow funkcji wyktadniczych f g1 A, gdzie:

1 X 1 X 3 x 7}( \
= ==, h(x)=|2]. _(L
76=(3)+ e@=(3]. #~(3) =37 X
a) Podaj dlakazdej z funkeji dziedzine, zbior warto- ;Tx'-- _
sci oraz wspohzedne punktu przecieciasie wykresu v :[Z} AN J\
funkeji z osia . — 1 %

b) Czy funkcje sa malejace w przedziale (—oo; +00}?

Cwiczenie 13. Narysunku przedstawione sa fragmen- qx YA
- (? T
37
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Uwaga
» Zbiorem wartosci funkcji wykladniczej fokreslone] wzorem f (.1) =a” jest
zbidr ¥, =R".

e Funkcja wykladnicza jest:

— rosnaca, gdy a > 1,
¥y A

— malejgca, gdy 0<a<L

|
|
YA
| 3
ﬂxzu——— | : _____ i
|
1 |
y=a’ 3 i | i X y=a'
sy = S
| | |
i il | L !__ »
Vegmaa® 0| % & | % O x Nasymptom ¥

Jezeli x = x,, to
I
I

o Wykres kazdej funkcji wykladniczej o réwnaniu y = ¢* lezy nad osig x i przechodzi
przez punkt (0, 1}. Funkcja wykladnicza nie ma miejsc zerowych.

» Prosta o réwnaniu y=0 (o x) jest asymptota™® pozioma wykresu funkcji
wykladniczej f(x}=a™

< a2 g1 o2

Cwiczenie 14. Sposrod wzordw funkcji: f(x)= [%] L Fl)= 41;;’ fx)= (2\/5)):’
2

Fx)=(0,1)", f(x)=[§]_x, f(x}=(log,3)" wybierz te, ktére okreslaja funk-

cje malejace.

f Przyktad 7. Skorzystaj z wlasnosci funkeji wykladniczej i uporzadkuj rosnaco liczby:
2 W3 AT ()
A, E7, 35 B H ’ H ’ H |
5 3 5

Rozwiazanie
22

a) Podstawg poteg 232 27, 27 jest liczba 2.
Funkcja okreslona wzorem f (x)= 2% jest rosngca, wiec najmniejsza sposrod
liczb jest ta, ktore] wyktadnik jest najmniejszy.

2—?2:3,1428.., 7 =31415.., wiec ﬂ<%<3,2.

%
Odp: 27 <27 «2%2 )

* Agymptota — prosta, do ktérej wykres funkgji sie ,,zbliza” i zblizajac sie —nie przecina jej.
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1 3 17 7 13\L03) |
b) Podstawg poteg [gj 5 [—j ; [gj jest liczba 5

5

Funkcja okreélona wzorem f(x)= [éjx jest malejgca, wiec najmniejsza sposrod
poteg liczby é jest ta, ktore] wykladnik jest najwiekszy.

V3 =1,73205.., 1(73)=1,7373.., wiec L(73)}>3>17

ow (54" (4) J

Cwiczenie 15. Skorzystaj z whasnosci funkeji wykltadnicze] i uporzadkuj malejaco liczby:

10
a) 345, 32 3849y (0,57, (0,5)3, (0,50

Uwaga
Jezeli f(x)=a®ix <R, x,eR oraz:
o 0<a<l (fiunkciawykladnicza jest malejgee, to a™ > a™?, gdy x; < X,

o a>1 (finkcia wykiadnicza jest rosngea), to a™ < a2, gdy X < X

Przypomnijmy

Jezeli a>0 i a#l, b>0 xR to a*=b, gdy log, b=x.

rPrzykiad 8. Oblicz, jesli to mozliwe, dla jakiego argumentu x funkcja wykladnicza f
okreslona wzorem f(x}=3" przyjmuje wartos¢ réwna: a) 27, b)2, ¢)-3.
Rozwiazanie
Obliczenie argumentu x, dla ktorego funkcja f (r) = 3" przyjmuje okreslong wartosé,
sprowadza sig do Tozwigzania rownania:

a) f(x)=27, czyli 3* =27, wiec 3" =3, skad x=3.
b) f(x) =2, czyli 3* =2 wiec x=log,2. Korzystamy z definicji logarytmu.
¢) flx)=-3, czyli 3" =-3,
Dla kazdej liczby rzeczywiste] x kazda funkcja wykladnicza przyjmuje tylko wartosci
dodatnie ( @* > 0), wiec réwnanie 3" =—3 nie ma rozwigzania.
Odp.: a) x=3 b) x=log;2, c) nie istnieje takie x. J
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Uwaga

Jezeli y=a”™ gdzie a>01 azl xcR, to:

o a >0 s x=log,_ y.

Cwiczenie 16. Oblicz, jesli to mozliwe, dla jakiego argumentu x funkcja okreslona
wzorem f(x)=2" przyjmuje wartos¢ réwna:

1 1
a) 32, b) —. C . d) 1, £} 5, 0.
) ) 1 ) 1004 ) ) i

Odpowiedzi do éwiczen
9.1 a) Dy=R, b) ¥~ R", ¢ funkejafrosnic wprzeddale (—; +o0), @) (0,1},
¢) funkeja f nie ma miejse zerowych, 2 a) D,=R, b) I, - R",

©) funkeja g maleje w przedzale (—oo;+w), d) (8,1). e) funkeja g nic ma miejse zerowych.

i 1 1y
10, |y 11.a) a=4, f(x)—47, b) a=7, f(x]—[g] 2
} ' o a=10, f(x)-10%, @) a=6, f(x)—6".
F[ﬂ} { =i 12.9) Dy =D, =D = R, Y5~ ¥, — T —(0;+e0), (6,1), b)tak.
13. Dla wszystkich funkcjia) D=R, Y- R, (0,1), b) tak.
|

— S 1Y 1
¢ 1 T 14. f(x)‘[g] ¢ f(x)—4—x.
L0

15.2) 355 5 3448) 532 ) (0,5P%0 5 (0,5) = (0,5)3.

16.a)5, b)-2, ¢ -10, &)0, € log,5, f)nie istnieje takiex.

Zadania utrwalajace

1.14. Do wykresu funkcji wykladniczej f nalezg punkty o podanych wspohrzednych x:
(—1,..}, (0, ..} (L..)). Oblicz wspolizedna y, zaznacz te punkty na plaszczyZnie kar-
tezjanskiej 1 naszkicuj wykres funkeji £ gdy:

X

a) f(x}=4" b) f(x){g, 0 f(x)=@ . B f(x)=(04)"

1.15. Do wykresu funkeji wykladniczej fokreslonej wzorem f(x}=a" nalezy punkt P
Podaj wartos¢ a1 okresl, czy funkcja fjest rosngca czy malejaca, gdy:

3 3 2 2
a) P—[l,g].. b) P—[-l, gj. C) P—[l, 15].. d) P—[—l,lgj
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1.16. Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji f1 g, a nastepnie z wy-
kresow odczytaj rozwiazanie nierownosci:

a) lez[%j gdy f(x)=2"1 g(x):[%] ;
b) 3 < 2% pdy Flx)=3"1za(x)=2%

¢) 4" >2" gdy f(x}=4"1 g(x}=2"

1.17. Uporzadkuj rosngco liczby:

]

11 1 & 5 = 3
AR SO HOMORG:
q) 59V 34 gt g s b)[3,3 ) i) g

1 1
G52 gl g @ &9 a) (0,2)2, (0.2) 2, (0,27, (0,2)*

1.18. Narysunku przedstawione sa fragmenty wykreséw , _y* , | | ,

funkcji f(x}z[%j ig(x)=2" - ,t p=00F

a) Podaj dla kazdej z funkcji dziedzing, zbidr warto- i - T /
sci oraz wspolizedne punktu przecigcia si¢ wykresu | | | | | |/ A . :[
funkeyi z osig y. 12"

——

b) Okresl, dla jakich wartogcix spelnione 83 nierdw-
x X
nosci: 1 [Ej 2" 2 [éj S
2 2
1.19. Narysunku przedstawione s3 fragmenty wykresow | 4 .yA |

1y 1Y '
funkeji f(x)=|=| i g(x)=|=]. | \
a) Podaj dla kazdej z funkcji dziedzing, zbior war-

tosci oraz wspolrzedne punktu przeciecia sie
wykresu z 0sig y.

et
Il
=
|
~

e

[l
T
o | —
|~
o
/

b) Okresl, dla jakich wartosci x spetnione g nierow-

s 1 (). 8 (0]
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1.20. Oblicz f(x ), f{x,) f(x) gdy:
a) f(.PC}: 2):, X = —2, Xq = 0, Xy = ].U'g2 5,

b) f(x)z?)x, xlz—%, xzzﬁ, x, =2logs 4,

|

C) f(x):(O,Z)x, x =2 x =log;3 x3:log5§,

d) f()C):4_x, X :—%, X :].Dgg 3, Xy :10g4 74

1.21. Oblicz, dla jakiego argumentu x funkcja wykladnicza fprzyjmuje wartos¢ rowng b,
gdy:

a) f(x)=2%1b=16, b) F(x})=3"1i b:gll,
¢) f(x):[%jxi b:%, d) f(x)=(V3) ib=125
e) f(x)=2"1b=24 0 f(x)=3" 1 b=405

1.22. Rozwiaz réwnanie:
¥ ) b) [%)x — 64, o (V2) =32
d) 10 = 0,0001, e) 10° = J0,001, f) (0,1 =200

1.23. Okresl, dla jakich wartosci parametru m ma rozwigzanie rownanie:

a) 3 =m, by 4 =m—1, 85 =2-m

d) 2% 4+3=m, e) [%]x—ﬁzm, ) [%)x:hﬂ‘.

Przeksztatcanie wykresu funkcji wyktadniczej

Przypomnijmy

Wrykres funkcji g otrzymujemy z przeksztatcenia wykresu funkcji f*

e W symetrii 'e W symetrii 'e W przesunieciu 'e W przesunieciu
wzgledem osi x, | wzgledem osi y, | réw.nolegle do osi x rémolegle do
gdy | gdy | o p jednostek | osiyo g jednostek

| | (p>0) gdy | (g>0) gdy
glx)==r(x) 1 g(x)=f(=x) 1+ g(x)=r(xtp) 1 glx}=rf(x)tq
3
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rPrzykiad 9, Na rysunku przedstawiony jest wykres

x

fimkeji fokreslonej wzorem f(x})= [%j .
Naszkicuj wykres funkcji g, gdy:

a) g(x)z—[%jx, b) g(x)=(%]_x :

x

0) g(%)ZGT_Z, d) g(?ﬁ)ZGj =

Rozwiazanie

b) Zapis g{x}:[%j oznacza,

Ze g(x)z f(—x}.
Wikres funkcji g jest symetryezity do
wykresu funkcji fwzgledem osi y.

a) Zapis g(x):—[%j 0Znacza,

7€ g(x): —f(x)

Wokres funkcii g jest symetryeziny do
wykresu funkcji f wzgledem osi x.

1

x=2 13
] oznacza, ze d) Zapis g(x}:[gj —2 oznacza,

ze g(x)=f(x)-2.
Wakres funkcji g otrzyimijenty, przesuwa-

) Zapis g(x)= [E
g(x)=f(x-2)
Wikres fiinkcji g otrzymijenty, przesi-
wajge wykres fimkcji frownolegle do
osi x 0 2 jednostki w prawo, czyii

o wektor [2,0].

Jjac wykres finkcji frownolegle do osi y
o 2 jednostii w dol czvii o wektor [0—2].
yA
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. Cwiczenie 17. Narysunku przedstawiony jest wykres [ _ rA | /f
= funkcji f okreslonej wzorem f(x}=2". Naszkicjy | [
w zeszycie wykres funkcji g, gdy: 1T 1| ' ,f ' x

HEEEEEPF ImE
D (=2 B g(d)=-2" T
9 g()=2+3 @) glx)=2" AT

0 1

rPrzykiad 10. Oblicz wspohrzedne punktu przeciecia sie wykreséw funkcii fi g okreglo-

x-1
nych wzorami f(x}:(%j i g(x)=2%" ok
Rozwiazanie LA || i
Aby obliczyc wspohrzedne punktu przeciecia sie wykresow
funkcji fi g, nalezy rozwiazaé réwnanie f(x}=g(x), 4

| ezl
ktorego rozwiazaniem jest odcieta x punkiu przeciecia sie Ty= [%]
wykresow. \i

1 v T R EENEN

1 x—1 el

f(x)=g(x), gdy [E] = 2"+ skad -10 1 | x
il
a={=1) _ i3 5_21
_(x_l):x_|_3 a“=a gdy x= v gdzie >0 i a#l

x=-1L
Rzedng y punktu przecigcia obliczamy, podstawiajac do wzoru funkcji fTub g w miejsce
x liczbg —1. Zatem y=g(~1)=2""*=22-4
Odp.: Wykresy funkeji f1 g przecinajg sie w punkcie o wspohzednych (-1, 4). J

Cwiczenie 18, Oblicz wspélrzedne punktu przeciecia sie wykreséw funkcji f1 g gdy:
x—3 x+1 x3

9 /0)=(3] et wsm-(13] ie-[3] -

Uwaga Na przyktad: )

Jezeli funkcja fokredlona jest wzorem f(x}=a"i ke R\V{0}  g(x) _4.[l]x = [l] )

oraz:

o g(x)=k f(x)ik=a'to g(x}= a*" wtedy wykres )
funkcji g powstaje z przesuniecia wykresu funkciji £ 2(x)
o wektor [, 0],

o h{x)=f(k-x)to h{x)= (ak ]x, czyli wykres funkcji A
jest wykresem funkcji wykladniczej o podstawie a®.

nY
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Cwiczenie 19. Wykres funkcji £ okreslonej wzorem f(x)=2" przesunigto o wektor Q
i =[p. g] iotrzymano wykres funkcji g. Podaj wspdhrzedne wektora i, gdy:

a) g(x)=2"", D) g(x)=2""+3 ¢ g(x)=8-2"-1

Cwiczenie 20. Wykres funkcji f powstal z przesuniecia wykresu funkcji g o wektor
i =[p, q]. Podaj wspdlrzedne wektora #, gdy:

a) f(x}=3"+11 g(x)=3" b) _f(x):[%jm—l i g(x):[%jx_z—?:.

rPrzykiad 11. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji /

okreslonej wzorem f (x}= [%} . Naszkicuj wykres funkcji:

a) g gdy g(x)=f(x-1)-2,
b) h gdy h(x}=|g(x]‘.
Rozwiazanie

a)

b)

Wrykres funkcji g otrzymuje-
my, przesuwajac wykres funk-
cji fo wektor w=[1,—-2]

h)= {g(x), gdy g(x)z0
—-g(x), gdy g(x)<0
Wykres funkcji h pokrywa sig z wykvesem fumie-
cji g gdy g(x)=0; jest symetryczny dowykresu

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| Sunkcji g wzgledem osi x, gdy g(x)<0. J

Cwiczenie 21, Na rysunku przedstawiony jest
wykres funkcji fokredlonej wzorem f(x)=2"
Naszkicuj w zeszycie wykres funkeji:

a) g gdy g(x)}=r(x+1)-2

b) A edy (x)=|z ()
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O dpowiedz do éwiczen

wyY

18.a) (1,9), b) [1,2%].

19.2) 7-[-1,0], : L ymor phis ;
b i-[L3} o a-[3-1 1/ i.
o 1| % 20.a) i-[-2,-1], T 1% Tllliil*®
b) ﬁ—[—4,2]. E=2EH -2 e

Zadania utrwalajace

1.24. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji wyklad-
niczej fokreslonej wzorem f(x)=a".
a) Podaj wartosc a
b) Narysuj wykres funkeji ¢, gdy g(x)=/ (~x). [T
¢) Narysuj wykres funkcji 4, gdy h{x)= f({x—2). 15 i

“y

1.25. Narysuj wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x}= (1,5}, anastepnie narysuj wykres
funkciji g1 podaj jej zbior wartosci, gdy:
5 eli=Sl0) Wgld=Fli

1.26. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x} =4". Narysuj wykres funkcji gi ustal, czy
funkcja g jest rosngca czy malejgca, gdy:
a) g(x} =—A4%, b) g (x) =47, C) g(x} —g*t d) g(x) =4* 2.

1.27. Funkcja f okreslona jest wzorem f (x}=2"—4.
a) Narysuj wykres funkcji £
b) Czy funkcja fjest malejaca?
¢) Podaj miejsce zerowe funkeji f
d) Podaj argument x, dla ktérego f(x)=-2.
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1.28. Narysuj wykres funkcji /i podaj warto$é £ (0} gdy:

a) f(x)=8-2%= b) f(x)=16-2°, ©) f(x)=

2 x
—-(L5Y}.
3("}

1.29. Wykres funkciji g otrzymano, przeksztalcajac wykres funkcji £ Opisz to przeksztal-
cenie, gdy:

D 1D=075F igW=(1). B F)=1isk)=5"

¢ f(x)=(2,5Y i g(x)=(0,4)", d) f(x}=49-7" i g(x)=7".

1.30. Podaj wspohzedne punktu przecigcia sie wykresow funkeji fi g, gdy:
: ¢ EEY
2 f(x)=2" i g(x)=4% by £(x)= @ i g(x)=(0,1F

1.31. Oblicz wspohrzedne punktu przeciecia sie wykresow funkceji f1 g, gdy:
1 x+2 1
a) f(x)=2" i g(x):@ | B /(=3 i g(x) =3
1.32. Narysuj w jednym ukladzie wspohzednych wykresy funkcji f1 g, a nastepmie odczytaj
argument x, dla ktorego obie funkcje maja te sama wartosc, gdy:

x+3
a) f(x)=[i] ig(x)=27"% b) f(x}:8x+2 ¢ g(x):4x+3_
1.33. Oblicz argument x, dla ktérego funkcje f1 g przyjmuja te sama wartosc, gdy:
2 3
0 7=(3) ial=at b s(=16% i3]

1.34. Dokazdego wzoru oznaczonego cyfrgod 1 do 4 dobierz wykres funkcji oznaczony
litera A, B, ClubD, ki6ry otrzymano, przeksztalcajac wykres funkeji o rdéwnaniu y = 2%,

1 yzz—x, 2 y:2x+1’ 3 _}’:2):—2 4 y:_zx.

vA D vk

=y




R
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1.35. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)= [%j , a wykres funkcji g powstaje z prze-
suniecia wykresu funkciji fo wektor . Napisz wzor funkeji g, gdy:
a) #=[-10], b) ii =[2,-3] ) i =[-1,-2]

1.36. Wykres funkcji g powstaje z przesunigcia wykresu funkeji fo wektor # = p, ¢
Podaj wspdhrzedne wektora #, gdy:

x—4
a) g(x})=2" 1 f(x)=2""43 b) g(x)z[%j +1 i f{x)=2"

x+3 3
C) g(x):[%] ] f(x)ZZ,S_xH—E, d) g(x)=1,5x—3+1 1 f(x}:[§] o]

1.37. Funkcja fokreslona jest wzorem f (x}= [%) . Naszkicuj wykres funkeji:
a) g gdy g(x)=F(x-3)-3, b) i, gdy h(x)=|f(x—3)-3
0 p. gdy p(x)=|f(x-3)-3.

1.38. Funkcja fokreslona jest wzorem f (x}= a*. Naszkicuj wykres funkeji g, gdy:

a) g(x}=4-f(x) i azé, b) g(x)=16-f(x} i a=4,
9 g(x)=7(25) i a=2 ) g()-7(%] i a4
¢) g(x)=2-f(x) i a=2 t)g(x)=f[§j 1452

1.39. Funkcja fokreslona jest wzorem f(x}= 2", Wykres funkcji fprzeksztalcono syme-
trycznie wzgledem jednej z osi uktadu wspohrzednych, a nastepnie przesunieto o wek-
tor # 1otrzymano wykres funkcji g. Podaj wspéhrzedne wektora w4, gdy:

a) g(x)=2"" b) g(x)=-2"", 0 g(x)=2"7,

d) g(x)=-2"-1 ¢) g(x)=2"-1 D g(x)=-2""+4
1.40. Naszkicuj wykres funkcji £, gdy:

) £ (x)=2") ) /(x)= @"", 9 f(x}z—[%jw-
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Funkcja wyktadnicza w zastosowaniach

Obserwujac okreslone zjawisko zachodzace w przyrodzie lub spoleczenstwie, bada sie
jego proces zmian w jednostkach czasu (np. co sekunde, co miesiac, co rok itp.) 1 szuka sie
jakiejs prawidlowosci, ktorg mozna okresli¢ wzorem matematycznym.
Zauwazono, 1z wiele procesow zmienia sie wykladniczo. Z wlasnogci funkceji wykladnicze;
wynika, ze jesl:

x+1
f(x}: i f(x+l) @

flx) @

Zatem funkcja wykladnicza ma te szczegolng wlasnosc, ze na rownych odcinkach rosnie
(maleje) tyle samo razy.

=g wiec f{x+1)=a-f(x).

yA | yA
I e | N
L] L 1
2-f(2)=871 - | | | :-S;E-f(—al)
| | 1Y
] | J’—[g] .
25 (=41 T L kes)
| | 3
2/(0)=21 | T Lre2)
5 A | ETi s
| lol 12 3 ; | 32011 x
: 1 1 1
|

2 P 2 10) 2o 1) 2 ) S ) e (L) B (2} 2o ()

Uwaga
Zmiany &g wykladnicze, gdy w kazdej jednostce czasu wartos¢ zmiany rosmie (maleje)
tyle samo razy.

Wrylkladniczy proces zmiany opisuje funkcja okreslona wzorem:
7 { — czas, jaki uplynagl od momentu rozpoczecia
y=f{)=yo ua obserwacji, czyli czasu t; =0
a — stala wielokrotnosé zmiany, wiec a® =1

g — wartos¢é poczqtkowa obserwowanego zjawiska
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Tezeli y= f(r)to f(r)=f(5y) o', gdzie f(#) jest wartoscig poczatkowq obserwo-
wanego zjawiska, a f; jest momentem rozpoczecia obserwacji. Obserwujgc proces zmiany

zjawiska w czasie, staramy sie ustali¢ wartos¢ @ we wzorze f(t}= f(1,} &

Uwaga
Jezeli w ciggu okreslonej jednostki czasu ¢ nastgpilo:
* podwojenie warto$ci poczatkowej f(z,).to a=2,

F(a)=r1ln)-2"

1
e zmniejszenie o polowe wartosci poczatkowej f(ru}, to a= >

f(f)=f(fu)-[§)r,

e zmniejszenie o jedna trzecia wartosci poczatkowej f(ru), to a= 1—l =

2
39
4,

?
r@-rin)(3)

. : s : 6
e zwickszenie o 6% wartosci poczatkowej f(rD } to a= 1+E =1,06,

()= 1 (1) (1,06},
10

e zmniejszenie o0 10% wartosci poczatkowej f(# )} to a=1- W 0,9,

£(5)=1(1y)-(0.9).

Cwiozenie 22. Ustal wartos¢ ainapisz wzor okreslajgcy zmiane wpostaci £ ()= f(1,) &',
jezeli w ciagu okreslone) jednostki czasu ¢ nastgpilo:

a) potrojenie wartosci poczatkowej f (¢, ),

b) trizykrotne zmniejszenie wartodci poczatkowej (¢},

) zwiekszenie o 75% wartosci poczatkowej £ (¢, ),

d) zmmniejszenie o 3% wartosci poczatkowej (¢, ).

Cwiczenie 23. Podaj warto$¢ poczatkows obserwowanego zjawiska i okregl, jaka na-
stepuje Zzmiana w jednostce czasu, jezeli Zzmiang te opisuje Wzor:
a) f(r)=20-(0,2), b) f(t)=3000-(1,04),

¢) f(t)=1000-(0,92), dy f(r)=1200-4".
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r Przyktad 12. Zaobserwowano, ze liczba studentéw pewnej uczelni w ciagu ostatnich
dziesieciu lat powiekszala sie co roku o 5%. Zakladajac, ze proces ten w nastepnych
latach nie ulegnie zinianie oraz zZe obecnie na uczelni studiuje 3000 osob:

a) napisz wzor wyrazajacy zaleznosc liczby studentéw uczelni od liczonego w latach
CZasu £,
b) oblicz, ilu studentéw moze by¢ na uczelni za 10 lat.

Rozwiazanie
a) Zauwazmy, ze liczba studentow uczelni po uplywie:
e rokuto 3000+ 0,05 3000=3000(1+0,05}=

=3000-1,05,
o dwoch lat to 3000-1,05+0,05-3000-1,05=3000-1,05(1+0,05) =
~3000-(1,05Y"
Wzor okreslajacy liczbe studentéw uczelni ma postaé f(#)=23000(1,05Y.
by  f(10)=3000-(1,05)"
(1,05)° ~1,628895, wige f(10)~ 4887.
Odp.: a) f(£)=3000(1,05), b)4887. J

Cwiczenie 24, Zaobserwowano, ze liczba ryb w stawie w ciagu 5 lat powiekszala sie
co roku o 2%. Zakladajac, ze proces ten w nastepnych latach nie ulegnie zmianie oraz
Ze obecnie w stawie jest 1200 ryb:

a) napisz wzor wyrazajacy zaleznosc liczby ryb w stawie od liczonego w latach czasu ¢,
b) oblicz, ile ryb moze by¢ w tym stawie za 5 lat.

rPrzykIad 13. Populacja pewnego malego miasteczka wzrasta wykladniczo. Planisci
potrzebujg modelu pozwalajgcego przewidzie¢ liczbe mieszkancow tego miasteczka
w dowolnym momencie w przyszlogci. Wiadomo, ze w 2016 roku miasteczko liczylo
10 000 mieszkancow, a dwa lata pdzniej 10 201.
a) Zbuduj model matematyczny opisujacy wzrost liczby mieszkarncow miasteczka.
b) SprawdZ poprawnos¢ zbudowanego modelu, korzystajac z faktu, ze w 2020 roku

miasteczko liczyvlo 10 406 mieszkancow.

¢) Oblicz, ilu mieszkancow moze byc¢ w 2026 roku w tym miasteczku.
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Rozwiazanie

Przyjmujemy, ze f(¢}=yq- a' jest wzorem funkcji opisujacej zmiane mierzona w la-
tach ¢ liczby mieszkancow miasteczka od roku 2016.

Zatem f(t}=100004", gdzie a > 0.

a) Obliczamy wartos¢ a z warunku

£(2)=10201, wiec 100004 =10201 a=-J],ZT_Dj
a =1,0201.
a=10L

b) Sprawdzamy, czy spehiiona jest réwnosé f(4}=10 406,

(L01)* =1,04060401, wiec

f(4) =10 000-1,04060401=10406,0401, czyli f(4) =10 406.
) £(10)=10000-(1,01)°, czyli f(10)~10000-1,10462212539, wiec

£(10)~11046,

Odp.: a) f(¢}=10000-(1,01F, b)model jest poprawny, c) 11 046. J

Cwiczenie 25. Populacja pewnego miasteczka wzrasta wykladniczo. Wiadomo, ze w2013
roku miasteczko liczylo 12 500 mieszkancow, a dwa lata pozniej 13 520.

a) Zbuduj model matematyczny opisujacy wzrost liczby mieszkancow miasteczka.

b) Oblicz, ilu mieszkanicow moze byc¢ w 2023 roku w tym miasteczku.

Uwaga
Zmiane wylkladnicza zjawiska, o wartosci poczatkowe] y,, ktoranastepuje ze stalg wie-
lokrotnoscig a razy w kazdym z okresOw # czasu f, moZna opisac WZoreim

i H

yzyo-a; Iub f(t)zf(to]-a".

Przyklady wzorow stosowanych w roznych dziedzinach wiedzy.
t

o mt)=my [éjT gdzie:

= (1) —masa pierwiastka promieniotworczego po uplywie czasu ¢,
s T — okres polowicznego rozpadu pierwiastka mierzony w tych samych jednostkach
CO CcZas 1,

= 7, —masa poczatkowa pierwiastka promieniotworczego.
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o N(t}=N,-e"" , gdzie:
s N —liczba osobnikow populacji po uptywie ¢ at,
= N, —poczatkowa liczba osobnikéw populacii,
s K —stala, charakteryzujaca dang populacje,
= e=2718281828....

rPrzykiad 14. Kazdy pierwiastek radioaktywny rozpada sie z wlasciwa sobie predko-
scig. Czas, w kiorym rozpadnie si¢ polowa atomow, nazywamy okresem polowiczne-
go rozpadu tego pierwiastka. Wiadomo, ze pewna odmiana bizmutu 2 Bi ma okres
polowicznego rozpadu réwny 20 minutom. Probka radioaktywnego bizmutu, ktérg
obserwujesz, wazy 1024 gramy.
a) Zbudu) model matematyczny opisujacy zmiang ilosci radioakiywnego bizmutu

W czasie.

b) Po ilu godzinach obserwacji pozostanie tylko 1 gram radioaktywnego bizmutu?
Rozwiazanie

a) Przyjmujemy za jednostke czasu ¢ godzine. 20 minut to % godziny, wiec w ciggu

jednej godziny nastapig 3 rozpady polowiczne atomdéw bizmutu. Zatem mase m
bizmutu po uplywie ¢ godzin mozna okreslic wzorem

1
s

m(r):l(}24-[%] } czyli 1028, o= 1

1 3t
m(r)z 1024.[5] )

3
b) m(r)=1czyli 1024 %} —1 /:1024

(Sl |
2] 1024 1024 =2
l]%_[ljﬂ]
2 2

3=10

foid g

3 73

4
Odp.: a) m(t}= 1024-[%) ., b) po 3 godzinach i 20 minutach.
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Cwiczenie 26, Okres polowicznego rozpadu jodu P1T jest rowny 8 dniom. Wiedzac,
Ze pewna probka zawiera 120 g tego jodu, oblicz:

a) mase °1J po uplywie 24 dmi,

b) liczbe dni, po kidrych masa '] bedzie réwna 3,75 g.

W rozwazaniach teoretycznych i praktycznych zastosowaniach matematyki wyzszej bardzo
duzg role odgrywaja logarytmy, kidrych podstawa jest liczba e*, czyli logarytmy naturalne.
Symbolem takiego logarytmu jest In, tzn. Inx =log, x.

r Przyktad 15. Na pustynng wyspe wpuszczono kroliki, ktérych liczebnos¢ N populacji
wzrasta w czagie t miesiecy zgodnie z zaleznoscig N(r) =20-¢. Oblicz {(podaj ):
a) liczbe krolikow wypuszczonych na wyspe,
b) liczbe krolikow po uplywie 20 miesigcy,
¢) liczbe miesiecy potrzebng na podwojenie sie populacji krélikow.
W obliczeniach przyjmij e= 2,72 e¢*~7,4 n2=0,7.
Rozwiazanie
a) 7 zaleznosci N(f) =20.¢% odczytujemy, ze na wyspe wypuszczono 20 krolikow.

b) N(20)=20-&""""=20-¢* skad

N(20)=148.
) 0.1f e?=b wier a=log. b
¢) N(r})=2-20, wiec 20-eM7 =40 /:20 T
eO,lx 5
0,lt=log,2 /-10
t=10-In2
t=10-0,7, skad t=7.
Odp.: a) 20 krélikéw, b) 148 krolikow, ¢) 7 miesiecy. J

Cwiczenie 27. Wzrost populacji P (w milionach osob) pewnego kraju od 2010 roku
okregla zaleznos¢ P(r)=18-e>"" Oblicz (podaj):

a) liczbe ludnosci (w milionach) tego kraju w 2010 roku,

b) prognozowana liczbe ludnosci (w milionach) tego kraju w 2030 roku.

W obliczeniach przyjmij e= 2.7.

*l ¢ —stata Nepera, e=2,718281828... .
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i
Odpowiedzi do cwiczen

i

22. Zauwaz, ze t=0.8) (1) F(ip)-¥, ) f(z)—f(zg)-@, O £ - £tg)-(L75Y,
d) f(1)— £t} (60,97Y.
¢) 1000 1 zmniejszenie o 8%, d) 1200 1 czterokrotne zwiekszenie.
| 24.3) f(r)—1200-(L02)', b) okolo 1325ryb.

23, a) 20 i pieciokrotne zmniejszenie, h) 3000 i1 zwiekszenie o 4%,

25.2) £(1)—12500-(L04), b)okoto 18 503.
26.a)15g, b)40dni. 27, a) I8 miliondw, b) 48,6 milionéw.

, - W— =

—_—

——

R — T - n—— —— R e

- SO S

Zadania utrwalajace

1.41. Przerysuj do zeszytu ponizsza tabele i w miejsce [l wpisz odpowiednie wielkosci.

13

Wskaznik rocznego

Nazwa towaru

Obecna cena

wzrostu ceny

Cena po flatach

przescieradlo 29 zi 2% _
samochod 32 000 zt 10% P
zyrandol | [N | D | 270-(1,07)

1.42. Przerysuj do zeszytu ponizsza tabele i w miejsce [l wpisz odpowiednie wielkosci.

o ODESSSU‘EE;{DSC C2 a;s;sljgiem Wartos¢ populacji po flatach
1000 10 lat (—
1 000 000 25 lat =]
I 250000220

1.43. Przerysuj do zeszytu ponizsza tabele i w miejsce [l wpisz odpowiednie wielkosci.

===t

= R Czas Obecna ilos¢ ‘Wielkos¢ materialu
Pierwiastek leet teriat di
romieniotwérczy polowicznego materiatu radioaktywnego
P rozpadu radioaktywnego po czasie {
3
oléw: 217Pb

10-(0,5)22 lat
t

polon: ?!°Po

tal: 271

100-(0,5)140 dni
500-(0,5)"* minut
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1.44. Na poczatku obserwacji kolonia bakterii liczyla 100 osobnikéw. Bakterie te roz-
mnazajg sie przez podzial komorki 1 liczebnos¢ ich populacji wzrasta wykladniczo
w pierwszych 24 godzinach obserwacii. Wiedzgc, ze kolonma bakterii podwaja swojg
liczebnos¢ w ciggu 30 minut, oblicz, ile bakterii bedzie liczyla po uplywie:
a) godziny, b) 5 godzin, c) doby.

1.45. Liczba bakterii w pewnej kolonii powieksza sie co godzine o 25%. Kolonia ta o go-
dzinie 15 liczyla 1 000 000 komérek.
a) Napisz wzor opisujacy liczbe bakterii kolonii w zaleznosci od czasu 1.
b) Oblicz, ile bakterii bedzie liczyta kolonia o godzinie 18°°,

1.46. Liczebnos¢ populacji zukow wzrasta w ciggu mniesigea o 5%. Wiedzac, ze na poczatku
bylo 10 000 zukow, oblicz:
a) liczebnos¢ populacji zukow po 3 miesiacach,
b) liczbe miesiecy, po uplywie ktorych bedzie 11 025 zukow.

1.47. Wartosc samochodu maleje w taki sposob, ze kiedy ma on ¢ lat, jego wartos¢ W okre-
flona jest wzorem W (¢}=30000- ((},9)21
a) Podaj wartos¢ poczatkowsq samochodu.
b) O ile procent rocznie maleje cena tego samochodu?
¢) Podaj ceng tego samochodu po uptywie dwoch lat.
d) Po ilu latach samochod ten bedzie wart 19 683 z1?

1.48. Podgrzewany garnek z zupa gospodarz zdejmuje z palnika i odstawia. Tempera-
tura T garnka, wyrazona w stopmiach Celsjusza, jest w procesie stygniecia opisana
3
L
wzorem 7'(#)=100- [gjm, gdzie czas t mierzony jest w minutach.
a) Podaj temperature garnka zaraz po zdjeciu z palnika.
b) Oblicz temperature garnka po upltywie 10 minut.
¢) Czy po 30 minutach mozna podmesc garnek golymi rekoma, nie dotykajac uchwytow?

1.49. Skala chromatyczna to skala zlozonaz 12 dzwiekow
w obrebie oktawy, oddalonych od siebie o polton. Skala
ta na fortepianie moze by¢ grana bialymi i czamymi A|B|C|D|E|F|G|A

klawiszami od A do A w kolejnosci strony od lewej do 290 Hz 440 Hz

prawe;.
a) Czy dZzwieki wydawane przez sasiednie klawisze A i B roznig sie o caly ton czy
o pélton?



Zesfaw powlorkowy 35

)

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz spo-

b) DZwick wydawany przez pierwszy z lewe] strony klawisz A ma czestotliwosc 220
hercow (Hz), a nastepny klawisz A ma czestotliwos¢ dwa razy wieksza (440 Hz).
Oblicz, jaka czestotliwos¢ ma dzwiek wydawany przez klawisz C.

Zestaw powtorkowy

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanyceh.

%"5_4 JZ
Wartoscig wyrazenia {(%E] } jest liczba:

A 2 B. 4, C.6,

srod podanvch.

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcp wykladm-
czej fokreslonej wzorem f(x}=a".
Wynika z tego, ze:

A a=2, B.a=2 C. a:%, D. a=3.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz spo-
srod podanyeh.
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji okreslonej

&
wzorem f(x)= [%) — 2. Prawda jest, ze:

A, funkcja fnie ma miejsca zerowego,

B. Y, ={-2;+x),

C. do wykresu funkcji fnie nalezy punkt (-1, 0),
D. funkeja fjest funkcja malejgca.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Do wykresu funkcji wykladniczej fokreslonej wzorem f (x}=a" nalezy punkt

A= [—1, %j . Punkt 8 lezy na tym samym wykresie, gdy:

A. Bz[z,ij, B. B:[E,EJ, c. B:[—Z,i} D. B:[O,Ej.
2 22 9 2
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5. Funkcja wykladnicza fokreslona jest wzorem f(x}=a".
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe,
lub F— jesli jest falszywe.

Jezeli a=5to f(x)=4, gdy x=log:4. P

Jezeli a=3 to f[x)— > gdy x=—3

a5>a,gdya>1. P|F

@ =a’, gdy a >l P|F

6. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe,
b F— jesli jest falszywe.

Jezeli g(x)=2""" i f(x)=2% to wykres funkeji g mozna otrzymac, [
przesuwajac wykres funkcji fwzdhiz osi x o 3 jednostki w prawo.
X
Jezeli f(x)= [%] i g(x)=2" towykresy funkcji fi g sa
P|F

symetryczne wzgledem osi y.

3V 247
Jezeli f(x)= (—] i g(x)= {—] . to wykresy funkciji fi g sa

2 3 Pl F
symetryczne wzgledemn osi x.

x

3
7. Funkcja g okreslona jest wzorem g(x)= Gj—x gdzie x= R . Czy funkcja gjest
funkcjg wykladnicza?

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B

x
( |
- 64_ 3 x
T | Tak, A. 3 . )
4 g(x) = 64 : - 64 , zatem funkcja g
4 4

——— nie jest funqu wykladnicza.

1
N | Nie, B. (1) 643 (543} ea
_'A, = —_—
L L 4

jest funkcja wyktadnicza.

X
J , zatem funkcja g
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Logarytm i jego wiasnosci

Przypomnijmy
liczba logarytmowana
b>0 4 5
logﬂbzc T C:lﬁgab ogo—h
podstawa logaryhnu/ CER
a»01a=l

e Logarytm przy podstawie 10 nazywany logarytmem dziesietnym,
zamiast log,, » piszemy logh lub Igb .
e Logarytm przy podstawie e {(gdzie e=2,718281828..)

nazywamy logarytmem naturalnym, zamiast log, b piszemy Inb.

Bezposrednio z definicji logarytmu i wlasnosci poteg, przeprowadzajac dowod nie wprost,
mozna udowodnic, Zze log, 5 jest liczba niewymniierna nalezaca do przedziatu (2; 3},
Dowdd nie wprost

Zakladamy, ze log, 5 jest liczba wymierna, czyli ze

log, 5= ﬁ, gdzie me N, ne N"\{1} i NWD{(m, n)=1 2 damek nieskracalny.
¥ H

10g2 5= = wiec 5= 2? Korzystamy z definicji logaryimi.
Fil
= [2”} Cbustronnie podnosimy rownosd do potegi n.
Sr=g,
e84 i " ;
” , 2 Z ¥
log,2° < log,5<log, 2 - . >
= &2 & 0 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9x

2<log,5<3

Rownose 5% =27 jest falszywa, bo kazda dodatma naturalna potega liczby 5 jest liczbg
nieparzysta, a potega liczby 2 —liczbg parzysta.
Liczba log, 5 nalezy do przedziatu (2;3) ime jest liczbg wymierng.  akud.
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Cwiczenie 1. Skorzystaj z definicji logarytmu i oblicz:

a) log, % b) log100, C) logl 5 d) log 5 4. e) Ine.
3

Cwiczenie 2, Skorzystaj z definicji logarytmm i oblicz x, gdy:
a) log, 8=12, b) logxéz—], ¢) log, 16=2,

d) log, . 5=—1, e) log,1000=3,

Cwiczenie 3, Skorzystaj z definicji logarytmm i oblicz x, gdy:
a) log, x=-2 b) log; x=3, ) logs x=-2,
d) logyx =0, e) lnx=1

Liczbg logarytmowang moze by¢ rowniez wyrazenie zawierajgce logarytm.
Sposob obliczania wartosci takiego wyrazenia pokazemy na przykladach.

rPrzykI'ad 1. Oblicz: a) log, [log, (logl0000}]  b)x, gdy 2:log, (1+log; x)=4.

2

Rozwiazanie
a) log, [log,(logl0 000}]=log, [log,4]=log, 2=—1.
2 2 —— 2
obliczamy w plerwsze] obiiczamy

kalejnosci wartodd
b) 2-log,(l+logyx)=4 /:2
log, (1+ log, x)}=2

liczba
logarytmowana

1+log, x =2
log, x=3
=27
Odp.: a) -1, b) x=27.

Eorzystamy z definicji logaryimi.

Cwiczenie 4. Oblicz:

a) logy|5+log, (log;243)|  b)x, gdy log, {.’Elog3[1+lcvg2(1+log2 x)]}z

b | =
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Przypomnijmy
W klasie pierwszej poznaliscie wlasnosci logarytmu wynikajgce bezposrednio
z definicji.
Jezeli & jest liczbg rzeczywista dodatnia i 16zna od 1 oraz b liczba rzeczywista
dodatnig, to: a log 1=20 o log,a=1 e log, a* =k, gdzie k<R

k : ,
-lugapak:—,gdzw kcR, pcRip=#0 e a™"=p
P 4

Cwiczenie 5. Oblicz:
a) logzﬂ ]., b) logﬂ,ﬁ 2_1’ c) ]-Dg’;f 343, d) 610g63.

[ Przyktad 2. Oblicz:
a) 16"2° D) log, 16.

8

Rozwiazanie

a) 1610g23 - (24]10323 _ (210323]4 _ 34 . alogab _
k

b) logiltﬁ =log, 2% = _ig ngaP‘ ot = E

8

Odp.: a) 81, b) —g.

Cwiczenie 6. Oblicz: a) 27°%  b) log /8, ©) logy 0.2

Przypomnijmy

Pojecie logarytmu jest zwigzane z pojeciem potegi, wiec z praw dzialan na potegach
wynikaja prawa dzialan nalogarytmach.

Jesli a, bi ¢ saliczbami dodatnimii a# 1, to:

* log, (b-c):lugab+]ngac, logarytm iloczynut

b
e log,—=log,b—log,c, logarytm ilorazu
c

e log, " =m- log b, gdy mecR. logarytm potegi
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Cwiczenie 7, Oblicz:

log, 125

a)log;18+logs2. b)log;108—log;4 ©) :
) log, 5

rPrzykiad 3. Wykaz, ze 16l°82¥2+1ogs3 _ g
Rozwiazanie
1610@;2%4- logy 3 =R
| —lewastrona ' — prawa strond

logs ¥2 logy 3
_(24) g2 _(42) g4 :24.1og2$’§_42.1og43: i log b= 168, 5"

_ Zzlogg(ﬁiri)4

-4y -

=2.-9=18 Zatem ZL=P.

. 4logq 3 _

5
. . loga 3+loga—
Cwiczenie 8. Wykaz, ze 4 F:s§,

W klasie pierwszej poznaliscie twierdzenie o zamianie podstaw logarytmu, ktore
pozwala zamieni¢ logarytm o dowolne] podstawie np. nailoraz logarytmow
dziesietnych, kiérych wartosci latwo jest obliczy¢ przy pomocy kalkulatora.

(zmiana podstawy logarytmu)  log, b= 1 ., log, b= log, b.
log, a log.a
r Przyktad 4. Poréwnaj liczby ai b,
gdy a=log, J5- log,s8 1 b=log2-log50+ lf}g2 -8
Rozwiazanie
a=log, /5 log,s 8= lng\E- logs8 _ 1ogaz;-=M
log,4 log, 25 logya
1
—-log, 5
= 2 ’ . 3 :E, Czy]i (IIE. log, b* —k-log, b
2 2-logs 5 B 8

log, a =k
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b=log2- log i+log25:log2-log(- 2 -)+log25: log{a-5)—loga +logh
—log2-(log2 +log25) +log® 5=
—log2-(log2+ 2log %) +log? 5= logs® = 2log 5
—log®2+2-log2-log5+log®5= a’ +2ab+ 1 _(a+bY
=(log2+ logﬁ)z = (log10}2 ], loga+logd —log(a-5)

czylh =1

Odp.: a<b.

J

Cwiczenie 9. Poréwnaj liczby a i b, gdy
a=log,5-logs81 i b=(log, 36)2 ~log;16-log, 18.

rPrzykfad 5. Liczbe logs 16 wyraZz w zaleznosci od a, gdy a=log;, 27.

Rozwiazanie

Przedstawiamy liczby logy, 27 i log, 16 wzaleznosci od logarytmu o podstawie 3 albo 2.

a=log,27=10827_ | oo 4 loBS16 log, =822
10g3 12 | log3 & 0gq @
B 3 B : _ 4logs2 log a* =k
logy 4+1og, 3 | logy2+log, 3 log(a-b)—loga+logh
=— czyli | :M, czyli
2logy2+1 | log; 2 +1
|
PR S | loggl6= 1082
2log;2+1 | log,2+1
; ¢ 3 : . .. dlog,2
Z1o6Wnoscl @ = ————— wyzZnaczamy log, 2 i podstawiamy do wyrazema —————.
2logy2+1 log,2+1
a=— > wige logs3="—%
2log,2+1 Za
4 3-a
' 4(3-a 4(3-a
Zatem log, 16= - . ( ) 28 _ ( )
3—a 2a 3+« 3I+a
41
2a
Odp.: logglé6= 4(3_61}.
3+a

Cwiczenie 10. Liczbe log, 16 wyraZ w zaleznosci od @, gdy a=log;, 2.
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E { lllilll‘.\'h‘li.’_i do « 'I".-'il',{,l'll_
b 1
ll a) -3, p-2 A2 44 el :‘a)x=2\ﬁ, by x=2, ¢ x=4, d)ng, ) x =10,
1 1
{.‘ia)x=1, by x=27, c)x=£, d)x=1, e) x=¢e 4a)l, b) x=8 5.a)0 byl, 93 43
4
En a8 b3 ¢ —% Lay2, by3, o3 0 a=#h 10, logﬁlﬁ—l_ﬂa_

- T T . s . s e | R ™ ™ W e, . T e "W ~J

Zadania utrwalajace

2.1. Oblicz:
a)log, 0,125, b) log;15-logs 243, ¢) log, 5 (93}
d) log,,s 125, e) logg 2+ logg 16, M.
log2+ logé
2.2. Oblicz:
log 2—l 5—£log2 27
a) 310g35 _SIDgS 3, b) 101+10g3’ C) 97 3 3’ (l) 5°73
2.3. Skorzystaj z definicji logarytmu i oblicz x, gdy:
a)logzﬂzx, b)log4(8i/§]:x, c)loglx:—l,
16 - 2
3 3
|
d)log, 5 x=-3, e) log, 2 =§, f) log, 64=-3
2.4. Skorzystaj z definicji logarytmu i oblicz x, gdy:
a)log, (logs x}=0, b) logs (7 +logs x)=2,
4
2
c)logs [3+log, (log, x+10}]=1 d) log- [log4 (log3 xﬂ )
2.5, Przedstaw w postaci jednego logarytmu wyrazenie:
a) 3+ log, 5, b) logg s 51, ¢) 1+log, 3+log, 5.
2.6. Oblicz x, gdy:
a) logx=3log?2, b) logx=log 510+ log ;5 5—log 5 25

¢) logx =logy; 4+log, 10+1ogy ; 25.

2.7. Wiedzac, ze a=Ilog2, wyraz za pomoca «a liczbe:

a) log 20, b) logs, ¢) log 80, d) log%
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2.8. Wyznacz liczby calkowite mintakie, Ze n—m =1, bedace koficami przedziatu (rm; ),
do ktorego nalezy liczba:

a) log, 2, b) logs 15, ¢) log, 120, d) log;, % e) logﬁ«E.
2.9. Wykaz, ze:
D 1 logs16

a) 810g2$=—4, Py 3=, ¢) log, 5+log, 18 =log, 450.

2.10. Wiedzac, ze log, 3=a 1 log, 5=5, wyraZz w zaleznosci od ¢ i b liczbe:
3
25°

a) log, 45, b) log, ) loggls, d) logs 2.

2.11. Oblicz:
a) log,2-log, 3-logs 4-logs5-log, 6-logg 7,
b) logtgl®+logtg2®+ log tg3°+ log tg4°+ ...+ log tg88° + log tgR9°,

2.12. Ocen, czy prawdziwa jest merownosc:

iy 0853 o b)
].Og3 5 ]'Dg].Z 7

B ) 9 logs2 log, 5> log, 3 logs 4

Funkcja logarytmiczna i jej wtasnosci

Definicja

Funkcja logarytmiczna nazywamy funkcje f okreslong wzorem f (x)=log, x, gdzie
x >0 oraz a jest ustalong liczba rzeczywistg dodatnig rézng od 1.

o f(x): log, x, gdzie xe R" i aec R" \{1}.

e Wykresem funkciji logarytmicznej jest krzywa logarytmiczna.

Cwiczenie 11. Funkcja f okre§lona jest wzorem f(x)=log, x. SprawdZ, czy punkt P
nalezy do wykresu funkeji £, gdy:

a) azzipz[i,—lj, b) a=3 i P:[l,zj,
2 9
Q) a=+2 i P=(4,4), d)a=%iP=(2T,—3}

Cwiczenie 12. Do wykresu funkcji fokreslonej wzorem f (x) = log, x nalezy punkt P.

Oblicz a, gdy: a) P=(4,2), b) P:[Z,%], ¢y P=(3,1).
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rPrzykiad 6. Naszkicuj wykresy funkeji f1 g okreslonych wzorami f(x)=log, x
i g(x)=log, x. Podgj ich dziedziny i zbiory wartodci.
2
Rozwiazanie

Sporzadzamy tabele wartosci funkcji f1 g dla wybranych argumentow.

1L(1]1
11314 x = |2 |l=|1|% (4|8
x =5 | 5 1{2]|a|s Ak
. g ]| glx)=log,x| 321 |o|-1[-=2|3
f(x)=log;x|-3|-2|-1|0|1]|2]3 -
Szkicujemy wykresy funkcji.
i A y=log, x
1 ‘-f,-r“'-’#- S Df:R, . 2 g e

Irl-\ y: lﬂgz_}: ! 1 ! ! ! ! ! ‘:H‘H.—“‘-.-_. .h !

Cwiczenie 13. Odczytaj z wykresu finkeji 1 f(x)=log,x 2 g(x)=log, x:
2

a) przedzial, w kiorym funkcja rosnie (maleje), b) miejsce zerowe funkeii,
¢) wspohzedne punktu przecigcia wykresu funkceji z osig y (o ile 1stniejq).

Uwaga
Aby naszkicowac wykres funkcji logarytmicznej okreslonej wzorem y =log, x,

zwykle bedziemy zaznaczaé punkty o wspohzednych: [i, —1], (1,0}, (a1}

Cwiczenie 14, Na rysunku przedstawione sa frag- y=log;x
menty wykresow funkcji logarytmicznych: =
f(x) = logé % g(x) =log, x, h(x)z log, x.
2
a) Podaj dla kazdej funkcji £ g1 A jej dziedzine
1 zbidr wart osci.
b) Czy funkcje f, gi h sa rosnace czy malejace?
¢) Okresl, dla jakich wartosci x spelnione =3
nierownosci: log; x zlog, x, log, x<log, x, log, x=zlog, x.
2 2
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Cwiczenie 15. Narysunku przedstawione sa frag-
menty wykresow funkcji logarytmicznych:

f(x)=log; x, g(x)=log; x, h(x}=log, x.

4 2 3
a) Podaj dla kazdej funkciji £ gi 4 jej dziedzine
1 zbi0r wartosci.

b) Czy funkcje £ gi k sg rosngce czy malejace?
¢) Okresl, dlajakich wartosci x spelnione sg nie-
rownoscl: log, x =zlog; x, log; x <log, x, log; x =log x.
3 4 2 3 2 4

Uwaga

e Dziedzing funkcji logarytmicznej f okreslonej wzorem f (x}=log, x jest zbi6r
liczby rzeczywistych dodatnich, czyli D, = R".

e Prosta o rownaniu x =0 (0§ y) jest asymptota™® pionowa wykresu funkcji
logarytmiczne;.

e Funkcja logarytmiczna jest:

— rosnaca, gdy a>1, — malejaca, gdy 0<a <1
” y.\ log
=Y Y — y = x
y=log, x, : y=log, x y=log, x ‘*t il
| |
S . { = >
D ! %, x 0 3 i x
y:logaxl y:logaxz _____
| | i,
Z wiasnosci funkcii rosngeej wynike: Z wiasnosci funkcji malejgcej wynika:
log, x, <log. x, & x<x, log, x, >log,x, © x<x,

e Wykres kazdej funkcji logarytmicznej o réwnamiu y = log x przechodzi przez
punkt (1, 0},

Cwiczenie 16. Spoérdd warunkéw ponumerowanych od 1 do 6 wskaz te, ktore sa
prawdziwe.

1 log, x>0 < x=>1, 2 log x<0 < x=>1,
3
3 log, x>0 & x>1 4 log,x<0 & O<x<l]
2 5 RS
D log >3 &5 35 6 log x>4 & 0<x<[§j.

3

*) Asymptota — prosta, do ktorej wykres funkcji sie zbliza i zblizajac sie —nie przecina jej.
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Cwiozenie 17. Sposrod wzoréw funkcji: 1 f(x)=logsx, 2 f(x)=log, z5x,

B rix)= log_.x, 4 Flx)= log(ﬁ_l) z @ rla)= lv:}gom_2 X
wybierz te, ktore okreslajg funkcje malejgce.

rPrzykI'ad 1. Uporzadkuj rosnaco liczby log, 5, log, 5, log; 5.

Rozwiazanie

logy 5 =%, log, 5= #, log, 5

ogs 4 logs 2 " logs3’
logs2<logs3<logs 4 yA
. . : log. 4 yi=logs x
(bo funkcja y =logs x jest rosngca), wiec 5 | | | | :
1
1 1 1 T e e o e o T el M
b = : loge3 A== "1 -
logs2 logs3 logs4 s e »
logs 2 Il 2| B3| 4| B X
Zatem log, 5< log, 5 <log, 5.
Odp.: log, 5, log1 5, logs 5. { '
Cwiczenie 18. Uporzadkuj rosnaco liczby:
a) log, 4, log, i log, % log, 2 b) log, 3, logs3, log,3, log, 3.

rPrzykI'ad 8. Wyznacz dziedzine funkciji £ gdy f(x)= log(x_l) [x— éj
Rozwiazanie
Dziedzing D, jest zbidr tych argumentdw x, ktdre spelniaja uktad warunkow:

(liczba logarytimowana jest r— 1 () x> 1 550
dodatnia) 2 2 ¥
(podstawa logarytmu jest x-1>0 < x>l | log, b=c
{iczbqg dodatniq i rézng od 1) x—1=1 x232 a>0ig=l A

Odp.: Dy =(1; 2} (2; +00).

Cwiczenie 19, Wyznacz dziedzine funkciji £, gdy:
a) f(x}=log;(4-x} b) f(x)=logy, »5 © f(x)=logp, yx
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Ciekawostka

rF‘rzykIad 9. Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkcji:

a) f(x):[%] ig(x):loglx, b) f(x)=2" i g(x)=log, x.

2

Rozwiazanie
x
a) Wykres funkcji f(x)= [%) przecho-
dzi przez punkty: (-1, 2}, (0,1}, [ 1]

Wykres funkeji g(x)= log; x przecho-
dzi przez punkty: 2

(2,1} (1,0), G 1].

b) Wykres funkcji f(x}=2"
przechodzi przez punkty:
[_1,%} (0.1}, (L,2).
Wykres funkeji g (x}=log, x
przechodzi przez punkty:

G,_l} (1,0), (2,1)

wY

Uwaga
Wykresy funkcji wyktadniczej f; 1logarytmiczne] f, o tych samych podsta-

wach, czyli funkcji okreslonych wzorami f(x)=a" i f(x)=log x, 53 sy-
metryczne wzgledem prostej o rownaniu y = x.

Funkcje f(x)=a" i f5(x}=log,» nazywamy funkcjami odwrotnymi.

Cwiczenie 20. Wzory funkcji wykladniczych oznaczone sq cyframi 1, 2, 3 i 4,
awzory funkeji logarytmicznych literami 4, B, C'1 D.

= 1
1 fl(x}z[%j, 2 H()=5 3 A=A 4 L=

A gl(x):—logl X, B gz(x}:logl x, g3(x):—logg %
5 4 3
D g.(x)=-log, x.  Dobierz w pary te wzory funkcji, ktérych wykresy sa
symetryczne wzgledem proste) o réwnamu y =x.
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Odpowiledzi do cwiczen *
11, a)Tak, Bymie, o tak, d)tak 12.ayag=2, bya=4, ya=3.

13 1 a)Funkgarosniew przedziale (D;+co), b) x3=1, ¢)brak, 3 a)funkcja malejew przedziale (D;+oo),

e —

}b) xp=1, ¢ybrak 14. a) Df—Dg—Dh—RJ“, Yr=T, =1, =R, b)funkcjef g, & 54 romace,
| Okolejno: xe(L+oo); xe(&l); xe(8;1) 158 Df—D, Dy~ R", ¥, =T, =%, =R,

Ib)funkcjeﬁg,hsqmalejqce, ¢) kolejno x-E(O;l); )CE(U;l)', xE(D; 1), 16. 1.:2., 3, 8 i“4.

1 1
17. 3'1:4: 18.3) 1og31<10g35<bg32<10g34, b) loggd <logs 3 <logy 3<logs 3

T,

|
P p,—| 22t |uf 2 b~ Ilu
tu a) Df—(—m;.:l), b) D ;25 |V 25+, 9 Dy o (L +e0).
£20,2)1-C,2-D,3-B, 4—-A

L .

|
- - — - - — w— i - _ - - e e — T — -

Zadania utrwalajace

2.13. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £ ktora jest albo funkcja wyklad-
nicza okreslong wzorem f (x}=aq", albo funkcjg logarytmiczng okreslong wzorem
I (x) =log,, x. Odczytaj z rysunku odpowiednie dane 1 napisz wzor funkcii £

b) yA

_i,_,i.rij'/‘\y;f(%)}

2.14. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x}=log,x. SprawdZ, czy punkt P nalezy do
wykresu funkeji £, gdy:

a) a=41 P=(0,0625,—2} b) a=0,0011 P:[loi—g, cya=2v2 i P:[?,z,%j.
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2.15. Dowykresu funkcji fokreslonej wzorem f(x)}=log, x nalezy punkt P. Oblicz a, gdy:

|
a) P=(4,1), b) Pz[?», 5}, c) P=(16,2),
d) P:[l,—lj, e) P=(v2,-1} f) Pz[S,lj.
2 3
2.16. Uporzadkuj rosnaco liczby:
a) log, 3 logdé, log, 5, log, 0,1 b) log, 5, log, é log, 3, log, %
4 4 4 4
| | | |
) logs 4 log; 4, logs4, logy; 4, d) log; 7 log, T log, 7 log; —.
3 5 3

3
2.17. Podaj wspohrzedne trzech punktow, kidre sg liczbami wymiernymi i punkty te nalezg

do wykresu funkcji £ gdy:

a) f(x):logzx, b) f(x):logﬁx, c) f(x):logzﬁx, d) f(x)zlog%x_
4

2.18. Okres] dziedzing D, funkcji £, gdy:

by F(x}=logs(x+2), ¢) f(x}=log(x—35).

a) f(x)=log,(—x),

2.19. Oblicz pole figury zaznaczonej na rysunku kolorem miebieskim.
b)

| O \ 11
““a““__ ||
I=legr x4
2.20. Oblicz, dla jakich wartosci parametru m funkcja fjest Q
1 rosngca, 2 malejgca,

gdy:
) f(x)zlog(m_s) s

¢) f(x)= log[mﬂj % Q

i)

b) f(.?C} = ].Dg(mz_l] X.
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Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej

rPrzykiad 10. Naszkicuj w jednym uktadzie wspolzednych wykresy fiunkcji:

a) f(x}=logyx i g(x):loglx, b) f(x}=logsx i g(x):log3é.
Uzasadnij, ze gdy x>0, to lc};l x=—log; x.
Rozwiazanie ’
a) Do wykresu funkcji: | b) Zauwazamy, Ze
» f(x}=log;x nalezg punkty:

[%,_1], (L0} (3.1)

g(x})=log; . logx ™' = —log; x,
X

czyli g(x}=—1(x}

Do wykresu funkeji

o g(x}= log, x naleza punkty:
3

(3.-1) (L0}, G 1].

g(x}=—log, x naleza punkty:

(3,1}, (1,0), G 1]_

A A
J"' " yll |y:l?g1x
Y=1og X | [ 3
| | | | « | |
=" g e
—x EXENE
| Bt | \_L_\-ﬁ_
» y=logy x » ¥ =logsx
Jezeli x >0 oraz:
1 o
a=log, x, to x=[—j =k 18
3 3 = [gj :3b,wit—;c I gk skad —a=>5.

b=log,x, to x= 3‘5,

log, x= log, x
Zatem log; x=—log;x. C.1LHL. P

s ;

Cwiczenie 21, Naszkicuj wykres funkcji g, ktéry jest obrazem wykresu funkcji £ w sy-
metrii wzgledem osi x, gdy:

a) f(x}=log,x, b) f(x}=log, % Podaj wzor funkeji g.
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kresy funkcii logarytmicznych f1 g. Okresl, jakie
przeksztalcenie nalezy wykonac, aby z wykresu EN

Cwiczenie 22. Na rysunku przedstawione sg wy- a) T s M
\ 5, 5% S S S

fumkcji fotrzymac wykres funkcji g. Napisz wzory

tych funkcji. =

B 9 4  y=flx) ) 74
el
0
=21
rPrzykiad 11. Wyznacz dziedzine funkcji 1 naszkicuj jej wykres, gdy: Q
a) f(x)=log,(x+4)-3 b) f(x)=|log,(x—2}-1|
Rozwiazanie
a) D, =(—4;+w) | YA

/ Ry =log, x
s,
L =

- \yzlogz(x+4)—3

Wykres funkeji f otrzymujemy,
przesuwajac wykres funkcji okre-

flonej wzorem g(x)=1log, x ijego

asymptote o wektor w=[-4,-3]
Asymptota wykresu funkcji fjest
prosta o rownaniu x = —4.
b) D, =(2;+00)
e Szkicujemy wykres funkcji g, gdzie
g (x] =log, x.
e Przesuwamy wykres funkcji g 0 wektor

w=[2, - 1] otrzymujac wykres funkeji A,
gdzie h(x}=log, (x—2}-1.

e Szkicujemy wykres funkciji £, gdzie
7 () =[xl
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Cwiczenie 23. Naszkicuj wykres funkcji f, gdy:
a) f(x}=log,(x—1)—1 by F(x}=log,(x+3)+2.

Cwiczenie 24, Naszkicuj wykres funkcji f, gdy:

a) f(x}zlogl(x+3}—1, b) f(x)=|l-log, (x+2}|

2

Cwiczenie 25, Podaj wspohrzedne punktéw przeciecia wykresu funkeji £z osiami ukladu
wspohrzednych, gdy:

a) f(x}=log,;(x+1}, b) f(x}:loglx+3, ¢) f(x)=logg(x+4}-2.
5

Cwiczenie 26. Wykresy funkcji g, A, & sa
figurami przystajacymi do wykresu funkceji £
okreélonej wzorem f(x}=log; x. Napisz

wzor kazdej z tych funkeji.

Odpowiedzi do ¢wiczen

21.a) g(x)=—log;x lub g[x):logzl, b) g[;c):—lc»gzl b gf{x)=log,x.
x &

22.9) fx)=logyx 1 g{x)=log, (~=x), g{x)=F(~=x),

b) flx)=logsx i glx)=logs(x+2), glx)=7(x+2), ©) f(x)=log) = i g(x)=log) x~1, g(x)=F(x}-1,
2 2

d) fF(x)=logax i g(x)=loga(2x) lub g(x)=%+log4x, g(x)= F(2x) hub g(x)=%+f(x).

25.2)(0,0), b) (8,0), © (60,0) i {0,—9. 26. g{x)=log) (x+2), h{x)=—log| x=logy x, k{x)=log, x+2.
) 2 2

Zadania utrwalajace

2.21. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji fokres]o-
. nej wzorem f(x)=log; x. Naszkicuj w zeszycie wykres

= =
funkcji g1 okresl jej dziedzine, gdy:
ag(x)=f(-x) Bglx)=Ff(x-1)-1

0 e()=l7G) . et-1(3r] O elx)-s(20)
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2.22. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji fokre- yA ¥
—_ slonej wzorem f (x)=log, x. Naszkicuj w zeszycie wy-

kres funkciji g, podaj jej zbior wartosci i miejsca zerowe
(0 1le 1stnieja), gdy:

a) g (x) =|f (x)} b) g(x)=f(x+1}-1
¢) g(x)=|f(x—1}-1 .

2.23. Naszkicuj wykres funkcji okreslonej wzorem g(x}=log, x, a nastepnie, wykomnujac
odpowiednie przeksztalcenie, naszkicuj wykres funkcji £, gdy:

a) f(x)=—logs x, b) f(x}=log,(2x), c) f(x}:loggi,
d) f(x)=log,(x—1) e) f(x)=log,(x—2)+3 1) f(x)=|log,(x+2)

2.24. Napisz wzor funkeji /' w postaci f(x)=a-log, x+b wiedzac, ze do jej wykresu
nalezg punkty 4 1 B, gdy:

a) A=(2,4) i B=(8,10) b) 4=(+2,-2} i B=(442,10)

2.25. Naszkicuj wykres funkeji fokreflonej wzorem f(x)}=log, (x—1) i korzystajac z jej
wykresu, okresl: .
a) dziedzine D, funkcji f

b) zbior wartosci Y, funkeii f;
€) wartos¢ argumentu x, dla kiorego wartosc funkeji fjest rowna —2,

d) wartosci argumentdw x, dla ktorych wartogei funkeji fs3 wieksze od —1

2.26. Narysunkn 1 przedstawiony jest wykres finkcji fokreslonej wzorem f'(x}=log, X2
anarysunku 2 wykres funkcji g okreslonej wzorem g(x}=log, |x|

1 y=f(x) 2 ’

Y

|| o 13

Poshigujac sie wykresami funkcji 1 g, podaj rozwiazanie:

a) téwnania log, x* = log, ||, b) nierdwnosci log, ¥* < log ||
3 3
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Funkcja logarytmiczna w zastosowaniach

Wyniki miekiorych badan 1 obserwacji mozna opisywac wzorami funkceji, w ktorych wy-
korzystuje sie logarytmy. Pokazemy to na przykladzie.

r_PrzykI'ad 12. Studenci matematyki pewnej uczelni, za ich zgoda, zostali poddani ekspery-
mentowi badajacemu pamietanie, ktorego efektem mial by¢ wzor przedstawiajacy model
ludzkiej pamieci. Studenci napisali egzamin testowy z geometrii analitycznej, a nastepnie
comiesigc przez najblizszy rok rozwigzywali ten sam test. Po eksperymencie ich sred-
nie procentowe wyniki okreslono wzorem f(#}=80-17-log(¢+1), gdzie 1 =(0;12),
1 sporzadzono wykres.

¥ A [Sredni wynik w %]

B0
1___

I I
I |
! . . . ! . . . . . . e
o1 2 3 4 5 &6 F 8 8 10 11 12 ¢
[miesiac]
1 Odczyta) z wykresu, jakim srednim procentem wiedzy z geometrii analitycznej
wykazali sie studenci:
a) na egzaminie, b)na zakoficzenie eksperymentu.
2 SprawdZz, czy po uplywie 50 lat od eksperymentu dawm studenci beda posia-
dali co najmniej 40% wiedzy z geometrii analitycznej. W obliczeniach przyjmij
log613=2 412.

Rozwiazanie
1 Odezytujemy z wykresu fimkeji (7} =80-17-log(¢+1}wartosé funkcji £, gdy:
a) +=0, wiec f(0}=80, b) =12, wiec f(12}=61,08.

2 Obliczamy wartos¢ funkcji £ gdy £=(50-12+ 12} miesiecy, czyli t=612.
£(612)=80-17 log(612+ 1) =80—17 -log613
£(612)~80-17.2,412
£(612)~38,996
£(612)~39.

Odp.: 1 a)80%, b)61,08%. 2 Nie, poniewaz studenci bedg pamietali co najwyzej
39% wiedzy z geometrii analityczne;j. J
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Cwiczenie 27. Przyjmij dane z przykladu 12. i oblicz:

a) jakim procentem wiedzy z geomeirii analitycznej wykazali sig studenci po uptywie
9 miesiecy od egzaminu,

b) po ilu miesigcach studenci beda pamietali 46%0 wiedzy z geometrii analityczne;j.

Jezeli zmiana obserwowanego zjawiska jest wykladmiczai otrzymywane wielkosci sg bardzo
male, albo wielkie, to zmieniamy skale na skale logarytmiczna.

Proces y zmienia sie wykladniczo, np. y =a” , to mozemy obserwowac jego zmiane, wpro-
wadzajac skale logarytmiczna (zmiane skali wielkosci y).

X y 3
¥y= 107 logarytmugeny log_v o= log 10 Jezeli v =a", to do logarysnowania
amiana skall wEyWearny lagaryime o podstawie o.

y=logld* =x-logll=x

Wykres funkeji y =10 Wykres funkeji y =107 w skali
. Zrmiana skali 2 Alogarytmicmej
:y:mx y=10 * y=logl0” I e
L ! 10°1
1¢ 1 1 = g
5 .1[}7._ N L G
10* | 2 2 e )
A 807 I Y
=
: = 10000+
3 =
. 3 A = 1000
| | * 100t
P 10 4 4 ol 1 1L || |
D ]' 2 3 X -.'!—.;—:';—:_.'—|—|—|—)-
o ,:r_ﬁ,__123456_x

Cwiczenie 28. Narysuj z uzyciem skali logarytmicznej wykres funkcji:
a) y=2% b) y=¢".

Przykladem zmiany skali nalogarytmiczng jest sposdb przedstawienia np. modeli krzywych

przezywania populacji, na podstawie ktorych opracowano strategie zyciowe tych populacii.

Modele kezywych przezywanla Strategia Zyciowa to uwarunkowany genetycznie zespodl cech osob-
Ll e s niczych umozliwiajacy ch danemu gatunkowi przetrwanie:

e strategia K to staly poziom liczebnosci populacji — osobniki cechu-
je dugi cykl zyciowy, zdolnoéé do wielokrotnego rozrodu w cza-
sie Zycia, wydawanie nielicznego, zadbanego potomstwa; okres
wymierania zwiazany jest najczesciej z procesami starzenia sie,

e strategia R to zmienny poziom liczebno$ci populacji — osobniki
cechuje zdolnos¢ do migracji, krétki cykl zyciowy, szybki wzrost,
wydawanie licznego potomstwa; tylko nieliczne osobniki dozywaja
péZnego wieku.
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Zjawiska obserwowane w przyrodzie w wigkszosci zmieniajg sig limowo albo wykladniczo.
Przykladem takich zmian jest krzywa wzrostu organizmu.

Krzywa wzrostu organizmu to linia w ksztalcie litery S (ksztalt sigmoidalny) ilustrujaca
przebieg wzrostu mierzonej wielkosci (masy, powierzchni, objetosci itp.) w czasie od mo-
mentu urodzenia lub poczecia. Krzywe wzrostu osobmkow 1 populacji majg podobny ksztalt.

Faza twiok

wrTost Faza wykiadnlcza F; :Inhml v:za;w; I.:o.dgi Faza stacjonarna
meznaczny lup (ogaryim ez na) ToalBowr e, ustames werostu
i IéWnomaTay coraz wolnis|
prawne Zadsn

I | I
Mmierzona | | | -"'I"—
wielkost 1 1 | ”
{warost . ! | o
t I I J‘
Mmasd, | ] p
objetosé 1 1 &
itp.) : : rl
: : & k2vra vrEte ccgaalowe
| [
I I'I
| ,Jv
.
L b
1] Czas

Stosowanie skali logarytmicznej ma bardzo szerokie zastosowanie np. w chemii, fizyce

1 biologii przy opisywaniu zjawisk mierzonych wielkoscia w. Jezeli w, jest najmmniejsza

z wartoscl przyjmowanych przez wielkos¢ w, to przedstawieniem te) wielkosgci w skali lo-

garytmicznej jest wyrazenie y = f(w)=k -lr_z-g1 albo y= f(w)=Fk-In — gdzie k jest
"o o

stalg charakterystyczng dla zjawiska mierzonego wielkoscia w.

Wielu naukowcow wyniki swoich doswiadczeri i obserwacji opisalo wzorami, w kioérych
wykorzystano logarytmy. Oto kilka przykladow.

Prawo Webera-Fechnera Wzar Ciotkowskiego Skala Richtera
(psychologia) (kosmonautyka) {(sejsmologia)

B A

w=Fk-In— p:m.lnm—" Rzlogg

Wzor apisuje zaleZnosd
pomiedzy fizvczng miarg
bodzea B a reakejg zmystowyg
(np. wzrok, sfichi, wechi)

na jego sife.

Weor opistje zaleZnosd micdzy
prediascig v rakiety a jej masg
My Z paliwem I masq m bez
paliwea oraz prediodcig e gazow
wylotowych.

Wezor okredla wielkodd trzesienia
ziemi na podstawie amplitudy A
dreanl wstrzgsow sejshncznych,

| |
I I
| I
| I

0 | L |
I I
I I
I I
I I gdzie 4, —10 # fem].
| |
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Poziom glosnosSd diwicku L mierzony w decybelach [dB] okreslono wzorem

P L= 1[}-10in, gdzie:

0

I — natezenie dZzwieku [Ez}
m

I,=10"" [Ez} —natezenie dZzwieku odpowiadajace progowi styszalnosci
przez czlowieka.

(Przyldad 13. Oblicz poziom glognogci miota pneumatycznego pracujacego w odleglosci

metra od ciebie. Mlot ten emituje dZzwiek o natezeniu réwnym 107> [Ez}
m
Rozwiazanie
; ; I _:
Stosujemy wzor L(1I}= lO-logm_m, gdy 7 =107
107
k.
L(107}=10-log T
=10-logl10" =10-10 =100,
Odp.: Poziom glosnosci mlota pneumatycznego jest rowny 100 decybeli. J
_f:_ Cwiczenie 29, Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnj.
e Cicha . Orld estra Startujacy
Dzwiek Szept Krzyk : :
(otlleghose od Z6di) (1 m) roOzZmowa (1 m) gymfoniczna | odrzutowiec
(1 m) (5 m) (20 m)
Natezenie
| eefs] | L
déwicku | —
m
b) s 40 80
déwiglu L [dB]

Cwiczenie 30. Oblicz:

a) poziom glosnosci startujgcego samolotu, dla ktdrego 7 = 1073 [

b) ile razy wieksze natezenie ma grzmot pioruna, dla ktérego L =120 dB (decybeli),

od najcichszego dzwieku, dla ktorego L =0 dB,

¢) ile razy mniejszq sile ma trzesienie ziemi o skali Richtera 3 od trzesienia ziemi o skali

Richtera 5.

E}
I]flz2 ,
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ll Cickawostka

Maksymalna granica slyszalnosci dZzwigkow dla ucha Indzkiego jest réwna
110-120 decybeli. Przekroczenie o 30 decybeli maksymalnej granicy uszkadza
sluch bezpowrotnie. Za prog szkodliwosci dla czlowieka przyjmuje sie poziom
glosnosci rowny 65 decybeli. Dzwiekow o natezeniu 85 decybeli mozna shuchac
1 8 godzin, a o natgzeniu 100 decybeli tylko 15 minut.

3

Logarytmy przez dlugie lata przed erg kalkulatorow 1 komputerow shuzyly do wykonywania
niezbednych obliczen przy tworzeniu projektow lub opracowywaniu wynikow badan na-
ukowych. W tym celu stworzono tablice logarytmow dziesietnych oraz tablice logarytmoéw
naturalnych. Zastosowanie logarytméw dziesietnych pokazemy na przykladzie.

rPrzykiad 14. W tabeli przedstawione sg przyblizone wartosci logarytmow dziesietnych
kilku liczb naturalnych.

Liczba 2 3 4 5 ) 7 8 9

Wartos¢ logarytmu | 0,3010 | 0,4171 | 0,6021 | 0,6990 | 0,7782 | 0,8451 | 0,9034 | 0,9542

Skorzystaj z tabeli 1 przedstaw przyblizong wartosc liczby x w postaci potegi liczby 10,
gdy x=37%

Rozwiazanie
= 328
10g xr= 10g 3128 Logarytmujemy obie strony rownaosei.
logx=128-log3 Korzystamy z wzoru log 8™ = m-log b
logx=128-0,4171 Korzystamy z tabeli: log3#= 0,4171.
log x= 53,389 Korzystamy z definicji logarytmid.

x=10°%, J

Cwiczenie 31. Skorzystaj z tabeli przyktadu 14 . i przedstaw wartosc liczby x w postaci
potegi liczby 10, gdy: a) x=9"", b) x=4"", ¢) x=36"".

| Odpowiedzi do (wiczen
| 27.)63%, b) 99 miesicey. Wekazdwha. a) f(9)=80-17-log(9+1), b) 46=80-17-log(t +1). |
1

| 29. Kolejno: natezenie diwieku 108, 104, poziem glodnodei déwieku: 20, 70, 120,

|

| -10 x l
. ; - o F ; 10 412

| Wskaziwlr. Szept: L(IO 1D)=]D~log =10-logl0”, cicharozmowa: 40=10-log =10-logl0 : |

I

1
| skad 40=10-(x+12). |
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Odpowiedzi do ¢wiczen — cigg dalszy
—3

30.20)20dE, b i razy (billonrazyy, <) 100 razy. Wekazdwine, Zauwaz, Ze: a) L(10_3)=10~10g L vl
10

12

b) 120= £(1) i D:L(]D_u),wi@c 11022102 o 3=R(1D‘1) i 5=R(10), wiec 10:107 =10%

31.a) x=10°°, b) x=10% © xe~1018

Zadania utrwalajace

2.27. Choremu podano 1 mg lekarstwa. Lekarstwo to po pewnym czasie jest wydalane z or-
ganizmu chorego wraz z moczein. Na diagramie ponizej przedstawiona jest zaleznosc
pomiedzy czasem a zawartoscig lekarstwa w organizime chorego.

a) Odczyta)j z wykresu odpowiednie 7 [me] A
dane 1 napisz wzor okreslajacy 1;-
zaleznosc pomiedzy zawartoscig
lekarstwa w organizmie chorego |-
a czasem ! wyrazonym w godzi- 03 1]

nach, ktory uplynal od chwili 0,251+
jego podania ) I O R O s =

b) Oblicz, ile miligraméw lekarstwa 0 1 4 8 12 16 ¢ [h]

bedzie w organizmie chorego po uplywie doby od jego podania.

2.28. Cichy szept to 30 dB (decybeli), glosna rozmowa 60 dB, a intensywny ruch uliczny
to 90 dB. Ocet, ile razy od szeptu wieksze natezenie glosnosci ma:
a) glosna rozmowa, b) ruchliwa ulica?

W obliczeniach zastosuj wzor L (I) =10- logﬁ, gdzie L to poziom glosnosci dZzwie-

kn, a 7to jego natezenie.

2.29. Oblicz amplitude A trzesiemia ziemi o sile w skali Richtera:
a) 2, b) 4, ¢) 4,7 (trzesienie ziemi w Polsce — 1993 1.),
d) 9,5 (najsilniejsze trzesienie ziemi na swiecie — Chile, 1960 1.)
e) 9 (trzesienie ziemi w Japonii — 2011 1.)

; : : A
W obliczeniach zastosuj wzér R{ A)= logm—_4.

2.30. Oile wzrosnie glosnosc dZzwieku, gdy jego natezenie wzrosnie trzykrotme?
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2.31. Narysunku przedstawiony jest wykres poziomu glosnosci dZzwieku I w zaleznosci od
odleglosci x mierzonej w metrach od jego Zrodla. Zaleznosc ta okreslona jest wzorem
L(x}=130-20-logx, gdzie x =10,

poziom glosnosci

120 1 Zrddia diwieku [dB] |
100 1
80 1

60

40 -
20+

|
i(} T ]E}D | T2b[) | 3[=}D | 4(31[} : SC:D
178 odleglost od Zrédla diwigku [m]

a) Koncert muzyki rockowej emituje halas rzedu 100-110 decybeli. Odczytaj z wykresu
1 ocetl, czy w odleglosci 100 metréw od sceny mozna shuchac tego koncertu bez
szkody dla organizmu.

b) Ocefi, czy two] krzyk o glosnosci 65 dB zagluszy startujacy kilometr dalej odrzuto-
wiec.

2.32. Oblicz:
a) pH octu, wiedzac, ze stezenie jondw wodorowych w occie jest rowne 1,26-1(}_3
(w obliczeniach przyjmij logl,26 = 0,1),
b) stezenie jonow wodorowych w mleku, wiedzac, ze pH mleka jest rowne 6.6.

W obliczeniach zastosuj wzor pH = —log [H30+].

Zestaw powtorkowy

1. Uzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B
oraz edpowiedz sposrod oznaczonyeh literami C' 1 D.
Lo = o l 1 -
Wartosc¢ wyrazenia + jest:
log, 7 log.=

A mniejszaod 2, B.wieksza od 2.

Prawdziwa jest nierOwnosc:
C. 2Pe2d  3Ps? D. log. 3 < log, 5.
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. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw q odpowiedz sposrod podanych.

Wartos¢ wyrazenia log, & jest rowna:
0g, V8
| 3
A, B. 2. C. f8, D. 2.

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw g odpowieds sposrod podanyeh.
: 1 | iz :
Jezelipkt P = [@, _Ej nalezy do wykresu funkcji f(x)}=log, x, to ajest réwne:

.7,

A. —l, B. l, D. 2.
2 2

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Dziedzing D funkeji fokreslonej wzorem f (x ) =log, (x—2}+2 jest:

A. D=R", B. D=(2;+o),

C. D=(0, 2} (2;+o0) D. D=(-2;+m).

. Wybierz odpowiedz T albo N i jef wzasadnienie sposrod A 1 B.

. 14
Czy prawdziwa jest éwnos¢ logs (2—x}=-2, gdy x= _E?
8
T | Tak, A, log5[2+ﬁj:log5ﬁ:2 1 2u=2
= 25 05
poniewaz i
N | Nie, B. log5[2+1 j:lo Sﬁ:—z i P2
e 525

6. Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F— jesli jest falszywe.

Do wykresu funkcji f(x)=log, x nalezy punkt P=(8L4) gdy a=3. | P | F

Nieréwnosc log. % < log. 0.2 nie jest prawdziwa. P|F
Jezeli ~2<log, x <0, to xe(1;4) P|F
2

. 1 1
Jezeli —3<lo <—1 to —r— P|F
gymel xE[fn 27)




3. Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata

Miara fukowa kata

Przypomnijmy
B, B B
A -\ = i }:
0 o0& i o A
kat ostry & kat prosty o kat rozwarty @ kat pelny &
0° <o < 90° o =90° 90° < <1807 o =360

Dotychczas kat mierzylismy, podajac jego miare w stopnmiach. W wigkszosci zastosowan
matematyki, oprocz geometrii, zamiast miary stopniowej uzywa si¢ miary lukowey.

Narysunku kat AOB jest katem srodkowym w okregu o srodku O1 pro- /
B

mieniu # opartym na tuku AB o dlugosci £. Stosunek dlugosci tuku £ '
Q £

4

do dlugosci okregu jest rowny stosunkowi miary kata srodkowego «,

gdzie o =|«40B| opartego na tym tuku do miary kata pelnego, co

Zapisuj emy:
& | o g £=|48
2y 360° 180°

rPrzykiad 1. Oblicz dhugos¢ £ tuku okregu o promieniu r, na ktérym oparty jest kat grod-
kowy «. Jakg czescig okregu jest ten luk?
a) a=90° b) a=30° c¢) a=150°

£
Rozwiazanie ——

(4 .
= , wiec:
2oy 360°
£ :ﬂ s £ :l — f:l-Zﬂ:r (l okregu),
2er 360 2y 4 4 4
50 e Bl b lams L e
2mr 360 2ar 12 12 12
o D% o £ 2o (2 okresu)
2y 360 2er 12 12 12
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Cwiczenie 1. W kole o promieniu #kat srodkowy o ma miare 120° 1 jest oparty na luku
. ; £
o dlugosci £. Oblicz stosunek —, gdy: a) »=1, b) r=2, ¢) r=3
¥

Uwaga

Stosunek dhigosci luku £ odpowiadajacego ka-
towi srodkowemu « do promienia okregu » jest
wielkoscig stata.

Definicja

o Miarg tukowsa kata srodkowego w kole o promieniu » £
nazywamy stosunek dlugosci luku £, na ktorym r
oparty jest ten kat, do dlugosci promienia kata. srm—a

* Radianem nazywamy miare kata srodkowego I/H " r
opartego na huku o dlugosci réwnej promieniowi » ;‘{
okregu. L @ !

O — Srodek okregu

radian — jednostka miary tukowej kata,
F — promiien okregi

rad — symbol radiana.

o]

trad— 2 [ rad~5701745" 1021%1*3':1, zrad=180°, 2zrad=360°.
"

2
Np.: 120° to g:’rrad, 180° to mrad.

o =2rrad piszemy o=2n, o =" rad piszemy o = %.

rPrzykiad 2. WyraZz w radianach miary katow:
a) 30°, b)120°, ¢)300°, d)360°

Rozwiazanie o
1°=—rad, wiec:
180
) 300 = 30—l b) 12002130.i:2_”,
180 6 IRG 3
e d) 360° =360 —— =27,
180 3 180

Odp.: a) 300:%, b) 1200:%’@, ) 3000:%’{, d) 360°=27.

Cwiczenie 2. Wyraz w radianach miary katéw: 45°, 270° i 330°.
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Q rPrzykfad 3. Wyraz w stopniach miary lukowe katow:
T T 3 i}
a) —ra b) —ra C) —zmra d) — mrad.
) 2 d b) 2 d ¢ i d, )12jT

Rozwiazanie 1 rad = il , Wiec:
T
ay EE BV e b ZZ 28 s
3 2 =z 4 4 =
o 2a=T 180 1350 @) =2 BB _ese
4 4 = 12 12 =

Odp.:a)%:éﬂ", b)%:45°, ) %::1350, ) %::::1650.

Cwiczenie 3. WyraZ w stopniach miary lukowe katow: % T, 19—37r i %? .

Kat jako miara obrotu

Przypomnijmy
Definicja
Katem skierowanym nazywamy uporzadkowang pare pdlprostych o wspolnym
poczatku. W kacie skierowanym pierwszg z polprostych nazywamy ramieniem
poczatkowym kata, druga — ramieniem koncowyim.

Kat skierowany ozna-
czamy hukiem zakorn-
czonym strzalks, ktora

wskazuje jego ramie O i posageowe
koricowe. Kat skierowany A0B Kat skierowany A0OB
W matematyce przyjeto, ze: B

e kat skierowany wskazany tukiem o zwrocie
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara jest A
katem skierowanym dodatnio,

o kat skierowany wskazany tukiem o zwrocie
Q zgodnym z ruchem wskazowek zegara jest 4
katem skierowanym ujemnie.
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Na przyklad duza wskazowka zegara w ciggu jedne] godziny zakresla
kat o mierze —360°, a w ciggu 1% godziny zakresla kat o mierze —540°,
przy czym —360° =—1-360°40° —540°=-2-360°+180°.

Aby przedstawi¢ miare kata B o dowolnej mierze stopniowej w postaci k-360°+ a,
gdzie 0° < <360° 1 k € Z, dzielimy Sprzez 360° 1 utozsamiamy kat Sz otrzymana w tym

dzieleniu reszta .

Twierdzenie
Miare kazdego kata skierowanego mozemy przedstawic¢ w postaci:
o /-360°+a,gdzie 0°<a <360°1 ke Z, albo k- 27 +a,gdzie o E(O;Zn}i k=2,

Miare nazywamy miara glowna kata skierowanego.

Na rysunkach przedstawiamy katy skierowane (, 7, ¢, kiorych miara glowna jest kat a.

B B

;l// g : R.L a ,'; ; a‘l
— | p : .
/ ; ) A

ﬁ ; P “ b4
\L“E_ . ’/_/ i . _d___,/'
B=1360°+a @=—1-360°+c
Uwaga

¢ Jezeli ramiona katow skierowanych pokrywaja sie, to ich miary glowne sg rowne.

e Katy przeciwne to katy, ktérych miary sg liczbami przeciwnymi.

r Przyktad 4. Przy wkrecaniu sruba wykonata 3 pelne obroty, a przy wykrecaniu
1
2 5 obrotu. Okres] miare kata skierowanego, jaki zakresla punkt 4 na brzegu
Lglowki” sruby przy jej: a) wkrecaniu, b) wykrecaniu.

Rozwiazanie

a) wkrecanie b) wykrecanie

|

| { A \
/ ik

- {le)

|
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Przy wkrecaniu sruby polprosta SA4
obraca sie zgodnie z ruchem wskazo-
wek zegara, wiec kat, jaki zakresla,
ma miare ujemng
y=3-(-360°)=-1080°
—1080°=-3-360°+ 1.

o = —miara gldwna kata y.

Przy wykrecaniu sruby polprosta SA4
obraca sie przeciwnie do ruchu wska-
zowek zegara, wiec kat, jaki zakresla,

ma miare dodatnig

1

f=2360°=900°

900°=2-360°+ 180",

o =180

—miara glowna kata . J

Cwiczenie 4, Okredl, jaki kat, dodatni czy ujemny, zakresla punkt na kierownicy samo-

chodu, gdy kierowca skreca: a) w prawo,

b) w lewo.

rPrzykiad 5., Oblicz miare glowng o kata skierowanego 8, gdy:

a) f=420°,  b)f=-120°, ¢) B=-600°, d)ﬂ=2§ﬁ.

Rozwiazanie
a) 420°=1-360°+60° wiec o =060",

b) —120°=-1.-360°+240° wiec a=240°

€) —600°=2.360°4+120°, wiec o =120°,

25 24 1 1

1

Miara glowna kadego kgta
Jest nieujenma.

d) —n=—n+—n=4n+—n=2-2x+—n, Wwiec o=
6 6 6

6 6 6

Odp.: a) & =60° b) o =240° ¢) a=120°, d) a= %

25 35

Cwiczenie 5, Oblicz miary gldéwne katéw: 500°, —300°, 1120°, T g

Katy skierowane umieszcza sie na plaszczyzmie

kartezjanskiej w taki sposob, ze:

e wierzcholek kata pokrywa sie z poczgtkiem

ukladu (punktem O = (0, 0)),

e tamie poczatkowe kata pokrywa sie z dodatnig

polosia x,

e tamie¢ koncowe kata umieszcza sig¢ w zalezno-

sci od miary kata.

o

¥ =‘OP‘ =1,x§ +y§7

F — promient wodzacy punktu P
(odlegloé¢ punktu P od poczat-
ku uktadu wspélrzednych)
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Cwiczenie 6. Oblicz diugos¢ promienia wodzacego punktu P, gdy:

a) P=(L3),

b) P=(-2,4),

¢) P=(-5,-5),

dy P=(3,—4).

rPrzykiad 8. Zaznacz na plaszczyZnie kartezjanskiej kat skierowany « , kiérego miara

. 5 3 7
jest rowna: a) —90°,  b)—-450°, ¢) 900°, d)Em E)E:fr, f)—gﬂ'-

Rozwiazanie
a) b) )
YA . YA
] o / a\ / 2 '
al——% \ > VAN »
o =—90° T T | a=-450° | o = 900°
d) e) )
YA A I
AR ] N TN |
/ > [ > >
\A a_j
5 1 3 7
x=—7% oO=—n A=——nx
4 2 6

Cwiczenie 7. Zaznacz na plaszczyZnie kartezjanskiej kat skierowany ¢, ktérego miara

jest rowna: a) —390°, b) 540°, <) %ﬂ', d) —3x.

‘==

Cwiczenie 8. Przerysuj rysunek do zeszytu i zaznacz dwa katy o mierze dodatniej oraz

- dwa katy o mierze ujemnej, kiérych ramieniem poczatkowym jest dodatnia polos x,

a ramieniem koncowym polprosta OP.

b)

)

HV.

a)
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‘R Uwaga

o Katy éwiartki I IT, ITT Tub IV to katy, ktorych miary gldwne spelniaja jeden z warunkow:
0°<a<90°, 90°<o<180° 180°<a <270° 270° <a < 360°

albo pid i3 3 3
axc| b— ac| —ix@ ac|m;—xn oae|—n;2n |
2 2 2 2

Kat éwiartkil Kat ¢wiartki IT Kat éwiartki ITI Kat ¢wiartki IV

e Katow, ktorych miara gldéwna jest wielokrotnogeig kata % (ramie koncowe pokrywa

sie z jedna z polosi uktadu wspohrzednych), nie zaliczamy do zadnej ¢wiartki uktadu
wspolizednych.

( Przyktad 7. Podaj, do ktérej ¢wiarki ukladu wspotizednych nalezy koncowe ramie kata
0 mierze: a) —-50°, b)-228°, ¢)910° d) —2—;71'.

Rozwiazanie
a) O =—=1-360°+310° 1 270°<310° < 360°,
wiec kat 0 jest katem cwiartki ['V.
by -228°=-1-360°+132° 1 90°<132° <180°,
wiec kat 7% jest katem ¢wiartki 11,
c) 910°=2-360°+190° i 180°<190°«270°
wiec kat @110 jest katem ¢wiartki T11.
d) :_21+1?r:_§47r+%z€:—2-2?r+é9’r oraz U‘<éii<%,
wiec kat —— 1 jest katem éwiartki I,
Odp.: a) cwiartka I'V, b) ¢wiartka II, ¢) ¢wiartka [II, d) ¢wiartka L. J

Cwiczenie 9, Do ktérej ¢wiartki uktadu wspohrzednych nalezy koficowe ramie kata

| s 7
R omierze: 64°, 1230°, —543°, m -
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11

IF Odpowiedz i do cwiczen
i ! %:ar, E;r. 3.210%, 260°, 340° 4 a) Ujernny, b) dodatni.

|

I 5 Kolejno: 140°, 60°, 40°, %, % 6.2a) 10, b) 245, © 2, @5 9 Kolejno éwiartki; TV, T, 1T, 1, IV.

e —

_— e e e e, e s s s - e e e e

Zadania utrwalajace
3.1. WyraZ w radianach miary katow: 6°, 9°, 12°, 15°, 27°, 36°, 72°, 80°, 105°, 310°.

3.2. WyraZ w stopniach miary katow:
5 7 5 7 7 35 i 8 7 16 11

, EER. Siep eosam. agE T —b. . . I

G, T, —
18 18 9 12 9 36 5 5 4 9 G

3.3. Przerysuj tabele do zeszytu i w miejsce [l wpisz brakujaca wielkosc.

iy 2 0
Miara stopniowa | 30° -| 60° - - 90° Miara stopniowa|120°
Miara hukowa % A | Miara tukowa E;rg Epr bd
4 9 |12 4 |6
C) d)

Miara stopniowa | 200° i|- 240° ||  |Miaxa stopniowa|300° o[
11 7

| Lad

Miara tukowa 7 P 5 e 13 | Zap Miara tukowa —a|l—=
6 |4 T™ |38 6 |4

3.4. Kolo wykonuje 320 obrotow w czasie 8 minut, obracajgc sig przeciwnie do kierunku
ruchu wskazowek zegara. Jaki kat zakresla kolo w czasie jednej sekundy? Podaj jego
miare w radianach.

3.5. Kolo zebate ma 48 zebow 1 obraca si¢ zgodnie z ruchem wskazowek zegara. Podaj
miare kata odpowiadajacego obrotowi kola o:
a) 2 zeby, b) 6 zebow, ¢) 30 zebow, d) 72 zeby.

3.6. Zegar wskazuje godzine 8:00. Podaj miare kata, jaki zakresli duza wskazowka zegara
przy obrocie do godziny:
a) 8:15, b) 8:25, &) 935, d) 10:50.

3.7. Zaznacz w ukladzie wspohrzednych kat o, taki ze:
a) o =450°, b) e =810°, c) o =—-405° d) a=-0,75x.



10 3. Funkoe tnvgonomefryczne dowolnego kala

3.8. Oblicz miary gtowne katow:
11 21 35 35

a)400°, 1210°, 2000°, —600~, —1090°, b) —m, —=m, —m, ——7x.
3 2 <+ 12
3.9. Podaj, w kiorej ¢wiartce ukladu wspohzednych lezy koncowe ramie kata o mierze:
306°, 195°, —320°, -210°, -45° -—1240°, Ep’r, —E 7, 3=, 10l 7.
9 4 2
Funkcje trygonometryczne dowolnego kata
W pierwsze] klasie zapoznalismy sie z funkcjami B A
trygonometrycznymi kata ostrego w trojkacie 2 ¢
prostokatnym, a w drugiej klasie z funkcjami try- @ _— b
gonometrycznymm katow, kitorych ramie koncowe ol a 4 ¥
lezalo w I lub II ¢wiartce. Podobnie okreslamy b 3
funkcje trygonometryczne dowolnego kata. tga= b
Kat éwiartki T Aby okreslic wartodct funkeji trygo- Kat éwiartki IT

nometrycznych kata umieszezonegao
W uidadzie wepdtrzednych, obleramy
na ramienii koRcowym tego kgta I
dowolny punkt B rogny od punktfu !
= (D, D), tali Ze P= (x, y}. Jé 0

p= ‘OP‘ = \}xg +y?

Odlegiosd purktu P od poczgthu

uktadu wspddrzednych (liczhe r)
RAZYWamy prowmieniem wWodzgoym
punktu B

Definicja
Sinusem kata ¢ nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu

nalezacego do koncowego ramiemnia kata do promieniawodzgcego sinor =—
tego punkiu. r
Cosinusem kata ¢ nazywamy stosunek odcigte] dowolnego ”
punktu nalezgcego do konicowego ramienia kata do promienia COSO = —

I

wodzacego tego punktu.

Tangensem kata e@nazywamy stosunek rzednej do odcietej roz-
nej od 0 dowolnego punktu nalezgcego do koncowego ramienia  tg o = .4 (x#0)
tego kata. *
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r Przyktad 8. Oblicz wartogci funkcji trygonometrycznychkata ¢, gdy do jego koncowego
ramienia nalezy punkt P, taki, ze: a) P=(—1,-2), b) P=(3,—4}.
Rozwiazanie
Kat a1 jego koncowe ramie zaznaczamy w ukladzie wspohzednych.

P=(-1,-2), wigc P=(3, -4}, wiec

r=V(-1) +(2) =45 PP (4 =5

Korzystamy z definicji funkcji trygonometrycznych:

] iy | |
.I/a 1\. | | rr 1\ .
o1l | % : -Q gL
PR | HE.

I P=(3,-4)
I
I
I

. y -2 25 ko y  —4

U e | sing =—=—

d -Jg 5 | r 5

3

C(}S[){:E:__l:_ﬁ | COSO.':E:—

V5 5 | 8

-4

y 2 I 4 B =F
sl I ]

Cwiczenie 10. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata o, wiedzac, ze dojego
koncowego ramienia nalezy punkt P.
a) P=(8,-15), b) P=(-512) <) P=(—/3,-1)

Cwiczenie 11, Koficowe ramie kata § nalezy do ¢wiartki II i zawiera sie¢ w proste]
o rownaniu y=—3x. Wyznacz wspohzedne dowolnego punktu lezacego na koncowym
ramieniu kata £ oraz oblicz wartogci funkeji trygonometrycznych tego kata. Sporzadz
odpowiedni rysunek.

yA P=(coso, sine)

Uwaga g \

Jesli punkt P nalezy do koncowego ramienia kata « 7 . :

i jego promien wodzacy jest rtéwny 1 (|OP|=1), / ‘?‘1 i
to P=(cosa,sina). sine :% icosa :%. 1\\\ ’ J;’Jl ¥

R
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Q rPrzykiad 9. W ukladzie wspolrzednych polprosta OP jest koficowym ramieniem kata c,

takiego ze o = %. Wyznacz wspohzedne punktu P, gdy |OP|=1.

Rozwiazanie YA
N i " £la)
P=(x,y}i|OP|=1 wiec X =008 i y:sing, v -
1 6
g N3 . @ 1 V31 |
x=Cco0§—=——ow]1 p=8§inl—=— Zatem P=| — —|
6 2 6 2 2 0 xJ
; Wartosc lunkcji trygonometrycznych katow, gdy:
Cwiczenie 12. Poslugujac sie da- " - -
; e KO S
nymi z tabeli, podaj wspohizedne E’;g:mmcma Ak 6 * 4 ot 3
punktu P nalezacego dokoricowego i 1 V2 V3
ramieniakata ¢, gdy |OP| =1 oraz: 2 2 2
T COs L ﬁ £ l
a) oo =—, b)cx—? 2 2 2
tga ? 1 J?_)

Cwiczenie 13, Uwzglednij
dane przedstawione narysun-

ku 1 wyznacz wspohzedne
punktow: B B P B

Podaj miary glowne kg-
tow skierowanych, kidérych

koncowymi ramionami 3
polproste OF, i OF,.

Cwiczenie 14, Uwzglednij dane przed- [_«E 1]‘;-’1; Ll
{

» ! e i - " .
stawione na rysunku i podaj wartosci 2 2y “;,»"f 5”\‘-\-
2 b sl &
funkeji trygonometrycznych kata: E ;r 0:“; N \ \'J i j 1 >
T 5@ 4 \ — S n 2m
a) T = b) T e C) > _.'\ _ 3\%__‘__\;.:’3 —E ;r’
3 6 3 R i \\‘/ 3.,
ks f! At ! 1
d) _2_91—, e) ”_ﬁ 1| S | T W5
R 9% 9% S VR
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rPrzykiad 10. Narysuj koncowe ramie kata «ri zaznacz ten kat, gdy:
a) tga=—4 b)cosa=——
Rozwiazanie

Punkt P=(x, y) nalezy do koncowego ramienia kata c.

a) tga=—41 tgo.':l, wiec
%
X =
Przyjmujemy, ze B =(1, -4} lub B, =(-1, 4},
2 X A
b) cosa=-——1 cosa =—, wiec N
3 r RNEENEE
] T |
x_2_H4_ INETe
3 6 fm NN [,
o . A7
Przyjmujemy, ze x=—-2 1 r=3. _ 'Pg\' i /_f_;_

Cwiczenie 15. Narysuj koficowe ramie kata «i zaznacz ten kat, gdy:

: ! 1
a) smo = ——, b) teor =—.
) 2 ) g 5

Odpowiedzi do ¢wiczen

10. a) smcx_—E, cosa_i tg{x_—E b} sin a_E cos{x——i e :_EJ Q) gln{x—_l:' coso::—ﬁ,
17 17 8 13’ 13’ 5 2
teo =£. 11. sino:_?" COS = ——"]D, gy =—3 12.a) F= £ —£ b) FP= 1 "E
3 10 2\ 2.
2 &2 2 2 .
13.a) A= J_ J_ y By=|lm———— |, B= —£,—£, By = £ —£ . PEEETEEe,
22 2 2 2
1 43 1 43 1 3 1 3 .
b) A= —,£, F= ——,£ b ——,—£, Fy= —,—£, 24071 300",
2 2 22 2 2 2 2

14. a) gin[—%):—ﬁ, CO%

f‘_"‘\
'«JI[\-" [\Jl
5

cyid) sm%x &in

4 5
COS—m = C0s| ——m |=—=,
3 3
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Zadania utrwalajace

R
3.10. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata, wiedzac, ze do jego korncowego

ramienia nalezy punkt:
d) D=(~2,1}

a) A=(2,-3), b) B=(-3,4).
3.11. Koncowe rami¢ kata « zawiera si¢ w prostej o rownaniu y = ax, a kat « jest katem
wskazanej ¢wiartki. Oblicz wartosei funkeji trygonometrycznych kata o, gdy:
¢) a=-11I ¢w, d) a=-3,1V ¢w.

c) C=(-2, —4),

a) a=1, III é¢w., by a=51¢w,
3.12. Uwzglednij dane przedstawione na ry- b4
sunku 1 podaj wartosci funkeji trygono- f/"‘r__“ hh“)s"jc: [ﬁ ,ﬁ]
metrycznych kata o, gdy: i = <N \"--.\\ %3
5 9 |Il |! E?r frr \I llll ]
a) o =—mn, b) oo =—=x. — e
4 4 |l1 i, 7" o | J'll x
T v i
Y \_l\(kr" V IJI
\\ (‘;L\-\ E;’f,-'///}f
-’((‘(L\'HH- = _4_,-" ').)

3.13. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku

i oblicz wartos¢ wyrazenia:
oomom 5 .3z . om
a) sin45°+sin225°  b) SIDT_SmT

C) cos225°+cos405° d) cos[—TH]—c [

1 1 3%
e) tgl35°— ; +tg—.
S sy P NEDQ ¥4
4

3.14. Uwzgledmj dane przedstawione na rysunku
1 oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) sin120°- cos(—240°)

b) cos o :sin [—S—H)
3 3
c) tg60°-tgl20°-1g240°-tg300°-tg420°,

.7 11z
d) 2-sin——3tg| —— |.
B Oy g[ 3 j
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3.15. Narysu) konicowe ramie kata o1 zaznacz ten kat, gdy:

b) sina =— ¢) cosor =04

1
SD
e) tea=0,2,

; 1
a) sino =—,
) 3

d) cosa =-0.4, ) tga=-0,2

3.16. Narysuj konicowe ramie kata o1 zaznacz ten kat, gdy:

S

a) siho =— 1 cosa =——,
5 5

: 4 3
b) sinex =—— 1 coso =—
5 3

Wartosci funkcji trygonometrycznych wielokrotnosci kata %

f Przyktad 11. W ukladzie wspohzednych zaznacz katy odpowiednio o miarach 0°, 90°,
270°. Obierz dowolny punkt P (P # O )nalezacy do kofncowego ramiemnia kazdego z nich
1 oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych.

Rozwiazanie P=(x, y), r=|OP|

'P'—(I,U]
o [ Ix

x>0, wiec r:‘x|:x

Pt
¥ ooXx
ccz-s(}":izE
Foox
y 0
te(P=—=—
& % X

A

v =0, wigc r:|y|:y

$in 90° = &
T

cos90° =—
I

o]
Y

9
Y

tg90° —nie istnieje, bo
cdcieta punkiu P
Jest rawna o

|
|
|
|
|
| x
|
|
|
|

| | YK | |
7N
L9 M
Fal
P—(0.7) |
y‘(O,Wi(?C r=y|=—y
s dT0e =S = o
r =%
0032’;’0":5:1:0
A

tg 270° —nie istnieje, bo
odcieta puniti P

Jest rawna o,

J

Cwiczenie 16. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata «, gdy:
a) x=180° b) a=2x.

Wartosci funkcji trygonometrycznych kata o =%-90°, gdzie k {0,1, 2,3, 4}

Funlkj @ | 0°=0 gpe =2 180° == 2i0% 3 3607 =2r
trygonometrye 2 2
sina 0 1 0 -1 0
COSeX 1 0 -1 0 1
tga 0 nie isinie je 0 nie istnieje 0
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Cwiczenie 17. Oblicz:

a) 5in0°+sm90°+cos270°—31g180°,

b) Z-Sin%—tgﬁ—cos%.

Znaki wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata

Przypomnijmy

Punkt P=(x, y} lezy w ¢wiartce:

L gdy
O, gdy
I, gdy
IV,  gdy

x>0 1 y=0

x<0 1 y=0
x<0 1 y<0,

x>0 1 y=<0

i
-

(Przykiad 12. Okresl znaki wartosci funkcji trygonometrycznych kata o ¢wiartki I1I.

Rozwiazanie

Punkt P =(x,y) lezy w ¢wiartce I, wiec x<0, y<0 i r>0.

Y
F

sine =

Y

¥

<0, wiec sino <0,

cosar=— 1 —< 0, wiec cosea <0,

ra

tgoc:—’ i
X

F

¥

>0, wiec tga > 0.

a

/

\ii

>
X

o
ren 37

x=0, y<0, r =0

J

Cwiczenie 18. Wykaz, ze jezeli koficowe ramie kata o zawiera sie w:

a) II cwiartce, to: sina >0, cosa <01 tga <0,

b) IV ¢wiartce, to: sina <0, cosa >0 1 tga <0

Znaki wartosci funkcji trygonometrycznych kata @, gdy jego koncowe
ramie zawiera sie w:

¢wiartce I II I IV
0% < < 90" 90° < a < 180° 180° < o < 2707 270° <o < 360°
Funkcje e ve|lZn = :JI;E:T = 39:;29:
trygonometryczne 2 2 2 2
sing + + - o
cos@ + — — +
tga + - + _
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Cwiczenie 19. Okredl znak wartosci wyrazenia: a) sino -cosa, gdy a< [%; ﬂ') R

b) sinc

3
, gdy 180° < ar « 270°, C) tgar+sina, gdy aE[—ﬁ;zﬁj.
tga 2

Twierdzenie
Dla dowolnego kata o, dla ktorego istnieje wartosc danej funkcji
trygonometryczne], prawdziwe 83 rownosci:

sin(—e } = —sine, cos(—ar ) = cosar, tg(—o)=—tga.

Wykazemy, ze sin(—o }=—siner i cos(—a )= rcosa.

Z (zalozenie). o—dowolny kat. | T (teza): sin(—a)=—sinc, cos(—o)=cosc.

Dowéd.:
Jezeli punkt P=(x, y)nalezy do koficowego ramienia kata «, Pt .
to punkt £ = (x,— y ) nalezy do koricowego ramienia kata —c. ] | |
7, definicji funkcji trygonometryczmych: S,(P)=R i
: Y oo -y ¥ : : l | &
o sino == i sin(-o}=—"=—"=—sin«, wiec | -
¥ ¥ 7 i e
sin(—c }=—sinr . cnw. | —a
% o . | |
o cosi=— i cos(—o)=—=cos, wiec |
F Fa [ [
cos(—a }=coso. crw. B=(x=3) '
Cwiczenie 20, Wykaz, ze tg(-o)=—tgo.
[ | | 3
Przyktad 13. Oblicz: a) sin(—60°),  b) cos -5
Rozwiazanie sin{—a}=—sina i cos(—o )= cosa, wiec:
3 3 3
a) Sh](—ﬁUO}Z—SiJJGUO:—J_, b) cos(——ﬁ]:cos—ﬁr =1
2 W 2

Odp.: a) sin(-60°}= —g,

b) cosén =0
2

Cwiczenie 21. Oblicz: a) cos(—60°), b) sin[—%j, c) tg(—m). Q
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Odpowiedzi do ¢wiczen
16. Eoleno: a) 0, -1, 0, B0, 1,0 17..a)1, b)-3
gine

19, a) sinex-cosex <0, b) <0, o) tge+sing <0 21. a) %, b) —]E, )0
o

Zadania utrwalajace

3.17. Podaj wartosci funkceji trygonometrycznych dla kazdego z katow:

2m Lx 10007, —900°, —En, —180°, - Z.
2 2 2

o

3.18. Oblicz:
in}—cos0
a) sin (~180°), cos630°, tg(—540°) D) tgSz—sinsm, =€)
sin 0+ cos(
d) sinz -cosx - tgx, ) sin 4+ cos - || sin> — cos - |
2 2 2 2

3.19. Okresl, do ktorej ¢wiartki ukladu wspohrzednych nalezy koncowe ramie kata o, gdy:
a) sina >0 1 cosa >0, b) sine >0 1 tge > 0, c) cosaxr <0 1 tga <0,
d) sinax <01 cosor <0, e) sinx <01 tgax >0, f) tgr <0 1 sing < .

3.20. Okresl znak wartosci funkcji trygonometryczne;:

a) sin241°, b) cos138°, c) tg190° d) tg(—287°)

e) sin(—100°), f) cos(—270°), g) tgl050°, h) tg(—1050°).
3.21. Okresl znak wartosci funkeji trygonometryczne;:

a) sine, gdy ae(6,57;7r), b) cosa, gdy 810° <o <9007,

) sina, gdy —270° <o < —180°, d) tga, gdy ae(—4r;-3,57).

3.22. SprowadZ do najprostsze] postaci wyrazenie:
a) %Siﬂ(—@.’}—l—23i1](—ﬂ}+3i]](—ﬂ}+48i1]£1, by tg(—o )—3tg(—o )+ 2tge,
¢) cos(—a t+sin{—a}—3cosa+3sin(—e), d) 2tg(-o}+3tgo —4tg(—a)+4tgo.

3.23. Oblicz wartos¢ wyrazema:

& S].Jl[—zj—l—COS[—Ej—F‘[g[—EJ b) 2sin(—45°)+ 4 cos(—45°)
6 3 4 tg® (-30°)+tg(-45°)

¢) sinor+cos” B, gdy o=z i BB :%n:, d) sin2e + cos® o, gdy o =

b |3




Wzory redukeyine 79

Wzory redukcyjne :R
Wzory redukcyjne shuzg do przedstawiania wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego
kata za pomocg wartosci funkeji trygonometrycznych kata I ¢wiartki.
e Kazdy kat B, ktdrego ramie koricowe nalezy do ¢wiartki II, mozna przedstawic w postaci:
B =180°—a, gdzie 0° <o <« 90° albo w postaci

; b1 ¥y
B=m—c, gdzie a | 0;— | — .
2 -"".:g:) b 100°
Sx dgr ' ;

Np. 100°=180°—-80" albo ?:9’:— g

e Kazdy kat 8, ktorego ramie koricowe nalezy do ¢wiartki 111, mozna przedstawic¢ w postaci:
B =180+, gdzie 0° <o < 90° albo w postaci
B=m+a, gdzie o E[U;%j.

25x% T
=7

18 18

Np. 250°=180°+70° albo

Uwaga
Kazdy kat 8, ktory nie jest wielokrotnoscig kata prostego, mozna przedstawic w postaci:

. B=180°to albo B =360°+c, gdzie 0°<a <90°
M

B=nto albo pB=2rta, gdzie ae[ﬂ;%).

-

Cwiczenie 22. Na rysunku zaznaczony jest kat skierowarly.
Przedstaw ten kat w postaci 180° o lub 360° ¢, gdzie 0° < a < 90°.

) YA b) ¥ ©) y

170" 260° 3 ,,:rT
A\
W klasie drugiej poznaliSmy juz pierwsze wzory redukcyine ulatwiajgce obliczanie wartosci
funkcji trygonometrycznych katow, ktorych ramie koncowe nalezy do 1T é¢wiartki.

sy

L=
"y
'L.
o
Y

Jesli kat o jest katem ostrym, to:
sin(180°— o} =sine, cos(180°—a}=—coser, tg(180°—a}=—tga. Q
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Cwiczenie 23. Zapisz poznane wzory redukcyjne w mierze lukowej.

Cwiczenie 24, Oblicz: a) sinl35°  b) cos%{, c) tg%{:.
Cwiczenie 25. DoprowadZ do najprostszej postaci wyrazenie:
tg(180°— ¢} -sinor b)
tgo -cos(1R0°—a } cos(m—a }—coso

sin (77— )—sine

Poznamy teraz wzory ulatwiajgce obliczanie wartosci funkeji trygonometrycznych, gdy
koficowe ramie kata nalezy do III albo IV cwiartki.

Twierdzenie

Dla kazdego kata o = [0; %} spelnione sg rownosci zwane wzorami redukeyjnymi.

o sin(z —a}=sine s sin(n +a}=—sine e sin(27 —a }=—sina
s cos(n—a)=—cosa e cos(nta)=—cosc e cos(27 —a )= cosa
o tg(m—a)=—tga o tg{m+a)=tga o tg(2r—a)=—tga

Wykazemy, Ze cos(n+a)=—cosa, gdy o e [0; %)
|
|

Z (zalotenie). o e [0; %) T (teza): cos(n +oj=—cosa.

Dowod
Jezeli «jest katem ¢wiartki I, to kat 7=+ o jest katem cwiartki 11
Punkt P =(x, y} nalezy do koficowego ramienia kata c. {A -
Tezeli B =S,(PY", to |OP|=|OB|=r i B =(-x, —y) e o
g X % a 0 3
cos(m+a)=——=-= 1 cosa == wiec
r F8 ra
B=(—k -
cos(m+a)=—cosa. crw. =)
Cwiczenie 26. Wykaz, ze sin (7 +o )= —sina oraz tg(n +a)=tgo.
e i YA
Cwiczenie 27. Wykaz, ze: T P=(x1y)
2r —o ]
a) sin(2x —& }=—sine, b) cos(2z —a )=cosa, [ sl
7 §
) tg(2m —a}=—tgo. \0_/ o X
i R=(x->)

BP= SG(P) oznacza, ze punkt 5 jest obrazem punktu P w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wepolrzednych.
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rPrzykfad 14. Zastosuj wzory redukcyjne i oblicz:
a) sin [—%ﬂ.’} b) tg(—135°) ¢©) cos(—240°),

Rozwiazanie

3

1

d) te—=m.
)g6

_ [ 2 j 2 _ [ ﬁj T A3
a) sih| ——@ [=—8IN—a ==§In| #—— |=—8§in—=——\
3 3 3 : 2

b) tg(—135°)=—tgl35°=—1g(180°-45°)=—(—tg45°)=tg45°=1,

) cos(—240°) = cos 240° = cos(180°+ 60°) = —cos 60° = —%,

11 A
d) e —mp=to| 2p—— |==tp—=————
) géﬁ g[ 73 6} g 3

Cwiczenie 28, Zastosuj wzory redukeyjne i oblicz:

a) sin%:rr, b) 1g225°% c¢) cos(—315°), d) tg[—gﬁ}

Uwaga
g Bl|Z o | n-a | z+e |22—a | -
Jezeli or € R i istniejg 2
wartosci funkcji trygo- sin cosof simee | —sine | —sina | —Sma
nometrycznych kata g, to cosff | sin | —coso | —cose | coso | cosa
prawdziwe sg zaleznosci: tep 1 s . el
tgo

Okresowosc funkcji trygonometrycznych

Przypomnijmy

Miarg gldwng kata skierowanego 8 jest kat «, gdy

B=k-360°+a, gdzie 0°<a <360° i ke Z, albo

B=k 2z+a, gdrie ae{0;2n) i ke Z.

Cwiczenie 29. Zapisz miare kata a)
przedstawionego na rysunku w po-

staci f=a+k 2z, gdzie ke Z.
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Cwiczenie 30, Okresl, do ktorej ¢wiartki uktadu wspolizednych nalezy kornicowe ramie
kata o mierze:

a) 500°, b)—500, c) %:‘r, d) —%9’:, e) 1100°, £)—1100°.

Zauwazamy, Ze jesli «jest miarg glowna kata skierowa-
negoi ke 7, to:

sing =sin{er £ 7 }=sin(a £2- = |/
¥ .rff/?/ }.'Ik.-‘.\a
=sin(e£3-2n)=...=sin(art k-2 ):; Irlf\ R
N |
cose =cos(at 2n )=cos(@ 221 )= =
=cos(at3-2n)=..=cos(atk-. }:f,
7 yA
gdzie r=qJx*+ 7.

Zatem
sin(2kn +o)=sina, gdzie ke Z,

cos(an+a):cosa, gdzie ke Z.

\afinicia
o H

Liczbe 2z (360°) dla funkcji sinus 1 cosinus nazywamy okresem podstawowym
tych funkcii.

Okres podstawowy funkcji to najmniejsza dodatnia liczba, ktéra dodana do
(odjeta od) argumentu funkcji nie zmienia jej wartosci, np.

sinl000° =sin 640° =sin 1360° =sin 280° =sin (-80°) = ...

e —’ N [
L000°— LO00%+ 100 1000°—2: 1000°—3
Okresem podstawowym dla funlkeji tangens jest liczba m, bo YA (x
P > _¥ %)
tgo ==—1 tg(ar+n)=——==, wiec at+x | /o
X — X :r \ »
tga =tg{atmw)=tg(o 27 )=...=tg(a+kn). a./|° %
Zatem tg{e+kz)=tgo, gdzie ke Z. (-=-¥)

1CIa
'

Liczbe 7z (180°) dla funkcji tangens nazywamy okresem podstawowym tej funkciji.
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Uwaga
Dla dowolnego kata ¢, gdzie 0° <o < 360°, dla ktérego istniejg wartosci funkeji trygo-
nometrycznych oraz dla dowolnej liczby catkowitej & prawdziwe sg réwnoscei:

e sin(k-360°+a)=sine, cos(k-360°+a)=cosa, tg(k-180°+a}=1ga,

o sin(k 2z +oa)=sing, cos(k-2m+a )= cose, telk-m+o)=tgo.

rF"r..‘ryrll(iald 15. Oblicz: a) sin750°, b) cosl1290° c¢) tg&55° d) sin[—%frj.
Rozwiazanie

_ 1
a) sm750°=sin(2-360°+3m)=sin_zu°=5,

2

b) c0s1290°= cos(3-360°+210°}=cos210° = cos(180°+ 11 }= —cos () :—J;,
€) tg855°=1g(4-180°+135°)=tgl35°= o T
—1g(180° - 45°) = —tg45°=—1, z'_n*'\.lll

d) Si'n[ Eﬂrj: 3m5ﬁ=—sin[4ﬁ+:ﬁj:
3 3 4
:—sinfnz—sin[n— 'j:_gm . ]

%

Cwiczenie 31. Oblicz: a) sin1035°,  b) cos600°, c) tg(-900°).

f?
Cwiczenie 32. Oblicz: a) sin [Zgn} b) cos[—lz?’;rrj, c) tg[—Sgnj_

r_Przykiad 16. Doprowad? do najprostszej postaci wyrazenie:
a) S].Jl[%ﬂ—ﬂf} b) sin{o — 27 }—sin (o — 4 ) —sin(o —x ).

Rozwiazanie
g Bt ] e
a) sin| —w—¢ |=sin| 2z +—xw —¢ |=sln| —n —«
2 2 2
:sin|: [ —a]:|: sin(ﬂ+ﬁ)——sinﬁ,gdzseﬁ—%—o:.

:—sin[ | —CI):—CDSH. Siﬂ[%—a]—cosa

R
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b) sin{e—2x)—sin(e—4x )—sin(a —n )=
=sin[- (27 —a )| -sin[-(4z — )] —sin[- (= —a }] =
=—sin (27 —a)—[-sin (4n —a )| [-sin(z —a }]=

Odp.: a) —cosa, b) sinc.

Cwiczenie 33. Doprowad? do najprostszej postaci wyrazenie:

a) cos({e—2m)—sin(2m —ar), b) sin(er — 97 }+cos{o— 97 ).

Cwiczenie 34. Wykaz, ze: a) sin[%+a]:cc~sa, b) cos[%Jrcx]:—sma.

Odpowiedzi do cwiczen

22.a) 170°=180°-10°, b) 260°=180°+80° () 300°=360°—60°

B 2

2.8 == b ===, © —f3.

23. sin{r—a)=sine, cos{m —a)=—cose, tg{r —o)=—tga.

V2 2 ooE

25.9) tga, D)0 Wa) ==, b1, O T, 29.2) f=a—42r, b) f=a+3.2r.

V2

30. Cwiartka: 2) 11, BYII, I, d)IO, e)I, DIV 3L.2) -2,

] V2
20 B -0, 9 NE

1
by-=, a0
) > )

33.a) cosc+sing, b) —sina—cosa.

Zadania utrwalajace
3.24. Przedstaw zaznaczony na rysunku kat w postaci z +o albo 180°+« lub

27 — o albo 360° o, gdzie o e [0; %)

a) YA b) YA c) Y
T 1400 /| 200 7| 280
| / | -
0 x 0 1 | x
N
d) ol ) s f {‘F i
—iT - ok e
6, / 4 6,
0 -3 . /o ¥ UD\ 1
Bare|| s

3.25. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

. 2 2 .5 5 5
a) tg150°—cos150°, b) sin—m +cos—m, C) sin—7x -cos—7 - tg—,
3 3 -+ 4 4

d) sin(—210°)+ cos(~240°)+ tg(-210°) ) sin870° + cos1020° + tg1200°
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3.26. Oblicz wartos¢ wyrazema: Q
a) sin390°+ cos420°— tg405°, b) sin® 765°+ cos® 135°— 2tg1485°
d:f o] qo
: cos 750 +.tg3L , a) sinzyr—sin[—ﬁj.
tg 765° —sin1110° 4 4

3.27. Skorzystaj z wzorow redukeyjnych oraz tablic 1 oblicz wartos¢ funkeji trygonome-
trycznej. Wynik podaj z dokladnoscig do 0,01.

a) sin104°, b) cos166°, c) tgl70°, d) tg(—146°),
e) sin{—325°), ) cos253°, g) tg(—834°), h) tg660°,

3.28. Podaj dwa katy dodatnie 1 dwa katy ujemne, dla ktorych:
a) siner =sinl2°, b) cosa =cos(—50°), c) sin e = cos70°,

d) sino = 0,342, e) cosa = 0,682, f) teaxr =1,327.

3.29. Przeksztal¢ do najprostszej postaci wyraZzenie:

a) sin(z +o }—cos(z+a), b) cos(z +a }sin(z —ar),
o) tg(m—atg(z+a), d) sin(360°—a}-sin{360°+ ),
tg(360°— o)

tg(360°+a ) f) [1—cos(360°—a }][1+cos (360°+a )]

3.30. Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenie:

a) sin(a —m)—cos(a+7), b) cos(o—11z }—cos(a +11x }
sin{er —157 )
t -5} - :
¢) tg(e—5m) cos(er—m), o~
3.31. Wykaz, ze:
D[ 3 3
a) Siﬂ[ER—FCIj:—COSH, b) cos[éﬂ—aj:—sma.

3.32. DoprowadZ do najprostsze) postaci wyrazenie:

5 A 5 i
3 s tg [a+Ej-cos [H_Ej
a) tg[a—;n} b) sm[EJro:j—cos(n—o:), c) 2 ,

)
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Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

Zwiazki zachodzace miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata ostrego sa
prawdziwe rowniez dla kata dowolnego.

Twierdzenie
Jezeli ex € R, to:
e sin’ a +cos” o =1 (jedynka trygonometryczna)

sina 1 cosa
, gdy cosa =0 e =
coS o tco smo

® toa = ,gdy sina#0 1 cosa =0

Wykazemy, ze dla dowolnego kata o prawdziwa jest téwnosé sin® or +cos” o =1

Z (zalolenie). o — dowolny kat. T (teza): sin® or + cos” o = 1

Jezeli punkt P = (x, y} rézny od punktu O jest punktem nalezacym do koncowego ramienia
kata azi |OP|=r, to:

. 7. A .
sing == i cosa==, gdzie r*=x"+ " YA
I3 r _
2 2 al | ™
. Vv X Xl
Zatem  sin‘o+costa=| = | 4| 2| = [ Ly,
3 ¥ 1\ 0 X
y? P x y+xt F 1 i el BL{%5)
—_— —_— = —0= CZY =X J,
}‘2 ?‘2 ?‘2 F'2 | ! |
s 2
sin“ o +cos” o =1. cnw.
AL . s P : ” sina
Cwiczenie 35. Wykaz, ze dla dowolnego kata o prawdziwa jest rownos¢ tgo = :
cos o

gdy cosa =0

Cwiczenie 36. Oblicz:

o 5
a) tga, gdy sinar=— i cosor=——r,

A

b) sina, gdy cos.::»::—zT5 itgo :—%,

i
c) cosa, gdy siﬂa:—i—; itga =24
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rF"rzyrkiad 17. Wiedzac, ze sina =—§, oblicz wartogci cosa i tga. R

Rozwiazanie

sina = —%, wiec kat « jest katem I1I lub IV ¢wiartlki.

I sposob
52
C-OSziEI:l—[—:] = C-OSZOCZZ— cos” o —1—sin’ o
5 25
21 21
cosa:—J_ Iub cosazg Comziﬂ
2
. cosa——il wiec tgo = ] L —ZJZ_l L
> m \/ﬁ 21 COROL
5
2
. cosa—il wiec tgo = 5 i 2 __2@ sinor
5 21 21 21 B osa
5
11 sposob
2 2y
sina:—g:?:l, czyli y=-2 r=51r=1/x2+y2
g @
A
5= 2 +(-2) %
T
25=x"+4 Jﬁ}”‘ﬁ R,
. X
21=2x%, skad x=-+21 lub x=~21. ] 2 nt;j
1 a
Punkt 7 =(—/21, -2} nalezy do Il ¢wiartki. :

Punkt £, =(~21, -2} nalezy do IV éwiartki.

V21 21
cosa=——— Iub cosa=——-
5 5
A 2
tgor = § e 2 BEL lub tgo = L. 21
A2 W21 21 V21 21
5 5
2
Odp.: c.oscx:—@ 1tga= 221 lub coscvc:E 1 tga:—@. Q
5 21 5 21 J
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Cwiczenie 37. Wiedzac, Ze cosa =7 oblicz wartosci sine 1 tge.

r

Przyktad 18. Wiedzac, ze tga = —g, oblicz wartosci sina i cosa.
Rozwiazanie

4 -4 4 . o Wil
tga:—ngz 7 wiec ajest katem II albo I'V ¢wiartki. NEL ] "
Il ¢wiartka: B =(-3,4), »=5, wiec | r/ T |
i Ty
. 4 . 3 i.lllr P o 1\ \. | 1
S =— 1 coso =——, i - A T
5 5 =3 [ ToN\d ) T
IV éwiartka: P, =(3,—4), r=>5, wiec .
. 4 3 | {4l 1) 5
sinor =—— 1 cosor =—.
5 3

Qdp.: sinf::f:i 1 cosa :—E lub sina:z:—i i cosa:i
5 5 3 5

Cwiczenie 38. Oblicz:

a) sina, gdy cc:-s.::v(:l 1oe éﬂ:;,’h’r b) tgc, gdy sinm::i 1oe E;STE :
2 2 2 2
: . 1
¢) sina 1 cosa, gdy tgcx:E.

Definicja

TozsamoScia trygonometryczna nazywamy kazde réwnanie wyrazajace zaleznosci
miedzy funkcjami trygonometrycznymi zachodzgce dla wszystkich katow, dla
ktorych wartosci tych funkceji istnieja.

r Przyktad 19. Wykaz, ze dla kazdego kata « tozsamoscia jest rownoscé:

a) sin*or +sin®o -cos® o +cost e =1

b) [ _1 + 1 )-(si_najtcoso:):znt_;, gdzie sinor 20 1 cosa # 0,
sine cosa sing -cosa

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia:

L — lewa strona rOwnama, P — prawa strona rownania.
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a) L=sin‘o+sin’ o cos’ o +cos’ o = sin® et — sin” e -sin” e
e . otk &
=sin‘or -(sm2a+0032 a]+ cos®or = sin” o+ cos” o — 1

L
—sin?a+cos’a=1=P, czyli L=2P. cnw.

1 .
b) L=| —+ (sino+coser ) =
sing  cose
1 ; ;
= — siner +— COSOr + S e + COSOY =
siner sin o cos o CoSor
coS¢r  Sino COSEr CcOoSa  §Sing sino cose sine
=l+—+ +l=24+— -+ - —— b= b
SINeY  COS SINor COSa  COSeY SIno T leii
2 - 2
Ccos” o +sin” ¢ I )
=24+ — =2+— =P, czyh L=P  cnw.
siner -cos o SN -COS o

Cwiczenie 39. Wykaz, ze dla kazdego kata o tozsamoscia jest rOWnosé:

a) sin® or +sin® o0 -cos® or +cosTar =1,

b)[ L 4 j(sinaJrcosa):i—tga.

sina cosa tgor

Odpowiedzi do ¢wiczen
3 .2

36.a o=—— b)) sinx=——, ) cosgr=——

)i 3 ) 7 ) -
3% sino::—? i tgr.x:—? b sim.x:——’}r i tgr.x:——?.

4 4 3
; 3 3 o r 245 . ¥5 25

38. a) sine = h tgcx:—T, c) sma:T i coso::T lub smr.)::—? i cosa:—T.

R

Zadania utrwalajagce

3.33. Sprawdz, czy istnieje kat «, taki ze:

: L o . %
a) sina =— 1 cos =—, b) sinat =— 1 coso =—,
4 3 2 %

C) cos.':xz—E 1 tgo:——?w(g, d) tga =0,005 1 i=5(}(}.
7 2 tgor

3.34. Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata o, gdy:

a) sina = 0,8, b) cosa = —%, C) tga =5 d) tga =3
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R 3.35. Oblicz wartosci pozostatych funkeji trygonometrycznych kata o, gdy:

¢
a) sino =-3 i 180°<a <270°, b) cosax =0,6 1 270° <o < 360°,

c) tgx :—% 1 90°<a <180°, d) tgo :—% 1 270° < < 360°,

3.36. Przeksztal¢ do najprostszej postaci wyrazenie:
a) (sine + L (siner —1), b) sin®(—3540°) 4 cos” (—540°),

tge
: d) (1-teco M1+toe )
- ) (1-tga {1+ 1ger)
2 2
e) 1+t2g o:’ f) [ +cosaj +sin’ o —tglar.
tg o coso

3.37. Wykaz, ze dla kazdego kata o tozsamoscia jest rOWnosc:

a) (C-DSC)!+SiIlCI)2—(CDSC)!—Si_na’)z =4dsinacosa,
b) 1 (sine —cose )(sina +cosa }=2cos” @,

¢) (cosor +sina)2 +(coso —sin (:vc)2 =12

d) sin* o —cos® o =sin® ¢ —cos® o,

e) sin® o+ cos” o = 1— 2sin® o cos’ or.

3.38. Podaj odpowiednie zalozenia i sprawdz, czy rownosc jest tozsamoscig.

: : tgor sin o + cos o |
a) sin o +sinor - tg o = Ll b) _ =1+—
coso Simor tgor
: | l 2
C) coso - —cosor |=sin’a, d) ——=if =y
cos o l+sine l-sing cos™ o
sine-tgor 1

, f)(1+si1w:)-[ 1 —tgaj:(},
Cos O

l—cos’ar sina

1 1 1 sineo COSor

g) +— o B Tl | e Ty
Ccoso  slnag tga cos o sin” o

1—sin® [%—a‘j 4
h) :tga-cos[5+aj.

Q COS O
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Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow R

Aby obliczy¢ wartosci funkeji trygonometrycznych sumy i 10znicy katow, korzystamy
z podanego ponizej twierdzenia.

Twierdzenie
Dla dowolnych katow a1 §:

e sin(a+ B }=sinccos B +cosasinf = cos(o+ B)=cosacos  —sinosin B

o sin(— B)=sinacos f —cosasinB e cos(cx—B)=cosacos f+sinasin B,

Wykazemy prawdziwosé wzoru cos(e — f )= cosorcos B+ sinersin .

Z (zalozenie). o, B—dowolne katy | Titeza) cos(a— B)=cosecos f+sinasin 8.
skierowane. |

Jezeli punkty P, P., ktore nalezg do koncowych ramion katoéw « i §, sg punktami naleza-
cymi do okregu o $rodku w punkcie ©1i promieniu 1 (rysunek 1 ), to:
B =(cosp,sinB), B=(cosa,sina}i|«ROB|=a-p.
Rysujemy tréojkat AOP, taki ze AOAP = AOFP, (tysunek 2 ).
Zauwazamy, ze P=(cos(or—f},sin(e—f)}.

\I—’lmz\l(cosa—cosﬁ)2+(sina—siﬂ,8)2, AP|:J[cos(o:—ﬁ)—1]2+[siﬂ(a—,8)—(}]2.

BB|=|4P} wige (|RE) = (|4P[, czyti

(cosa—cosﬁ)2 +(sina—sin,8}2 :[cos(a—,8)—1]2+[sin(a—ﬁ}—0]g.

e

2 2 i . . e g s
cos” ot —2coseccos fi +cos” f+sin” o —2sinersin f+sin” f —cos (e —f)—2cos( ﬁ]+1+$1n (x—f

—rtE

—_— 5

| 1 | | I | |

| .
. 1

1-2cosercos B+1-2sinasin B =1-2cos(er — B }+1, skad R

cos{a — B} =cosarcos B +sinasin B. cnw.
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‘R Cwiczenie 40. Skorzystaj z réwnosci

Brasc =Faapc + Fippe OraZ

Py upe =ébh-sin(9(}°—a}, Pisre =%ah-sin(90°—,8}

i uzasadnij wzor sin(o + 8 }=sin o cos B +cososin B, gdy 0° <o + B <180°,

Poznane wzory pozwalajg nam oblicza¢ wartosci funkcji trygonometrycznych mektorych
katow bez uzyciatablic 1 kalkulatora. Pokazemy to na przykladach.

r Przyktad 20. Oblicz, bez uzycia tablic i kalkulatora, warto$¢ wyrazenia:

a) sm75° b)
Rozwiazanie
a)  sin75°=sin(30°+45°)=

757 _ 30+ 45°

. V2 + -ijT . V2 = JE_I_‘JE sin {30°+45°) —sin30°00545° + cos30°5in 45°

|
2 2 49 2 4

tgl5e

b) 1 cosl5® cos(45°—-30°) cos45° cos30°+sin45%sin30°
tgl5° sinl5°  sin(45°-30°)  sin45°cos30°—cos45°sin30°

A5

_2 2 22 4 :J§+1:2+J§_
2VE V21 ""_3.(45_1) Vi-1
2 2 2 2 4

V2 +46 L 5

Odp.: a) sin75° = ; 443
p-a) 4 tg15° P

Cwiczenie 41. Oblicz, bez uzycia tablic 1 kalkulatora, wartos¢:
a) cos75°%  b) sinl05° ) sin(60°—45°).

Poznane wzory na obliczanie funkcji trygonometrycznych sumy katow pozwalajg wypro-
wadzi¢ wzory na obliczanie funkc)i trygonometrycznych podwojonych katow.
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Twierdzenie Q
Jezeli ajest dowolnym katem, to:
e sinZ2o=2sinocoso, e cos2a=cos’o—sin‘a=2cos’ or —1=1— Zsinza,
o tolo= Ztggr , gdy cosa=0, cos2a=0 1tga =+l
1-tg" o

Wykazemy, ze dla dowolnego kata o tozsamoscig jest Téwnosé cos 2o = cos” o —sin” or.

cos 2 = cos(a+ a}: COS(Y -COSO —Sinar -sihor =cos® o —sin®or.  cnw.

Cwiczenie 42. Wykaz, ze dla kazdego kata o tozsamoscia jest rOWnosé:

a) cos2o =2cos” o1, b) cos20 =1—2sin’or.

Cwiczenie 43. Wykaz, ze dla dowolnego kata o prawdziwy jest zwiazek:
2tga

a) sinZ2o =2sina coso, b) tg2a = —
l-tg" o

gdy cosa # 0 1 cosZa #0.

Wzory na obliczame wartosci funkcyi trygonometrycznych podwojonych katdw pozwalaja
obliczac¢ np. wartosci:
e funkcji trygonometrycznych polowy katdw,
93
2tg—

. P o 4 2 O .2 %
Ip. s1na = 4-5M—-CO5—, COSI =—CO8 ——8Im —, tgﬁ.':
2 2 2 2 l-tg" o

e wyrazen bez uzycia tablic i kalkulatora,
e funkcji trygonometrycznych poczwornych itp. katow,
np. sin{4a }=sin(2-2a}=2sin( 20 feos(2e ).

Pokazemy to na przykladach.

r Przyktad 21. Oblicz, bez uzycia tablic i kalkulatora, wartos¢ cos22,5°.
Rozwiazanie
cos45° = 2cos” 22,5°—1 457 2.22,5°

NE .
7:2003222,50—1 = coszzz,s%T‘ cos45° —2c0s” 22,5~ 1

22 4247
. .

c0s22,.5° = lub cos22,5°=— 2

=
Kat 22,5° jest katem cwiartki I, wiec 00322,5":“{4_2 :l V242
+ 2 J Q
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Cwiczenie 44, Oblicz, bez uzycia tablic i kalkulatora, wartos¢ cosl15°.

(Przykiad 22. Oblicz, bez uzycia tablic i kalkulatora, wartos¢ wyrazenia

cos” 85° —sin” 85°

: -tg170°,
2sin85%cos 85°
Rozwiazanie i
5 . 5 . ; K cos2a — o8 o —ain’ o
005.85 —sin” 85° glmgchas(z.gﬁ )-tgl?()": i iy Bl oe R
25in 85° cos 85° sin(2-85°)
_cos170° te]70° — c0s170° sinl70° i
sin170° sinl70° cosl70°

Cwiczenie 45, Oblicz, bez uzycia tablic, warto$¢ wyrazenia

2sinl5°cos15®
cos’15°—sin’15°

r

Przyktad 23. Wiedzac, Zze cosa = —1—? 1oe [;rr; %n] oblicz:

a) cos2a, b) sin2q@, ¢) sin3a.

Rozwiazanie

ae[n;%n} wiec sina = —l—cos’or i cosa:—i—g, skad

. [ 15]2 8
sinak=—f1-| — | =——.
17 17

a) cos2o =2cos’a—1, wiec cos 20 =2 -[—

b) sin2a =2sino -cosa, wiec sin2a:2-[ 2 ][—i—i

¢) sin3o =sin(20+o)=

=sin 2o -cosa + cos 2 -sing =

_EEE}E(EJ_
289 0 17/ 289 17/

O TR
17° 4913
¥
Odp.: a) cos2a =£, b) sin20 = L‘ﬁm,
289 289

17

17

15}2_1_ 161
289

]_@
2897

sin(a + B} =sinc cos ff + cosa sin B

C) sin3o =—

4888

4913
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Cwiczenie 46, Wiedzac, ze sinor = —i ioe [% ! 27:} oblicz:

a) cos2a, b)sin2a, c¢) tg2a, d) cos3a.

rF"r..‘tyl'(iad 24, Wykaz, ze sinl8°-cos36°= i

Rozwiazanie

Gnlds g = 9. i PO88 o hga
2 cosl8°
T \_]-—f'

_l_ZsinlS"-coslB" &

0s36°= 2ginl18%.cosl8” — gin36°
2 cos18°
1 sin36°
:_.311136 AR
2 cosl8®
1 1 | sin36°-cos36° 1 sin72°_ 25in36°c0s36° — sin 72°
22" cosls® 4 cosl8® sin72°— cos{90° — 72°)
1:
1 coslg® 1
s =, cnw.
4 cosl8® 4
A . .. i | . T 7 1
Cwiczenie 47. Wykaz, ze: a) cos36°-cos 72 =7 b) smﬁ-cosg:1

Cwiczenie 48. Wykaz, ze dla kazdego kata ¢, dla ktérego istnieje tga oraz tg%,
prawdziwe sg zwigzki:

o o o
a) sin o = : b) cosa = g C) tga = 3
o o
Lite = i = Tode =
g g 5 g 5
o l-coso . .o l-cosoa o 1+ coso
d) tge—= . edy sina =0, e) sin—=+ : cos— ==
) &5 gdy ) 5 5 )] 5 3
Odpowiedzi do ¢wiczen
41. a) "{g_“ﬁ, b) JE“E, ) JE_JE_ 44, cosl5®= 2443 =J€+‘E_ 45, B
4 4 4 2 4 3
46, a) cos?a:%, b ﬁnh:—%, Q) tg2cx=—g, d) %
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Zadania utrwalajace

3.39. Oblicz, bez uzyciatablic i kalkulatora, wartosc:
a) sinl15°, b) cos105°, c) tgl5°,
d) tg22.5° e) sin7,5°% Dt 7.5

3.40. Oblicz, bez uzyciatablic 1 kalkulatora, wartos¢ wyrazenia:

» 25in50°cos 50° sin” 11°+ cos*11°
(c052 50°—sin® 50"]-tg100°’ 2sinl15°cos15°
¢) sin 20°cos40° + cos 20°s1n 40°, d) sin 70°cos25° —cos 70°sin 25°,

3.41. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) cos35%cos 107 —sin 35°sin10°, b) sin10°cos 50° +sin 50°cos 10°,

¢) cos80%cos40° —sin8(°sin 40°, d) sin170°cos100°+sin100°cos] 70°,
3.42. Oblicz wartos¢ sinca, gdy:

Y . 2 3 _ 1
aA)as|k—|1cos2a=—— byoe|n,—x |1cos2a=——r
2 3 2 )

3.43. Wiedzac, Ze smo =—% 1oe [n;%n} oblicz:

e

: 7 7 T -
a) sin [a = E] b) cos [a + E} c) tg [a = E] d) tg [a + EJ

3.44. Wiedzac, Ze sino :g, cos B :—§, o E[%; Q’Ij ip E[ﬂ;%ﬁ), oblicz:

a) sin (o + ), by cos{a— f3), ) tg(a+B) dy tg(B-o).

3.45. Wiedzac, ze coso =% 1ae [%ﬂ'; Eﬂ'} oblicz:
a) sin2a, b) cosla, ¢) tgla, d) sin3a.

3.46. Sprawd?, czy tozsamoscig jest réwnosc:
a) sin (o + B)-sin(e — B} =sin’ & —sin” §,
b) cos(a+ ) cos(a — B )= cos” @ —sin® B,

7
C) tgo = st 2o d) cos2a = lgor

1+cos2a’ tglo —tgor
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Suma i réznica funkcji trygonometrycznych :R

Przedstawienie sumy lub réznicy tych samych funkcji trygonometrycznych w postaci ilo-
czynu jest przydatne np. przy rozwigzywaniu rownar 1 nierownosci trygonometrycznych.

Twierdzenie

Jezeli ce R 1 B e R, to:

osina+sin,8:25ina+’8cosa_’8 -cosa+cosﬁ:2c05a+ﬁcosa_‘6
2 2 2 2

-sina—sinﬁ:ZSinazﬁcosazﬁ ocosa—cosﬁ:—ZSinaﬁ’Bsinaz’B

a+,8msa—ﬁ

Wykazemy, Ze sino +sin 8 = 2sin

4 2
—— : | .- ; . 0+ pB a—p
Z (zalofenie). a e R 1 B eR, | T (teza). sino +sin B =2sin > - COS 7
Dowod
Wprowadzamy katy pomocnicze x i y, ktore spelniaja warunki:
x:a+ﬁ
x+y=o ~
{ ., skad ;
x—y=p _oa-p
Y=

siner +sin B =sin(x+ y )+sin{x—y}

sin o + sin 8 = sin x cos y+ cos X 8in y + Sin xcos y —cos xsin y

i M

Eégiiyzg:ﬁz

sin o +sin B = 2sinxcos y, gdzie x =

2
: : . o+ -
sma+smﬁ:25ma¢’8msa‘2’8. cnw.
Cwiczenie 49, Wykaz, ze:
: : . o— - + -
a) sma‘—smﬁzhmajﬁcosa‘zﬁ, b) cosa+cosﬁ=2003a2‘8wsaz’8,

o+ i Db—
B i =

2 2 Q

¢) cosa—cos f =—2sin
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R rPrzykfad 25, Przedstaw w postaci iloczynu wyrazenie:
a) sin27°+4smm353° b) l+cosa, ) 1+2sina, d) sino +cosco.

Rozwiazanie
a) sin27°+sin53°=2sin ZTOJ; e 0052?05530 = sine: +sin f — 2sin ;’B -
=2sin40°cos(—13° )= 2sin 40°cos13°. cos{—ct)— cosar
b) 1+cosa =cos0°+cosa =
=72 608 GO;H cos 002_ == 2003%003%: 20032%. cosar +003 f—200s™ ;ﬁ‘

¢) l+2sina :2[%+sino{]:2(5h130°+si11a)=

=2-2sin i Cos ) =0 :4sin[15"+gjcos[15°—gj_
2 2 2 2

d) sino+coso =sina +sin(90°—ar ) = coser —sin (90° —ar)

cz+,B_

-Sina+(9§O_a) COSCX—(QSQ—{I} = siner+sin B —2sin >

e

2-8in45° cos(a —45°) = 2 cos( o —45°),

Il
b

Cwiczenie 50. Przedstaw w postaci iloczym wyrazenie:

V3

a) cos44° —cos46°, b) ?—sina, ) sinea ++v3cosa.

Odpowiedzi do éwiczen

50 a) +Z-5inl°, b) 2-003[30“4%}51'11[30”—%), ©) 2-sin(60° +e)

e — —

E Wakazdwlz. ©) sincx+~ﬁcoscx =2-[%sina +§casa].

. R e i i T — i ——

Zadania utrwalajace

3.47. Przedstaw w postaci iloczynu wyrazenie:

a) V3 +2cosa, b) sin’ o —singﬁ, C) cos” o —cosz,B,

d) sin® o —cos® B, e) 1-tg’, ) sing +sin2a +sm 3o,

Q g) coso —sin 2ex, h) 1+sin2e, i) sinc —cosor,

-

|
|
!
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3.48. Zastosuj wzor na sume lub réZznice funkeyi trygonometrycznych 1 oblicz:

a) sin75°+sinl15°% b) sin75°—sinl5°% ¢) cos75%+cosl5°, d) cos75°—cosl5”.
3.49. Wykaz, ze:
D I a) sin4d7°+sin61°—sin11°—sin25°=cos 7°,

b) dla kazdego kata « te sama wartos¢ maja wyrazenia

COS (X +cos(120°+a}+cos(240"‘+a) i sina+sin(120°+ o:}+sin(24(}°+ a}.

3.50. Sprawdz, czy tozsamoscig jest rOWnosc:

cosa—cosf_ . P—a § sin (o + B )+ sin(o — B .
sincr +sin B 2 7 cos (e + B )+ cos(e — B) Bet
sinSer +sin 3o tpda, d) tg(45°+a ) tg(45°—a)=1,

cos 3o +cos 3o

sin(o+ )

; 1 .
y f) sin*er + cos*or =1 — —sin’2ar.
cosd -cos B 2

e) tga+tgp =

Wykresy i1 wtasnosci funkgeji trygonometrycznych

7= Cwiczenie 51. Na osi zaznaczono punkty opisane liczba stopni oraz odpowiadajaca im

- liczba radianéw lub tylko jedna z nich. Przerysuj of do zeszytuiuzupelmj opisy punktow.

270" 0 270° 360°

. E g Z
2 .
Jezeli w funkcjach trygonometrycznych kat o wyrazony w stopniach zamienimy na kat
wyrazony w mierze lukowej, to zdefininjemy funkcje trygonometryczne zmiennej rze-
czywistej x okreslone wzoramu:

o f{x)=sinx, e f{x)=cosx, o f{x}=tgx

Wykres funkcji sinus

Jest kilka metod sporzadzania wykresow funkeji trygonometrycznych. Aby narysowac
wykres funkcji sinus, mozna korzystac z tzw. kola trygonometrycznego (kola o promie-
niu 1) albo zaznacza¢ na plaszczyznie kartezjafiskiej punkty o wspdlrzednych (x, sinx)
dla wybranych argumentow x.

Punkt 4 o wspohzednych (x, sin x} nalezy do wykresu finkeji okreslone] wzorem y = sin x.
Wartosc funkceji sinus jest roOwnarzedne) punktu P, ktory jest punkiem przeciecia sie okregu
0 promiemiu 1 z konicowym ramieniem kata o mierze lukowej x.
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do wykresu funkcji f(x}=sinx gdy x<=R.

rPrzykfad 26, Naszkicuj wykres funkcji okreflonej wzorem f(x}=sin x gdy x {0; 2x).

Rozwiazanie
gl|lx | m |x|2 3 7 5 4 3 5 7 11
7 0 o|l—l—|—|—|—7|—7|—7|m7|l—7| — 7% —H |—" | —7 |—" |— 2
6l4 32|13 |4 |& & | 4 3 2713 |47 |6
2
yzsmxol££1££lg_l_£_£ — _E_ﬂ_lg
21212 2 | 2 20 2 2 2| 2| 2
| Iéwiartka | II &wiartka | I éwiartka | IV éwiartka |
¥ YA
i P=sinx
4 “' Rl
» >
0 zzz = it 2 or X
6-4-3—2 ‘
=1 ~1 R

Cwiczenie 52. Skorzystaj z wykresu funkcji f(x)=sinx gdy x e{0; 2z, i podaj:
a) najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkeji w przedziale {0; 2x),
b) zbior wartosci funkeii, ¢) miejsca zerowe funkcii,
d) wspolizedne srodka symetrii wykresu funkcji,
Q e) wartoscix, dlaktérych: 1 sinx=1 2 sinx=0, 3 sihx=-1 4 sinx>0,

§ siny<0, 6 sinx<l 7 sinx>1, 8 sinx<-1
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Liczba 2x jest okresem podstawowym funkeji sinus.

sin(x+2kz ) = sin x, wiec xe([l;Z:rr} ke Z

Wykres funkeji okreslonej wzorem f{x)=sinx, gdy x € R, nazywamy sinusoida,

/\1

VA

3 T
| Aml |t | [ |
/ 2 ?r 2

-1

E

ny

Punkt O =(0,0} jest érodkiem sinusoidy oraz sin(—x)=—sinx.

Cwiczenie 53. Naszkicuj wykres funkeji fokreslonej wzorem f(x}=sinx gdy

3

xXe (—En; %n) a nastepnie podaj: a) zbior wartosci funkceji,

o

b) miejsca zerowe funkeji,

¢) przedzialy, w ktorych wartosci funkcji sg dodatnie,

d) argumenty, dla ktérych wartosc funkeji jest rowna 1,
e) argumenty, dla ktérych wartos¢ funkcji jest réwna —1,
f) maksymalne przedzialy, w ktorych funkcja jest malejaca.

Wykres funkcji cosinus

rPrzyldad 27. Naszkicuj wykres funkcji f(x)=cosx, gdy x {0; 27).

Rozwiazanie
T T |lxlx]|2 3 3 7 5 4 3 3 7 111
2 gl — | —|—l—|—7|—= — % =2 | =T —E—E—E—E—E—EZ?‘E
6 4 31213 4 o O 4 3 2 3 4 (4]
3 2
pecosx |1 B[ V2| 1 | o |1 V2| B | VB V2| 1], 1 |¥2B],
2 2|2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
| léwiartka | déwlartka | Iéwiantka | IV éwiarke |
Vi
l-l
1
2
0 T & T *.
l bt S (e T
S 6 4 3
2
-1
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R Cwiczenie 54. Skorzystaj z wykresu funkeji f okreslonej wzorem f {x} =cosx, gdy
x e{0; 2z), i podaj:
a) najmniejsza i najwicksza wartosc tej funkeji w przedziale:

1 (627), 2 (%%’f) 3 (0 )

b) zbior wartosei funkeiji £,

¢) miejsca zerowe funkcii £,

d) maksymalny przedzial, w ktorym funkcja fjest rosnaca,
e) maksymalny przedzial, w ktorym funkcja fjest malejaca,
f) rownanie osi symetrii wykresu funkeii f.

Cwiczenie 55. Przeanalizuj wykres funkcji cosinus, gdy x {0; 2 ), a nastepnie podaj
miary hikowe katow x, dla ktorych:
a)cosx=1 Db)cosx=-1, cjcosx=0 d)cosx<0Q e)cosx>0

Liczba 2% jest okresem podstawowym funkcji cosinus.

cos{ x+ k- 2z ) = cos x, wiec xe([}; r)ikeZ

Wykres funkcji okreslonej wzorem f(x)=cosx, gdy x € R, nazywamy cosinusoida.

Os v jest osig symetrii cosinusoidy, wiec cos (—x) =COSX.

Cwiczenie 56. Naszkicuj wykres finkcji f okreslonej wzorem f (x}=cosx,
3
gdy x e <_E T 2;r>, a nastepnie podaj:
a) zbior wartosci funkeji £
b) miejsca zerowe funkcji f;
c) przedzialy, w kiorych wartosci funkcji f'sa ujemne,
d) argumenty, dla ktérych wartosc funkeji fjest rowna 1,
Q e) argumenty, dla ktorych wartosc funkcji fqest rowna —1,
f) maksymalne przedzialy, w ktorych funkcja fjest rosngca.
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Wykresy funkgcji tangens

Wykres funkcji tangens mozna sporzadzi¢, wykorzy-
stujac kolo trygonometryczne (koto o promieniu 1).
Koncowe ramig kata o, przecina prosta o rowna-
niu x=1 w punkcie P, takim ze P=(l,b), gdzie
b=|PF|=tga, (rysunek obok).

Zatem tgo, =|PR|, tga, =|PP), tga, =|PR]|
Jezeli konicowe ramige dowolnego kata o zawiera sig

w IV ¢wiartce, to tgo <0, wiec np. tga, =—|PP,|.

r Przyktad 28, Naszkicuj wykres funkcji fokreslonej wzorem f(x)=tgx

T
gdy X e (—?J:j

N | YA y= tgx
Rozwiazanie 4 S i | i
Wykres funkcji £ (x}=tgx nie ma | /(x| il i
punktow wspolnych z prostymi & ¥ { w4 i ; i

. : T . i 1 ¢ % . 0 T %
o rownaniach x=——1 x=—. :: 74 = =
2 2 _1._-"/ . :2 A 4 2
Proste te nazywamy asymptotami ' | T IH
i j ) = g L
pionowymi™ tego wykresu. 2 ‘ZJ

Liczba mjest okresem podstawowym funkcji tangens.

tg({x+km)=1tgx, gdy xe[—%;%) ikeZ

Uwaga
¢ Funkcja tangens nie jest okreslona,
edy x:%+kn, gdzie ke Z.

e Krzywa, kiora jest wykresem funkcji

okreslonej wzorem f(x)=tgx,
gdy xeR\{%+kn}, ke Z,

nazywamy tangensoida.

*) Prosta o rownaniu x = xp jest asymptota pionowa wykresu funkgji f;
gdy wykres , zbliZa sie” do niej i jej nie przecina.

0
E

L @“'4'

e
&:“

w

&
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Zauwazamy, Ze aby otrzymac wykres funkcji tangens w przedzialach

nalezy naszkicowac w kazdym z tych przedzialow krzywa, kiorg otrzymujemy,
T

przesuwajac wykres funkcji okreslone] wzorem y=tgx, gdy x & [—? oy

o

kolejno o wektory majace wspohzedne:
[—27:, U], [—7:, U], [;7?, 0], [27{, (}], —

Cwiczenie 57. Naszkicuj wykres finkcji f okreélonej wzorem f(x}=tgx gdy
i 7 3 3 , ;

X€E <0, E] u[z, Eﬁju[gﬁ, 27:), a nastepnie podaj:

a) rownania prostych, ktore sa asymptotami pionowymi wykresu funkcji,

b) zbior wartosci funkcji,

¢) miejsca zerowe funkcji,

d) przedzialy, w ktorych funkcja jest malejaca.

Przeksztatcanie wykresow funkciji trygonometrycznych

rPrzykiad 29, Wykres funkcji okreélonej wzorem f (x)}=sinx gdy x € R, przesun o wek-
tor # = [—%, 0} Porownaj otrzymany wykres z wykresem funkcji cosinus.

Rozwiazanie

Zauwazamy, ze:

» wykresy i wlasnosci funkeji okreslonych wzorami: f (x}=sin [x+ %) ig(x}=cosx

pokrywajg sie, poniewaz sin [x + %) —COSx

o

e wykres funkcji cosinus powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji sinus o wek-

- S L
tor u—[ 2,0}. J
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Cwiczenie 58. Wykres funkcji okreslonej wzorem f (x)= cosx, gdy x € R, przesuri o wek-

tor 6 =[0,1]. Napisz wzér funkgji, ktorej wykres otrzymalag/es, i podaj:

a) zbior wartogcei funkceji,

¢) miejsca zerowe funkcii.

b) najmmniejszg 1 najwicksza wartosc funkceji,

-

Przyktad 30. Funkcjaf okreslonajest wzorem f(x)=tgx, gdy xe [—E; E}.

Naszkicuj wykres funkcji g i podaj zbior jej wartosgei, gdy:

22

a) g(x)=—f(x} b) g(x)=/(=x) o glx)=—S(=x). ) g(x)=|/(x)

Rozwiazanie

a) g(x}=—7(x)

; e
T o= r(x)
= WEIRW A
: —
2 127 O

25 : Z
i | y=g(x)
i 1«

Wikcresy funkeli f1 2 5q

symetryczine wzgledem o1 x.

¢y g(x)=—f(-x)

R aF
y+g(x)
e,

Wykresy funkefi 1 g sq symetryczhe
wzgledem wzgledem punleu (0,0).

b) g(x)=f(-x)

S.L
AW =)
i W [
:"I': I T x
17 | A Z'x
i A i
| ly=g(x)
| *
Wikresy funkeji f1 2 3q

symetryczine wzgledem osi y.

d) g(x)=[f(x)-

: ya
: — ) et x : i b
. . _11.‘—_;‘{,1} J 3( ) i’- B -"‘:i“']j =] (:«]
e ; — e
Il |Z! T %
12 2. 12

J

Cwiczenie 59. Funkcje fi g okreslone s3 wzorami f(x)=sinx i g(x)=cosx, gdy

X€E (—2:rr; 27:). Naszkicu) wykres funkcji /1 podaj je] miejsca zerowe, gdy:
C) }"I(x) =—g (—x),

a) h(x)=—f (x)

b) h(x) = g(—x},

& hx)=7 (),
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Q (Przykiad 31. Naszkicuj wykres funkcji g okreslonej wzorem g (x)=2sinx.
Rozwiazanie
1° Sporzadzamy wykres furkeji fokreslonej wzorem f(x)=sinx.
2° Wartosci funkcji g otrzymujemy, mnozgc przez 2 wartogci funkcji £
wige g(x)=2sinx.

Cwiczenie 60. Naszkicuj wykres funkcii £, gdy:
a) f(x}=3sinx b) f(x}=3sinx—1 c¢) f(x)=3sinx+L.

Cwiczenie 61, Opisz przeksztalcenie, w ktérym obrazem wykresu funkcji okreglonej
wzorem f (x)}=cosx jest wykres funkcji g. Okregl zbior wartosci funkeji g oraz naszkicuj
jej wykres, gdy: a) g(x}=cosx+1 b) g(x}=cos(x—n), ¢ glx}= —cc}s[%+ x]
d) g{x}=2cosx.

rPrzykhsid 32. Naszkicuj wykres funkcji g okreslonej wzorem g(x)= cos%x, gdy xc R.
Rozwiazanie
1° Sporzadzamy wykres funkeji fokrelonej wzorem f(x)= cosx.
2° Zauwazamy, ze wartosci funkcji g sg rowne wartogciom funkcji f, gdy argu-
menty funkcji g sq dwa razy wigksze od odpowiednich argumentow funkcji f,

np. cos [i : éU”j =cos 30°.

2
¥4
3 x

. Y =cosx

N

-
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Cwiczenie 62. Podaj zbior wartosci funkcji g okreslonej wzorem g(x) = cosgx, Q
gdy xR,
| y"
) - - J'|| |- | ! ..\ |
Cwiczenie 63. Wykresy funkcji £, g 4 =3 f B T \
obrazami wykresu finkgji y = cos x W pew- ' \
nym przeksztalceniu. Podaj wzor kazdej \,_
.. 0 1=
Z tych funkcji. o= AR
M
Odpowiedzi do ¢wiczen
s s
52.a) yMsznE;rz—], ymzmngzl, ) F={-L1}, @ =0, m=r, xy3=2x, d) (x,0),
e) 1 % 20 m2m 3 %;‘r 4 x=(Gn) 3 (n2x), 6 xe{0;2x), T braktakichx, 8 %}T.
53.a) Y={-1;1), b)-x 0, %27 (—%n;—n], (0 %), [h%n) a) —%n, % %?r, &) —%, %?r,
L) T o B
0 {33} (5:37)
54a) 1 ypgw=-1 ypaur =1, 2 3agv=-1 yauxr =0 3 ypgy =1 yagx=1. B F={-11},
0) % %.?r, @ (m:2x), & {0 x), D x=r.
55.a) 5, =0, 2, =2, b) 5y =m, ©) LF%, L2=%?r, a LE[%;%J‘E} &) LE(U;%]U[%E;ZK).
56.2) ¥ ={-11}, b) Fe B8 AW [—in;—iju[i;in], 0,2x ey-mx 0 {0, {x;2x)
g7t gkl g 2" g ot

57.2) x=g x=%n, b) =R, 0, m2m d)niematakich prredziatdv

58.a) gx)=cosx+1, {0;2), b) Yipw=0, Ypry=2, ) ref.,—mx3x,.} czyll x=n+2kn, gdzie keZ.

59. Miejsca zetowe funkoji e 8) —2x, —x, 0, 1, 271, b) —E:fr, —E, E, 1}1’ c) —E:r, —E, E, 13'1
2 2B 2 2 e

3 1

d) Z2x, —m, 0, m, 2m.
61. a) Przesunigcie o wektor [0,1], ¥, ={0;2), b) przesunigcie o wekter [, 0], ¥, ={(~11},

¢) przesuniecie o wektor [—%, D:| i symetria wzgledem osix, ¥, ={-11},

L-\ BEE /- Y,={-2%2) 62 r={-L1)
T T 5 T > 63. f(x)=4cosx, g{x):icasx, B x)=cosx.
/z L.l %\_/ | 2

L | R

dy
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Zadania utrwalajace

3.51. Funkcja f okreslona jest wzorem f (x}=sinx, gdy x e (—2x; 2z ). Naszkicuj wykres
funkcji g oraz podaj zbior je) wartosci, gdy:
a) g(x)=—rf(x) b) g(x}=f(-x) 0 g(x)=|f(x)

d) g(x)=f{x+m), e) g(x)=r(x})-2 1] g(x}:f[x—%}

?

3.52. Funkcja f okreslonajest wzorem f(x}=cosx gdy x {-2r; 2r). Naszkicuj wykres
funkcji g1 podaj zbior jej wartosci, gdy:
a) gx)=f(-x) by g(x}=—7(x) oy g(x)=|/(x)

Dgl-s(x+Z) ogth-fena 0s-r(i-x)

®

3.53. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x}: tgx, gdy x e [—%; %} Naszkicuj wykres
funkceji g1 podaj zbidr jej wartosei, gdy:

) g(x}=—r(x) b) g(x}=£(-x), o) g(x)=|/ (=)}
3.54. Naszkicuj wykres funkcji fokreslone] wzorem:

a) f(x)=—sinx, gdy xe (U; 29’:), b) f(x)=1-sinx, gdy x < (U; 29’:).

Podaj:

1 miejsca zerowe funkcji f;

2 argumenty x, dla kiorych wartos¢ funkcji fjest najmmniejsza,

1
3 argumenty, dla ktorych wartosc¢ funkeji fjest rowna =z

3.55. Naszkicuj wykres funkeji fokreglonej wzorem f(x)=1+cosx, gdy x e <—%n; %ﬂ').
Odczyta) z wykresu:
a) zbior wartogei funkceji £,
b) argumenty x, dla ktérych wartos¢ funkeji fjest rowna 1,
¢) maksymalne przedzialy, w kidérych funkcja fjest malejaca.

3.56. Naszkicuj wykres fimkeji f okredlonej wzorem f(x}=—1+tgx, gdy

3 v T ; _
Xe [—Eﬂf, - Ej UE—E, Ej Odczytaj z wykresu:
a) miejsca zerowe funkcji f;

b) argumenty x, dla ktorych wartos¢ funkceji fjest rowna —1,

¢) zbior argumentow, dla ktorych funkeja fprzyjmuje wartosci dodatnie.
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3.57. Naszkicuj wykres funkcji f okreslone] wzorem:
a) f(x) = sin (x - :fr}, gdy xe (—:rr; 9’:),

b) f(x]:2+cos[

¢) f(x)=2sinx, gdy xe{0;2x),

T
‘x'__

2 j, gdy xe {—p’r; 7:),

d) f(x)=

Rownania trygonometryczne

Definicja

—Si_n%x, gdy xe(0;4x).

Rownamem trygonometrycznym nazywamy rownanie, w kiorym niewiadoma
wystepuje wylacznie pod znakiem funkcji trygonometrycznych.

rF'r.r.yrkiad 33. Rozwiaz réwnanie sinx= % gdy: a) xe(0;27), b) x<R.

Rozwiazanie
. : . 1 FA Y =sinx 1
a) Pierwiastkami roéwnania sinx =—, gdy il | ¥ES
2 o 2
x €{0; 27), sg odciete punktéw przecie- & >
7T
: . >
cia sie wykresu y =sinx z prostg o roéw- 0. | 5L \/ ud
6 6
naniu y:E_ _1_‘{-‘% j E=%) [ |
: 1 : . B . : 7
sinx=—, gdy sinx=sin— Ilub smx=sm|z—— |
i 6 6
Tl lub X= . .
6 6

2¢ Uwzgledniamy okresowosc funkcji sinus.

x:%JrEkﬁ Tub ngmzfm, edzie ke Z.

YA

o |8

Odp.: x:%—i-lhr Tub x:%ﬂ:+2k7r, edzie ke Z.

Cwiczenie 64. Rozwigz rownanie sinx = —%, gdy: a) xe{0;2z), b) xcR.
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Q Uwaga

e Rozwiazaniami podstawowymi réwnania sinx =a, gdy a < (—I; 1),
nazywamy pierwiastki, ktore naleza do dowolnego przedzialu o dlugosci 2z.

e Jezell x jest jednym z rozwigzan podstawowych J’IA
réwnania sinx =a i x € {0; 2z), »
to drugim rozwigzaniem jest z — x; Ry
Xy
sinx, =sin({z—x; |=a. '-
s ) = 0 3
Jezeli a=0, to rownanie sinx= 0 ma trzy \
podstawowe pierwiastki: x, =0, x,=m, x =2x. ;
Réwnanie sinx= g, gdzie a (-1;1) oraz
| J-CE(U,' 2:-:) - ceR
JESLPEIONE (R 02 gz jest spetnione (marozwiazanie ogdlne), ody

podstawowe), gdy

x=x lub x—m—xy |x—x+2kn lub x — (7 —x,)+2kn, gdzie keC

Nt
Il
2.
B
B
]
£

]
:

D

\
Xy — 21 F—\
(m—x,)—2n -7
K___

o

e

*
T e
(E%E‘/
Xg+4m -
(m—% ) +4n -

C.

Cwiczenie 65. Narysunku przedstawionajest interpretacjageometryczna réwnania sin x = a.
Odczytaj jego rozwiazanie podstawowe 1 podaj rozwiazanie ogolne, gdy:

a) sinx =0 ¥ y=8inx
1 [ 2 5
¥=
/\ rAW-="1
/ \A E\/z% \/ ’
J=1

. 1

b) sinx=1 A F—

Q / J. % T 2 : Fx
2

y=sinx
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¢) sinx=-1 YA y=sinx

ANNAN YA UV
TNy AN N/

- =i

Z2m+1

rPrz:y'khn:l 34. Dlajakich wartosci parametru m réwnanie sinx = — marozwiazanie?

Rozwiazanie

Rownanie sinx = % ma rozwigzanie, gdy liczba : nalezy do zbioru wartosci

funkcji sinus, czyli gdy i e(-1;1). Zatem
- 2m—+1 -
ATy e B o me(-2:1)
2m—+1
<1
3
Odp. me(—Z; 1). J

Cwiczenie 66. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie sinx=4m—1 nie ma roz-
wigzania?
Cwiczenie 67. Podaj rozwiazanie ogdlne réwnania sin x = a, gdy jednym zjego rozwiazafi

r i s
. by— o ——
12 ) 8 ) 4

podstawowych jest liczba: a)

V3
2 g
a) xeR, b) xe(—2m;4x)ioblicz sume pierwiastkéw.

Przyktad 35. Rozwiaz rownanie sinx=— dy:

Rozwiazanie sinx =sm( x}

a) sinxz—?:)’, wiec —sinx:;, skad sm(—x}=€.

Zatem —x, :%, wiec

A

T .
xo——_— 1 ﬁ—xo—zf[.

x:_%+2kﬁr Iub x=i}n +2km, gdzie ke Z.
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Q b) Pierwiastki réwnania sinx = —g, gdy x e(—27; 47 ) odczytujemy z wykresu funkcji
f(x} =sinx, gdy x & (—27?; 47?).

YA y=s8inx

X —Eﬂ' = i:’r x—zfr x E:fr X E:71'

]. 3 ? 2 3, 3 3 ¥ 4 3 ® 5 3 2 6 3 2
2 = 4 5 10 11

XX+t A =——T——+—m+—n+—n+—n=97.

3 3 3 3 3 3

Odp.: a) x=—§+2kn Tub x:§n+2kn, edzie ke Z, b) or. J

Cwiczenie 68. Oblicz sume pierwiastkéw réwnania sinx = % gdy xe(—=;3m).

Przyktad 36. Rozwiaz réwnanie sin [2x+ %) E

Rozwiazanie 1
) [_,, R} 1
sin| 2x+— |==
4, 2
\_.V_r'
f"’/fr l -1
2't.‘-+r—°:£+2k9’r b 24 FmnFi kg M= oz Sin[”—ﬁ];-
T4 4 3 o E il &
i 7 ,
Odp.: x=——++kxn lub x=—=n+kn, gdzie ke Z.
24 24 J

e : : : ; 2 ; |
Cwiczenie 69. Rozwiaz roéwnanie: a) siny =— 77 b) sin [Zx—%j Ser
Uwaga Z wlasnosci funkcji sinus wynika, ze

sink=sinf, gdy a=B+2kn lub a=n- B+ 2kn, gdzie ke Z.

Q X5 K—X,
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r Przyktad 37. Rozwiaz réwnanie: a) sin3x=sin5x, b) sin2x+sinx=0.

Rozwiazanie
a) sin3x=sinSx
3x = 5x+ 2ka lub 3x=(m—5x)+2kn - S
sinx, — sin{zx —x, )
—2x=2kn lub 8x=w+2kx
x=—km £
x=km, bokeZ. lub  x= % o gdzde ke Z.  sinfbm)-sinfe) -0

b) sinZ2x+sinx=0
sin2x =—sinx sinx=sin{ x)

sin2x =sin ( —.r}

Xy ——x
2x =—x+2kn Iub 2x=n- (—x}+ 2k sinon, —sin {7z —x,)
3x=2km Iub  x=n+2kn
x:ékﬂ lub x=m 42k sinfm + 2km ) —sinf{kx ) -0
2 ;
x=—"kn Iub x=kr, gdzie ke Z.

3 J

Cwiczenie 70. Rozwigz réwnanie:

a) sin4x =sin2x, b) sin3x+snx=_0.
Rownanie cosx=a rozwiazujemy podobnie jak rownanie sinx =g, gdy a < (— L 1).

Uwaga
e Rozwiazaniami podstawowymi réwnania cosx =a, gdy ae (—I; 1), nazywamy
pierwiastki, ktore nalezg do dowolnego przedzialu o dlugosci 27.
e Jezeli x; jest jednym z rozwigzan
: ; VA
podstawowych réwnania 1

cosx=a i xe(—n; fr), i )
: : - ; *p
to drugim rozwigzaniem jest —x;,. 3
bo cosx, =cos(—x; )=a. 1 7] la 1%
e coso=cosf, \ o

gdy a=f+2knx lub ao=—B +2kn | -1
gdzie ke Z.
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Q Roéwnanie cosx = a, gdzie ae (—l; 1} oraz

Xe (—:-r; 9:) xeR
jest spelnione (marozw gzame

podstawowe), gdy jest spetnicne (ma rozwigzanie ogolne), gdy

X =2 lub x=—x X=Xy+2km lub x =—x,+ 2k, gdzie ke Z

Przyktad 38. Rozwiaz rownamnie: a) cosx=— 22, b) cos [?mc +%j = COS [x+ %)

Rozwiazanie (x,) YA

A ; N I
a) cosx:—T,mgc xozzn,ska(d Ay =77 __:F /\ %:-:

3 3 _I.' * >
x=—a+2kn lub x="7+ 2k, = 1/ |9 NEE
edzie ke Z. ‘/\' —h J\—“

P =Co8x p=C_ 2
T T il 2
b) cos[i.x:-4-7]:cos[x+—] T Xt
6 6
4+l =x+Z 1 2%k b 3x+ = _[x+£] + 2k cosx, —cos(-x,)
6 6 6 6
2x=2kn fub dx=—" 4 2k
3
x=kn lub e B B0 i b
2" 2

Odp.: a) x = -% 7o+ 2kx Tub x= %9’: + 2%z, gdzie ke Z,

km

b) x=kz lub x=—— + 2" odzie ke Z.
12 2

Q Cwiczenie 71. Rozwiaz réwnanie: a) cosx = % b) cos [lr —%) =COoS X,
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b) 2cos”x=1. R

Przyktad 39. Rozwigz réwnanie : a) [cosx|=

2 >
Rozwiazanie : .
e 7 — y=|cosx| J
3 Cherezem podstawowym L OPA l f
_ N2 | |
a) |COS x‘ T 5 Junkgii f(x)=|cosx| jest 7. | a i &
| | | |
| /NG N
x=—+kr lub x= +krn, gdzie ke Z. -
G i T I n | X
7 %% mg
| E | i
b) 2cos’x=1 /:2 =l

C-032 X =

‘\‘C—OSE X =

b | —
ol S
§|
)
Il
=

lcos x

x:%+k9’r Tub x:—g+kn, czyli

T

x=" 1k " odrie ke Z.
4" 2

Odp.: a) x:%Hm lub x:—gﬂm, odzie ke Z, b) x:%+k-%, gdzie ke Z.

Cwiczenie 72, Rozwigz rownanie;

a) |cosx‘:%, b) 4cos’x=3,  c)|cos2x|=1

rI:'rz'_g!kiad 40. Rozwiaz rownanie cos2x= % anastepnie podaj wszystkie jego pierwiastki
nalezgce do przedziatu (0; 27).

Rozwiazanie cos 2y =

b | —

_Z %kr lub 2v=-"4 2z
3 3

x:%Jrk?r Tub x:—%%ﬁ, edzie ke Z.
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k=0, wiec x=— lub x=—_
6 6

: 7
k=1 wiec y="ig="z
6 6

k=2, wiec x=—+2x lub x=—"42z="o1.
6 6 6

lub x:—%—kﬁ:—n

by
——z {2
" 2 (0;27)

5
6

{%ﬁh] 2{0;27)

J

Odp.: E, E?r, z?’l’, E9’?:.
6 6 6
Cwiczenie 73. Rozwiaz réwnanie cos3x = — 23,

wiastki nalezace do przedziatu (—=; ).

Réwnanie tgx = @, gdzie ¢ € R oraz

ie {—%; EJ ie R
ol jest spetnione
(rjm msg“mm . (tna rozwigzanie ogilng),
podstawowe), gdi gdy
x=x, X=X +ki,
it gdzie ke Z
| y—h | y‘\ | |
| | | . |
[ [ | =28 |
| | a |y '
— AT AT AT,
| =] _E D E = | X
' L 2 2 + |
| ol | ' £
| | | |
| | | |

Uwaga
Jezeh tga=tg B, to a=p+kn,
gdzie ke 7.

Kazda prosta o réwnaniu
v=a, gdzie ac R,
z wykresem funkcji
T
y=tgx, gdy xe {_E;E]’
ma jeden punkt wspélny o wspdl-
rzednych (x,, a).

a nastepnie podaj wszystkie jego pier-

rPrzykiad 41. Rozwiaz rownanie:

Jg X K A
a) tgx = 5 b) tg[5+gjztgx, C) thx:tg[x+E].
Rozwiazanie

a)l‘rAc——:‘;v'.f‘_ic;c—E
g 3 gC Xq 6

tgxztg%, skad x=%+kn,gdzie keZ.

Y

5
L S| A '"\\ﬁ‘_

___t\_;ll‘:q_______

P
e
S

___Mli_.q______



Réwnama trygonometryczne 17

b) Okreslamy dziedzine D rownania tg [%4— %j =tgx
§+£¢£+k9’r i x¢%+kn, keZ, skad

D: xi%:fﬂ—ﬂm 1 x;&%Jrk:fr.
Rozwigzujemy rownanie i sprawdzamy, czy jego pierwiastki nalezg do dziedziny D.

tgx istnie], gdy x;ﬁ%+ ke, keZ.

_ b _ T . ; .
Zapis x=— 2km 1 x=—+= 2knm traktujemy rownowaznie.

6= LIkR. PO -RETA %+2kﬂED.

¢) Okreslamy dziedzine D rownama tg2x = tg[x + %]

2x.:t%-l-ir;: 1 x+£¢§—!fm, skad D: x#%—l—k-%, keZ

-

A
tglx=1tg| x+—
g2~ tg[ 5+ 2
2x=x+£+k9’r, skad x=" 1 kx.
4 4

: b3 : _ s v s o - : .
Liczba —+ kn me nalezy do dziedziny D, wiec rOwnanie nie ma rozwigzania

Odp.: a) x= Ty km, b) x= e 2kz, C©) rOwnarnie 1nie ma rozwigzama. J

Cwiczenie 74, Rozwiaz rownanie:
a) tgx=-1 b) 3 tg[?’x—%j -3, o tg[%—x} = tg[ﬁx +%).

1

| Odpowiedzi do cwiczen
11 7 11 .
64.a) x =g;r,x2 =E:-r, b) x=—m+2&rx lub x:E;-r +2km, gdzie kel

— ]l i i " ! . il ol ol il i
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—— e e e ———

. e e .

——— . e

( “Iilll‘.\'h’l!.’_i do dwiczen — od

65 x=0, 5=, xn=2r, x=kr,gdzie keZ, h) xﬂzg, x=g+2kn, gdzie ke Z,
3 3 . 1
c) y=—mw, x=—n+2knx, gdzie keZ. f-.‘:.mr:'(—oo‘ﬂ}u —ito |
'D 2 2 * 2’

67.2) x =T+ 2kn lib x:%n+2kﬁ,gdzie keZ, b) x=T+2kx lub x:%ﬁ+2kﬁ,gdzie kez,
c) x=—%+2?’m lub x:%x +2km, gdzie ke Z. 68 6

1 T & : bis i ;
69, a) x:—z+2kn lub x:zfr+2k;rr,gd31e keZ, b x:E+kfr lub x:E+kn,gdz1e keZ.

70 a) x=kx lub x=%+%?r,gdzie keZ. b) x:%-k, cdzie keZ.

71. ) x=§+zim fub x=—§+2kx, gdzie keZ, b) x=g+2kﬁ tub x:%—i—%kﬁ,gdzie keZ.

72 a) x=—§+k.?r b x=%+k}r, edzie keZ, b) x=—%+k}r lub x=%+kzr,gdzie keZz,

¢) x=kr lub x=g+k:r,gdzie keZ

3 x=—m +gk:rr, ng:rr +gk:rr, gdzie ke Z, —§3r, —ifr, —gfr, %fr, iﬁ'r, Eﬁ'r.
9 3 G 3 g g g g g g

[ T el T e S e T T TS ST T ST —" T (e Tr—— T = re—— ——

74 a) x:—§+k;r,gdzie keZ, b x:k-%, gdzie ke Z, ©) x:—gih?&:-i, gdzie ke Z. ‘

Zadania utrwalajace

3.58. Rozwigz rownanie:

. 2 ; 3 : :
a) six = 7 b) smx = 7 c) smx:—?, d) sinx=——.

3.59. Rozwigz rownanie:

1
a) cosx=1 b) cosx=—1, c) cosx:—E, d) cc}sx:?.
3.60. Rozwigz rownanie:

a) tgx=1, b) tgx:\@, ) tgx:—\@, d) tgx=-1

3.61. Okresl liczbe pierwiastkéw réwnania w przedziale (0; 27).
a) sinx =0, b) tgx=0, ¢) cosx=0, d) sinx=2,

e) sinx+cosx=4 1) tgx=1000, g) sinx-cosx=2.

3.62. Rozwigz rownanie sinx = —% 1 podaj jego pierwiastki nalezace do przedziah:
a) (0;271:), b) (—ﬂ:; :rr), C) (471:; 6?:), d) (—49’:;—27:).

3.63. Rozwigz rownarnie:

a) sin® x=1, b) cos®x = é c) tgix=3.
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3.64. Rozwigz rownanie:

a) sin6x =0, b) cosTx=1 c) tg%x:—l,
d) sin [2x—£j=—‘ﬁ, e) cos[3x+£j= ‘E, 1y ?tg[ix+£j:—?.
6 2 -+ 2 3 4

3.65. Rozwigz rownarie:
a) sin3x=sin7x, b) cos7x =cos3x, c) tg7x =tg3x,

d) sin [x—%j:sinzx, e) cos[x+%j:0032x, ) tg[x—%j:tglt

3.66. Okresl, dla jakich wartosci parametru m rownarnie ma rozwiazanie.

a) sin2x =m, b) cosix:l—m, c) tg(x—ﬁjzl.
2 . 4/ m

3.67. Okresl, w zaleznosci od m, liczbe rozwigzan réwnania |[cos x| =m, gdy x e {0;3x).

3.68. Uzasadnij, ze rtéwnanie 2 cos” x+mcosx =0 ma rozwiazanie dla kazdej liczby 1ze-
Dl czywistej m.

Rownania trygonometryczne - cigg dalszy

Aby rozwiazac niektore réwnania trygonometryczne, trzeba wprowadzi¢ zmienng pomoc-
nicza i rozwiazac w pierwsze] kolejnosci otrzymane réwnanie.

Pokazemy to na przykladzie.

r Przyktad 42, Rozwiaz rownanie 2sin’x —7sinx+3=0.
Rozwiazanie
2sin x—7sinx+3=0 < 2-(sinx)’ -7 -sinx+3=0
Wprowadzamy pomocnicza zmienng ?.

sinx=t¢, gdzie IE(_I; 1) 1<siny €1, wige te{ 1,1).
22 —T1+3=0, A=25 JA=5
1 :
I:l lub =3 EE(—1;1)13€E(—1‘,1)
1 5 1
I:E, czyli smx:E xﬂ_%

JC:%—FZk?r lub x=%n+2kﬁ,gdzie keZ.

Odp.: x=%+2kﬁ lub x:%:fr+2k:rr,gdzie keZ. J R
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Cwiczenie 75. Rozwiaz réwnanie:
a) cos’ x+6cosx+5=0, b) 3tg2x—4ﬁtgx+3:0, C) cos2x+2smx+3=0

Dotychczas rozwigzywalismy takie rownania trygonometryczne, w ktorych wystepowala
tylko jedna funkcja trygonometryczna. Zajmiemy si¢ teraz roOwnamami, w kiorych wy-
stepuje kilka roznych funkeji trygonometrycznych. Sposoby rozwigzywania tych rownan
pokazemy na przykladach.

rPrzykiad 43. Rozwigz rownanie: 1
a) sin2x+cosx=0, b) cos2x+sinx=0, ¢) tgx+—=

tgx sinx
Rozwiazanie
a) Rozkladamy lewgq strone rownania na czynmniki.
sinZ2x+cosx=0 Sin2g — 28ine -cosg
2sinix-cosx+cosx=0
s (2sinx+1)=0 b0, gdy a=0 lub b=0

Porownujemy czynniki do zera 1 rozwigzujemy otrzymane rownania.
v=0 lub 2sinx+1=0

s o AL =
- _ 1 sin( :c)—E,wsegc =
x=—+kx lub smmx=——
2 2 =% b x=m x.

LI g T L
6 6

x:—%r 2k lub x:%n+2km edzie ke Z.

b) cos2x+sinx =0

1—2sin® x+sinx=0 cos2x—1-2sin’ x
2( Il-)z— | —1:0‘
inx=t¢ gdzie IE(—I;I) 1<sinz <1, wige £e{ 1;1).
218 —1-1=0
1 ]
12—1 Tub 1 =1 —EE(—].;].} i le(—l;l}
2z
1 7
! :—E lub = =] xﬂ_—g

A

x =+ 2k lub ngmzfm, lub x=%+2kn, edzie ke Z.
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| g o ;
C) tgx=——=—— gdzie sinx =01 cosx=0. “R
tgx sinx
§inx cosx 2 . gin 1 COST
+— =— /-sihx-cosx tox= - s
cosx Sinx Silx cosx  tgx  sinx

o 2 2
§in“x+cos  x=2cosx
sinx+costx=1

l=2cosx
cosle LI
2 2
T vis ; -
x:§+2k7r Iub x:—§+2k-ﬁr,gd21e ke, xﬁZEJ
Cwiczenie 76. Rozwiaz réwnanie: a) sin2x+sinx=0, b) % =21

rPrzyldad 44. Rozwiaz rownanie 3 cosx+sinx=1.

Rozwiazanie
Przeksztalcamy rownanie VBeosx+sinx=1 do takiej postaci, aby zastosowac wzor
na funkcje trygonometryczng sumy katow.
Pokazemy dwa sposoby przeksztalcenia tego réwnania.
I sposob | 17 sposob

Jcosx4siny=1 /:2 JBeosx+sinx=1

|
£.¢05x+l.giﬂx:_ | tgfcostrsinx:l - sin =
2 2 2 | 3 Sogl-—2
Podstawiamy: : sin% . %3
cosx+sinx=1 /.cos—
3 |
£:smE i —=CDSE, | cos= 3
2 3 2 3 | 3
. T : 7 i :
SH];CDSJC-FS]JJJCCDSg:CU‘SE ging -cos B+ sin Beosa —sin{a + )
. [ ﬁrj 1
S| x+— |==
3 2
2= ik b x4+ l=n-T i 2kn %%
3 6 3 6
T T .
x=—+2kx lub x=—+2km, gdzie ke Z.
6 2 )
Cwiczenie 77, Rozwiaz réwnanie: Q

a) Jeosx—sinx=1 b) sinx +cosx =2, C) sin x—cosx =+/2.
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Q rPrzykiad 45. Rozwigz rownanie 4cos2x-cosSxy=2cos7x+1.

R

Rozwigzame
deos2x-cosSxy=2-cosTx+1

Zauwazamy, ze 2x -+ 5x =Tx, wiec

deos2x-cosSx=2-cos(2x+5x}+1 cos(a+ B} =cosacosf sinasinf

dcoslx-cos3x =2 (cos2x-cosSx—sin2x-sin5x )+ 1

deos2x-cos5x—2cos2x-cos5x +2sin2x-sin5x=1

2-(CGSZJC-CDSSJC—!—SiJ]Ex-Si.‘[]Sx)Zl 12 cosacosﬁ+sinasinﬁ=cos(a ,B)
cos(2x—S5x)= L
2
cos?;x:l
2
3x="42%kr b  3x=—L42kn
3 3
2k 2
el gy e SR e B
9 3 0 3

Cwiczenie 78. Rozwiaz réwnanie 4sin4xcos6x =2sinl0x+1.

cos{ 3x)=cos(3x}

Odpowiedzi do éwiczen

75.2) x=n+2kn, gizie keZ, b x=%+fm, x=%+fm, gdzie keZ, © x:%;r+2kn,gdzie kez
2 %4 : ;
76.a) x=Fkm, x=—§n+2}’m, _FC=EFT +2km, gdzie keZ, D) x=(2k+])?r, gleie keZ.
b b g i s
77.a) x=g+2fm, .x=—5+ 2k, gdzie k=Z, b) x=z+2kn, glzie ke Z,

& x:%:r+2kfr,gdzie kez. T8 x=—Ttkr lib x:f—2n+k:r,gdzie hei

Zadania utrwalajace

3.69. Rozwiaz rownanie:

a) tgx-cosx =0, b) tgx -sinx =0, C) sinx-cosx =10,

d) sin[x—%j-tg[ﬁng:(}, e) cosx(sinx—1}=0, f) sin[xntgj-(tgxntl}zi}.

3.70. Rozwigz rownarie:

a) 4sin® x—4sinx+1=0, b) Zeos®x—cosx=1 C) sinx+ cos’x+1=0
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d) 2cos” x+3sinx =0, e) sin2x—2cos” x=0, f) 3sinx+2cos2x=3, Q

g) cosx—cos2x =1 h) 2cosx—cos2x=-3, 1) 2sin’x—cos2x—sinx=0.

3.71. Rozwiaz rownarnie:

a) sin[ﬁ—x]:sinbc, b) cos[?;x—ﬁjz COS X,
4 3
c) t [E—x]—t ["x+£] d) sin [x—go’r\ =Ccosx
g 6 - g 4 ° 3 J_ »
A T X 7

e) cos2x =sin| ——x |, tg| —+— |=tg| —— |.

e “[12 j Dg[z ?J g[s 4j
3.72. Rozwiaz rownanie:

a) sinx —cosx=—1 b) sinx =tgx, ¢) 2sin® x=sinx,

; .2
d) sin® x—cos®x =0, e) wzﬂ, f) sin®x +cos® x=1,
Cos X
: : 1+si
g) sin2x =cosx, h) tgx-cosx—sin2x =0, i) coéx = +51211x.
l-sinxy cos”x

3.73. Rozwigz rownanie:

a) SCosszgsinx, b) cosSx+cosx=0,

) sinx+sin3x =0, d) V3sinx—cosx=1
3.74. Rozwigz rownarie:

a) sinxy —cos(m —x}=0, b) cos{z+x}+sin{z—x)=0,

¢) sin{m +2x)+cos{x —2x}=0, d) tg(m—x)+tg(m+x)=0.

3.75. Oblicz:

L | b2

a) cosg, gdy cc-sx=—§ ixe(m;2z) b) tgg, gdy sinx=

c) COS()C—!—EJ d SiJ:uc—l i xe<£‘9’r>
4 /5% T T

.

ixe(@;ﬁ>
2

3.76. Rozwigz rownariie:

a) 2sin4xcos 2x =sinbx +1, b) 4sinSx-cos3x =2sin8x+1,
¢) 4sin2x-cosdx = 2sin 6x++/2, d) 2cosbx-cos3x=cos9x+1,
€) —4sin 5x-sin2x = 2cos Tx — V3, f) 2sin 7x-sin3x+ cos 10x =0.
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Nierownosci trygonometryczne

Nierownoscig trygonometryczng nazywamy taka merownosc, w ktdre] niewiadoma wyste-
puje tylko pod znakiem funkeji trygonometryczne]. Bedziemy sig zajmowac tylko takimi
merownosciami, ktorych odpowiedZ mozna odczytac z wykresu funkceji trygonometryczne;.
Pokazemy to na przykladach.

rPrzykiad 46. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji fokreslonej wzorem:
a) f(x)=sinx

Przeanalizuj wykres funkeji £ podaj rozwigzarnie nieréwnosci f(x)}> 0, gdy:
1 xE(U;Zﬂ:), 2 xeR.

Rozwiazanie

a) 1 xe (0; 273)

sinx >0, gdy x e (U; _ﬁ) Unwzgledniamy

2 xeR i
okresowosd
sinx >0, gdy x € (0+2km; w+2kn ) odzie ke Z. A phibi
b) 1 xe (U; Zﬂ')
sinZx>0, gdy xe [G;%} u[p’r; %n’],
2 xeR Uwzgledni amy
= okresowasc flinkajl
sin2x >0, gdy xe[ﬂ+kn;5+kn} gdzie ke Z. ¥ =s8in2x.

Odp.: a) 1 xe((};:fr}, 2 xe(Ekn;n—l—Ekn},gdzie keZ,

b) 1 xE[U;%)U[ﬂ';%ﬂ'} 2 }CE[I:C?T;%—F]HE}gdZiB keZ.
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Cwiczenie 79. Funkcja fokreslonajest wzorem: a) f(x}=sinx, b) f(x)=sin2x.
Podaj rozwigzanie nieréwnosci f(x)<0,gdy: 1 xe(0;2x), 2 x<R.

-

Przyktad 47. Rozwiaz nieréwnosc cosx = g gdy: a) xe <—n;%n) b) xe R.

Rozwiazanie %
YA Y 2
a) 1° Szkicujemy fragmenty cosinu- | ——

|

soidy i linii prostej, okreslo- | ﬂ;’ |
- | - |

nych rownaniami y=cosx ~% —%-—% sz
].y:?,gdy X e —E;Eﬂ ; 2z .

2° Rozwigzujemy rownanie:

cosxzﬁ, gdy xe(—x;in). skad x=—" b x="
2 2 6 6

; . oy : 3
3° Odczytujemy z wykresu rozwigzanie merownosci, gdy x < (—;rr; Eﬂ'):

COSx ~» ﬁ EEXE <—£;£).
2 6" 6
b) Uwzgledniamy okresowos¢ funkcji 1 podajemy rozwiazanie nierOwiosci,
gdy xe R;

xe <— % + 2k %+ Zko’r), edzie ke Z. Okresem floiksji

COSINS jest 2.

1A

Odp.: a) x = —E;—, b) x e —£+2kﬂ';£+2kﬂ' , gdzie ke Z.
6 6 6 6

J

Cwiczenie 80. Na rysunku

przedstawiony jest wykres | ==t | al
funkcji f (x)=sin2x i prosta

|
i 7 I i
ywnanin y = 1 : i " 12 5" | /
010 u y=——. Odczytaj OO y 3 | = [y
. - wox e o o\ 3 L F
- - . " = e | o 1 _ — % i !
z wykresu rozwigzanie nierow- y B . .
‘ci sin? 1 g 7 y__l;f ‘/1 \f
nosci sin2x > —— xeR. = i =4 _
Py gy 27 | |

R
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Cwiczenie 81, Podaj rozwiazanie nieréwnosci cosx = ?3 gdy:

a) xe(ﬂ; 29’:), b) xe(—Zﬁ; 0), C) xe(-ﬂh’r;ﬁﬁ).

rPr..'.'jrlvdad 48. Rozwigz nierdwnoscé cos%x < —%.

Rozwiazanie

. . 7 . . : 1
Wprowadzamy zmienng pomocniczg ¢ = gx 1 rTozwigzujemy nierdwnosé cost < —5
Okresem zasadniczym
funkeji £ (x)=cost jest 2m ¥4 y =cost

\
1° te{0;2x) i cosr:—E - »}E\E | Lo | E/;; Py

}‘:g:fr Iub rzgn.

20 te{0;2x) i cost< —%, to 27 Hi
2 4 )
—m <<
3 3
: 1 . 2 +
3 teR i cosr<:—5, wiec gsrr+2k7r <f<§9’r+2k:rr.
4° rzzx, wiec Eﬂ'—l—ﬁkﬂ' <Ex<i9’r+2kﬁ /-E
8 3 8 3 7
ER—FE}%H <X<EH+E}CR, gdzie ke Z.
21 7 21 7 J
R L - ; 1 3
Cwiczenie 82, Rozwiaz nierdwnos¢: a) sindx <:—E, b) tgix =
rF"r..‘ryrkiad 49, Rozwiaz nierownosc tg% >3,
Rozwiazanie | i ;
| |
Okresem zasadniczym funkcji f(x)= tg 2 jest 27. L2 \ |
2 i —gl’f :
X ; o X —aT 1 0 T X
1° Szkicujemy wykres funkeji f(x)= th i ﬂ |
| ! |
1prostg y= 3. Wybieramy przedzial o dlu- i / i hy=—3
| |
| |
I o I

goscl 2, w ktorym znajdujemy rozwiazanie

podstawowe rownania tg% =—3.
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xE(—ﬁ;H} i tg.':—\@ w5 R

I_ = —E, skad x :—E?r.
3 3

5 Dvzgledniamy okresawase
2° yxe(-mm) i tg§>—\/§, wiec xe[—gn;ﬂ:} Jﬂﬂfffﬂyﬂgg-

30 xER\{n+2kﬁ}itg§>—J§,M@c xe[—%n 2k 4 24 J,gdzie keZ.

Cwiczenie 83, Rozwiaz nierdwnosé tg% <—f3.

r Przyktad 50. Rozwiaz nieréwnosé 2sin®x <1
Rozwiazanie g 5
2sinx<1 /:2, wiec sin®x< > skad |sinx| ST

V2 V2

————<siny £ —.
2 2

Ny | gl

|
|
|
|
|
|
|
I T

A

B gt e B e Bl b e et e Bt sl
4 4 4 4

X E(—%—i—kﬁ; %+ im>, gdzie ke Z.

Cwiczenie 84, Rozwiaz nieréwnosé: a) cos” x = % b) 3tg’x <9.

i I._Z;(I|;-_mf\';m£1_| ¢if_|-.'1-\"|f'f.;|'. R L }
. T 3 E
79.2) 1 xe{m;2x), 3 xe(w+2kn;2n+2kn), gdzie keZ, b) 1 JCE(E;JT>U(EJT;2?E), !
t T . T 7 . _
2 xe<—+k;r;:r+k:r>, gdzie keZ. A0 | ——Akm—m +fc;r], gdzie ke Z.
l 2 12 12

8l.a) xe D;E I Hngzx = —2%;—Hﬂr I —E;D , ©) x= 4;-r;£;-r !
6 B 6 t &



R

R
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Odpowiedzi do cwiczen —cd
| 82.a) xc [—izr +k-£; —L:r +}€: .gdzie keZ, b) xe lzr +ikﬁ;gﬁr+ikﬁ ygdzie ke 2.
24 2 24 3 3 3 3

RSN

|
|
]| 8. oxe [—J’E +2km; —%:rr +2k}r>, gdzie ke Z.
|

B4 a) (—%+krr;%+fm>,gdzie keZ, (—%+ﬁm; %Hm), gdzie keZ.

-0 —0 . RS ! - - = - T A S - — = . - -

Zadania utrwalajace

3.77. Rozwigz nierOwnosc:

a) sinx < 1, b) sinx <1, €) cosx > —1, d) cosx = —1,
gdy: 1 xe{0;2x), 2 xe —En;—i , '3 xR,
4 4
3.78. Rozwigz nierOwnosc:
a) sin3x >0, b) sin3x < 0, c) tg3x =0,
X .X X

d) tge—=10 e) sin— <10 cos— = (.

) g7 ] St Dimore

3.79. Wyznacz rozwiazanie nierownosci w podanym obok przedziale:
a) sinx <—1, {—4;1'_: :ﬂ} b) sinx <0, (—3;{; .SR'), C) cosx £—1, (—35:‘_: n‘},

d) cosx>—%, (:27), € tgx <3, <

|.1|r‘=‘ﬁ
||J-J

= r>, N tgx>-1 ((]; '_’i,q)_

3.80. Podaj zbior rozwigzan nieroOwnoscl Zawierajacy sie w przedziale podanym obok.

: z\_3 | T 1
a) sm| x+ = U2 b) —cos| x—— |<—, {—=; =),
)[3] (%27 )2[4J4<“)
c) tg§>l, (—m; %), d) VBtg3x <1, (0:2).
3.81. Rozwigz merownosc:
a) 2sinxcosx S%, b) cos’x—sin‘x =1,

C) Sm[erz_ﬁj_sm[erfjg‘E, d) sm[£+£j+siﬂ[£—£j<ﬁ.
3 3 2 2 2 2 2

3.82. Rozwigz merownosc:

a) sinx > cosx, b) sin x < cosx.

3.83. Naszkicuj wykres funkcji f1 podaj rozwigzanie nierdwnosci podanej obok.
D £()=lsina| f(x)2 B /() -Jeos2el, f(x)< 32
9 7(x)=lexh £(x)21
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Zestaw powtorkowy

. Uzupetnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A 1 B

oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D,
Miara gléwna kata —2000° jest:
A 160°, B. 200°.

2
Koncowe ramie kata o mierze llgﬂ' lezy w cwiartce:

C. II1, D. IV.

. Uzupetnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonveh literami A i B

oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.
Jezeli o =250° toiloczyn sine -cosa -tgor jest:

A. dodatni, B. ujemny,
; 5 : ;
Jezeli o :gfr, {0 suma s o +coso Jest:

C. dodatma, D. ujemna.

. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F— jesli jest falszywe.

Wartos¢ wyrazenia cos130°cos190° —sin130°sm 190° jest rowna —%. P|F

Zbiorem wartosci funkeji f (x)=sin (x—%] jest zbidr ¥, :<—%;%>. P|F

Zbiorem wartosci funkeji f(x)=cosx —% jest zbidr ¥, = (—%; %) P|F

. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A 1 B

oraz odpowiedz sposrod oznaczonych litevami C i D.

o T 5 , ) 1
Jezeli x ——‘gﬁ , to réwnanie cosng ma;

3

A. dwa rozwigzania, B. trzy rozwiazania.

Nie ma rozwigzania nierdwnosc:
C. sinx<-—1 D. sinx <-—1.



4. Twierdzenie sinusow
| twierdzenie cosinusow

Twierdzenie sinusow (Snelliusa*)

Rozwigzac trojkat to znaczy obliczyc dlugosci wszystkich jego bokow oraz miary wszyst-
kich jego katow. Twierdzenie sinusow 1 twierdzenie cosinusow pozwoli nam rozwigzywac
dowolne trojkaty.
B,
Cwiczenie 1. Uwzglednij dane przedstawione na
rysunku i rozwiaz trojkat 4B,

10

cl=

Cwiczenie 2. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole trojkata 4BC.

a b
) ) &
C
8
30° 30°
4 5 B P
Twierdzenie sinusow
W kazdym trojkacie stosunek dlugoscei boku do c
sinusa kata przeciwleglego jest rowny srednicy
okregu opisanego na tym trojkacie: aﬁ

B
a b ¢ _. N 7
=2 =2R, =2R. 4 w
sin o - sin 3 siny

a b C

——=——=——=12R, gdzie R jest promieniem okregu opisanego na
sin sinf  siny SRS

Z (zaloienie): | T (feza):

a, b, ¢ — dlugosci bokow trojkata, a b c

o, B, ¥ —miary katow lezacych odpowiednio naprze- sing snp  siny

ciw bokow a, b, ¢,

# Willebrord Snell zwany Snelliusem (1580-1626) — holenderski astronom i matematyk.
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Dowéd:

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

1 Wykazemy, ze .a = _b = _C .
sing  sinf  siny

Pole P tréjkata mozna obliczyé, stosujac jeden z trzech wzorow:

| | | IE—— ,
P=—bcsina lub P:Eacsmﬁ, lub P:Eabsm}g wiec

l.i!:'c.sim:ner =lacsin,8 = l:?bsin ¥ 2
2 2

besina =acsin f =absiny, skad

besina =acsin B, acsin f=absiny, besinog =absiny, wiec

bsino =asin f, csin B =bsiny, csing = asiny.

Zapisujemy kazdg z powyzszych rownosci w postaci proporcji

a b b ¢ a_csda_b_c
sinor sinf3’ sinB  siny  sine  siny sinor sinf8  siny’
2 Wykazemy, ze .a =2 R, rozwazajqc trzy przypadki:
sin o

0°<o «90% o=90°% 90° <o <1807

0° < o <90°

W okregu prowadzimy srednice CD 1 punkt D laczymy z punktem B.

Wtedy |« CAB|=|«CDB|=¢, |CD|=2R, |« DBC]|=90°

W trojkacie CDB
BC

sina:u, czyll sinex = 4 . skad .a

(/2] 2R sinor

o = 90°

Zauwazamy, ze \C’B| =a=2R. sina =sin90° =1, wiec

—

o

=

a a a :
e =—=gqa, czyli —
siney  §in90° 1 sine

90° < o < 180°

W okregu prowadzimy srednice C'D 1 punkt D laczymy z punktem B.
Wtedy |CD|= 2R, |« DBC|=90°. o
Katy BAC i BDC sg katami wpisanymi, opartymi na tukach : 5 =\
dopelniajacych sig, wigc |« BAC|+|«BDC|=180°, czyli
o +|«BDC|=180°, skad |« BDC|=180°-¢.
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W trojkacie BDC:
; BC - a a
sm(lSO"—a):‘ | czyli sinad=—, skad ——=2R. ..
‘C’D 2R sin o
Z rozwazah w punkele 2° wynika, Ze _a = _b = _C L zatem punkt 1° dowodu mozne pom ngd.
simg  sinfi  siny
Uwaga

W zadaniach dotyczacych rozwigzywania trojkatéw bedziemy zakladac, ze w tréjka-
cie ABC boki a, b, ¢ leza odpowiednio naprzeciw katow «, 3, y.

rPrzykiad 1. Rozwiaz trojkat ABC, w ktérym miary katéw o 7 fsa odpowiednio rowne
40° 1 68° oraz dlugosc boku ¢ jest rowna 6 dm. Oblicz promien okregu opisanego na
tym trojkacie. Wynik podaj w przyblizeniu do dwoch miejsc po przecinku.

Rozwiazanie C
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. b &
Dane: o =40° B =68° c¢=6dm. : Obliczyé: a, b, R. P & f_/'é "

o+ B+y=180° wiec y =180°—(40°+68°)="72°,

Z twierdzenia Sinusow:

a ¢ . csino  6-sin40°
——raan L = 2
sin siny siny sin 72°
a=S0O88  gead an4,06dm,
0,9511
.b _ .c : miiee b:cstmﬁ:tﬁ-.smfsg
sinf8 = siny siny sin 72°
=S92 ad b 5,85 dm,
0,9511
c . 6
—=2R, wiec 2R=— , skad R =3,15dm.
sin s 72°
Qdp.: a=4,06 dm, b =5,85dm, R =3,15dm. J
Uwaga

Zadanie z przykladu 1. mozemy rozwiazac takze, obliczajac w pierwszej kolejnosci
promien R okregu opisanego natym trojkacie, a nastepnie diugoscei bokow a i b na pod-

o o a . . b
stawie rownosci sing =—1i sinf§ = —.
2R 2R

.
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Cwiczenie 3. Rozwiaz tréjkat ABC1 oblicz promiefi R okregu opisanego na tym tréjkacie,
gdy: a) @ =60° B=45" ¢=10, b) f=50° y=120°, a=
Wynik zaokraglij] do calosci.

Cwiczenie 4. Oblicz dlugosé¢ najdinzszego boku trojkata, w ktérym promiefi okregu
opisanego na nim jest rowny 9 cm, a jeden z katow tego trojkata ma miarg 150°.

rPrzykiad 2, Rozwiaz trojkat ABC, w ktorym boki b1 ¢ maja odpowiednio dlugosei 1018,
a kat f ma miare 60°. Dlugosc¢ boku podaj w przyblizeniu do 0,1, a miary katow do 1°.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

Dane. b=10, ¢ =8, =060° | Oblicyé: a, «, .
Z twierdzenia sinusow:
b e skad Smy_csmﬁ:&smé(} :2J§_
sinf  siny b 10 5

siny = (,6928, wiec y =44° lub y =136°.
Warunki zadania spelniatylko kat omierze 44°, poniewaz spelnia warunek g +y <180°,
Obliczamy miare kata a1 dlugosc boku a.
o= 18(}"—(;3 +y ) czyli o = 76,
B B el gt BRI ok eI
sin o smﬁ sin S sin 60°
Odp.: a=11L2 a=76° y =44° J

Cwiczenie 5. Rozwiaz trojkat ABC, wktérym a=18, b=14, o = 62° Wyniki zaokraglij
do calosci.

r Przyktad 3. Rozwiaz trojkat ABC, w ktoérym boki a i ¢ maja odpowiednio dlugosci 2
2, a kat ¥y ma miare 30°. Wynik podaj z dokladnoscig do 0,01.

Rozwiazanie ;3
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. b ,—{I_:-\\
/ \ 2
Dane a=2, = ﬁ =, : Obliczyé: b, a, B. /
7 twierdzenia sinusow: P 7 P\ g
: B B
.a _ s i iy asiny 2 sin 30 :\E, -
sing siny c V2 2

o =45 lub o =180°-45°=135°.
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Kat o =45° oraz kat o =135° spelniajg warunki zadania, gdyz o +y <180°,
B=180°—(a +y) wiec

B =180°—(45°430°}=105° lub B=180°—(135°+30°)=15"
Zauwazamy, Ze istnieja dwa trojkaty spelniajace warunki zadania.

A
45° 300 C<3p 150 B

B

A

Dla kazdego trojkata obliczamy dlugos¢ boku b z wzoru b= cs.mﬁ ;
siny

b:JES]IdUS :stm?ﬁ . skad

|
| JZsin15°
p="""T g
0,5 0,5 | 0,5
| &
|

, skad

b=273 =0,73.

Odp.: b=2,73, =45° B=105" lub b=0,73, ox=135° p=15 J

Cwiczenie 6. Rozwiaz tréjkat ABC, w ktérym boki 4 i ¢ maja odpowiednio diugosci 10
111, akat 8 ma miare 30°. Wynik zaokraglij do calosci.

( Przyktad 4. Uzasadnij, ze nie istnieje tréjkat ABC, w ktorym a=35, b=16, o =30°.
Rozwiazanie
Zauwazamy, ze gdyby istnial trojkat spelniajacy warunki zadania, to spelniona bytaby

TOWTIOSC:
.a _ .b A = bsimer _ 1651030 _16. s <l
sina  sin S a 5
Nie 1stnieje kat 8 taki ze sin 8 > 1, wiec trojkat ABC nie istnieje. C.ILL. J

Cwiczenie 7. SprawdZ, czy istnieje tréjkat ABC, w ktérym:

a) a=16, b=5, a=30° b) c =10, a =60° B=135°

c) b=8, c=4, y=60° d) &=, e=1.9'=135%

Jesli trojkat istnieje, to podaj pozostale jego wymiary oraz miary katow.

Cwiczenie 8. Przyjmij oznaczenia jak na rysuriku. Wyraz wysokosé A C
w zaleznosci od boku b i kata ostrego ¢ Sprawdz, czy mozna % B
zbudowac tréjkat o bokach @, bi e, gdy: / \

a) a<h, b)a=h ¢) h<a<bh d)azb. . o——
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rPrzykfad 5. Dwa statki, zakotwiczone na redzie obok siebie, wyplywaja w tym samym
czasie. Przyjmujemy, Ze trasy rejséw odbywajq si¢ wzdhiz prostych,
ktére tworzg kat 32°. Predkosé jednego ze statkow jest rowna 28 | 'L"‘“!"*"ff'"'
wezlow (28 w), a predkosc drugiego jest wieksza mz 20 wezlow. oy
Po uplywie 3.5 godziny (3,5 h) odleglos¢ pomiedzy statkami byla
rowna 72 mile morskie (72 Mm). Przyjmujac, ze morze jest spokojne, oblicz predkosc
drugiego statku. Wynik podaj w przyblizemu do jednego wezla.

Rozwiazanie 3;
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku: /32(@ d
v, v, —predkosci poruszania si¢ statkow, peZ32° @A
i

5 % — dhigosci tras, ktore pokonaly statki,

d —odleglos¢ migdzy statkami po uplywie 3,5 h.
Dane: b, =28w, t=3,5h, d=72Mm, o =32° : Obliczyé: v, gdy v, >20.

Statki wyruszyly z punktu P, a po upltywie 3,5 godziny znalazly sie odpowiednio
w punktach 4 1 B. Modelem tej sytuacji jest trojkat P4B.
Z fizyki wiadomo, Ze droga s =uv¢, zatem
§=28-35=98, czyli s=98 Mm.
Z twierdzenia sinusow:
5 d _ s sine 98-s5in32°

= . skad siny = :
siny  sino a( 4 d 72

siny =0,7213, wigc y =46° lub y =134°
B=102° lub B ~14°

o 2 - 7 g o 9P
sinff  sino sin o
72 -5in102° 72-sinl4°
&H=————lub gy=—"——+
sin32° sin32°

s, =132,9 Mm 1lub s, 32,9 Mm.

O | PR
5 = 3 C y = =
; 35 3.5
3820

Odp.: Drugi statek plynat z predkoscia okolo 38 wezlow. J
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Cwiczenie 9. Nad pewnym jeziorem znajduja sie trzy przystanie, ¢

oznaczone na rysunku literami 4, B 1 C. Wiedzac, ze odleglosc |,f' - ,: Sy
| 2 \\ .\'.
miedzy przystaniami 4 i B jest réwna 1000 m oraz |« C'AB\:E ""A.(j_____,____;_‘;.ﬁ

i|«ABC| :%, oblicz odlegltog¢ przystani C od przystani A oraz od-
leglos¢ przystani C od przystam B. Wynik zaokraglij do 1 m.

Cwiczenie 10, W tréjkacie A BC dlugosci bokéw AC i BC saodpowiednio rowne 21 +/2,
a miara kata BAC jest 30°. Oblicz dlugos¢ boku AB.

L L W —— — R T, IR TRE R S e LT TR TR WL SR IR TR IR e

£ Odpowiedzi do cwiczen

% L. |48|=10¥2, |BD|= 222 |AD| = [3 f3), [« DBA|=15°, |« 4DB|=120" i
' 164” .
, b) 32tga, © 16J' 3.8) R=5, bal, amd, y=75° b) R=23, emil; bm3s, =1 '
S, B=43°, y=T75% c=20 6 4 =33, g w1170, g w18, §, <1470, aym3°, g =1

7.oa)Tak, c =20, =9 y=141", b)nie poniewaz ¢+ §=~1957=180°, c)nie, poniewaz sinﬁmﬁ::l, |

— e oo e

l d) nie, poniewaz o+ 8+ =180°, a z warunkdw zadania wynika, ze a=135°

l 8. h=bsing, a)nie, poniewaz trojkat C'DF |est prostokatny 1 & jest przeciwprostokatng,

i b) tak, trofkat ABC jest prostokatny 1 |« ABC|=90°, ¢)tak, d)tak

9.|4C| = 732m, |BC| ~8%7m

E 10, |4B|=+3+1 lub |4B|=+3 -1 Wskazéwka. Zauwaz, ze |£ABC|=45° lub 135°.

T T e

Zadania utrwalajace

4.1. Oblicz promien R okregu opisanego na trojkacie, gdy danajest dhugosc jednego z jego
bokow 1 miara kata lezacego naprzeciw tego boku,
a) b=45cm, B =60° b) ¢ =8m, y=120° ¢) a=72dm, o =45"

4.2. Wyznacz promien R okregu opisanego na trojkacie, w ktorym jeden z bokdéw ma dlu-
08¢ @, natomiast katy do niego przylegle majg miary B1 .

4.3. Rozwiaz trojkat ABC, znajgc promien R okregu opisanego na tym trojkacie 1 dwa
sposrod jego katow «, B, y. Dlugosci bokéw podaj w przyblizeniu do jednego miejsca
po przecinku.

a) R=50cm, a=280° g =30° b) R=36 cm, f=100° y=36".
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4.4. Rozwiaz trojkat ABC. Diugosci bokow podaj w przyblizeniu do dwoch miejse po
przecinku, a katy z dokladnogcig do 1°, gdy:
a) b=18 cm, . =32° S =49°, b) c=7m, B=62° y=108°
¢) a=l4cm, b=9%cm, o =42° d) =153 ¢=3513% y=36".

4.5, Promien okregu opisanego na trojkacie ABC jest rowny 49 cm. Rozwiaz ten trojkat,
wiedzac, ze |AC| =52 cm, |BC|=40 cm. Dlugosci bokéw podaj w przyblizeniu
do 0,01 cm.

4.6. W trojkacie rownoramiennym 4B8C odcinek dwusieczne) AD zawarty w tym trojkacie
ma diugosc 6. Wiedzac, ze miara kata ACB jest rowna 120°, oblicz promien # okregu
wpisanego w ten trojkat.

4.7. Oblicz promien R okregu opisanego na trojkacie ABC, gdy:
a) [4B|=+/3, |4BAC|=110°, | 3 ABC|=10",

b) |AB|=4,

BC|=6,

AC|=8,

¢) |[AC|=9,

£l

CAB :%\ ngzé\ S ACB

d) A=(0,0), B=(8,0}, C=(3,6).

4.8. Z planetoidy™ (P) widaé¢ Stonce (S) i planete Wemnus i

(W) pod katem 40°, a ze Slonca widac planetoide i pla- I 200 -, S
nete Wenus pod katem 20°. Odleglos¢ planetoidy od ?’

Stofica jest réwna okoto 1,5-10°km. I"\. /// ,,/

a) Oblicz odleglosc planetoidy od planety Wenus. /" \ \ ; 1

b) Oblicz promieri orbity Wenus. P00 W i
Wyniki podaj z dokladnoscig do 0,1-10%km. vkl W

9. Wykaz, ze jesii «, B, y sq katami pewnego trojkata i spelniony jest warunek

|E‘

sin® o +sin® B =sin®y, to ten trdjkat jest prostokatny.

10. Wykaz, ze w trojkacie o bokach dlugosci a, b, ¢ oraz lezacych odpowiednio na-

4.
D r 2_h?  ginfor—
przeciw nich katach o miarach «, 8, ¥ spelniona jest rownos¢ w = bm(‘_q ﬁ).
c siny

*) Planetoida — niewielkie ciato niebieskie obiegajace Storice po orbicie lezacej miedzy orbitami Marsa

i Jowisza.
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Twierdzenie cosinuséow (Carnota*})
Twierdzenia sinuséw nie mozna zastosowac do rozwigzania trojkata, gdy dane sa dlugosci
dwoch bokdw 1 miara kata zawartego miedzy nimi albo znane sg dlugosci trzech jego bokow.

Problem ten mozna rozwigzac, stosujac twierdzenie zwane twierdzeniem cosinusow.

Twierdzenie cosinusow &

W kazdym trojkacie kwadrat dhugosci boku jest rowny sumie

kwadratéw diugosci pozostatych bokéw pomniejszony o podwojony & o
iloczyn diugoscei tych bokow i cosinusa kata zawartego miedzy nimi. e B,

azzbz+c2—2bc-cosa, b :a2+c2—2ac-cosﬁ, 02=a2+bl—2ab-cosyf

T (teza): a® =b*+c* —2bc-cosa,
b =a® +c* —2ac-cos B,

Z (zeloZenie): a, b, ¢ — dlugosci bokow
trojkata ABC.

c* = a® +b*—2ab-cosy.

Dowéd: Wykazemy, ze a° =b" +¢” —2bc -cosar. Rozwazmy trzy przypadki:
E o=90° 2 (<o <905 3 90°<a <180°,
8y ox="90% C
Trojkat ABC jest prostokatny, wiec a’ =b*+c’. a
Rownosé a” = b* +¢? réwnowazna jest rtownosci
a” =b*+¢c® —2bc-cos90°, poniewaz cos90° =0, 4 c B
2 0°<o<90° imech 0°< S <90°.i 3 90°<a <180~

Zauwazamy, ze spodek D wysokosci CD lezy na
przediuzeniu boku AB i |« CAD|=180°—¢.
W trojkacie CDA wyznaczamy:
|CD| = bsin(180°— e}, czyli |CD|= bsing,
|DA| = beos(180°—a ), czyli [DA|=—bcosa.
|DA|+|4B| = |DB| wiec
|DB|=c—bcosa.

|

|

|

|

|
Wysokosc CD dzieli bok 4B na |
dwa odcinki AD1 DB. |
W trojkacie ADC wyznaczamy |
|AD|=bcosa i |DC|=bsine. |
|AD|+ |DB| = ¢, wige :
|DB|=c—beosa. |

|

*1 Lazare Nicolas Marguerite Camot zwany Wielkim Carnotem (1753-1823) — francuski polityk, matema-
tvk i generat pochodzacy z rodziny matematylkéw, fizykow i politylcow Carnot.
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Z twierdzema Pitagorasa dla trojkata DBC:
|J-‘:~Is’C"2 = ‘DC‘z +|DB ! oczyli @ = (bsina)2 +(c—bcosoc)2

2 42 .2 2 3 2
a =b"-sm oa+c —2bc-cosa+bH -cos o
a® =B (sinzaJrcosz a]+ o —2be-cosa

a® =b*+ ¢ — 2bc-coser. C.FLIL.

L . & if il i 2 2 2 2 2 2 2
Podobnie mozna uzasadni¢ réwnosci b =a"+c¢" —2ac-cos B 1 ¢ =a” +b"—2ab-cosy.

rPrzyktad 6. Rozwiaz trdjkat ABC, w ktérym a=+/3, ¢=3 B =150°,

Rozwiazanie c

Dane: a=3, =3 B=150°. | Obliczyé: b, a, y. b
L,

Z twierdzenia c osinusow: c B

b*=a*+ ¢ —2accos B

B =(J§)2 +32 2.3 3-c0s150°

czyli b = 21, skad b=+21. Liczba —21 nie moze byd diugosciq baku.
7 twierdzenia sinusow:
b : sin . 3sinl50° st
= , skad sine = g ’8, czyli smcx:fi, e
21

siner sin 3
sing = & wiec sina = (,1890, skad

Kyt 169° nie speinia warinkow,
=]11° s 2
oo L™ Iy s 1625 bo 169°+150° >180°.

7 =180°— (o + B), wiec y =19°.

Odp.: b=+21, a ~11° ¥ =19°, )

Cwiczenie 11. Rozwigz tréjkat ABC, w ktérym:
a) a=8, b=11 y=72°, b)b=132, c=154 a=106°

Wnioski z twierdzenia cosinusow
e W trojkacie ABC: a
B4t —a? a’+c?—b° gih e Cc
COS0f = —m —7w——, cosf=——— COsy =———
2be 2ac Zab b V

e Jezeli cosa>cosB>cosy, to a<f<y ia<h<ec A
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rPrzykfad 7. Oblicz miare najwiekszego z katéw tréjkata ABC oraz jego pole, gdy
a=243, b=3-4f3, c=3J2.
Rozwiazanie C
Sprawdzamy, ktora z liczb 243, 3-43, 32 jest najwieksza: /y\
_ b a
243 23,46, 3-43 =127, 342 ~4.26, wiec /‘)\

c>a>b. A%‘B
Bok ¢ jest najdlhuzszy, wiec kat y, lezacy naprzeciw boku ¢, ma
najwieksza miare.
2 2 2
o @b (BB (VI 66i 1
T 2243 -(3-+3) A(33-3) 2

COsy :—%, wiec 90° <y < 180°

cosy =—cos60° cos{180° —ar) ——cosa:

cosy = cos(180°—60°)
Y =120°

P:%absin}f :%-2@-(3—\@)-@1200:%(3—\/5).

Odp.: y =120°, P:%(:%—J?). y

Cwiczenie 12, Oblicz miary katow trojkata ABC, ktérego boki @, b, ¢ majg diugosci:
a=2 b=23, c=4.

Cwiczenie 13. Sprawdz, czy trojkat o bokach a, b, ¢, ktdrych diugosci sa odpowiednio
rowne 6, 7, 8, jest ostrokatny. Odpowiedz uzasadnij.

Cwiczenie 14, Wykaz, ze trojkat, kidrego boki majg dlugosei 8, 10, 16, jest trojkatem
rozwartokatnym.

Cwiczenie 15, Przyjmij oznaczeniajak na rysunku i okres], c
jakim katem {ostrym, prostym czy rozwartym) jest kat o, gdy:

a) o’ <b’+¢?,

b) @’ =b*+¢* A B
e’ s+l
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rPrzykI'ad 8. W trojkacie rownobocznym ABC na boku BC obrano punkt A4, taki ze
|BM|: |MC|=1:2. Oblicz sinus kata CAM.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.
Dane: «— dhigosé boku
trojkata réwnobocznego ABC,

Obliczpé: sin|« CAM|=sincr.

|BM | = é_\_é’i.-f(“‘

Z warunkow zadamia:
|BC|=3|BM| skad |MC|= %\BC’\ = % a 1 |[BM|= % a.

Z twierdzenia sinuséw dla tréjkata AMC:
2 x
|Aﬂ/f‘ gﬂ —@asin 60°

- =— skad sina::gi
sin60°  sino | AM|

Z twierdzenia cosinusow dla trojkata AMC:
AM[ = |AC] +|MC] —2-|AC| |MC|cos60°, czyli

2 4
|AM‘2=£J_2+[EQJ —,'Za-ia-i:za2 ia=0, wiec |AM|:£a_
3 3 2 9 3
_a'“‘. 600 gaﬁ
R e o GO B R 5
SIS WL RIS , cZyll siner=——
| AM| J7 7
—
3
: J21
Odp.: sing = :
? J

Cwiczenie 16. Statek phynacy pomorzu wystal sygnat SOS, ktory odebrali dwaj latarmicy
w miejscowosciach 4 1 B lezacych na tej samej szerokosci geograficznej i odleglych
od siebie 0 120 km. Latarnik w miej- v
scowosci A stwierdzil, ze statek jest od
niego odlegly o 56 km i znajduje sie
w kierunku 30° na polnocny wschaod.
Przyjmujac, Ze morze jest spokojne,
oblicz, wjakiej odleglosci byl ten statek W
od latarni morskie] w miejscowosci B.
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Triangulacja to metoda wyzna-
czania wspohzednych punktow
geodezyjnych w terenie za po-
mocg uktadu trojkatow tworza-

cych tzw. siec triangulacyina,
w ktore] wierzcholkami trojka-

_ Fragment tafcucha gdrsliego; niektdre punkiy geodezy ne
téw s3 te punkty geodezyjne. zaznaczono kolorem czerwanym.

Jest onajednym z narzedzi geodezji, czyli nauki zajmujace] sie wyznaczaniem powierzchm
1 ksztaltow obszarow w pomiarach lokalnych, np. do obliczenia przyblizonej powierzchni
jeziora, dzialki budowlane; itp.

r Przyktad 9. Na rysunku przedstawiono wyniki pomia-

row geodezyjnych wykonane nad brzegami stawu. e W N

Oszacuj pole powierzchni tego stawu. Wynik podaj & | \1??"!

w zaokragleniu do 1 ara. N | \ Am
RN .J)IB

Rozwiazanie N 50m

Pole P stawu mozna okresli¢ wzorem P=F, ;- + P zr + Pisp-
B ez wykonywania dodatkowych pomiarow mozna obliczy¢ polatrojkatow A DE 1 BCD.

Pynp :%-100-125 5in50°, skad P op ~4787,5m?,

Puen =%-50-?0-smmo°, skad Py ~1723,4m?.

Z twierdzenia cosinusOw obliczamy dlugosci bokoéw AD 1 BD, a nastepnie obliczamy
pole trojkata ABD, korzystajac np. ze wzoru Herona.

|4D[" =100° +125% ~2-100-125 - cos 50°, skad |AD| ~98m,
BD[" =507 +70% —2-50-70-cos100°, skad |BD| =93 m,

Py usp ~4/120(120—50)(120—93){120—98), skad P,z ~2234m?.
Zatem P=4787,5+1723,4+2234, czyli P =8745m?.
l ar=100m? wiec P =87 aréw.

Odp.: Pole powierzchni stawu jest rowne okolo 87 arow. J

Cwiczenie 17, Narysunku przedstawiony jest plan dziatki
Z naniesionymi nanim pomiarami geodezyjnymi. Oszacuj
pole powierzchm tej dzialki.
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rPrzyHad 10. Wykaz, ze jezeli w trojkacie o bokach majacych dlugosci @ b, ¢ i katach

majacych odpowiednio miary «, B, y spelniona jest TOWnosc s-moc =2cosy, to ten
trojkat jest réwnoramienny. S

Rozwiazanie
o o BITTER ' g . .
Z (zaloienie): _—ﬁZZCOS:}f, | T (feza): Trojkat jest rownoramienny.
sin
a>0 .50 ¢>0. |
____________ by e s e A B S B
. sing . s : a b _ i
Dewéd: = _ 1 ——=2cosy, wigc ——=——, wige =2
b sinfB  sinf sing. s f sin. f3
g2 2 ii 2
qa_, a8 tb-c . syttt &
b 2ab 2ab
a'=a’+b'—¢" © F=b & c=b CHW. J

™,

Cwiczenie 18, Wykaz, ze wtrdjkacie o bokach a, b, ¢ lezacych odpowiednio naprzeciw

katow «, B, ¥ spelniona jest rtéwnos¢ a=bcosy +ccos .

Uwaga
Aby rozwiazac dowolny trojkat, stosujemy:
e twierdzenie sinusow, gdy dane sa:
» miary dwoch katow trojkatai dlugosc jednego boku,
» dlugosci dwoch bokow trojkata 1 miara kata, kiory nie jest zawarty miedzy tymi
bokami,
e twierdzenie cosinusow, gdy dane sa:
= dlugosci dwoch bokow trojkata 1 miara kata zawartego miedzy tymi bokami,
= dlugosci tizech bokow trojkata.

Cwiczenie 19, Dhugosci bokdw trojkata ABC sa rowne 3, 71 8. Oblicz promien R okregu

opisarego na tym trojkacie.
Odpowiedz i do cwiczen
11.a) c=11,43, o= 42° Bm66°, b) a=22,88, f=34° 4 =40° 12, ¢=30°, B=60°, y=00°
13 Tak. L4, Wylcaz, ze cosy < 0, gdzie ¥ jest katemn lezgeym naprzeciw najdiuzszego bolu,
15 a) ostrym, b) prostym,  ©) rozwartym, 16,104 ko, 17. Okoto 22 ary.

PP TR T TR T e
!

; ; : i
18, Wekazdwira. Zapisz cosyl cos 8w zalemnodcliod a, b, ¢ 19. R= EJST
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Zadania utrwalajace

4.11. W trojkacie ABC znane sa dlugosci dwoch jego bokow 1 jeden kat. Oblicz dlugosc
trzeciego boku, gdy:

a) b=3dm, ¢c=7dm, o =60°, b) b=4cm, ¢=(2+23)cm, o =307,

C) a:S-\Ecm,c:Scm,ﬁ:ilS", d) a=4cm, b=Tcm, y=120°

4.12. Oblicz miary katéw «, B, ¥ trojkata ABC o bokach a, b, ¢, gdy:
a) a=2, b=2 c=23, b) a=29, b=42, ¢=58
c) a=38 b=66 c=69, d) a=7, b=10, c=15

4.13. Punkty A=(-2,2)} B=(14,4), C=(2,-1) sg wierzcholkami tréjkata ABC. Oblicz
miary katow «, B, ¥ tego trojkata.

4.14. Oblicz miare najwiekszego z katow trojkata ABC oraz pole P tego trojkata, gdy:

a) a=4, b=8, ¢ =Hf7, b) a=2v2, b=4, ¢=2+23.
4.15. Sprawdz, czy trojkat o bokach a, b, ¢ jest ostrokatny, rozwartokatny czy prostokatny,
gdy:
a) a=10, b=24 c=126, b) a=8, b=10, c=16
¢) a=4, b=5 c=6 d) a=~29, b=2J17, ¢=5.

4.16. Przerysuy) tabele do zeszytu, przyjmij oznaczenia bokow oraz katow w trojkacie 4 BC

== jakna rysunku i uzupelnij tabelg.

==

b c a B y c

o
4

N  z0° |l 120° ¢
10 8 7 [

4.17. Oblicz diugo$¢ boku BC trojkata ABC, gdy |AB|=6, [AC| =442,

< ACB|=135".

4.18. Pole trojkata ABC jest réwne 24. Oblicz dlugosc boku BC tego trojkata, wiedzac,
ze |AB|=6, |AC|=10 ikat przy wierzcholku 4 jest ostry.

4.19. Pole trojkata ABC jest rowne 270. Oblicz dlugosc boku AC tego trojkata, wiedzac,
ze |AB|=27, |BC|=29.
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4.20. Dwie grupy harcerzy wyruszyly z tego samego miejsca na wycieczke w dwoch roz-
nych kierunkach. Grupa mtodszych harcerzy szla z predkoscia 6% w kierunku
poinocno-wschodnim, tworzacym z kierunkiem polnocnym kat 40°, a grupa starszych

N
harcerzy szla z predkoscig 7 % w kierunku polnocno-zachod-
i, tworzacym z kierunkiem zachodnim kat 55°. Oblicz, w jakiej Ao
odleglosci d od siebie byly grupy po dwdch godzinach marszn, W 33 B
Wynik podaj z dokladnoscia do 1 m.

S

4.21. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz odleglos¢ miedzy obiektami 41 B.
Wynik podaj w zaokragleniu do 0,001 km.

Py _ 1500m ¢~
T 15 .. Ao
72 km C’~l~§_9ﬂ = ¥1300 m
Lo o oo

W zadaniach od 4. 22 do 4.26 wskaz wiasciwe odpowiedzi, wpisz je do zeszytu i uzasadnij swoj wybor.
4.22. Czy 1stnieje trojkat ABC, w ktorym:

A a=4, b=16, o =45° B. a=16 b=4, o =45°
C. a=4, b=16, =457

—|
I-_
1=

4.23. Boki trojkata ABC maja dlugosci 3, 4 1 6. Wynika z tego, Ze:

= Al cosazz—g, B. cosf=—,
36 48

C. cosy = —%.

4.24. Pilot samolotu lecacego z miejscowosci G do miejscowosci H ze stalg predkoscia
' 400 kilometréw na godzing otrzymal polecenie zmiany kursu i miedzylagdowania
w miejscowosci K. Od startu do zmiany kursu

==
=

PO o
(punkt F) uplyneto 90 mimt. Uwzgledniajac 158 § ,,L@Dsz .

dane przedstawione na rysunku, wnioskujemy, G,TM—"H).}. = :,_, ______ -
ze po zmianie kursu do miejscowosci K F

samolot;

A. ma do pokonania mniej niz 1100 km,

B. bedzie leciat dwie godziny z predkoscig 400 %

C. bedzie lecial mniej niz dwie godziny z predkoscig 550 %
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4.25. Na rysunku okrag o srodku O jest opisany c_}ﬁ..-'-f‘ & . p
7 natrdjkacie ABC. Wynika stad, ze: §£Wff ?\
= P e
A. a=10 B. sin|« ABC| =1, 45" S8
4 O J
C. 135°< |« BC4|< 136°.
4.26. Wieze stojaca nanierownym gruncie podtrzymujg liny
=~ AD i CD. Wieza ma wysoko&¢ 30 m (|BD|=30 m),
= akorice lin (punkty 4 1 C) 83 oddalone od niej o 10 me-
tréw (|4B|=|BC|=10m). Wynika z tego, ze dtugogci lin VAR S
AD1iCD spehiajg warunek: L
A.|4D|>|cDl  B.|4D[" -|CD[" = 600-cos80°, C. |AD|-|CD|=1,7 m.

Zastosowanie twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinusow

Cwiczenie 20, Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dugosé odcinka x.
b)

I Preiad 41, Eismid duiabarias F, i F,, takich ze |F|=4 i |F,|=3, tworza kat 60°.
Oblicz dlugosc¢ wypadkowej tych sil 1 miare jej kata nachylema do sily #,.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku,

gdzie F, =04 i F, = OB.

Silg wypadkowsa F jest wektor oc. gdzie
punkty O 1 C s3 wierzcholkami rownolegloboknu QACB.

Zauwazamy, ze FZ = A(_f', wiec
F=F+F, i|x OAC|= B =180°—60°=120° (z whasnosci réwnolegloboku).

| =|04|=4 i |F|=|0B|=|4C|=3
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W trojkacie OQAC:

[F[ =42 13° - 2.4.3008120°=37, skad |F|=V37. F-F+F
Kat nachylenia sity F do sily }}1’ obliczamy z twierdzenia sinusow. 4
W trojkacie OAC: m_}
=
Bl s o
sinf sine’ ‘Fl‘:4
F a
sine = ‘ 2‘;]1]}9 = 23111120 J_ wiec sine =0,4271 czyli
o 255,
Odp.: ‘}_«;‘:Jﬁ o= 25% J

Cwiczenie 21. Wypadkowa dwéch sil 1‘51’ i FZ ma wartos$¢ 10 i tworzy ze skladowymi
katy 30°1 45°. Oblicz wartosci liczbowe sil skladowych.

rPrzykiad 12. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, ~E
gdzie O jest srodkiem okregu, 1 oblicz promien R okregu.

Rozwiazanie
Zauwazamy, Ze:
e trojkat EBD jest wpisany w okrag o promieniu R,
o trojkat DBC jest rownoboczny, wiee |« EDB|=120°. ~ A
W trojkacie £BD z twierdzenia cosinusoOw:
[EB[ =37 +17 —2-3-1-cos120°, skad |EB|=
W trojkacie £BD z twierdzenia Sinusow:

Jﬁ = 2R, skad R:@.
sinl120° 3

V39
=S

Cidp.i R=

Cwiczenie 22. Uwzglednij dane przedstawione na Dy
rysunku, gdzie O jest srodkiem okregu, 1 oblicz pro-
mien K okregu.

A
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(Przykiad 13. Z wierzcholkow katéw ostrych roéwnoramiennego trojkata prostokatnego
poprowadzono srodkowe. Oblicz cosinus kata ostrego o zawartego miedzy tymi srod-

kowymi. 5
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. g
Zauwazamy, ze srodkowe BD 1 AE s3 rowne] dlugosci
1 podzielone zostaly punktem pizecigcia S na dwa odcinki £
w stosumku 2: 1. g
W trojkacie prostokatnym BCD:
2
C
@ J{Ej = (3xY
2] =(3w)
2 5 2
X =_—4&
36
Eaz =0y?
V5
x=—a.
6
W trojkacie ADS stosujemy twierdzenie cosinusow:
2
[Ej =x2+(2x)2—2-x-2xcoso: 2x=2‘£a=@
2 6 3
[af SY (SBY BB
—| =|—a| +| —a| —2-—a-—acosa
2 6 3 6 3
5) (3] 5
—_— + —d =) s
6 L 2 4
Cose = = o
5 A5 5
Zi——gr——g
6 3
Odp.: cosa :%

Cwiczenie 23. 7 wierzcholkdw katéw ostrych tréjkata prostokatnego réwnoramiennego
poprowadzono srodkowe. Oblicz cosinus kata rozwartego 8 zawartego miedzy tymi
srodkowymi.
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r Przyktad 14. Uzasadnij, ze w dowolnym tréjkacie ABC praw- C
. . o
_|_
dziwa jest Townos¢ oy, 8 a- iad ; b &
b sin 3 2 ,‘ﬁ B\
. . A~ B
Rozwiazanie c

_ . a+b sima+sinf
Przyjmujemy oznaczenia: =

sin

. a+b _a b a

=—4—=—+1
b b b b
: o, b . a sha
Z twierdzenia sinusow ——=—— wiec —=———.
sinc  sin 3 b sinf
a sin o sing  sinf sina +sin ‘
=—tl=———Fl=——t— 'j:: _ ﬁ: . C.LH.
b sin 3 sinf3 sinfS sin

' ]
Cwiczenie 24, Uzasadnij, ze jesli w tréjkacie ABC prawdziwa jest réwnosé

cosa  cosf3
b

, to trojkat ten jest rownoramienny.

rPrzyHad 15. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku  p-
1 oblicz dlugosc¢ odcinka x = |C'D| zawartego w dwusieczne)
kata ACB.

Rozwiazanie

|
Dane: |BC|=4, |AC|=2, [« ACB|=120°. | Obliczyé: |CD|=x.

1° Z twierdzenia cosinuséw obliczamy diugos¢ odcinka 4 B:
|AB[ =47+ 22— 2-4.2-cos120°, skad |4B|=247. cosla0o L

2° 7 twierdzenia o dwusieczne] kata w trojkacie ABC obliczamy diugosc
odcinka |BD|=1.
|BD| |4D)|

BC| |ac]
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3° W trojkacie ABC obliczamy cos 81 sin S.
£4+(2f7) -2
cos B =
2-4-247

cosﬁ:%
. > 5V ¥
sin B =af1—cos® B = 1_[215} :Eﬁ'

4° W trojkacie BCD obliczamy dlugosc odeinka x.

|ICD|  |BD| . & t
e e, —— =
sin i sin 60° sin 8 sin60°

oy 31.11,8 -t
§in 60°

£
af

o |4
W | 4=

J

Cwiczenie 25. W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja diugosei 6 i 8. Oblicz
dhigosc¢ odcinka zawartego w dwusiecznej kata prostego.

e A T = o o e T R T T AT e - - - . B T T

Odpowiedzi do cwiczen

20.a) x=10vZ, b) x=1, ) x=+21.

2457

21 B =103 1), 7 =5vZ(V3-1) Wskaziwka. sin105°=sin75°=sin{30°+45°) 2. =
4 . : : i ; i 24442
23 cosf = 24 Wekazdwira. Skorzysta) z zaleznoscl E:ﬂ o P l oL 25 .

B Appp— apppp— Sopp—pp— pp— pp— Y.
R,

cosee b eng’ coser  sinf

=1

Zadania utrwalajace

4.27. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz miare kata «.

a) b) @
3 b} JE
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4.28. Na dwoch bokach trojkata réwnobocznego 4 BC, ktérego bok ma dlugosé 3, zbudowa-
no dwa tréjkaty rownoramienne prostokatne ACD i BCE. Oblicz dlugos¢ odcinka DE.
Rozwaz dwa przypadki.

4.29. W trdjkacie réwnobocznym. 4 BC na boku BC wybrano taki punkt M, ze [BM|= %\MC |
Oblicz sinus kata CAM.

4.30. Na boku BC tréjkata réwnobocznego ABC obrano taki punkt D, ze |CD|:[DB|=2:1
DI Uzasadnij, ze stosunek dilugosci promieni R, i R, okregow opisanych na trdjkatach
ACD1ABD jest réwny 1.

[ 4.31. Obwod tréjkata prostokatnego 4 BC jest row-
RI_ ny 2p. Na prostej AB obrano punkty Di E lezace
na zewnatrz odcinka AB, takie ze |AD|=|AC|
i |BE|=|BC|. Wykaz, ze promien okregu opisa-

nego natrojkacie EC'D jest rowny V2 P

4.32. W trojkacie ABC kat przy wierzcholku A jest dwa razy wigkszy od kata przy wierz-
chotku B. Boki AB i AC majg dlugosci odpowiednio rowne ¢ 1 b. Wyznacz dhugosé
trzeciego boku.

—  Zestaw powtorkowy

1. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowieds sposrod oznaczonyeh literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C 1 D. C
W trojkacie ABC przedstawionym na rysunku dlugosc
boku a spelnia warunek: 5
A a=6, B. a<6. 10°

Rozwiazujac trojkat ABC przedstawiony na rysunku, @ :
w pierwsze] kolejnosci stosujemy twierdzenie:

C. sinusow, D. cosinusow.

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwgq odpowiedz sposrod podanych.
Do rozwigzania dowolnego trojkata mozemy zastosowac twierdzenie sinusow, gdy
dane sa:
A trzy katy trojkata, B. dwaboki 1 promien okregu wpisanego w ten trojkat.
C. trzy boki, D. dwa boki i promien okregu opisanego na trojkacie.
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4. Twigrdzenle sinusow | twierdzenie cosinusow

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Do rozwigzania dowolnego tréjkata nie mozemy zastosowac twierdzenia cosinusow,
gdy dane sa:

A. dwa boki i kat miedzy nimi zawarty, B. trzy katy i dwa boki,
C. trzy boki 1 promiefi okregu wpisanego w trojkat, D. bok i trzy katy.
B

Na rysunku przedstawiono trojkat ABC, gdzie R jest
promieniem okregu opisanego na tym trojkacie. ﬂ

zupetnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod
oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz c A A y
sposrod oznaczonych literami C 1 D.
Prawda jest, zZe:

sin f

A 5 =R B. b+ % —a® =2bccosor.
Nieprawda jest, ze:
c MY _SMY 1y iedli as b, to a< B
a g

Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Trojkatem rozwartokatnym jest trojkat o bokach dlugosci:
A.6, 8 10, B. 6, 6,8, ¢ 12,13, 15 D. 7, 7, 10.

4
Dwa boki trojkata maja dlugosc 2 14, a miara kata miedzy nimi jest rowna é:’r.

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz F, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F — jesli jest falszywe.

Promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny 2 P | F
Obwod tego trojkata jest liczba wiekszg od 12,2. P|F
Na rysunku dwa boki trdjkata ABC maja dhigosé a. c
Jezeli dhugos¢ podstawy AB jest liczba z przedzialu (a\E; 2.51} to:
A. taki tréjkat nie istnieje, B. »=590° ® 8
.0y 2hns D. 90° <y <180°, »



5. Obliczanie diugosci odcinkow
I pol trojkatow

Przypommijmy oznaczenia w trojkacie ABC:
a, b, ¢ — dlugosci bokéw polozonych odpowiednio naprzeciw katow a, B, y
A, h, h, —dlugosci wysokosci trojkata poprowadzonych odpowiednio naboki a, b, ¢
lIub ich przediuzenia
R — dlugosc promiema okregu opisanego na trojkacie
¥ — dlugosc promienia okregu wpisanego w trojkat
P=P ;- —poletrgkata ABC

Zwiazki miarowe w trojkacie

Przypomnijmy

Zwiazki miarowe w dowolnym tréjkacie

| ) 1 ) 1 )
P=—bhecsing =—acsin B =—absin
5 ¢ zac B Za ¥

c’<a’+b"  trojkat ostrokatny

o’ =b*+c* —2bccosa c B g B =
b*=a”+¢* —2accos B b "\ a Cz - a2 N bz th.ka(t prostokatny
2= + B —2abcosy y A, c”»a"+b°  trojkat rozwartokatny,

gdzie ¢ to najdluzszy bok trojkata

c

y>B>0 < c>b>a
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Cwiczenie 1. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz:
a) pole trojkata ABC,  b) dlugosé boku LM, ) promien R okregu opisanego na
trojkacie ABC.

Cwiczenie 2. Okres] ze wzgledu na boki i katy rodzaj tréjkata ABC, gdy jego boki maja
dhugoscei: a) 5, 7,8, b)0,1; 0.1; 0,01.

Cwiczenie 3. W tréjkacie ABC dwusieczna kata
wewnetrznego przy wierzcholku C przeciela bok
ABw punkcie D. Wiedzac, ze | 4B|=20, |BC|=14
1 |AC’\ =12 oblicz dlugosc odcinka AD.

r Przyktad 1. Uwzglednij dane przedstawione narysun- £
ku i oblicz obwod trojkata ABC. Wynik zaokraglij do 110
dwoch miejsc po przecinku. i 25° r’-}) 40° p
Rozwiazanie
Dane: |x DAC|=25° |2 DBC|=40", } Obliczy¢: L =|AB|+|BC|+|AC]
|DC|=h=10. 1 gdzie |4B|=|4D|+|BD|.

W trojkacie prostokatnym ADC obliczamy dihugosci odeinkéw AD 1 AC.

10 0 10

19 _tg25°, skad |apj=—2 - 10
g~ 1825 sl D= = b e
0 10

%:Siﬂzﬁo, skad ‘AC’|: e wiec |4C| ~ 23,6630,
511 L2 ?

wiec

AD| 21,4454,

Obliczamy dlugosci odcinkow BD 1 BC. W trgrkacie prostokatnym BDC:
10 10 10

ﬁztgiﬂ}“, skad |BD|= 240"~ 08397 wiec |BD| = 11,9175,

£=S]‘Il40'°, skad |BC|= _10 I .
sin40°  (0,6428

BC|

L=|AD|+|DB|+|BC|+|AC|, wigc L =72,5829, skad L ~72,58. P

wiec |BC| ~15,5569.
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Cwiczenie 4. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku
1 oblicz obwod L trojkata 4BC. Wynik zaokragli] do dwoch
miejsc po przecinku.

Przypomnijmy

Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym

at=c-x, b*=c-y

B
Cwiczenie 5. Uzasadnij, ze w trojkacie prostokatnym o przypro-
stokatnych @ 1 b oraz kacie ostrym o prawdziwa jest TOWnNosc a
qa-cosa=b-sma. ol bA

Cwiczenie 6. W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma diugosé 3, ajeden z katow
ostrych ma mare 40°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat. W obliczemach
przyimij sn40°=0,6 1 cos40°=0.8.

Cwiczenie 7. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym, ktérego
przyprostokatnama dlugosc 16, a cosinus kata lezacego naprzeciw te] przyprostokatne;
jest rtéwny 0,6.

Cwiczenie 8. W tréjkacie prostokatnym.4 BC wysokogé CD poprowadzona z wierzchotka
kata prostego podzielita przeciwprostokatng w stogunku 1: 5. Oblicz dlugosc¢ przeciw-
prostokainej AB, gdy [BC|=4+/30. Rozwaz dwa przypadki.

Cwiczenie 9. W trojkacie prostokatnym wysokosc s poprowadzona z wierzcholka kata
prostego ma dlugosc 243. Wysokosc ta podzielila przeciwprostokatng na dwa odcinki,
ktorych dlugosei roznig sig o 4. Oblicz obwod tego trojkata.
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Przypomnijmy

Zwiazki miarowe w trojkacie rownobocznym

Cwiczenie 10, Wykaz, ze promien r okregn wpisanego wtréjkat réwnoboczny okreslony
jest wzorem ¥ = %, gdzie ato dlugosc boku trojkata.

Cwiczenie 11. Oblicz promien i pole kola wpisanego w tréjkat réwnoboczny
o boku 12 cm.

rPrzykIad 2. W trojkacie rownoramiennym stosunek dhugoscei wysokosci poprowadzo-

nej na podstawe trojkata do dlugosci jego ramienia jest rowny ?3 Uzasadnij, ze jest

to trojkat rownoboczny.

Rozwigzanie C

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. Zauwazamy, ze wy-

sokosc A trojkata rownoramiennego poprowadzona na podsta-

we dzieli ten trojkat na dwa przystajace trojkaty prostokatne.

W trojkacie prostokatnym ADC: A
h 3

Ao .
E—T oraz gzsmﬂ, wigc

L}
MlDB -
-

S

sine = —3 skad
2
o =60°.
|« ACB|=180°—2er, czyli |« ACB|=60°.
Trojkat ABC jest rtownoboczny. C.ILIL J

Cwiczenie 12. Pole trojkata réwnobocznego jest réwne 94/3. Oblicz jego obwéd.
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Odpowiedzi do ¢wiczen
l.a) By =6, b) |LM|=\.‘] 13+5642, O R b 2. Trajkat jest: a) ostrolegtny 1roznohoczny, b) ostroloat-
. _ 120

ny i réwnoramienny. 3. |AD|:E_ 4. L=32,8. 6 r=06 7. R=10.  B.24lub 24455,

&

2
9. L=4(3+3) Wekazowka. x-(x+4)=(2J3)", skad x=2
23
1. r=243em, P=12x cm?® 12. L=18. e
A ; B
X p x+4

Zadania utrwalajace
5.1. W trojkacie rownoramiennym ramie ma dilugosc 2, a kat przy podstawie miarg 30°.
Oblicz promien R okregu opisanego na tym trojkacie.

5.2. Bolki trojkata majg dlugosci 12, 16, 21. Uzasadmyj, Ze jest to trojkat rozwartokatny.
D |

5.3. Boki trojkata majg dlugosci 4, 5, 7. Oblicz dlugosc jego najdhuzsze] wysokosci.

S.4. W trojkacie ostrokatnym 4 BC wysokos¢ CD o dlugosci 5 tworzy z bokiem AC kat 20°,
a z bokiem BC 40°. Oblicz pole trojkata ABC. Wynik podaj z doktadnoscig do 0,01.

5.5. Trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej dlugosci 4 1 kgcie ostrym 30° rozcieto na
dwa trojkaty rownoramienne. Oblicz obwody otrzymanych trojkatow.

5.6. W okrag o promieniu 5 wpisano taki trojkat prostokatny, ktérego cosinus jednego
: 1 ; : : :
z katow ostrych jest réwny 7 Oblicz promien » okregu wpisanego w ten trojkat.

5.7. Uzasadnij, e jezeli na trojkacie prostokatnym 4 BC o przyprostokatnych a1 b opisano
D | okrgg o promiemu R 1 wpisano w niego okrag o promiemu #, to 2r+2R=a+b.

5.8. W trgjkacie rownoramiennym stosunek dtugosci ramienia do dlugosci podstawy jest
rowny 1 :f2. Oblicz katy tego trojkata.

sin o

5.9. Urzasadnij, ze jezeli &, § 1 ¥ sgkatami trojkata ABC'1
D | jest rGwnoramienny.

=cosy, to trojkat ABC

2sin 3

5.10. Promieti okregu opisanego natrojkacie ABC jest rowny 10. Sinusy dwoch katdw tego
trojkata sg réwne 0,251 0,4. Oblicz pole tréjkata ABC.

5.11. Uzasadnij, ze trojkat o bokach dlugosci 4, 5, 7 jest podobny do trojkata, ktérego

cosinusy katow sg rowre l E i ﬁ
y q 5 > ‘? 35 -

E
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Wzory na pola trojkatow i ich zastosowanie

Poznalismy juz wzory na obliczamnie pol trojkatow, gdy dane byly
dlugosci: hi

e boku i wysokosci poprowadzonej na ten bok lub jego prze- 5 i .
dhuzeme,

b/
e dwoch bokéw i miara kata zawartego miedzy nimi. _J,/;: \

Obecnie poznamy wzory pozwalajace obliczyc¢ pole trojkata przy innych danych.

Twierdzenie
Jezeli @, b1 ¢ sg dlugosciami bokow trojkata
opisanego na okregu o promiemniu #, to jego pole P

. : +b+c
okreslone jest wzorem P = aTr ='pF

gdzie p to polowa obwodu trojkata.

Z (zalofenie): a, b, ¢ — dlugosci bokow trojkata ABC,
¥ —promien okregu wpisanego w dany trojkat.

; +b+
T (teza): P, = pr, gdzie p:a =4

Dowéd: Przyjmujemy oznaczenia jak na ry-
sunku. Odcinki AO, BO, CO, gdzie O jest
srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC,
dziela ten trojkat na trzy trojkaty.

Wysokos¢ kazdego z tych trojkatdw, popro-

wadzona z punktu O, jest rOwna promieniowl ¥ okregu wpisanego, zatem

PAABC = PABCO -+ PAC{O = PAABO’

C.ILIL.

Cwiczenie 13. Oblicz promien r okregu wpisanego w trojkat, ktdrego pole jest rowne
10+/3 1 boki maja dlugosci 5, 7, 8.

Cwiczenie 14, Pole trojkata réwnoramiennego jest towne 12, a jego ramiona maja
dhigosé 5. Oblicz dlugos¢ podstawy tego trojkata, gdy promien okregu wpisanego jest
rowny 1.5.
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Twierdzenie - Wzor Herona*)
Pole P trojkata, ktorego boki majg dlugosci a, b, ¢ okreslone jest wzorem

B =\p(p-a)(p-b)(p-c)

gdzie p jest polowa jego obwodu, czyli p= %m.
Z (zaloZenie): : T (teza):

a b, ¢ —dlugosci bokéw tréjkata, | P={Jp(p—a)p-b)(p—c}.

= %M — polowa obwodu trojkata, :
Dowaod C
1 b //-

W dowodzie skorzystamy z wzoru P = ;b -¢-sino, do ktorego // 5
W miejsce sinca podstawimy Otlzymané_ wyrazenie. ' E B

1° Obliczamy sin® & z jedynki trygonometrycznej oraz twierdzenia cosinuséw i prze-
ksztalcamy otrzymane wyrazenie za pomocg wWzordw skroconego mnozenia do postaci
iloczynowej.

sina=1-cos® o =

bruygtop®
= { Stosujemy wzor na raZnice bwadratow.
_|. g == a + g = a Sprovadzamy wyraZenia w nawiasach
= do wspdinego mianowiika.

Sosujeniy wzary!
= Zbc+bz+cz=(b+c]2,
2bc B f= (b c:)2

ﬂm+b +ef—a? 2be—b -t +at
2bc 2bc

(b+ c}z —d & —(b—c)z

= : = Do laZdego z licznikdw stosujemy
2bc 2bc wzor na roZnice kwadratow.

(b+c+a}(b+c—a}_(a+b—c)(a—b+c)
2bc 2bc

2° Zauwazamy, zZe:
b+e+a=2p
b+c—a=a+b+c—2a=2p—2a=2(p—a)
a+b—c=a+b+c—2c=2p-2c=2(p—e¢)
a—b+c=a+b+c—26=2p—25=Z(p—b}

*) Heron z Aleksandrii (ok. 10 - ok. 70) —starozytry grecki matematyk, fizyk, mechanik, wynalazca i konstrukior.
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Q 3° Otrzymane wyrazenia podstawiamy do sin® .

i 2p-2 '(P = a) _ 2 (P = C) % 2(? = "5} - Skracamy i mnozymy utamki.
2bc 2be

_4-p(p-a)(p-b)r—c)

- B2 - c?

4° Obliczamy sin .

G 3 .
Jezeli sin" o =¢", fo sino =|r\,

2 s
sing =—— —} —b el
b-ch(p }(p }(p } bo D<o <180°.

5° Podstawiamy otrzymane wyrazenie do wzoru P = ébc sin .

P:%bc-é'wfp(p—ﬂ}(ﬁ—b)(?_c) -

R :Jp(p—a](p—b)(p—c). C.HL1L.

Cwiczenie 15, Oblicz pole tréjkata:
a) o bokach dlugosci 7, 8, 13,
b) o wierzcholkach 4, B, C, gdy 4=(L 3}, B=(5,0}. C=(-3,0}

Twierdzenie
Jezeli @, b, c sg dlugosciami bokow trojkata wpisanego
w okrag o promiemu R, tojego pole P, okreslone jest

wzorem P, = %, gdzie R jest promieniem okregu

opisanego na tym trojkacie.

Z (zalolenie):
a, b, ¢ — dhugosci bokow trojkata ABC,
R —promien okregu opisanego na trojkacie 4 BC,
y —kat zawarty miedzy bokami a1 b

F = E absmy Z twierdzenia sinusow L =2R, wiec smy = .
siny 2R

c .
P =—ab—, wiec B, =——. C.ILEL.
A 2R §C L) =—
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rPrzykiad 3. Boki trojkata maja dhigosei 4, 51 7. Oblicz promieni » okregu wpisanego
w ten trojkat oraz promien R okregu opisanego na nim.

Rozwiazanie
Aby obliczyc promienie #1 R, skorzystamy ze wzorow:
i
pih . OB e JE Pa=”‘P=E:=%
p a+b+c 4P
Obliczamy pole F, trojkata z wzoru Herona.
B, = JF(5-2)(8-3)(5-7) =446, A=\ e (e <) ey
_4+5+?_8
_246 N6 . 457 35 o Pe—% =
16 2 C44s 247 J

Cwiczenie 16. Boki trajkata maja dlugodé 5, 6, 9. Oblicz promien okregn opisanego na
tym trojkacie.

Cwiczenie 17. Oblicz promiefi r okregn wpisanego w tréjkat 1 promien R okregu opisa-
nego na trojkacie o bokach dlugosei 6, 10, 12.

Trojkat roznoboczny Trojkat prostokatny Trojkat rownoboczny

&
b ; -
wpisany y ST 5
w trojkat - 12 —
a3
Fr=
6

Okrag

opisa-

ny na
trojkacie
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Q Twierdzenie
Jezeli w trdjkacie ABC dana jest dlugosé jednego boku
i dwa katy, to pole P tréjkata mozna okresli¢ wzorem:

1 lecz_sina-sinﬁ 2 leaz_sinﬁ-singf
2 siny 2 sinor
3 P—lbz sing -siny

2 sin f3

Udowodnimy wzor 1 1w jego uzasadnieniu skorzystamy z wzoru P = ébc -sin¢@ OTaz

twierdzenia sinusoOw.

Z (zalolenie): | T (teza):
¢ - diugosé boku AB tréjkata ABC, po L sinasing
a, B —katy tréjkata ABC | 2 siny
Dowdéd:
y=180°—(a+ B)
.b =" wigc bzc-S'_n’g,
sin f  siny siny
lebc-si_na, wiec P:l_c_m.nﬁ .¢-singr,
2 siny
P:lg.w. LI

siny

Cwiczenie 18, Uzasadnij wzory:

2 P_laz_sinﬁ-sinyi 3 P_lbz_sina-siny
sina 2 sinff

(Przykiad 4. Przyjmij oznaczenia jak na rysunkach 1 oraz 2 i oblicz pola
trojkatéw ABC i KLM.

1 e
30° 45° e
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Rozwiazanie

|

1 2
o vl :
4 |

K
i |

Korzystamy z wzoru:

1 ., sing-sin45° | 1 ., sin30°-sin45°
| Al it e D) B ol ;
ABE T o sin 30° | AREM T o sin or

gdzie |
siner = sin[180° — (30° +45°)] =sin (30° + 45%) =
=sin 307 -cos45° + cos30°-smm45° = @
i T 142
]. 2 4 2 ]- 2 2 2
P =i s | F =l B
AABC 2 l | AKIM 2 JE—F\’E
2 | 4
Py =4(v3+1) | Py =4(v3-1),
Odp.: Pygge =4{(V3+1), Py = 4(~3-1) J

Cwiczenie 19, Oblicz pole tréjkata, w ktérym jeden
z bokéw ma dlugosc 2 oraz dwa jego katy maja miary
45°160°, Rozpatrz wszystkie mozliwe przypadki.

Cwiczenie 20. Uzasadnij, ze pole P trojkata, gdy dany
jest promien R okregu opisanego na nimi dwajego katy,

okreslone jest wzorem P =2R*sino -sinj -siny.

Cwiczenie 21. Skorzystaj z wzoru P = 2R sine -sin B -siny 1ioblicz pole tréjkata 4 BC,
gdy R=1 oraz:
a) sina =sin ff =siny, b) =2 1y =3c.
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r Przyktad 5. Oblicz pole tréjkata ABC, gdy A=(-2,—1} B=(6,0) 1 C=(2,4).

Rozwiazanie
I sposob N
Piszemy rownamie prostej zawierajacej bok BC. i C: (i 4) |
y—Uzj_g(x—G), skad y=-x-+6, 11 i
czyli x+y—6=0. / EEEE B:(é,ﬂ)
1 _ _ » L= [
P :E\A_D| |BC| wigc obliczamy diugosc A=(=2,-1)

boku BC oraz dlugosé¢ wysokosci AD trojkata ABC.

B=(6,0} i C=(2,4), wigc [BC|=J(2—6F +(4—0) =4/2.
Obliczamy dhugos¢ wysokosei AD trojkata ABC.

Obliczamy odleglosc wierzchol-
ka A od prostej BC, czyli diugosc

Piszemy rownanie prostej 4D zawieraja-
cej wysokosc trojkata ABC, czyli prostej

prostopadlej do proste] BC. wysokosci AD.
y—yAzaAD(x—xA), BC: x+y—-6=0 iAz(—Z,,—l},
y+1=x+2 skad y=x+1. i ‘AD‘z‘_E;l_26|=9J§.
V241 2

=—x+6
T kad D:[E,E}
y=x+1 22

|AD|:J[§+2T+[%+1T zgﬁ.

1 1 9v2
P_E-\AD\-|BC|_E- . A42=18

|
|
|
|
|
|
Obliczamy wspohzedne punktu D. |
|
|
|
|
|
|

11 sposob

1
Korzystamy z wzoru P:?Kxﬂ —xA](yC—yA)—(xC—xA)(yB—yA)‘.

P=—:|(6+2)(4+1)—(2+2)(0+1)|==-36=18,

ko | —

Odp.: 18. J

Cwiczenie 22. Oblicz pole tréjkata ABC, gdy A=(5,5), B=(-2,4}i C=(-1,-3).
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Odpowiedzi do ¢wiczen
13. r=45B. 14.6. 15.a) P=14f3, b) P=12. 16. R:@. 19, r=4“?, B 45;?.
19. P=3-+f3 b P= J§3+3, lub F= JST;B. Wakazdwha, Mozliwe 53 3 preypadkts
1 2 ! 3 !
m &&
2 2
. . . . z .
le‘zz-‘smﬂrﬁl -sin 60 , le‘zz.‘sm?Sl -sin 45 , le‘zz.‘sm’r’ﬁl -sin 60 |
2z stn75% 2 sin 60 2 sin 45
20. Wrkazdwka, Bkorzysta) z wzoru Pzéabsiny oraz z twierdzenia sinusdw. 21, a) % b) % 22. 25
Zadania utrwalajace
5.12. Boki trojkata majg dlugosci 25, 39, 56. Oblicz:
a) pole trojkata, b) dlugosc najkrotsze] wysokoscei,

c) promien r okregu wpisanego w trojkat.

5.13. Dwa boki trojkata majg dlugosci 17 1 25, jego pole jest rowne 210, a jego promien »
okregu wpisanego jest rowny 6. Oblicz:
a) dlugosc trzeciego boku, b) promien R okregu opisanego,

¢) cosinus najwiekszego kata.

5.14. W trojkat réwnoramienny ABC, w ktérym |AC|=|BC| i [« ACB|=120° wpisano
okrag o promieniu 3. Oblicz:
a) dlugosci bokdw tego trojkata, b) promien R okregu opisanego natrojkacie,
¢) pole trojkata.

5.15. Dlugosci bokéw trojkata réwnoramiennego ABC s liczbami naturalnymi i |[BC|=7
oraz |AB|+|AC|=13. Oblicz promier okreg:
a) wpisanego w trojkat ABC, b) opisanego na trdjkacie ABC.

5.16. W trojkacie prostokgtnym srodek okregu wpisanego dzieli odcinek dwusiecznei
wstosunku /3 : /2, liczac od wierzchotka kata prostego. Oblicz katy ostre tego trojkata.

5.17. Oblicz promien r okregu wpisanego w trojkat 1 promien R okregu opisanego na troj-
kacie, wiedzac, ze boki tego trojkata maja dhugoscei:
a) 6, 10, 14, b)7, 8,9, ) 12; 12) 29, d) 12, 16, 20.



166 5. Obliczanie dfugosci odcinkow | po! troikg iow

5.18. Oblicz pole figury wyroznionej na rysunku kolorem mebieskim.

a) b) ©) >
N T A
/ D 122_____}‘

5.19. W okrag o promieniu R wpisano tréjkat réwnoramienny ABC, taki ze |« ACB|=120°
i |AC|=|BC|=5. Oblicz promieri R tego okregu.

5.20. Oblicz pole P figury ograniczonej okregiem opisanym na trojkgcie ABC 1 okregiem
wpisanym w trojkat ABC, gdy:
a) |[4B|=14, |BC|=12, |4C|=10, b) A=(-5,5}, B=(5,-35), C=(5,5},
c) trojkat 4 BC jest trojkatem rownoramiennym, ktorego podstawa A8 ma dlugosé 12,
a wysokos¢ h_(poprowadzona z wierzcholka ') ma diugosc 8.

C
5.21. Na rysunku odcinek €I jest srodkow3 trojkata ABC.

Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole P 27/ 27
trojkata. A B

5.22. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku
1 oblicz:
a) promien R okregu opisanego na
trojkacie ABC,
b) pole tego trojkata.

5.23. W trojkacie ABC boki @, b oraz katy a1 8
cosor cosf

spetniajg warunek

[
Uzasadnij, ze trojkat A BC jest rOwnoramienny.

5.24.Katy tréjkata majg miary 30°, 70° 1 80°. Czy boki tego trojkata moga miec¢ diugosci
D[ 5 9 13? Odpowieds uzasadnij.

5.25. Zbadaj, dlajakich wartosci m pole trojkata o wierzcholkach 4 =(3, -1},
B=(m+], -2}, C=(—1, m—23) jest réwne 2.
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4.

Zestaw powtorkowy

. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Pole trojkata ABC przedstawionego na rysunku jest rowne: ¢

A3 B. % ol % D. ?’zﬁ \E ) 209 .
243
. Boki tréjkata maja dlugosci 6, 64/3 i 12.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.
Jezeli a jest miarg najwiekszego kata trojkata, to:
A sina:% B. si_no::% 24 si_nr:r::? D. sing =1

. Boki tréjkata maja diugoscei 3, 51 /19.

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, lub F —
Jesti jest falszywe.

Jeden z katow wewnetrznych trojkata ma miare 60°. P|F
Pole tego trojkata wynosi ljf. P|F

Lzupelnij poniZsze zdania Wybierz odpowieds sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowieds sposrod oznaczonych literami C i D.
Obwod trojkata jest rowny 500 cm, ajego pole 500 cm”. Promieri » okregu wpisane-
go w ten trojkat jest roOwny:

A. 20 cm B.2cm
Rozwartokatnym nie jest trojkat, ktérego boki maja dhugosei:

C.4,.587 D.4,5,6

Uzupeinij ponizsze zdania. Wybierz odpowiede sposrod oznaczonych literami A i B
oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.

Jezeli liczby 5, 5, 6 sa dlugosciami bokow trojkata, to:

A, jego pole jest rowne 15 B. promien okregu wpisanego

w ten trojkat jest réwny %

W trojkacie ABC boki majg dlugosci a=14, =15, ¢ =13. Pole trdjkata jest rowne:
C. 84 D. 92



6. Obliczanie diugosci odcinkow
I pol czworokatow

Przypomnijmy
Czworokat to wielokat, ktory ma cztery boki.

D
W czworokacie ABCD: B v
» bokiAB 1 DC oraz AD 1 BC nazywamy
przeciwleghymi, A A ﬂ
.

Eqt zewnetrzny

» katy ai yoraz §i & nazywamy przeciwleglymi,
s odcinki AC 1 BD to przekatne czworokata.
e Suma miar katéw wewnetrznych czworokata jest a+B+y+6=360°

réwna 360°,

Klasyfikacja i pola czworokatow wypuktych

CZWOROKATY ievwypukle
zadne dwa bold nie sq
(l) wypukle rownolegle ani réwne

co rajmmiel jedna para
bokow rdwneoleglych

awie pary

sgsiednich
riwrych bokdw

awie pary
bokéw rewnolegivch

/ rownoleglo br:}kf/

wszysthie kagly rowne wezysthie bold rdwne O wszysthie bokd rowne

v v

ey

wazystkie boki rowne i fwsz;wﬂde katy rdwne

deltoidy

fwadraty
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Jezeli znamy dlugosci przekatnych czworokata 1 kat ich przeciecia, to mozemy obliczyc
pole kazdego czworokata wypuklego.

Twierdzenie

Jezeli przekatne czworokata wypuklego maja dlugosci o, i 4, oraz przecinajq sie

pod katem ¢, to pole P tego czworokata okreslone jest wzorem P = %.‘:at‘l.d2 -sincr.

Z (zalolenie):
d,, d, —dlugosci przekatnych czworokata wypuklego,
o —miara kata przecigcia sie przekatnych.
Dowéd: Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku,
gdzie |AC|=d, |BD|=d,, |« ASD|=0«, |SC|=n
|4S|=d, —n, |SD|=m, |BS|=4d, —m.

Zauwazamy, ze Pp-p =Figes + Bicps + By aps + Hzs
gdzie
B = '. (dz—m)-n- 11178

Pﬂcmzé-n-m-sin(l-%“—a): -m-sind, S(180° )~ i
Poiss =y m-(dh—n)-sinc,
Py s :%(dl—n)-(dz—m)-sh1(18(}°—a): (=) (dy =)
Zatem Py = sinc[(d—n)(dy —m)+ n(d, —m)+ nm+ m(d,—n)]=
:%Sina(dldz—dlm—d2n+nm+d2n—mn+mn+dlm—mn):

:%dldz siner. C.ILIL

Cwiczenie 1. Przekgtne d, i d, czworokata wypuklego przecinaja sie pod katem ¢
Oblicz pole tego czworokata, gdy:

a) d, =6 d, =10, a=60°  b)d, =6 d, =12, cosazg.
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[ Prayktad 1. Punkty A=(11) B=(5,3), C=(6,6) A
i D=(3,5) sa wierzcholkami czworokata wypuklego. 71 R &
g s i ol G 248
a) Uzasadnij, ze przekatne AC 1 BD czworokata sg L5
prostopadte. et .
b) Oblicz pole czworokata ABCD. ; _ _ i
Rozwiazanie AT |
a) Obliczamy wspolczynniki kierunkowe m - 1 mig, # 1234567 8\:
prostych AC oraz BD1 sprawdzamy, CZy # - - #gy =—1.
6—1 5-3 = Ve Y _Yp Yp
Mac™ a: L gy = 3-5 = e Bo X = Xp X

Wiy Mg, =1-(=1}=-1, wiec AC | BD. en.u.
b) Przekatne AC'1 BD czworokata przecinajg sie pod katem 90°, wiec pole

P:%-|AC‘|-\BD\ Sin90°.

AC| = (6 —1F +(6—1F =+/25+25 =542
DB|= J(3—5F +(5-3F =VA+4 =242

P:%-Sﬁ-zﬁ-lzlf}.

Cwiczenie 2. Punkty A=(—4,-4) B=(6,0),
C=(2,2), D=(-3,0) sa wierzcholkami
czworokata wypuklego.

a) Uzasadnij, ze przekatne AC 1 BD przecinajg
sie pod katem 45°.
b) Oblicz pole czworokata ABCD.

Cwiczenie 3. Punkty 4= (—2, 53 ] B=(4,0),
C= (1, 3 ) D=(-5, 0} sg wierzchotkami czwo-
rokata wypuklego. Oblicz jego pole.
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Prostokaty

Przypomnijmy

Prostokat to czworokat, ktorego wszystkie katy s3 proste.

d — dbugald preekgtne; prostokata

Rysunek Pole P i obwbd L
a, b — dbugoscl bokdw prostokgta D "
@ — kgt przecigcia sie praekagtnych i 3 ? P=ab
prostokata |
S — punkt przeciecia sie przekatnych A a P=_d*sing
prostokagta 2
AC BD — przekgtne prostokqta |AC| = ‘BD| =d L=nianh

d=+da’ + b

¢ Prostokat jest réownoleglobokiem oraz trapezem rownoramiennym.
e W kazdym prostokacie przekatne majg rowne dlugosci (przekatne sa rowne)

1 przecinajg sie w punkcie, ktory jest srodkiem kazdej z mich.

e Punkt przecigcia si¢ przekatnych prostokata jest jego srodkiem symetrii.

Cwiczenie 4. Uzasadnij, ze przekatne prostokata maja réwne dhugosci.

Cwiczenie 5.

a) Skonstruuj prostokat, ktorego
bokami sg odcinki a1 b przedsta-

wione na rysunku.

p——————
(e

b

b) Skonstruuj prostokat, kidrego przekatna jest
odcinek d przedstawiony na rysunku, 1 kiorego
przekatne przecinajg sie pod katem 45°.

d

Cwiczenie 6. Uzasadnij, ze przekatne prostokata dziela go na cztery trojkaty parami

przystajace.

Cwiczenie 7. Oblicz miare kata e, pod ktérym przecinaja sie przekatne prostokata A BCD

przedstawionego na rysunku.

a
)Dx

¢

b) p_

kS

-

3

Ca
s
>
I'/ \-‘-\.
/40} g

i
-
Fa

c <) D

=
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rPrzykiad 2. W prostokacie przekatna ma dlugos¢ 20 cm i tworzy z dluzszym bo-
kiem kat omierze 24°. Oblicz pole tego prostokata. Wynik podaj z dokladnoscia
do 0,1 cm.

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. D N C
Dane: |4C|=20cm, I Obliczyé: a, b, P=a-b, ?—“:‘“
|x C4B|=24°. | L=2a+2b. A B
I sposob I sposob
W trojkacie ABC: Przekatne AC 1 BD przecinajg sie pod
b katem 48°.

So=sin24°, skad bx8.134, ,
P =—.|AC|-|BD|-sin 48°
2_‘32003240, skad @ ~18,2700. ;1’
P=a-b, wiec P~1486. ok ki

Odp.: P~148,6 cm?, P=~148.6. J

Cwiczenie 8. Przekatna prostokata ma dlugosé 10 cm i tworzy z krétszym bokiem kat
omierze 75°. Oblicz pole tego prostokata.

r Przyktad 3. Oblicz dlugosci bokéw prostokata, ktérego przekatne o dlugosci 10 cm
przecinajg sie pod katem 56°. Wyniki podaj z dokladnoscig do 0,1 cm.

Rozwiazanie Przyjmujemy oznaczeniajak narysunku. D c
Dane: d =|AC|=|BD|=10cm, | Obliczyé: a, b. R“‘*;ﬁ;g/;"l

_ o _x'/‘-’ Mh‘i
e S e

Trojkat BCS to trojkat réwnoramienny, w ktorym
|BS|=|CS|=0,5d, czyli |BS|=|CS|=5cm.

W trojkacie BES: D a c
g 5
0.5 . b =
=5in28% skad b=10-sin28° . 28%\2
sin28°—0,4695 T
F B
L
0.5 2
- a:CGSZS"‘, skad a=10-cos28°.  cos28°-0,8829 Swgl
[ | =b
5 2

QOdp.: 8,8 cmi4,7 cm. B J
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Cwiczenie 9. Przekatne prostokata maja dlugosé 40 cm i przecinaja sie pod katem 38°.
Oblicz dlugoscei bokow tego prostokata. Wyniki zaokraglij do 0,1 cm.

Kwadraty

Kwadrat to czworokat, ktory ma wszystkie boki rowne 1 wszystkie katy proste.

Rysunek Pole P i obwod L
a
g S’/ a P =4

AB, BC, CD, AD — boki bwadratu al
AC, BD —ft::rzgkqmg fwadraty A _ g po ldz
a —diugodd boku wadratu 2
d —diugost przekqgme] fwadrati ‘AC‘ = |BD‘ =d, AC 1 BD,

d=a3 L=4a

e Kazdy kwadrat jest prostokatem, rownoleglobokiem, trapezem rownoramm enmnym
oraz rombern.
e W kwadracie:
= przekatne majg réwne dlugosei
= przekatne przecinajg sie pod katem prostym, a punkt ich przeciecia jest
srodkiem kazdej z mch
= kazda przekatna tworzy z bokiem kat o mierze 45°.

Cwiczenie 10.

a) Skonstrunj kwadrat, w kt rym odcinek a przedstawiony na i
rysunku jest jego bokiem. o

b) Skonstruuj kwadrat, w ki 6rym odcinek d przedstawiony na
rysunku jest jego przekatna.

Cwiczenie 11, Oblicz:

a) dhugosé bokn kwadratu, ktérego pole jest téwne 289 cm?,

b) pole kwadratu, ktérego obwdd jest rowny 100 cm,

¢) diugosé boku kwadratn, ktérego przekatna ma dlugosé 6472 .

Cwiczenie 12. Uzasadnij, ze jezeli przekatna kwadratu ma dlugoé¢ réwna d, to jego

pole P okreslone jest wzorem P = 1. a,
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rPrzykfad 4, Punkty A, B, C, gdzie 4=(0,6}, B=(2,0}, C=(8, 2}, s kolejnymi wierz-
cholkami czworokata. Sprawd?, czy istnieje kwadrat, ktérego sa one wierzcholtkama.
Rozwiazanie
Punkty 4, B, C sg wierzcholkami kwadratu, gdy odcinki A8 1 BC leza na prostych
prostopadlych 1 majg rowne dlugosci (lub gdy srodek A odcinka AC spelnia warunek
|V4| = |MB|, lub gdy [AC|* =|4B|" +|BC]).
Obliczamy wspolczynniki kierunkowe prostych AB 1 BC.

aAB-aBC:—?:%:—l, wiec AB 1 BC.

Obliczamy dlugosci odcinkéw AB 1 BC.

48] =f(xs — 3, + (5~ 34 =(2-0F +(0-6) =30 |

2 2 2 2 ’Wii?c AB‘:‘BC"
BC| = (e 3 Y +(ve—7a) = (8-2)° +(2-0)° =vA0,
Odp.: Punkty 4, B, C sa wierzcholkami kwadratu, bo 48 | BC 1 \AB‘ = |BC‘_ J

Cwiczenie 13. Punkty A =(10,—4), B=(4,2} i C =(0, -2} sakolejnymi wierzchotkami
czworokata. SprawdZ, czy istnieje kwadrat, ktorego s3 one wierzcholkami.

rPrzykIad 5. Z plytki ceramicznej w ksztalcie kwadratu kafelkarz 3 ¢
odciat trojkatny klin. Tarcze tnaca vstawil pod katem 76° w sto-
sunku do boku phytki. Najkrotszy bok klinu AED miat diugosc 4
2,5 cm, jak na rysunku. Oblicz dilugos¢ boku plytki. Wynik za- 4 B
okraglij do 1 cm. 255
Rozwiazanie
W trojkacie prostokatnym AED przyprostokatna AD jest bokiem plytki, zatem

%:tg:"éO» wiec |AD|=|AE|-1g76°, czyli |4D|=2,5-4,0108,
skad |4D|=10,027, zatem |4D|= 10,
Odp.: 10 cm. J
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D C

Cwiczenie 14. Z plytki ceramicznej w ksztalcie kwadratu o boku 10 cm
kafelkarz ma odcigc trojkatny klin o wymiarach podanych na ry-
sunku. Oblicz, pod jakim katem ma on ustawic tarcze w stosunku e

do boku plytk. A B
ply 2,5?1 E

Odpowiedzi do ¢wiczen

1.a) 1543, b) 27 2.b) 27 3. E Wekazowka. Proste AC 1 OF preecinajy sie pod katem 0%,

4. Wekeazowka, Wskaz trojkaty przystajgce w pr‘ostochie ABCTD o przekgtnych AC'1 5D
7.2) @=50° b) &=100°, ¢ @¢=60°. 8 P=25can? 9. 13,0cmi378an

11.a)17 cm, b) 625 cm?, ©) 6. 13. Mie, bo |4B|=|BC| 14. 18° albo 727,

Zadania utrwalajgce

6.1. Przekatne d, 1 d, czworokata wypuklego przecinajg si¢ pod katem . Oblicz pole
tego czworokata, gdy:

a)yd =d,=8 itga=+3 b) d =22, d,=6 i cosar =—.

D N
6.2. Przekatne czworokatow ABCD 1 KLMN % Y
D | sg parami rowne 1 rownolegle. Uzasadnij, 4 c
ze pola tych czworokatow 89 rowne.
B L

6.3. Oblicz miare kata ¢, pod ktorym przecinajg sie przekatne prostokata ABCD przedsta-
wionego na rysunku.

r__q||—1

a) b) c)
O = = C D ~. 5 -~ c D N ~ c
x&k"‘-h_ .al.'",'f Kk.?x f/f \\ S //
orele 6| |ax=C 6
A = 20° - -~ WL g Ry
B 4 5 A5

a) b) c)
D D C D C
SO S 107 4
\“ S 7 u\' ey R\'s:'//
3 //- xﬁﬂ / //K\\ 0 4 s
,-f AK 19/\1_]__:’//\1\ /// ;.rzg&x
A B 4 e iz B A ! B

Wyniki zaokraglij do 0,01.
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6.5. Przekatne prostokata majg dlugosc¢ 14 cm 1 przecinajq sie pod katem 48°. Oblicz pole
i obwéd tego prostokata. Wyniki zaokraglij odpowiednio do 1 cm?i 1 cm.

6.6. Stolarz odcina naroze z deski prostokatne] owymiarach D 65

C
65 cm x 45 cm, tak jak na rysunku. Dhugosé ciecia EF jest &
rowna 30 cm. Oblicz obwdéd deski (figura AFECD) po 45 /,__,f
=
odcieciu naroza i podaj wynik zackraglony do 1 cm. / 115%
A Fy B
5
6.7. Na rysunku czworokat ABCD jest kwadratem. Oblicz miare kata .
a) p 4 E 4 ¢ b) »p C C)Da!, c
_a_.- )l.l-
- 10 12
A A a\ 4
g 2 2E 8 © E2B

6.8. Przekatna prostokata o dlugosci 12 dzieli jego kat w stosunku 2 :3. Oblicz obwdd L
1 pole P tego prostokata. Wyniki zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.

6.9. Przekatne prostokata ABCD o bokach dlugosci 6 1 8 przeci- D C
D | naja sie pod katem . Uzasadnij, ze: el | S
194
a) pola trojkatdw ASD, DSC, CSB i BSA s rowne, ;
: 24 A B
b) sino =— 8
) 25

6.10. W kwadrat KLMN, ktérego bok ma dhugoscé 3, wpisano dwa ¥ C W
D | trojkaty rownoboczne w sposob pokazany na rysunku. Uza-

sadnij, ze: D B3

a) czworokat 4 BCD jest rombem, o 5

K
b) [4C|=3(¥3 -1} i |DB|=3-+3. 3

6.11. W kwadrat, ktorego bok ma dlugosc¢ 1, wpisano drugi kwadrat tak, ze jego boki
tworzg z bokami danego kwadratu odpowiedmio katy o miarach 30°1 60°. Oblicz pole
wpisanego kwadratu.

6.12. Skonstruuj kwadrat, w ktorym dwa dane punkty Af1 N sa:
a) srodkami dwoch przeciwleglych bokdw tego kwadratu,
b) srodkami dwoch sgsiednich bokow tego kwadratu.
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Rownolegtoboki

Przypomnijmy

Rownoleglobok to czworokat, ktory ma dwie pary bokdw rownoleglych.

Pole P i obwad L

a, b — dhigosel boldw rawnole-

globoku
h, B, —wysokosci rownolegfo- P=bh
boku
AC, BD —przekgtne rownoleglo- P=ik
boku |4C|=d,, |BD|=4, 4
o, F—miary kgtow wewnetrz-
nych rownolegioboku L=2a+2b

@ — kgt przeciecia sie preekgi- L G
nych rownole globoku =18l

e Kazdy rownoleglobok jest trapezem réwnoramiennym.

e W kazdym rownolegloboku:
= pary bokow rownoleglych maja te sama dlugosc,
» punkt przeciecia sie przekatnych dzieli kazda z przekatnych na polowy,
przeciwlegle katy wewnetrzne sg przystajace (maja rowne miary),
= suma miar dwoch kolejnych katow wewnetrznych jest rowna 180°,
punkt przecigcia sig przekatnych jest srodkiem symetrii tego rownolegloboku.

Cwiczenie 15.

a) Skonstrunj roéwnoleglobok, w kidrym odcinki a1 b przed- =
stawione na rysunku sa bokami réwnolegloboku oraz jego kat

ostry ma miare 30°. b
b) Skonstrunj réwnoleglobok, wktorym odcinki d, i d, przed- r
stawlone na rysunku s3 jego przekatnymi 1 przecinajg sie pod :
katem 45°. : d

Cwiczenie 16. Uwzglednij dane przedstawione na rysunkach i oblicz miary katow

rownolegloboku.
b) D &

a) M

120° &
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Cwiczenie 17. Pole prostokata DERG b . GI e
jest réwne 162 cm?. 15 em 9em |
Oblicz pole rownolegtoboku 4BCD. 4 i;\ :

E B
- D €
Cwiczenie 18. Pole rownolegloboku ABCD P h \5
0 bokach dlugosci 8 1 5 jest rowne 24. N
Oblicz dlugosci wysokosci tego réwnolegloboku. 4 . ?V d

= hy,

rPrzykIad 6. Boki réwnolegloboku majg dlugosci 20 cm 1 12 cm, a kat miedzy nimi
zawarty ma miare 20°. Oblicz pole tego rownolegloboku. Wynik zaokraglij do dwoch
miejsc po przecinku.
Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

D 20 C
Dane: a=20 cm, | Obliczyé: h, P=a-h. 12 7 A
b=12 507 i’\ b
= CIm, gy i
| A = B

% DAB|=20° |

W trojkacie prostokatnym AED:

 —d—»

%:sinZ(}“, skad

1
h=12-5in20° wigc A=4104.
P=a-h czyli
P=120-4,104 wiec P~82 08
Odp.: P~82,08 cm”, J

Cwiczenie 19. Uwzgledni) dane przedstawione narysunku, gdzie czworokat A BCDjest
rownoleglobokiem, i oblicz dlugos¢ jego wysokosgei A. Wynik zaokraglij do 0, 1.
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Cwiczenie 20. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie czworokat ABCD jest
rownoleglobokiem, i1 oblicz dlugosc jego wysokosci A, gdy:

a) sina =0,4, b) sina =0,7, ¢) sma =0,5.
D C Eq
D E C
"ﬁ i e 10
h k
4 B A -
B E

Cwiczenie 21. Uwzglednij dane przedstawione na rysuriku i oblicz pole réwnoleglo-
boku ABCD.

a b C
) D. C ) D C ) D.\ C
A (i) M e - 30 "B 4 45° 'B

SN2

r Przyktad 7. B oki rtéwnolegloboku maja dlugosci 81 10, ajego pole jest réwne 60. Oblicz:
a) dlugosci wysokosci tego rownolegloboku,
b) miary katow rownolegloboku.

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

Dane: P=060, | Obliczyé: h, h, o B.
a=10, b=8. |
. : 60
a) P=a-h, wiec h,=—, czyli ha:ﬁzé,
P=b-h, wiec h :% czyli A :%:T,S.

b) W trojkacie prostokatnym AED:
%: sine, wiec sing = g =0,75, skad o ~49°

B=180°—c, wiec B~131°.
Odp. a)6i 7,5, b)49°i131°. )

Cwiczenie 22. Boki réwrnolegloboku maja dlugosci 16 i 32, a jego pole jest réwne 128.
Oblicz miary katow réwnolegloboku.
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(Przykiad 8. Boki réwnolegloboku maja diugosci 16 i 10, a kat miedzy nimi zawarty
ma miarg 60°. Oblicz dlugosci przekatnych tego rownolegloboku.
Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.
Dane: |4B|=16, |AD|=10, |« BAD|=60°.
Obliczyé: |BD|=x, |AC|=y.

Z twierdzenia cosinmusow w trojkacie ABD:
x* =|4B[ +|AD[ —2-|4B|-|AD|-cos (% BAD)
x*=16"4+10°-2-16-10-cos60° =196, skad x=16.
Zauwazamy, ze [« ABC|=180°-60°=120°,
7 twierdzema cosinusow w trojkacie ABC:
|AC]" =|AB[ +|BC[ —2|4B|-|BC|-cos(« ABC)

3> =16% 410> ~2-16-10-cos 120° cos]20°=c056(}°=%
=516, skad y=24129
Odp.: 141 24/129. J

Cwiczenie 23. Boki réwnolegloboku maja dlugosci 5 1 8, a kat miedzy nimi zawarty
ma miare 135°. Oblicz sume kwadratow dhugosci przekatnych tego réwnolegloboku.

rPrzykiad 9, Punkty 4=(6,4), B=(-3,7), C=(-2,0} sakolejnymi wierzchotkami
rownolegloboku ABCD. Oblicz pole tego réwnolegloboku.

Rozwiazanie
Zauwazamy, ze przekatna AC dzieli réwnoleglobok
na dwa przystajace trojkaty: ABC 1 ADC.
F gpep = 2By ype
Korzystamy z wzoru
|
By ape= E "(XB _XA}'(J’C = J’A)_(xc _XA)(JVB _J"A}‘-

P e =%-\(—3—6)-(0—4)—(—2—6}(?—4}|=3(}.

Zatem £ yurry =2:30=60.
Odp.: 60.

Cwiczenie 24, Punkty A=(-11), B=(3,—-2), C=(2, 3} sakolejnymi wierzchotkami
rownolegloboku ABCD. Oblicz jego pole.
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r Przyktad 10. Wykaz, ze w rownolegloboku suma kwadratow dlugosci przekatnych jest
rowna sumie kwadratow dlugosci wszystkich jego bokow.

" " D _
Rozwiazanie Y
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. oy .

PPL: B s

C

Z (zaloZenie): T (teza):
Odeinki AC, BD~ przekaine | 4CP +|BD[ = 2|48 +2/BC]
rownolegltoboku ABCD.

Deowod. W trojkacie ABC:
|ACF = |AB[ +|BCf —2|4B|-|BC|cos B, gdzie B=180°—c, wiec
1°  |AC]" =|4B[" +|BC| +2|4B||BC|cosa. c0s(180° —ar) ~—cosa
W trojkacie DAB:
|BD® =|AB[* +|AD[’ — 2|AB|-|AD|coscr, gdzie |AD|=|BC
2°  |BD| =|4B[ +|BCf —2|4B|-|BC|cose.

, wiec

Dodajgc stronami réwnosci 1° 1 2°, mamy:
[AC|" +|BD|" = 2|4B" + 2|BC["

C.HLH. _J

Cwiczenie 25. W réwnolegloboku przekatne maja dlugosci 10 1 64/2. Oblicz sume
kwadratéw dlugosci dwoch réznych bokow tego rownoleglobolku.

Romby

Romb to czworokat, ktorego wszystkie boki sa rowne.

Rysunek Pole P i obwéd L
a — ddgasd bok rombu P=ah
h —wysokosd rombu
dy o, —dlugosct praekqinych P l did,
rombu (|AC|=d,, [BD|=d;) | 4LE———4 2
a — miara kgta ostreco rombi. AC 1 BD L=4a

e Kazdy romb jest réwnoleglobokiem.
e W kazdym rombie:
= przekatne przecinajg sie pod katem prostym, a punkt przeciecia jest srodkiem
kazdej z nich,
= przekatne dzielg romb na cztery przystajace tréjkaty prostokatne,
= przekaine dzielg katy na polowy.
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Cwiczenie 26. |

a) Skonstruuj romb, w ktérym odcinki d, i d, przedstawione | d,

na rysunku s3 jego przekatnymi. —
b) Skonstiuuj romb, w ktorym odcinek «a przedstawiony na !
rysunku jest jego bokiem, akat ostry tego rombu ma miare 60°. —a

Cwiczenie 27. Krotsza przekatna rombu ma taka sama dlugos¢ jak jego bok.
a) Podaj miary katow wewnetrznych tego rombu.
b) Podaj miare kata, jaki tworzy dihuzsza przekatna tego rombu z jego bokiem.

rPrzykiad 11. Wysokos¢ i rombu jest rdéwna 4 cm, a obwaod L rombu jest rowny 24 cm.
Oblicz pole P rombu.

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczeniﬁljak na rysunku. D _ C
Dane: h=4, L=24 _|_Oblicyyé: . |
L=4a i L=24 wiec 4a=24, skad a=6. 2l
P=a h=6-4=24 B
Odp. P=24. J

Cwiczenie 28. Bok rombu ma dlugosé¢ 5 cm, a kat ostry miare 60°. Oblicz pole tego
rombu.

r_Przykiad 12. Przekatne rombu majg dlugosci rowne 61 8. Oblicz:
a) dlugosc boku rombu, b) diugosc wysokosci rombu,
¢) miare kata ostrego rombu.

Rozwiazanie
a
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunkun. D 3 4 .7
Dane: d, =|BD|=6, | Obliczy¢. a h, o a/, o 4
| ! -8
d,=|aC|=8. | , /a% oy |
———————————————— a B E

a) Punkt S przeciecia sie przekatmych rombu dzieli kazda
z nich na potowe, wigc |AS|=|SC|=4 i |BS|=|SD|=3.

W trojkacie prostokatnym ASD:
@ =4*+3 wiec a*=25, skad a=5
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d,-d

b)y P= 2 iP=a-h
a-h:dl.dz
2
Shzg, skad A=4.8

¢) W trojkacie prostokatnym BEC:

h o . .
—=sineo, wiec
a

sin o = 4;8 = 0,96, skad

o = 74°,
Odp.:a)5, b)4,8, c¢)74°, _J

Cwiczenie 29. Przekatne rombu majg dlugosci réwne 10 i 20. Oblicz:

a) dlugosc boku rombu, b) dlugos¢ wysokosci rombu, ¢) miare kata ostrego rombu.

Odpowiedzi do ¢wiczen
16.a)s0° 1 120°, b) 80° 1 1007 17. 270 e 18. h, =3, by =4,8 19.a)2, b) 94, 123
20.a) A=16, b) k=7, o k=8 21.2) 253, b 493, )25 22. 151 165° 23. 178
2548
>

24,17  25.86 27.2)60° i 120°, b) 30° 28. 29.4) 545, b) 445, o 54°

Zadania utrwalajgce

6.13. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole rownoleglobolku ABCD.

a) C) D c
6
4 4 ;_4:55
8 B
D i
6.14. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i ob-
licz pole rownolegltoboku ABCD. A T B

6.15. Oblicz dingodci przekatnych réwnolegloboku, w ktérym boki maja diugosci 41 34/2,
a kat ostry ma miare 45°.
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6.16. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole rombu ABCD.

a b C
) p C) Cs )D3C
D B
. g
A% B Y 4 B
« 8

6.17. Wysokos¢ rownolegloboku poprowadzona z wierzcholka kata rozwartego tworzy
z jego bokiem kat o mierze 50°. Oblicz miary katow tego rownolegloboku. Wyniki
zaokraglij do 1°.

6.18. W rownolegloboku boki maja dlugosci 4 1 3, a kat ostry ma miare 42°. Oblicz pole
tego rownolegloboku. Wynik zaokraglij do 0,1.

6.19. Pole rombu, ktérego bok ma diugoscé W3, jest rdéwne 6+/2. Oblicz miare kata ostrego
tego rombu.

p— D
6.20. W rdwnolegloboku 4 BCD z punktu D poprowadzono
D |_dwie wysokosci: A, h, tworzace kat «. Uzasadnij, h,
ze kat ostry rownolegloboku tez ma miare rowng . A: E“
- a

6.21. Wysokos¢ A rombu dzieli jeden z jego bokdéw na od-
cinki o dlugosciach 51 10. Oblicz sinus kata ostrego tego rombu. Rozwaz dwa przypadki.

6.22. Oblicz:
a) obwod rownolegloboku, kiorego pole jest rowne 70, a jego wysokosci maja diugo-
415377,
b) pole réwnolegloboku, w ktorym przekatne o dlugogciach 17 1 26 przecinajg sie pod
katem 30°.

6.23. Przekatne rownolegloboku majg dlugosci 121 16, ajego pole jest rowne 48+/3. Oblicz
miare kata przecigcia si¢ przekatnych tego réwnolegloboku.

6.24. Kat ostry rownolegloboku ma miare 30°. Przekatne réwnolegloboku przecinajg sie
w punkcie S oddalonym od jego bokéw odpowiednio o4 cm i 12 em. Oblicz dhugosé
krotsze] przekatnej rownolegloboku.

6.25. Bok rombu ma dhlugos¢ 4. Suma dlugosci jego przekatnych jest rowna 10. Oblicz
pole P tego rombu.
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6.26. Romb o boku dtugosci 9 1 kacie ostrym 60° podzielono na trzy czesci o rownych
polach odeinkami majgcymi wspdlny poczatek w wierzcholku kata ostrego. Oblicz
dlugosci tych odcinkow.

6.27. Udowodnij, ze jezeli kazda przekatna czworokata wypuklego dzieli go na trojkaty
D | o rownych polach, to jest on réwnoleglobokiem.

6.28. W rombie ABCD bok AB ma dlugosc 13, a przekatna AC ma dlugosc 24.
a) Oblicz dlugosé przekatnej B.D. b) Oblicz pole rombu.
¢) Oblicz sinus kata DDAB. d) Oblicz cosinus kata ADC.

6.29. Pole rombu jest rowne 7,5, a dlugosci jego przekatnych rozmag sie o 2. Wykaz, Ze

|E‘

tangens polowy kata rozwartego tego rombu jest rowny %

6.30. W rombie przekatne majg dlugosci d, 1 d,, a miara jednego z katow wewnetrznych
Dl tego rombu jest rowna 150°. Uzasadnij, ze dlugos¢ boku ¢ rombu okreflona jest

WZOTem a = Jdl iy

6.31. Punkty A=(1,1})i C=(3,5) sakoticami przekatnej rombu 4BCD, ktérego pole jest
rowne 20. Oblicz:
a) diugosc przekatnej AC, b) dlugosc przekatnej BD,
¢) dhugos¢ boku rombu, d) sinus kata ostrego rombu.

6.32. Sprawd?, czy czworokat 4 BCD jest rombem. Jesli tak, to oblicz jego pole, gdy:
a) A=(0,-2), B=(2,1) C=(53) D=(3,0),
b) A=(—4, —2) B=(2,0) C=(0,4) D=(-6.2)

6.33. Sprawd?, czy punkt D jest wierzcholkiem rownolegloboku 4BCD, gdy:
a) A=(-2,3), B=(2,5), C=(0,7), D=(-4,5),

by A=(-1-1}, B=(2,-3), C=(7,-1}, D=(4,1},
¢) A=(-2,1}, B=(L3), C=(6,1), D=(5,-1}.
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Trapezy

Przypomnijmy

Trapezem nazywamy czworokat, ktory ma przynajmmiej jedng pare bokow
rownoleglych. Pare bokow rownolegtych trapezu nazywa sie podstawami,
a odleglos¢ miedzy nimi jest réwna wysokosci trapezu. Pozostale dwa boki trapezu

nazywa sie ramionami.

a v 8 —miary kqtow
wewnetrznych trapez

a+8= , B+y=
5=180°, B+y=180°

Rysunek Pole P i obwéd L
a, b —dhigodri podstaw D b |
rapez P=—(a+b)h
o, d — dhugosci ramion d 2
trapesi
A — wysokosd trapezu A 2 L=a+b+c+d

Trapez rOwnoramieniry

Trapez prostokatoy

4D|=|BC]=c,

AE|=|FB|=

a_

b

AD | 4B, AD | DC, |EB|=a—b

o Kazdy prostokat, kwadrat, rownoleglobok i romb jest trapezem

rownoramiennym.

e Kazdy kwadrat 1 prostokat jest trapezem prostokatmym.

Cwiczenie 30, Odcinki h, ai b przedstawione na
rysunku sg odpowiednio wysokoscig 1 podstawami

trapezu. Skonstruu:

a) trapez prostokatny, b) trapez rOwnoramienny.




Trapezy 187

Cwiczenie 31, Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz dhigosé odcinka x.

VAR

4J~'"£ \x
|/ 1
A 5 ‘B

r Przyktad 13. Pole trapezu jest rtowne 54 dm?. Jedna z podstaw jest dwa razy dhuzsza od
drugiej, awysokosc jest rowna krotsze) podstawie. Oblicz dhugosci podstaw 1 wysokosé
tego trapezu.

Rozwiazanie b c
/|
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. _},.fi \
Dane: P=54, h=b, a=2b. | Obliczyé: a, b, h. // h=b \\
________________ Py "
P=a+b-h, wiec “ a 5
b
54 2b+ b B
2
%5254, skad b* =36
b=6, wiec a=121i h=6. J

Cwiczenie 32. Pole trapezu jest réwne 360 cm?. Wysokoéé ma dlugosé 12 cm, a diugosé
jednej z podstaw jest 0 4 cm wieksza od drugiej. Oblicz dlugosci podstaw tego trapezu.

Uwaga
Odcinek MN taczacy srodki ramion dowolnego B
trapezu jest rownolegly do jego podstaw AB 1 DC D/ \C
AB|+|DC : b o -
oraz \MN\zM, czyli |ﬂIN\:i. A 3
[

Odcinek MN nazywamy linia Srodkowa trapezu.

Cwiczenie 33. Uzasadnij, ze jesli MN jest linia srodkows trapezu, to;
a) pole tego trapezu okreslone jest wzorem P = |M ‘ -h, gdzie hto wysokosc trapezu,

a+b
2 »

b) |MN|= gdzie ai b to podstawy trapezu.
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Cwiczenie 34, Narysunku przedstawiony jest trapez ABCD
o podstawach 48 1 DC oraz linii srodkowe] MN. Przyjmij D 8.
oznaczenia jak na rysunku i oblicz: s/ m \ N 1
a) m gdy a=12 1 b=8, /

b) pole P trapezu, gdy m=4 1 h=2.

(Przykfad 14. W trapezie prostokatnym, przedstawionym na
rysunku, dhigosci podstaw sg rowne 8 cm i 6 cm, a kat ostry
ma miare 58°. Oblicz obwod 1 pole tego trapezu. Wyniki
zaokraglij do dwoch miejsc po przecinku.

Rozwiazanie
Dane: a=8 b=6, | Obliczyé: L=a-+b+c+h,
o =58°. I P:a+b_h.
|

Zauwazamy, ze |[FB|=a—b=8-6=2.
Obliczamy dlugosci odcinkéw ki ¢ w trdjkacie CFB.

—1g58°, skad h=2-tg58° czyli h=~3,2006,

oo ke R

o
=cos58°, skad c=———, czyli ¢=3,7743.
cos 58°

Zatem
L=8+6+4+32006+3,7743=20,9749, wiec L =20,97.

a-+b B4+6

e -h, czyli P= & 3,2006, skad P =22,4042.

Odp.: L~20,97cm, P=22,40cm”.

Cwiczenie 35. Na rysunku czworokat ABCD jest trapezem prostokainym. Oblicz pole
tego trapezu i jego obwod.

D . b) 9
D 3 A D 45° '\t C D‘ 5 . C
10, 5 >
il 13
4 | B A—"B P 307 5
8 E 12
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Cwiczenie 36, Przyjmij oznaczenia jak na rysunku, D b C

1 uzasadnij, Ze: of | AN

o

b

a) |4E|=|BF|=2=2,  b) |4F|=|BE|=212.
2

A f

1%
16

rPrzykIad 15. Na rysunku czworokat ABCD jest trapezem. 8
Oblicz:
a) miare kata miedzy ramieniem a dluzsza podstawa, 43, 43
b) dhigos¢ wysokosci trapezu,
¢) dhigosc przekatnej trapezu. 20

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. Zauwazamy, ze trapez ABCD jest rownora-
mienny. Obliczamy diugosci odcinkdéw EB 1 AE.
|4B|-|DC|  20-8
2 2
|AE| = |AB|—\EB\ =20-6=14.

|EB| = 8

W tréjkacie prostokatnym EBC':
a) coso= j_ skad cosa—% %zg
- = cos30® =

Zatem o = 30°.
b) 4—% =sin30°, skad h=44/3 sin30° =4J§-%.

Zatem h=243.
¢) W trdjkacie prostokatnym AEC:

ACF =|4B[ +|BCf, cayli d®=147+(23), skad d° =208, wige

d =208 =~/16-13, zatem d=4/13.

Odp.: 2) 30°, b) 243, ¢) 413. )
Cwiczenie 37. Na rysunku czworokat ABCD jest tra- 6
. D c
pezem. Oblicz:
a) miare kata ostrego tego trapezu, 242 W2
b) tangens kata, jaki tworzy przekatna trapezu z jego A B
10

dhuzsza podstawa.
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rPrzykfad 16. Przekatna trapezu ma diugos¢ 30 i tworzy z jednym z jego ramion kat

prosty, a z dluzsza podstawa trapezu kat, ktorego sinus jest rowny % Pole tego trapezu

jest rowne 360. Oblicz diugosci podstaw trapezu.

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku.
: 8 ——

Dane: sin = 17 I Oblicgyc:

b — diugosci podstaw.
\BD|=30,P=360.I “ RS R

Obliczamy dlugos¢ przeciwprostokatne] 4B, czyli dlugosé a dluzsze) podstawy trapezu.
W trojkacie prostokatnym ABD:

@:cosﬁ, czyli E:cosﬁ, wiec a= - ;
| 4B a cos B
smﬁ:%i cos B = J1—sin® 8, skad sin” f +cos” f—1

g8 Y . 15 15
cosB=,1-| — | ,czyli cos B =— Zatem a=30:—=34
P ErJ WL ee8 = T

Obliczamy dlugosc wysokosci A trapezu. W trojkacie prostokatnym DEB:
ED| . . h 8 240
i—=%smnfA. czyh —=— skad hA=——ru:
BD)| B czy 3017 2 17

Obliczamy dlugosc b krotsze] podstawy trapezu.

240
b5 s
P:@, wiee 360=%, skad B=17.

Odp.: a=34, b=17. J

Cwiczenie 38. Przekatna trapezu ma diugosc 24 1 tworzy z jednym z jego ramion kat
prosty, az dluzsza podstawa trapezu kat, ktérego cosinus jest rowny % Pole tego tra-

pezu jest rowne 180. Oblicz dlugosci podstaw trapezu.
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r Przyktad 17. Punkty A=(—1,4), B=(5.-2}, C=(7,3) sakolejnymi wierzchotkami
trapezu réwnoramiennego ABCD, w ktérym jedng z podstaw jest odcinek AB. Oblicz
wspohizedne wierzcholka D.

Rozwiazanie Trapez jest tOwnoramienny, gdy jego ramiona majg takg samg dlugosc,
wiec mozliwe sg dwa przypadki:
1 trapez jest réwnoleglobokiem,

2 trapez jest réwnoramienny, ale nie jest réwnoleglobokiem.

Ad 1 Srodek przekatnej AC jest réwniez srodkiem przekatnej BD.

SAC:[XA+XC,J’A+}’CJZ[3?

2 2
xB+xD1:xs 5+xD1:
2 , wiec 2 , skad D =(1,9}.
Yst¥p _ i W
2 s 2 2

:
2 ?

Ad 2 Jest kilka sposobow obliczenia wspohrzednych
wierzcholka D, . Pokazemy jeden z nich.

Piszemy rownanie prostej &, ktora jest prostopadia
do prostej AB i przechodzi przez srodek S podstawy 4B trapezu.

podstawa trapezi

S:["“A;XB,}'A;J’B]:(z,l), aAB:%:—l,MQC a=1. e
ko y—ys=a-(x—xg),czyli y—1=1-(x-2), skad y=x-1.

Piszemy rownanie proste] CD,, ktara jest rownolegla do prostej A8.
CD,. y—Y¥¢ =aAB(x—xc), czyli y—3=—(x—7), skad y=—x+10. ay =04

Obliczamy wspohzedne punktu K, rozwigzujac uklad rownan.
R L 1

y=x skad K = [1 19 ]

y=—x+10" 22

Obliczamy wspdlrzedne wierzcholka D, korzystajgc z tego, ze punkt K jest srodkiem

odcinka CD,, albo z tego, ze CK = KD

[ rdwnanie proste] k
l rownanie prostej CD,

X+ Xp, T+xn 11
=Xz =
2 , cayli 2 skad D, = (4, 6).
Yet Vo _ Yo, _9
2 % 2 2
Odp.: D, =(19}, D, =(4,6).
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Cwiczenie 39, Punkty A=(-4,-1), B=(2,-3), C=(6,4) sakolejnymi wierzcholkami
trapezu rownoramiennego ABCD, w kiorym jedng z podstaw jest odcinek AB. Oblicz
wspolizedne wierzcholka D.

Odpowiedzi do éwiczen 33, Wekazawka, Zauwaz,

3l.a) x=3,b) x=4, ) x=3 32.28m i32cm M = MA+ 4B+ BN
= {M?;r;@macﬁ
D C
MQN
A B

|
|
34.a) 10, b)8  35.4) P=84, L=34+645, |
b) P:%, L=12+37, 9 P=12(5+63), L=46+1243, |
|
|

37. a)45°, b) tgcx:%. 38 26113 39. D=(0,6) lub D=(12,2).

Zadania utrwalajace

6.34. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz miary katéw wewnetrznych
trapezu.

a) b) a 8
47° 350 % ﬁ +60°>

6.35. Na rysunku czworokat ABCD jest trapezem prostokatnym. Uwzglednij dane przed-
stawione na rysunku i oblicz miare kata

) . b) 9
D C D C D ;C
10~ | fa_ 12
4 i 2 I/I s 6| A
A [ A - > B f
12 B 8 g 12 A 60° ) B

6.36. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie
czworokat ABCD jest trapezem rownoramiennym,
i oblicz dlugogei podstaw tego trapezu.

6.37. Oblicz pole trapezu ABCD przedstawionego na rysunku. Wynik zaokraglij do 0,1.
a) D C b) p c)

11
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6.38. W trapezie rownoramiennym ABCD podstawy 4B 1 CD majg odpowiednio diu-
goscl 543 i43.a kat ostry tego trapezu ma miarg 60°.
a) Oblicz dlugosc¢ wysokosci trapezu. b) Oblicz pole trapezu.

6.39. Odcinki AB i CD, gdzie |AB|=40 i |CD|=16, sg pod- 7y 18 &
stawami trapezu ABCD. Punkt K polozony na boku 4B %
ma te wlasnosc, ze odcinek DK dzieli trapez na dwa .
wielokaty o rownych polach. Oblicz dlugosc odeinka AK.

<« 40—

6.40. Czworokat ABCD jest trapezem rownoramiennym. Uwzgledm] dane przedstawione
na rysunku i oblicz pole tego trapezu.
2 p c b) 7 A
| D C

1E 3

6.41. Nierownolegle boki 401 BC trapezu ABCD zawierajg si¢ w prostych prostopadtych.
Wiedzac, ze |AD|=|DC|=8, |« ABC|=30°, oblicz pole P i obwdd L tego trapezu.

6.42. Sprawdz, czy czworokat ABCD o danych przedstawionych na rysunku jest trapezem.
Jesli tak, to oblicz jego pole P.

3 b 120° 150° .
5 15° 2
P D B 4

20

6.43. W trapezie ABCD polaczono srodek M ramiemia AD
Dl z koficami ramienia BC, jak na rysunku. Wykaz, ze
pole trojkata MBC jest rowne polowie pola tego

trapezu.

6.44. Odcinek o koficach 4=(3,2) i B=(2,—1) jest krétsza podstawq trapezu ABCD.
Wiedzac, ze punkt M = (1,1} jest érodkiem diuzszej podstawy oraz, ze |CD|=2|4B|
oblicz wspohrzedne wierzcholkow C'1 D.
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[ 6.45. Wykaz, ze prosta zawierajgca srodki przekatnych trapezu ABCD jest rownolegla do
Ll_podstawAB 1 CD, gdy:

a) A=(-4,0), B=(14,-6), C=(8,4), D=(2,6),

by A=(-6,4), B=(6,0}, C=(4,4), D=(-2,6).

6.46. Punkty A=(2,-3} i C=(5,1} sgwierzcholkami trapezu 4BCD. Wiedzac, ze prosta
zawierajaca podstawe CD trapezu ma réwnanie x+2y—7 =0, a prosta zawierajaca
odcinek laczacy wierzcholek A ze srodkiem podstawy CD marownanie Sx—y—13=0,
oblicz wspohzedne wierzcholka D trapezu.

Q Okrag wpisany w czworokat

Przypomnijmy

Jezeli punkt 7 nalezy do dwusiecznej kata, | Jezeli odleglosci punktu P od ramion
| kata sq réwne, czyli |P4|=|PB

dwusieczna |
A

W™ \rP

»

to jego odleglosgei od ramion kata sg

TOWIe.

|
|
| B
|
| to punkt P nalezy do dwusieczne] kata.

Twierdzenie o odcinkach stycznych

Odcinki dwoch stycznych poprowadzone do okregu
z punktu zewnetrznego wyznaczone przez ten punkt
1 punkty stycznosci majg rowne diugosci.

Definicja
Okrag nazywamy wpisanym w czworokat, jezeli jest
on styczny do wszystkich jego bokow.

R

Okrag wpisany w czworokat oznacza to samo, co czworokat opisany na okregu.
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Uwaga

e Srodek okregu wpisanego wezworokat jest punktem jednakowo
odlegtym od jego bokow, zatem jest on punktem przeciecia sie
dwusiecznych wszystkich jego katow wewnetrznych.

e (Okrag mozna wpisac tylko w czworokat wypukly.

Twierdzenie
Jezeli okrag jest wpisany w czworokat wypukly, to sumy

[

dlugosci przeciwleglych jego bokow sg rowne. @
_D 3

4

|4D|+|BC|=|4B|+|DC]|

Z (zalotenie): Okrag jest styczny do kazdego | T (teza): |AD|+|BC|=|4B|+|DC|.
z bokéw czworokata wypuklego.

Dowéd: Oznaczamy literami E, F, G, H punkty stycznosci okregu odpowiednio do bo-
kow AD, AB, BC, CD.
Z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze:
|[4E|=|4F|, |ED|=|DH| |CG|=|CH| |BG|=|BF|
Dodajac powyzsze rownosci stronami, otrzymujemy: D
|AE|+ |ED|+|BG|+ |GC| = | 4F| +|FB| +|DH|+|HC].
4D BC| AB] o
Zatem |AD|+|BC|=|4B|+|DC]|. L.

Cwiczenie 40. Sformuhyj twierdzenie odwrotne do twierdzenia o okregn wpisanym
w czworokat wypulkly.

rPrzyldad 18. Czworokat o bokach « b, ¢, d jest opisany na okregu. Wiedzac, ze trzy
jego boki maja diugosci rowne 13 cm, 10 cmi 7 cm, oblicz dlugosc czwartego boku.

Rozwiazanie g
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. Jezeli czworokat o bokach
a b, ¢, djest opisany na okregu, to a+c=56+d,skad d=a+c—5. b

Gdy: a

1° =10 1 (a=131¢=7 lub a=71¢=13), to d=134+7-10=10,

20 b=7 1 (@=101¢=13 lub @=131¢=10),to d=10+13-7=16,

3° b=13 i (¢=71¢=10 Iub a=10ic=7), to d=7+10-13=4. Q
Odp.: Czwarty bok czworokata moze miec¢ dlugosc¢: 10 cm lub 16 cm, lub 4 cm. J
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Cwiczenie 41, Sposrod czworokatow wymienionych ponizej wskaz te, w ktore mozna
wpisac okrag:

1 romb, ktory nie jest kwadratem, 2 rownoleglobok, ktory nie jest prostokatem,

3 prostokat, ktéry nie jest kwadratem, 4 kwadrat, § deltoid, ktory nie jest rombem.

Cwiczenie 42, Wierzcholkami trapezu réwnoramiennego ABCDsg punkty 4 =(—4,—1),
B=(8,—1} C=(5,3) D=(-123). Sprawd?, czy w ten trapez mozna wpisa¢ okrag.

: D
Cwiczenie 43, Trapez prostokatny ABCD opisano na okregu

o srodku O1 promiemiu r. Wykaz, ze |« BOC|=90°.

i \

(Przykl’ad 18. Dlugosci przekatnych rombu sa réwne 60 cm i 32 cm. Oblicz diugoscé

boku, pole rombu oraz promief okregn wpisanego w ten romb.
Rozwiazanie
Przyimujemy oznaczema jak na rysunku.
W trojkacie prostokatnym BSA:
|4B[* =| 4S| +|BS[", gdzie |A4S|=30cm,
|4B[" =307 +16% skad |4B|=34.
Obliczamy pole rombu:

A

BS|=16cm,
P:%\AC|-|BD\, czyli P:'SGT'?’Z:%G.
P:‘ABM oraz r:%h, wiec

r:i, czyli r:9—, wiec r:l4£.
2|AB :

Odp.: Bok rombu ma dlugosc 34 cm, pole rombu jest réwne 960 cm?, promien okregu

J

wpisanego w romb jest rowny 14% cI.

Cwiczenie 44, Bok rombuma dhugosé 5, a jego kat ostry ma miare 60°. Oblicz pole rombu
1 promien okregu wpisanego w ten romb.
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rPrzykIad 20. W trapez rownoramienny, ktérego ramie ma dlugos¢ 14 cm, wpisano “R
okrag. Punkt stycznosci okregu wpisanego w trapez dzieli jego ramie w stosunku 4 : 3.

Oblicz promien tego okregu.

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku, gdzie punkt O jest srodkiem okregu.

Dane: |AD|=14 cm, | Oblicgyé: r— promieri okregu
K — punkt stycznosci okregu do boku AD, | wpisanego.
|AK|:|KD|=4:3.

Zauwazmy, 7e

14| = | AK] + kD

2 |ak]|+|kD|=14

Mozemy przyjac, ze p P C
|AK|=4x i |[KD|=3x, wigc A \
4x+3x=14, skad

4x | r i
AK|=81 [KD|=6.
4K i [k g A
Trapez ABCD jest rdwnoramienny 1 opisany na okregu, wiec M

|4K|=|4S|=8 i |KD|=|DP|=6.

Punkty P 1§ sg srodkami podstaw trapezu, wiec

|4B|=16 i |DC|=12, 14 5
16-12
=

W tréjkacie prostokatnym AMD: A 2 M
W +|AM|' =|4AD[, skad A =|4AD[’ -|AM
kz\/m:\,w_?_:éﬁﬁ,
h=2r, czyh r:4~/§.

|40 |= 2 i |DM|=h=2r.

) .
, wiec

Odp.: Promieni okregn wpisanego w trapez jest réwny 443 cm. J

Cwiczenie 45. W trapez réwnoramienny, ktérego ramie ma dhigosé 24 cm, wpisano
okrag. Punkt stycznosci okregu wpisanego w ten trapez dzieli jego ramig w stosunku
5: 3. Oblicz promien tego okregu. Q
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Twierdzenie

Pole P czworokata wypuklego o bokach

dlugosci @, b, e, d opisanego na okregu P=p-r, gdzie

o promieniu » okreslone jest wzorem _atbtctd
5

-

_a+b+ec+d .
2

¥ ig

Cwiczenie 46. Udowodnij wyzej sformutowane twierdzenie.

Cwiczenie 47. W trapezie rOWINOTamiennym opisanym na okregu o promieniu 3 dolna
podstawa jest trzy razy dhuzsza mz gorna. Oblicz:

a) dlugos¢ gornej podstawy trapezu,  b) pole trapezu.

Cwiczenie 48, Dlugosci kolejnych bokéw czworokata opisanego na okregu o promieniu
10 podano w postaci wyrazef: x + 4, 2x+7, 3x+ 10, 4x + 5. Oblicz pole tego czworokata.

Cwiczenie 49, a) Uzasadnij, ze jezeli boki deltoidu maja D
diugosci a1 b, ajego pole jest rtowne P, to promien » okregu

wpisanego w ten deltoid okreslony jest wzorem » = T
a+

b) Oblicz pole 1 promien » kola wpisanego w deltoid ABCD,
gdy A=(1,-4), B=(3,-1), C=(L3}, D=(-1-1).

Odpowiedzi do cwiczen

41. 1, 4, §. 42.Mie 43 Wekazdwka. Zauwaz, ze |4 DCB|+ |4 ABC|=180° (dlaczego?) oraz frodek okregu
wpisanego w czworokat jest punktem przecigcia sie dwusiecznych jego katdw wewnetranych.

44, F= 252_\.@ r= % 45. 3J15. 46, Wekazdwia. Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia o tréjlgeie.

47.2) 243, b) 243 48. P=180. 49.b) P=14, r=2(2J§—Jl_3). Wikezéwiee, Zauwaz, ze przekgne
deltoidu przecinajy sie pod katem prostym, botrdjkaty 5AD | DCE s réwnararmienne o podstawie 50 1 dwusieczne
katdw BAD 1 BCD zawierajg ich wysckosal AR 1 CF

Zadania utrwalajace

6.47. Obwod czworokata wypuklego jest rowny 26. Zaproponuj dlugosci bokow tego

czworokata tak, by mozna bylo w ten czworokat wpisac okrag.

D <7C

6.48. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie O jest
srodkiem okregn wpisanego w trapez, 1 oblicz miare kata
srodkowego o y
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6.49. Uwzglednij dane przedstawione narysunku, gdzie O jest srodkiem okregu wpisanego
w czworokat ABCD, 1 oblicz dlugosci bokow tego czworokata. Q

6.50. Stosunek dlugogci trzech kolejnych bokdéw czworokata opisanego na okregu jest
rowny 3:2:1 Oblicz dlugosci wszystkich bokéw czworokata, wiedzac, ze jego obwéd
jest rowny 56 cm.

6.51. Trapez jest opisany na okregu o promieniu 5. Suma dlhugosci jego ramion jest row-
na 25. Oblicz pole tego trapezu.

6.52. W trapezie rownoramiennym jedna podstawa jest trzy razy dluzsza od drugiej, a diu-
D | gosc drugie) podstawy jest polowa dlugosci ramiema. Wykaz, Ze w ten trapez mozna
wpisac okrag.

6.53. Przekatna kwadratu ma dlugosc 10+/2. Oblicz promiefl okregu wpisanego w ten
kwadrat.

6.54. Na kole opisano trapez o katach przy podstawie réwnych g i %. Oblicz stosunek

obwodu tego trapezu do dlugosci jego wysokosci.

6.55. Oblicz promien okregu wpisanego w romb, w ki drym:
a) dhugosci przekatnych sg rowne 24 1 18,
b) bok ma dlugos¢ 10 i kat ostry ma miare 45°,
¢) bok ma dlugosc 13 1 jedna z przekatnych ma dlugosc 24.
.56. W rombie przekatne majg dlugosei p 1 g. Uzasadnij, Ze promief » okregu wpisanego
D[
w ten romb okreslony jest wzorem 7 =

P4
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6.57. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku, gdzie Ojest srodkiem okregu wpisanego
w trapez rownoramienny, i oblicz pole tego trapezu.

4) b) D__ ¢

6.58. W trapezie rownoramiennym podstawy maja dlugosci 1 b. Wykaz, ze jezeli w tentrapez
moznawpisaé okrag, to dhugos¢ wysokosci tego trapezu okreslonajest wzorem s =+/a - b.

6.39. Przekatne czworokata majg te sama diugosé réwng 6. Przekatne te przecinajg sie pod
katem prostym. Punkt przeciecia sie przekatnych jest srodkiem jednej z nich, a druga
dzieli w stosunku 1: 2. Okresl rodzaj tego czworokata. Oblicz jego pole, obwod i pro-
mien okregu wpisanego w ten czworokat.

6.60. W deltoid o polu 51 c¢m? wpisano okrag o promieniu 3 cm. Oblicz obwéd deltoidu.

B
13

6.61. Uwzglednij dane przedstawione narysunku i oblicz c @

promien okregu wpisanego w deltoid ABCD.
13
D

6.62. Wierzcholkami czworokgtad BCDsapunkty 4 =(1,3}, B=(2,1), C=(3,3), D=(2,5).
a) Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest rombem.
b) Napisz rownanie okregu wpisanego w ten czworokat.

6.63. Punkty A4=(2,1}, B=(0,7) sg kolejnymi wierzcholkami rombu 4BCD, a punkt

S = [—l, %) jest jego srodkiem symetrii. Napisz rownanie okregu wpisanego w ten romb.

Okrag opisany na czworokacie

Przypomnijmy

Definicja jlx
Symetralng odcinka nazywamy prostg prostopadlg do 20,
tego odcinka, ktora dzieli go na polowy. A= II S:' — B
e Srodek odcinka nalezy do jego symetralne;. \ ,},

e Jezeli punkt X nalezy do symetralnej odcinka AB, to |4X]|=|BX]|. '™
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Okrag nazywamy opisanym na czworokacie,
gdy wezystkie wierzchotki czworokata lezg na
okregu.

Okrag opisany na czworokacie oZnacza
to samo, co czworokat wpisany w okrag.

Uwaga

e Srodek okregu opisanego na czworokacie jest punktem
jednakowo odleglym od jego wierzcholkow. Jest on punktem
przecigcia sie symetralnych wszystkich jego bokow.

* (Okrgg mozna opisac tylko na czworokacie wypuklym.

Twierdzenie D
Na czworokacie mozna opisac okrag wtedy i tylko wtedy, (}\
gdy suma miar jego przeciwleglych katow wewnetrznych jest iC

réwna 180°. P ﬂ/

a+y=p+6=180°

Uzasadnimy, ze gdy na czworokgcie o kolejnych katach wewnetrznych o, £ ¥ ¢ opisano
okrag, to o +y = f+8 =180"

Z (zalozenie). Na czworokacie ABCD opisano okrag. : T(teza). oo +y =B+ 06 =180~

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku, gdzie £1 ¢ sg katami srodko-
wymi i uwzgledniajac, ze kat wpisany w okrag jest rowny polowie kata
srodkowego opartego na tym samym tuku:

a:%tﬁ 1 }’=%£, skad ¢ =2 1 £=2y.

¢+&=360°, wiec
20042y =360°, skad
o +y =180°.
Zatem B +8 =360°—(a+y}=180° C.1LH.

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne. Q
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R (Przykfad 21, Wiedzac, ze dwa katy czworokata wpisanego w okrag maja miary réw-
ne 70°1 135°, oblicz miary pozostalych katow.
Rozwiazanie
Katy o miarach 70° 1 135° nie moga by¢ katami przeciwleglymi,
bo 70°+135°=205° (205°=180°).
Przyjmujemy oznaczemnia jak na rysunku:
a+135°=180° 1 B+ 70°=180° skad

o=45" 1 B =110° Bl
Odp.: Katem przeciwleglym do kata o mierze 70° jest kat o mierze 110°, a katem prze-
ciwleglym do kata o mierze 135° jest kat o mierze 45°. J

Cwiczenie 50, Sprawd?, czy na czworokacie mozna opisac¢ okrag, gdy miary trzech jego
katow wewnetrznych sa rowne: a) 102°, 62°, 78°, b) 116°, 100°, 74°.

Cwiczenie 51. Sprawd?, czyna czworokacie o podanych kolejnych katach, gdzie e > 0,
mozna opisac okrag.
a)a, 2a, 3¢, 4a, b)2a, a, 4, 5a, ¢©)3a 4a, 3¢ 2a.

rPrzykIad 22. Jedenz katoéw trapezu wpisanego w okrag o srodku O mamiare 60°. Oblicz
miary pozostaltych katéw tego trapezu. Jaki to rodzaj trapezu?

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. é 4

Z twierdzenia o czworokacie wpisanym w okrag: \ o 2
o

a+y=180°1 S+ 6 =180"
Jesli o =60° to y=180°—60°=120°". \/
a+0 =180° Jako suma kgtow preyiegtych
,8 ty= 1 800} do fego samego ramienia
stad 0 =180°—-60°=120°,
B =180°"—y =60°.
Odp.: a=60° B=60° &§=120° y=120° Jest to trapez rownoramienny. J

Zauwazamy, Ze

Cwiczenie 52, Trapez réwnoramienny ABCD o podstawach 4B 1 CD, takichze | 4B| = 20,
|CD‘ =12, wpisano w okrag o srednicy 4B8. Oblicz dlugos¢ ramion tego trapezu.
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Cwiczenie 53, Na trapezie ABCD opisano okrag o promieniu 4. Oblicz dhugodci prze- R
katnych tego trapezu, wiedzac, ze jeden z jego katow ma miare 60°, a jedna z podstaw
tego trapezu jest srednicg okregu.

rPrzyktad 23, Punkty A, B, C, D, gdzie A=(-2,-3), B=(6,—-3). C=(4.3), D=(0,3),
sq wierzcholkami trapezu rownoramiennego. Oblicz wspdhrzedne srodka okregu opisa-

nego na tym trapezie i napisz jego rownanie. A

Rozwiazanie 'J;D i
Zauwazamy, ze stodek S okregu o promieniu K, opisanego (7/1/ IF \
na trapezie ABCD, jest punktem przeciecia sig symetral- J_‘;‘ g I Y
nych jego bokéw, np. bokéw A8 1 AD. Lo~ 55_- _ %
e Symetralna k boku .43 jest prostopadla do osi x oraz L/KJ: I \
przechodzi przez punkt K, gdzie K =(2,-3), wiec 4 |

|
|
iej réwnanie ma postaé¢ x = 2. | '
|
|
i

Symetralna / boku AD przechodzi przez jego sro-
dek L, gdzie L=(—1, 0), i jest prostopadia do prostej AD.
Yp — V4 =7

. . 1
Z warunku m, -m ., =—1, gdzie m,, = , wynika, Ze e g

Zatem y—y; =m, (x—xL), czyli y—(}:—%(x+l), wiec y:—%x—%.

Obliczamy wspolrzedne srodka S okregu:

= 2

==& y=—1
¥ 33f 3 :

Obliczamy promien R okregu:

R=|4S|=J(zs— %) + (s =3, ) =yf(2+2F +(~1+3) =245.

Odp.: §=(2,1), R=2/5, (x—2)° +(y+1)* =20 )

Cwiczenie 54, Punkty A=(-1,-2), B=(3,-2), C=(5,2)1i D=(-3, 2) sawierzchol-
kami czworokata ABCD. Sprawdz, czy czworokat ten jest trapezem oraz czy mozna
wpisac go w okrag. Jesli tak, to oblicz wspohizedne srodka 1 promien okregu opisanego
natym czworokacie oraz napisz rownanie tego okregu. Q
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Cwiczenie 55. Sposrdéd czworokatow oznaczonych cyframi od 1 do 8 wskaz te, na
ktorych mozna opisac okrag.

1 prostokat, ktory nie jest kwadratem, 2 kwadrat,
3 romb, ktéry nie jest kwadratem,
4 rownoleglobok, kidry nie jest prostokatem, 5§ trapez mierOWnOramieny,

6 trapez réwnoramienny, ktory nie jest rownoleglobokiem, 7 trapez prostokatny.

Uwaga
e Na kazdym prostokacie 1 kwadracie mozna opisac okrag.
e Promieni R okregu opisanego na prostokacie 1 kwadracie okreslony jest wzorem

K= %d, gdzie dto dlugosc przekatnej.

Cwiczenie 56. Oblicz promien okregu opisanego na prostokacie ABCD o bokach
|4B|=20 oraz |AD|=10.

Cwiczenie 57, Punkty A=(2,3} i B=(4,-1) s3 kolejnymi wierzchotkami kwadra-
tuABCD. Oblicz promien okregu opisanego na tym kwadracie.

Cwiczenie 58, Skonstruuj dowolny trapez réwnoramienny i opisz na nim okrag.

Odpowiedzi do cwiczen

S0. a) Tak, gdy czwarty kat ma miare 118°, b)nie. Sl a)Mie, b)tak, c)tak 52, 4+f5. 53, 443

z
54 (;-1)%@—%) 53 ss. 1, 2. 6. 6. 545 57. J10.

o
i

I
L

P e ve— err— p— e

Zadania utrwalajace

6.64. Uwzgledni] dane przedstawione na rysunku i1 oblicz miary katéw wewnetrznych
czworokata ABCD wpisanego w okrag o srodku O.
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6.65. Uwzglednij dane przedstawione na
rysunku, gdzie O jest srodkiem okre-
gu, 1 okresl, czy czworokat jest wpi-
sany w okrag. Oblicz miary katéw
wewnetrznych tego czworokata.

6.66. Rozstrzygnij, czy czworokat mozna wpisac w okrag, jesli stosunek miar jego kolejnych
katow wewnetrznych jest rowny:
a) 7:10:11:8, by 1613025 c)l:4:7:6

6.67. Wiedzac, ze w czworokacie ABCD kolejne katy to: 2o +20° 3o +10° o +80°
Dl

o + 407, oblicz ich miary. Sprawd?, czy na czworokacie 4B8CD mozna opisac okrag.
Odpowiedz uzasadnij.

6.68. Oblicz roznice miedzy dlugoscia okregu o promieniu 1 m a obwodem kwadratu wpi-
sanego w ten okrag. W obliczemiach przyjmij: V2~ L4142, = =3,1416. Wynik podaj
w przyblizeniu do | mm.

6.69. Obwod prostokata ABCD jest réwny 20 m, a jego pole jest réwne 24 m?. Podobny
do niego prostokat 4, B,C, D, ma obwdd 100 m. Oblicz promiefi okregu opisanego na
prostokacie 4,8,C . D;.

6.70. Punkty A=(—4,2), B=(2,—4), C=(3,1}i D=(1,3) sg wierzcholkami
thrapezuABCD.

a) Uzasadnij, ze na trapezie ABCD mozZna opisac okrag.

b) Napisz rownanie okregu opisanego na trapezie ABCD.

6.71. Na prostokacie opisano okrag o promieniu R. Oblicz sume kwadratow odleglosci
dowolnego punktu tego okregu od wszystkich prostych, w ktorych zawierajg sie boki
prostokata.

6.72. Oblicz promien R okregu opisanego na prostokacie ABCD, gdy:
a) ‘AB| =3 1 przekatne prostokata przecinaja sie pod katem 60°,
b) |4B|=10 i odleglo¢ wierzchotka D od przekatnej AC jest téwna 6,

C) @:2 i|AC|=10 sine, gdzie o =|« CAB|.

[BC]
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Q [ 6.73. Boki rownolegloboku A BCD majg dlugosci 6 -

Bl_i 10, a kat ostry ma miare 60°. Punkty E1i F 53 e c
spodkami wysokosci rownolegloboku popro- 6 i s
wadzonymi z wierzchotka D. £l i\ <7
a) Uzasadnij, Ze na czworokacie EBFD mozna E B

opisac okrag.
b) Oblicz promieri R okregu opisanego na czworokacie EBFD.

6.74. Wierzcholki czworokata A BCD, ktorego boki maja dlugosci & b, ¢i d, leza na okregu
ﬂro promieniu R. Jeden kat tego czworokata jest prosty. Udowodnij, Ze jeszcze co najmmniej
R jeden kat tego czworokata jest prosty oraz ze a” +b° +c* +d° =8R>.

Rozwiazywanie zadan optymalizacyjnych z planimetrii*)

Optymalizacja to wyznaczenie sposrod dopuszczalnych rozwiazan danego problemu
takiego rozwigzamnia, ktore jest najlepsze ze wzgledu na przyjete kryterium.

(Przykiad 24. Uzasadnij, Ze sposrod prostokatow wpisanych w okrag o promieniu »

najwieksze pole ma kwadrat.
Rozwiazanie D C
Przyjmujemy oznaczeniajak narysunku, gdzie 0° < o < 180°, "'\.\ §
Pole P prostokata ABCD mozna okreslic wzorem: .’b
P =F, o5+ Fapoc + Facop T Fapor n_Q_L
Zatem A : B
P= %rz -sino +lr2 -sin(1800—a}+%r2 -sine + %rz -sin(180° —ar ),
czyli P =2r"sine.
Analizujgc otrzymany wzor P =2r7sina, Zauwazamy, 7ze pole P (54
prostokata zalezy tylko od wartosci sinusa kata . Wartosc¢ sine b A 4
jest najwieksza, gdy o =90° wiec pole P prostokata ABCD jest , A'a
najwieksze, gdy jego przekatne przecinaja si¢ pod katem prostym. c
Prostokatem jest wiec kwadrat o przekatnej 2+ i boku r4/2. Fpasc —%50 st
Prostokat wpisany w okrag o promieniu » ma najwigksze pole, gdy  sin(180°—a)—sine
jest kwadratem. C.aL i, J

*) Planimetria — geometria na ptaszczyZnie.
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W klasie pierwszej obliczalismy optymalne (najwieksze albo najmmniejsze) wartosci funk-
cji w ograniczonym przedziale. Obecnie zajmiemy sie obliczaniem najmniejszych lub
najwiekszych wymiarow figur plaskich poprzez tworzenie funkcji, ktorej zmienng bedzie
jeden z wymiarow figury.

Cwiczenie 59. Przyjmujac oznaczeniai dane, jak narysunku ponizej, wyraZ pole P figury
jako funkcje zmiennej x i okresl jej dziedzine.

a) )
D_y C
o / \+
A i, B o /el

FxB

r Przyktad 25. Suma diugosci przekatnych czworokata wypuklego jest réwna 10. Prze-
katne te przecinajg sie pod katem 60°. Jakie powinny byc¢ dlugosci tych przekatnych, by
pole czworokata bylo najwieksze? Czy taki czworokat jest tylko jeden?

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku,

gdzie [4C|=x i |BD|=10-x.

Zatem P:l-x(m—x}-siném P—%|AC|‘|BD|‘sincx ) ¥ g

(x)—£ (10— ), gdzie x < (0;10), singor -2
Pole P jest funkcja kwadratowq zmiennej x o ujemnym wspol- B, 583
czynniku przy x°, ktorej wzdr podany jest w postaci iloczynowe;, ettt
gdzie x, =0 i x, =10, B

Funkcja P przyjmuje zatem najwiekszg wartos¢, gdy x jest

rowne wspolrzednej x,, wierzcholka paraboli bedace] wykre-

sem funkcji P. of 5 10 %
By = %42'7952 =5 i 5¢(0;10), wiec przekatne czworokata maja dugosci | AC|=|BD| =
Zauwazamy, Zze czworoka-
tow spelmajacych warunki
zadania jest nieskoriczemnie
wiele. Oto przyklady kilku
znich.
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Cwaczenie 60. Suma dhlugosci przekatnych czworokata wypuklego jest réwna 40. Prze-
katne te przecinaja sie pod katem 30°. Oblicz, dlajakich dlugosci przekatnych pole tego
czworokata jest najwieksze, a nastepnie oblicz wartosc¢ tego najwiekszego pola.

(Przykiad 26. W trojkat rownoboczny, ktdrego bok ma dlugosc 8, wpisano prostokat wten
sposob, ze dwa jego wierzcholki leza na jednym boku trojkata. Oblicz, jakie powinny
by¢ diugosci bokow prostokata, aby jego pole bylo najwigksze.

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku, (:"

gdzie |HE|=x, |EF|=y i 0<|HE|<|CD| !

Odcinek CD jest wysokoscia trojkata rownobocznego 4 BC, v, ; 4

wige |CD|=443. Zatem x e ((}; 4@) A ! 3
E D F

Dane: |4B|=|BC|=|AC|=8. | Obliczyé: wymiary prostokata EFGH,
I ktorego pole jest najwieksze.

|AD|:%|AB|:4, AE|:4—%y i AADC~AAEH (kkk),

) |CD‘ |HE‘ 43 X P

e O i P — skad y=8—"=

RV 7 E e B S N
o

Obliczamy pole P prostokata EFGH.
2 . :
P:Ay:x[S—ﬁx} gdzie xe((}, 4\5] ; i
Pole P jest fumkcia zmiennej x, czyli P(x)=x| 8———=x |=——=x° + 8x.
j ja j x, czyli P(x) [ 7 j &
Zauwazamy, ze P jest funkcja kwadratowa o ujemnym wspdlezynniku przy x°, zatem
funkcja P przyjmuje wartos¢ najwieksza, gdy

r= =243 i 2/ (0,445) o
2 —— - 24
)
o 0000
Gdy x =243, to y:8—“~;%/§:4.

Odp.: Najwieksze pole ma prostokat, ktérego boki maja dhugosci 243 i4. J
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Cwiczenie 61. Szczytowa dciana strychu ma ksztatt tréjkata T
rownoramiennego o podstawie 4 m 1 wysokosci 4 m. Architekt

dbajac o to, by strych byl dobrze os$wietlony, zaprojektowal m oy M
okno w ksztalcie prostokata, umieszczone w tej Scianie w sposob J'

przedstawiony na rysunku. Podaj wymiary okna, ktére bedzie e .
przepuszcezalo najwiece] swiatla. «~——4m ——»

T T T R e T T T T T T T T T TE W W E W -

'} Odpowiedzi do ¢wiczen

:i 59.a) P(x)=x-(6—x), x=(0;6), b) P{x)=12x-(x+2), xe(l;+o2), ¢ P(x)=3x-(x-2), xe(Z+wm).
|
| 60. Przekaine majg takg samg dhugosd, riwng 20, P =100, 61, Okno ma lesztatt kosradratu o boleu 2 m

- e —— - - - am—— -

i

Zadania utrwalajace

6.75. 7 dmtu o dhigosci 4 dm wykonano prostokatng ramke. Jakie powinny by¢ wymiary
ramki, aby pole obszaru ograniczonego ramka bylo najwieksze?

6.76. Szyba w oknie ma ksztalt prostokata o obwodzie 6 m. Jakie s3 jej wymiary, jesli
wiadomo, ze szyba przepuszczamaksymalng ilog¢ swiatla? Oblicz powierzchmig szyby
w okmnie.

6.77. Ogrodek w ksztalcie prostokata, przylegajacy do plotu, jest z trzech stron ogrodzony
siatka o dlhugosci 36 m. Jakie sg wymiary ogrodka, jesli wiadomo, ze jego pole po-
wierzchni jest najwieksze?

6.78. W prostokacie o wymiarach 20 cmx30cm pierwszy wymiar zwiekszono o x cm,
a drugi zmniejszono o x cm. Oblicz, dla jakiej wartosci x pole otrzymanego prostokata
jest najwieksze. Oblicz to najwieksze pole.

6.79. W trojkat rtownoramienny prostokatny o przeciwprostokat- D e
nej dlugosci 2 dm wpisano prostokat A BCD, ktérego bok AB x
zawiera sie w przeciwprostokatnej, natomiast punkty C'i D
naleza do przyprostokatnych tego trojkata. Oblicz wymiary - 2
tego prostokata o najwiekszym polu.

L

6.80. Ksztalt projektowanego stadionu o obwodzie 1 400 m r r
przedstawiono na rysunku. Wyznacz takie wymiary r S A
1 a, dla ktérych powierzchnia prostokatnej czesci sta-
dionu bedzie najwieksza.
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6.81. Drut o dlugosci 100 cm przecieto na dwie czesci. Pierwsza czes¢ wygteto tak, Ze
utworzyla ramke w ksztalcie kwadratu, z drugiej czesci utworzono ramke w ksztalcie
prostokata, w kiorym jeden bok jest cztery razy dhuzszy od drugiego. Oblicz dhugosc
kazdej z czesci drutu, jesli wiadomo, Ze suma pol powstalych figur ograniczonych
ramkami jest minimalna.

6.82. W trapezie rownoramiennym kat ostry ma miarg 45°, a suma dlugosci wysokosci
1 dluzszej podstawy jest réwna 12. Oblicz dlugosci bokow tego trapezu, wiedzac, Ze
jego pole ma najwieksza z mozliwych wartosci.

6.83. Suma przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest rowna 6. Oblicz najmniejsza
dlugos¢ przeciwprostokatnei, jaka moze miec ten trojkat.

Zestaw powtorkowy

(il

1. W rombie przekatne majg dlugosc 81 12.
Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Dlugosé boku tego rombu jest réwna:

A, /13 B. 24/13, C. 3413, D. 44/13.

2. Bolki rownolegloboku majg dlugosci 5 1 7, a wysokos¢ poprowadzona na dhuzszy
bok ma diugos¢ 3.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwq odpowiedz sposrod podanych.
Druga wysokosc tego rownolegloboku jest rowna:
A2 1 B. 4.1, C. 4,2, D, 6.2

3. Kolejne boki czworokata wypuklego ABCD maja diugosci |4B|=1, [BC|=2,
|CD|=3, |AD|=4.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

lub F — jesli jest falszywe.

Na czworokacie ABCD mozna opisac okrag. P|F
Rowne pola majg okregi opisane na trojkatach ABD 1 BCD. P | iF

4. Obwod czworokata A BCD przedstawionego na rysunku jest
rowny 70.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod
podanych.
Dhigosc¢ boku DC jest rowna:
A. 6, B.11, €15, D. 20.
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5. Czworokat ABCD przedstawiony na rysunku jest
wpisany w okrag.
Dokoncez zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod

podanych.

Miara kata o jest rowna:

A. 65°, B.70°, G155,
6. W prostokacie ABCD przekatna BD jest dwa razy D K C

dluzsza niz bok AD. Miara kata « jest rowna =

o o o o ‘ot T

A. 30 B. 45 C. 60 D. 75 L ~l g
7. W prostokacie ABCD przekatne majg dlugosc 12. D g

Czy pole tego prostokata jest rowne 18(1+\/§)‘? p ff[g-qi:}{:"wxhh -

Wybierz odpowiedz T albo N i jej izasadniente

sposrod A 1 B.

T Tﬂk, A. PABCD :%'12'12'511].300:36.
poniewaz 1 _ . 1
P =—6-6-5n30°=91 P, .=— 6-6-150°=0f3,
N Nie, B. AASD 2 ADSC 2

wiee Pysop =2-9+2-943 =18(1+43).

8. W rownolegloboku ABCD przekatna DB ma dlugos¢ 7. Wiedzac, ze obwod rowno-
legloboku wynosi 26, |4 ABC'| =120°. Czy boki ai b rownolegloboku ABCD maja

dlugos¢ 81 5?
Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A i B.

a+b=131 |«BAD|=60°.
T |Tak, A |49= +(13-a) —2a(13—a)-cos60°, skad a =8
18 #5
poniewaz
a+b=131 |« BAD|=60°
N |Nie, B. | 49= & +(12—a) —2a(13—a)-cos60°, skad
a=81ib=51ub a=5i b=8.




7. Ciagi liczbowe

Pojecie ciaggu liczbowego

Ustawienie uczmow w szeregu wedlug pewnej zasady (np. wg wzrostu) ustala ich kolejnosc

wtym szeregu. Na przyklad: ., Pieciunajwyzszych uczniow z klasy wytypowano do szkolnej

reprezentacji koszykowki. Wzrost poszczegolnych uczniow podany w centymetrach to:
190,5; 176,3; 184; 180; 178",

Ustawiono ich od najwyzszego do najnizszego, co ilustruje pomnizsza tabelka.

Numer miejsca, na ktorym stal uczen (n) 1 2 3 4 5

Wzrost w em (a,, ) 190,5| 184 | 180 | 178 [176,3

Okreslono w ten sposob funkeje @, ktora liczbom naturalnym zbioru {1 , 2,34, 5} przy-
porzadkowuje liczby rzeczywiste.

1 —» 190,5 co zapistijemy s =a(l1)=190,5
2—» 184 co Zapisijemy , =a(2)=184
3— 180 co zapisijemy = a(3} 180
4— 178 co zapisujemy =a(4)=178
5-»176,3 cO zapisujemy = a{S} =176,3.

Liczby wyrazajgce wzrost poszczegélnych uczmow ustawionych na kolejnych miejscach,
nazywamy wyrazami ciggui oznaczamy (a,} lub (. a, a4, a4, & ).

Def stqﬁ
Clqglem liczbowym skonczonym nazywamy funkcje okreslona w zbiorze liczb
naturalnych dodatnich {1 2.3 n} o wartogciach w zbiorze liczb rzeczywistych.

Najczescie] funkeje bedgce ciagami oznaczamy malymi literami alfabetu @, b, ¢, &
Zapisy a(n), b(n), c(n), d(n} oznaczaja funkcje a, b, ¢ i dzmiennej n, gdzie njestliczba
naturalna dodatnig.
Przyjeto nastepujace oznaczenia dla opisu funkcji bedacych ciggami:

a(n): a, — OZNnacza, ze a(l): aj, a(ﬁ} =ty a(n): di

a, @y, &, ..., @, —oznaczawartosci funkcji nazywane wyrazami ciagu liczbowego,

a, =a(n) — ozZnacza wzor na »-ty wyraz ciagu lub wyraz ogolny ciagu,
(a1, a3, ..., a, 1, @,} lub (a,) —oznaczaciag a,.
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Na przyklad kolejne liczby naturalne dwucyfrowe 10, 11, ..., 99 tworza skoficzony ciag
liczbowy (10,11, ..., 99} w ktdrym
@ =10, ay =11, ..., ay=99, czyli o, =n+9, gdzie ne {l, 2,...,90}.

Cwiczenie 1. Podaj pie¢ poczatkowych wyrazéw i ostatni wyraz ciagn, ktéry tworza
kolejne lata XX wieku.

r Przyktad 1. Liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkuj kolejne przyblizenia dziesietne
wartosci ilorazu 1:3. Rozpocznij od przyblizenia %: 0,3

Rozwiazanie

(]
s
Ja

Numer kolejnego (n) przybliZzenia 1

Wartos¢ kolejnego @, przyblizenia 0,3 0,33 | 0,333 | 0,3333

I—03 co zapisujemy a =03
2 —»0,33 co zapisujemy a, =0,33
3— 0333 cozapisujemy ay =0,333.

Okreglilismy funkcje @ taka ze @ N° — R, ktorej argumentami sa kolejne dodatnie
liczby naturalne, ajej wartosciami kolejne przyblizenia dziesietne ilorazu 1 : 3.
Wartosci funkeji a dla kolejnych argumentow nazywamy wyrazami ciggu, ktére ozna-
czamy a;, @y, @y, ..., a,, .., gdzie a, =0,333..3.

# oyfr _J

Definicja

Ciggiem liczbowym mieskonczonym nazywamy funkcje a okreslong na zbiorze
liczb naturalnych dodatnich N7, o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych R
i oznaczamy (a,) lub (@, a5, @3, ..., a, ).

*a, a, a, .. —kolejne wyrazy ciagu (a, ),
°a, — n-ty wyraz ciagu (g, ).

Na przyklad kolejne liczby naturalne dodatnie 1, 2, 3, ... tworzg nieskonczony ciag licz-
bowy (a, ), w ktérym n-ty wyraz ciggu a,, okreslony jest wzorem a, =n.

Cwiczenie 2. Podaj cztery poczatkowe wyrazy ciggu, w ktorym wyraz g jest rowny:
a) 5, akazdy nastepny wyraz jest trzykrotnie wigkszy niz poprzedni,
b) -8, a kazdy nastepny wyraz jest o 2 wiekszy od poprzedniego,

C) % a kazdy nastepny wyraz jest dwukrotnie mniejszy od poprzedniego.
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rPrzykiad 2. Pitagorasijego uczniowie obliczali kolejne przyblizenialiczby +/2 wedlug

pewnej reguly.
Winik z kalkulatora
3 N2 = | 1,414213562373095048801 6887242097
C gi=ire
2 n= | 15
3+2.2 7 —
Pkl S py= ] 1.4166666666EE6666E66E6E666666667
_THE3 Iy
F3= 745 . E Pyi= | 1.4137931034482758620689655172414
P 17+2-12 B ﬂ ps= l 1.41428571428571428571420857142857
T 17412 29
D= ] 1.4142011834319526627218934511243
Zﬂ—l 42 mn_l
P - . gdzie py, ps. ..., p, —kolejne przyblizenialiczby V2
w1 T My

{, 1 —lczmk przyblizema p,_,,

¥

m,_; —mianownik przyblizenia p,_;. J

Cwiczenie 3. Skorzystaj z danych zawartych w powyZszym przykladzie i oblicz przy-
blizema ps, ps ., p; liczby V2.

Cwiczenie 4. Figury przedstawione na ry-
sunku skladajg sie z kol. Ustal regule two- BEGS G2
rzenia tych figur i dorysuj dwie nastepne @® o6 e
figury wedlug tej reguly. ® b i ks
Okresl funkcie £ ktéra kazdej liczbie natu- (1 @) @) (4)
ralnej dodatniej » przyporzadkowuje liczbe
kél potrzebnych do narysowania figury (n).

Cwiczenie 5. Poniz szy graf ilustruje sposob wyznaczania kolejnych wyrazow pewnego
ciagu liczbowego (a, ).
Y Y Vet Ve Ya

& & ® & @6 O

Wyznacz wyrazy ciagu (a, ) od siddmego do jedenastego.
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Przyktady i sposoby okreslania ciggu

Ciag liczbowy mozna okreslic tak jak kazda funkcje. Ciag uwaza sie za okreslony, jezeli
znamy przepis, wedlug kidrego mozna wyznaczyc jego kolejne wyrazy. Prawo, wedlug
ktorego tworzymy wyrazy ciagu, podajemy w postaci przepisu stownego lub wzoru. Rozne
sposoby okreslania ciagu liczbowego omowimy na przykladach.

r_Przykiad 3. Naszkicuj wykres funkcji fokreglonej wzorem f(x)=2x—L
aygdy xeR", b)yxeN"
Ktory z wykresow funkeji jest wykresem ciagu?

Rozwiazanie
a) yTA ‘ b) »A
|| ' 7 EERE Wykresern funk-
5 Wykresem funk- 73 [ L I ¢jifgdy xe N7,
; cjiif gdy xR, ST jest zbiér punktow,
jest pélprosta bez BREEN ktérych odciete sa
1 poczatku. 0 A A G liczbami natural-
0] i3 [ [ - ol 1234 * nymi dodatnimi.
Odp.: Wykresem ciagu jest wykres funkcji fz przykladu b). J

rPrzykiad 4, Na rysunku przedstawione s wykresy skonczonych ciggow
liczbowych (a, } i (5, ).

FA YA
- Y Y= da, g * y=bn
& [ Y 6 ) ST
4 [ 4
2 e z T
1 1
— > * « :
8 L 3

a) Podaj dziedzine D, ciggu (a, } oraz dziedzine D, ciagu (b, ).

b) Okresl ciagi przez wypisanie ich kolejnych wyrazow.

Rozwiazanie

a) Driedzing kazdego ciagu jest podzbidr zbioru N7,
D,=41,2.24,56789,10,11% Dy=11,2.3,4.5,6,7 8%

b) (8,8,6,6,4,4,2,2,0,0,-2), (0,-2,0,2,3,5,6,8) J
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Cwiczenie 6. Natysunkach 1 i 2 przedstawione sg wykresy ciagéw (a,,)} i (b,).

1 2

anA E?M‘l

4 o 1

5 LT T T[] 1/ 123456789 n
l S _Zﬁ

0 A > -3 ®

4l 123456789101112n R

2 I S N S A ) |

_7 ’.

a) Podaj dziedzine D, ciggu (a, ) oraz dziedzine D, ciagu (5, ).
b) Okresl ciagi poprzez wypisanie ich kolejnych wyrazow.

r Przyktad 5. Napisz piec¢ poczatkowych wyrazdw ciagu, jezeli jego s-ty wyraz okreglony
jest wzorent:
a)a,=3n-2 b)b,=(-1)" & c,=——0

n+1
Rozwiazanie
a) b) ) -
n| a,=3n-2 o bn:(_l}” | ei=——
{ | =401 1 il
1| by=(-1) =1 1
1| aa=7—7=%
. . 1 2
&| et ) b:(—l)g:l g
3| @y=33-2=7 3 2| 2=3.973
- 3| by=(-1) =-1
. . 33
4 (,14:3-4—2—10' 4 b_l__(—l)q-:l 3 C3—3+1—4
5 =3.5-2= S 4 4
5| a=3-5-2=13 5| By =(-1)° =1 4 [ o=t
- AP
To541 6

J

Cwiczenie 7. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu, jezeli jego n-ty wyraz okre-

slony jest wzorem:
|

a)a,=—n"+l b)b,=2(-1)" g =F——
no+2n+1



Przyiady | sposoby okraslania ciagu 217

rPrzykfad 8. Ustal regule wyznaczania kolejnych wyrazéw ciagu (a,,) i zachowujac ja,
podaj wzdr na n-ty wyraz tego ciggu. Oblicz wyrazy a, 1 ¢ ciagu (a,)} o poczatko-

wych wyrazach: a)1,3,5,7,9,...., b)l,-1,1,-1,1, ..., ¢2,2,2,....
Rozwiazanie
Zauwazmy, ze kolejnymi wyrazami ciagu sa.
a) liczby nieparzyste, b) potegi liczby —1, c) liczby 2.
n (an):(l,?y,ﬁ,?',...) 7 (an}:(l,—l,lz—l,...} n (an):(Z,Z,Z, }
1 611:].:2'1—]. 1 {I-l:].:(—].)l-H 1 I.’,Il:g
& | Rl 2 | @y=-1=(-1" 2| ay=2
3 | wp=5=23=1 1y
4 614:'?:2'4—1 4 .514=—l:(—1}4+1
— e i | G2
n| a=2-n-1 = aﬁ:(—l)nﬂ
1041
19+1 20

Cwiczenie 8. Ustal regule wyznaczania kolejnych wyrazéw ciagu (a,) izachowujac
8. podaj wzor na n-ty wyraz tego ciggu. Oblicz wyrazy a; 1 a5, ciagu (an) 0 poczat-
kowych wyrazach:

a)2.4,6,8, 10, ..., b1, LA 01, L L
4 9" 16" 25 33" 7
rPrzykIad 7. Wyznacz wyrazy a,_q 1 @, ciagu a,, gdy:
a) g, =—3n+6, b) anzn2—4n.
Rozwiazanie ,
a) q,=—3n+6 b) a,=n"—4n
an_lz—S(ﬁ—l}+6=—3n+9 an_l:(n—1)2—4(n—1}=ﬂ2—6?1+5
aH+1:—3(ﬂ+1)+6:—3n+3, a}Hl=(n+l)2—4(ﬁ+1)=ﬁz—21"1—3- J

Cwiczenie 9. Wyznacz wymazy a, , i a,,, ciagu (a,), gdy:

a) a,=-3, b)a,=4n-1 ¢) a,=—n"+n
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Ciagg Liczbowy (@, ) mozemy wyznaczyc¢, gdy znany jest wzor na sume # poczgtkowych
wyraz ow tego clagu.

Definicja

Suma »n poczatkowych wyrazow ciagn (a,, } nazywamy wyrazenie
S,=a,ta,+a,+..+a,  +a, gdzie ne N

Db

—

S, =@ +a+.+85+a, +a,=8,1+a, &, 8,5, edy n=2.

|
Slzﬂ1 | a1251
Szzﬁ+a2=S1+a2 | (IZ:SE—S]_
5
i |
5
----------------------------------- | " s = = " = om o m o= o= o"om o®oxow o
Sn_lzal+a2+...+an_2+an_1 S}’I—2+a}’i—1 | an_len_l—SH_z
|
|
|

hy

-1

rPrzykiad 8. Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a, } okreslona jest
n(n+1)(2n+1}
6
a) Oblicz wyrazy a, a, a ciagu (a, ).
b) Oblicz sume g+ e + @ +...+ @y Wyrazow tego ciagu (a, )

wzorem S, =

¢) Wyznacz wzor na n-ty wyraz tego ciagu (a, ).

Rozwiazanie
i alzslzl-(1+12(2+l):L
¥
aQ:Sg—Sl:2(L+1§(4+l)—1(1+125(2+1):4,
20(204+14(2-20+1) 19-(19+1}-(2-19+1
g =S50 =519 = ( )6( ) 19 )6( )2400-

b) a10+a11+a12+...+a2[,=al+a2+...+a2[,J—(a1+a2+...+a9)=S20—S9=

820 Sy
20(20+1)(2-20+1) 9(9+1}(2-9+1)
6 6

=2870—-285=2585.
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c)

n(nt1)(2n+1) (n=1}-(n-1+1[2(n-1}+1] 6>
6 6 e
czyli g, =n”, gdy n> 2.

@y =S8y —Op 1=

Odp.:a) @ =1 @ =4 a, =400, b)2585, ) a,=n".

Cwiczenie 10. Oblicz wyrazy a, a, a;, a, a; ciagu (g, ), w ktérym suma »n poczat-

kowych jego wyraz ow okreslona jest wzorem:

a) Sn:

1 =1
”(”—”, b)Snzz—[%] , © S, =n*+n.

Uwaga
Cigg mozna okreshi¢c migdzy inmymi poprzez:

podanie wzoru ogolnego na n-ty wyraz ciggu,

podanie wszystkich wyrazow ciagu, jezeli jest to ciag skonczony,

podanie wzoru na sume jego n poczatkowych wyrazow,

podanie jego pierwszego wyrazu lub kilku poczatkowych wyrazéw 1 reguly

wyznaczania kolejnych wyrazow ciagu w zaleznosci od popizednich, czyli podanie

wzoru rekurencyjnego ciagu.

e e e e e e e e e e e e e o e e =,

I O4d

powiedz do cwiczen

J 1.1901, 1902, 1903, 1904, 1905, ..., 2000. 2.a)5,15,45,135, b -8,-6,-4,-2,

o

ba | —

| 99 239 577 - .
,—.  B.ps=, pg=o, pr=—sr. & f(n)—n’,gdde ne N,
1 P5™50" P67 169" P77 08 flm)=n', pdsie ne

» »

| =
=

5+ aT__S’ ﬂg_—lg, (Ig._—3-2, (I]_D_—-i'-?, CI“__—63. 6' a) Da _{1525 3>4>5>6> TSB}_DEH

11
==

b) (aﬂ]—(4,—3, 3,—2,2,—1,1,0), (E}n}—(—?,—ﬁ,—5,—4,—3,—2,—1,0).
7.a)0,-3,-8,-15.-24, h)-2,2,-2.2, -1 tc:)l l i Li S.a) a,=2n, aqg=16, ay =40
L » » » s » 3 3ot Tty 49 99 ]_6, 25? 36 e 7 » = » 20 -
b) a —L i —i o —L c) a _(_1_]”"'1 o) ——i o ——L

T S T T I T')

Soa) g, 13 a3 by a, —dn-5 a4 W+3, © an_l——n2+3n—2, amL——nz —H.

2)1,2,3,4,5, b1, ¢ 2,4, 6,8, 10.

111 1
2748 16

| =

E
E
|

|
,|
t
!l
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Zadania utrwalajace

7.1. Wszystkie wyrazy ciggu tworzy sie wedlug pewne) reguty. Ustal przykladowq regule
tworzenia kolejnych wyrazow ciagu i zachowujac ja, podaj dwa nastepne jego wyrazy,
gdy:
a) 1024, 512, 256, 128, ..., b) 52, 48, 44, 40, ...,
c)-3,6,-12 24, ..., d)y21.925.28,30;

7.2. Ustal przykladowa regule tworzenia kolejnych wyrazow ciagu i zachowujac j3, podaj
liczby, ktore nalezy wpisac w nawiasy:

1

g:

| —

a) 21, 25, 28, (...), (...), 31, 30, b)

GG g

o
|

7.3. Narysunku przedstawiono wykres skoniczone- a, A

gociagu (g, ). i T 17 y=ay,
a) Podaj dziedzing D, tego ciggu. 3 -
b) Okresl ciag przez wypisanie jego kolejnych f ' .
razow. 0 . »
o 11 1234567 89%9101112n
-2
_3 | ! ! I ! L8 8

7.4. Wyrazy ciagu (31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31) 89 liczbami dni poszcze-
golnych miesiecy roku nieprzestepnego (zwyklego).
a) Czy kwartaly w roku zwyklym i w roku przestepnym maja réwne liczby dni?
b) Czy potrocza w roku zwyklym i w roku przestepnym maja rowne liczby dni?
¢) Ktorym dniem roku jest dzien 1 wrzesma w roku zwyklym, a ktorym w roku prze-

stepnym?

7.5. Podaj piec poczatkowych wyrazow ciagu, jezeli jego wyraz g, okreslony jest wzorem:

n+2 nin+l
a) an:nz—l, b) a}?:m, C) ty, = (2 ),
d) a :(—I)H-ZM, €) 9= : S f) a :(—I}H(HE—Fl).
i R (_2)}’2 2

7.6. Podaj cztery poczatkowe wyrazy nieskonczonego ciagu (aM ) ktory jest funkcijg przy-
porzadkowujaca liczbie naturalnej dodatnie;:
a) je] kwadrat, b) jej szescian.
Napisz wzor na p-ty wyraz tego ciagu.
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. 1 2 3 4 5
7.7. Dlaciagu o poczatkowych wyrazach —, —, —, —, —,

agu o poczatkowych wyr ' 371 5%
tworzy sie wedlug okreslonej reguly, ustal regule wyznaczania kolejnych jego wyrazow
1 zachowujac ja, podaj wzor na n-ty wyraz ciagu.

... ktorego wszystkie wyrazy

7.8. Rozstrzygnij, czy liczba 100 jest wyrazem nieskoficzonego ciagu (g, ) okreflonego

WZOTem:
) ay=2n— b) a, =d4n+4, ¢) @, =2"
d) a,= M, €) a, =2n(12n+1), 0 a,=(n+ 1}4.

2

7.9. Rozstrzygnij, czy w ciagn (a,, ) okreslonym wzorem a, = 4n° +151—1, gdzie ne NV,
D | wszystkie wyrazy sg liczbami podzielnymi przez 9. OdpowiedZ uzasadnij.

7.10. Okresl, ktore wyrazy ciagu (a, } sa ujemne, gdy:
a) a,=n" -9, b) a, =n"—6n, €) a,=3n" —4n+5
d) a, =—2n" —4, €) a, =2n"—16, ) a,=16—#»"

7.11. Uzasadnij, ze wykresy ciggéw (a, ) i (5,) nie maja punktéw wspélnych, gdy:
D |

a) an:—nz—ﬁn, b =n, b) an:2n3, bﬂzgﬂz—}“i.
7.12. Okresl, ktore wyrazy ciagu (a, } s3 éwne zero, gdy:
a) a, = 2?1(}*1 - 4}, b) a, = 4n® (n2 - 1],

€)a, =n +4n+4, d) o, =n" —4n° +4n.

7.13. Wyznacz wyrazy ciagu (a, } ktdre sg liczbami catkowitymi, gdy:

44 2.1 10052
a)a = b)a =2 — ¢) a4, =—>—
Fo3 Fi Fy

7.14. Napisz wzor na n-ty wyraz ciagu (aM ) ktorego suma »n poczatkowych wyrazow
okreslona jest wzorem:
(?m — 1} ¥

a) S, = 3

S c) Sn:(9—n)-n.

7.15. Oblicz dwunasty wyraz ciggu (a,, ), wiedzac, Ze suma » jego poczatkowych wyrazow

okreslona jest wzorem S, = (—1)* - »°.
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Ciag okreslony rekurencyjnie

Jednym ze sposobow przedstawiema ciagu jest okresleme go na podstawie defimicyi reku-
rencyjnej, tj. poprzez podanie jego pierwszego wyrazu lub kilku poczatkowych 1 reguly
wyznaczania kolejnych wyrazow ciggu w zaleznosci od wartosci wyrazow poprzednich.

rPrzykiad 9, Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazow nieskonczonego ciagu zdefiniowa-
nego rekurencyjnie w nastepujacy sposob

C]_:Z
a){ ; b) {c, =4
,‘bn :b}e—l +R, gd}f nz2 A
M—L'”_Z;C_l,gdy nz3
Rozwiazanie
a b Cy_st €
" [ b,=b, ;+n,gdy n=2 ar %Z%@d}f nz3
1 C’1:2
1| B =1
) C2—4
2B, =f+2=3
z (71+(72 2+4
) C3: — :3
3| by=b+3=6 2 2
Cs +cy 443 7
4 b4:bz+4:10' 4 C4: 2’} 3: 5 :E
> 8 4

Odp.: @) (b,)=(1,3,6,10,15, ., m(%%{Lii%ﬂfw}

J

Cwiczenie 11. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu zdefiniowanego rekurencyjnie:
a =17 =3
m{l bﬂh

G, =0, 3 gdy n=1" b,.i=b —n>+3gdy n>1"

g1 4 , d) {d, =

Cyyy =86, )2, gdy nz1
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rPrzykiad 10. Ciag (a,} jest okreslony rekurencyjnie w nastepujacy sposob

ay =7
{ L . Wyznacz wzor na r-ty wyraz tego ciagu.

@y =ay,+4

Rozwiazanie n|a,=a,+4

Wypisuyjemy kilka poczatkowych wyrazow ciagu
(a,) oraz staramy sie odkry¢ zalezno$¢ miedzy n =1
i wartodcig a,,. 1 |a=q+4=7+(2-1}-4

Zauwazamy, ze a, =7+(n—1)-4=4n+3.

{ ]

a=a+4=7+(3-1)4

CI_-I_ :CI3 +4:?+(—|‘—1)4

L

Odp.: q,=4n+3.
4|las=a+4=7+(5-1}-4

J

Cwiczenie 12. Wyznacz wzoérna n-ty wyraz ciagn okreslonego wzorem rekurencyjnym:

2) {al b {bl |
Ay =Gy + 9 bn+1 = Ebn

rPrzykiad 11. Ciag (a,) jest okreslony wzorem ogélnym a, =#" — 2. Okresl ten ciag
wzorem rekurencyjnym.
Rozwiazanie
q=12-2=-1
Wyznaczamy wyraz a,,,

g =(n+1¥—2=n®+2n+1-2

2
@, =n —2+2n+1 .

Gp

Wyraz a,,, zapisujemy w zaleznosci od wyrazu a,;:
@, =a,+2n+l
@ =—1

. ) ) ]
Odp.: Wzor rekurencyiny ciagu ma postac )
p yiny ciggu (a, } mapc {an+1:an+2n+LgdyneN+ J

Cwiczenie 13. Ciag ( an) jest okreslony wzorem ogolnym. Okresl ten cigg wzorem

rekurencyjnym, gdy: a) ¢, =4n+2, b) a,= g
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Cwiczenie 14, Wioski uczony Fibonacci opisat ciag liczbowy nieskonczony
(1, 1, 2, 3, 5, ...), nazywany ciggiem Fibonacciego. Kolejne wyrazy tego ciggu mozna
wyznaczy¢ wedhig ponizszego schematu:

SN NSOV
O o @ @ ® ® B e 3 6 -

Napo’ e’ e’ Mg’ P

Odszukaj w literaturze lub w Internecie informacje o Fibonaccim 1 opisanym przez niego
ciggu. Podaj przyklady zjawisk ze swiata przyrody, kiore opisuje ten ciag.

| Odpowieds do cwiczen

il a) (a,)—(7.4.1,-2,-5,.., ) (5,)-(57.6,0,-13,..), © (C"]_&’i’%’i"“]’

E
!
|
t d) (dﬂ:[l, 2,2,1,%,,,.)_ 12.2) a,—Sn-19, b) b,=2",
!
!
!

Zadania utrwalajace

7.16. Wypisz pie¢ poczatkowych wyrazow nieskoriczonego ciagu (e, ) zdefiniowanego
wzorem rekurencyjnym

a 1 , b :
) @ =—— gdy ne N . {anﬂ =n-a,, gdy ne N"
#
3
1 al:E
a1=
c){ + 2 d) ) :
_an+1:(”+1}'an= gdy ne N anﬂ_[l—ﬁJan, gdy neN"
n+l

7.17. Zapisz wzor rekurencyjny ciagu (a, } okreslonego za pomoca opisu stownego i oblicz

wyraz piaty.

a) Pierwszy wyraz ciggu jest rowny —2. Kazdy kolejny wyraz jest rowny rozmcy kwa-
dratu wyrazu poprzedniego 1 liczby 4.

b) Pierwszy wyraz ciagu jest rowny V2. Kazdy kolejny wyraz jest o polowe mniejszy
od poprzedniego.

¢) Pierwszy wyraz ciagu jest rowny 0, a drugi wyraz 1. Kazdy kolejny wyraz jest po-
dwojong sumg dwoch poprzednich wyrazow.
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[al:azzl

Ian+2 = Ian+l + an

7.18. Oblicz @, + @, + 4., gdy

7.19. Ciag (p, ) jest ciagiem pdl kwadratéw o boku n, gdzie ne N, Okresl ten cigg:

a) wzorem ogolnym, b) wzorem rekurencyjnym.

7.20. Wyznacz WzOr na n-ty wyraz ciagu (ne N') okreslonego wzorem rekurencyjnym:

a) {al :4_ , b) {al = , c) {al = ]._U' ,

i1 = Gy -2

1
th =— = Y
=3 =2
d){m V5 &) 2_1, f){l
Byl = -
#

7.21. Ciag (a},j ) gdzie ne N7, jest okreslony wzorem ogdlnym. Okresl ten ciag wzorem
rekurencyjnym, gdy:
a) a, =5n, b) a,=3-4n, ¢) a,=2-3"7

Monotonicznos¢ ciagu liczbowego

Kazdy ciag liczbowy jest funkcja, ktore| dziedzing jest zbior lub podzbidr zbioru liczb
naturalnych dodatnich.

Definicje okreslajace monotonicznos¢ funkeji odnosza sie réwniez do ciggdw liczbowych.
Wsrod ciggow liczbowych mozna wyrdzni¢ ciggi: rosnace, niemalejgce, malejgce, niero-
sngce oraz ciggi stale. O takich ciggach mdwimy, Ze s monotoniczne.

Monotonicznosc ciagn (a, } okredlamy, badajac znak réznicy a,,, —a,.

Definicja
Dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n (ne N") ciag (a, } nazywamy:

TOSTIACYITL, niemalejgcym, malejacym, TIEeTOSNICYI, stalym,

gdy gdy gdy gdy gdy

an+l _ an > 0’ ar1+1 T arr 2 0’ ar1+]. _ an < U’ an+l i an = 0’ an+]. T an = 0
a}"i ai’i ai’i ai’i a}"i

L B L L e
S - e 9 o9
1 e 1|-ee 1 & 1 & 1
ol ] | || > ol 1 > ol 1 = ol 1 _ ol 1 _ »
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Cwiczenie 15, Ciag (a,) ma pie¢ wyrazow. Narysuj wykres ciagu (a,) i okredl, czy
ciag ten jest rosnacy lub niemalejacy, malejacy lub nierosnacy czy tez staly, gdy:

12
2) g,=— b) a,=n’—4, ¢)a,=v2.

rPrzyklad 12, Zbadaj monotonicznos¢ ciagu okreslonego wzorem ogolnym:

a) aﬂ:5H+2,dla neN", b) bnzi,dla ne N
n+3 2
Rozwiazanie

Aby okresli¢ monotonicznos¢ ciggn, badamy znak réznicy e, —a,,
5(nel)+2 S5n+7

B Gt = (n+)+3  n+d’
Y _5n+7 Smn+2 (Sn+7)(n43)-(Sn+2)(n+4) 13
O a4 43 (n+4)(n+3) _(n+4)(n+3)'
+4)n+3})>0 wi >0, czyli —a, =0
(n+4}(n+3)>0 wiec GG czylia_,—a,
Ciag (a, } jest rosnacy.
| |
b) b, ,=——= ,
) nl 2n+l 22?1
1 1 1-2 1 1
n+]._bn: T = B
2525 A7 2 3F 227 Zr

e <0, czyli b, -5, <0.

a+l

Ciag (b, } jest malejacy.
Odp.: a) (a, } jest ciggiem rosngcym, b) (b, } jest ciagiem malejacym. J

Cwiczenie 16, Zbadaj monotonicznos¢ ciagu okreslonego wzorem ogdlnym:
a) an:3n+2,dla neN", b) bn:i+i,dla neN™.
m+1 3¢ 2

(Przykiad 13, Oblicz szes¢ poczatkowych wyrazdw ciggu (a,} okreslonego wzorem
(2)

ogolnym a, =-—— 1zaznacz je w ukltadzie wspolizednych.
7i

Czy jest to ciag monotoniczny?
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A
Rozwiazanie ?fu *
1 2 |
o .
3 4
%z%z—"lé. adr:(_%zﬁl, :
-4 FA
(2 2 (-2 2 | |
= =—6—, e h— 2 ——e—
“ 5 5 % 6 3 15 O

‘av.

Zauwazamy, ze q < @, dle a, > a, zatem zadenzwarunkéw 6| 1 2 3 4 56 |

monotonicZnosci ciggu nie jest spelniony. : 1|

Odp.: Ciag (a, ) nie jest ciagiem monotomicznym.

(=3)
n+1’
gdy ne{l,2,3,4,5,6}. Okresl, czy ciag jest monotoniczny. OdpowiedZ uzasadmij.

Cwiczenie 17. SporzadZ wykres ciagu (a,} o wyrazie ogdlnym a, =

rPrzykiad 14, Uzasadnij, ze cigg okreslony wzorem ogélnym a, =(—1)" nie jest mo-
Notomczy.
Rozwiazanie
Isposob
Badamy znak roznicy a,_, —a,
a1+ 7
G =(-1" ==L (1),
+l 3 n i
=, = (1) = () = () (=) =2 (1)
. |2, gdynjest nieparzyste
Zauwazamy, ze —2-(—1) :{ 8 ‘l Ry
—2, gdy »n jest parzyste
wiec cigg («,} nie jest monotoniczny.
11 sposob
Zauwazamy, ze g =—L aa=L a,=—1 a,=1 ..
Kolejne wyrazy ciggu na przemian sg roznych znakow, wigc ciag (aﬂ) nie
jest monotoniczny. J

Cwiczenie 18. Uzasadnij, ze nie jest monotoniczny ciag o wzorze ogdlnym:
a) a, =(—1)"", b) @,=5-(-1)"
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Odpowiedzi do cwiczen
15. Cigg (a,) jest: a) malejgcy, b)rosngey, ©) staby. 16. Ciag (a,) jest: @) rosngey, b)malejgey.
17. Cigg (a,) nie jest monotoniczny (cigg naprzemienny).

18. Wskazdwla. Zauwwaz, ze ciag (a,) mawyrazy. a) 1,-1,1,-1, ..., b)-5,5,-5,5, ...

Zadania utrwalajace

7.22. SporzadZ wykres ciagu okredlonego wzorem a, =(—1} -n+n, gdy ne{l 2,..., 6}

Czy jest to cigg monotoniczny?

7.23. Wyznacz wyraz a,,, ciagu {a, ), gdy:

3
a) anznz—l, b) an:2n2—n, C) an:—n,
n—+1
2
d) a,=3n-#n", e) an:2—3n, f) anzl—n :
n+l 2w
7.24. Zbada) monotonicznos¢ ciggu okreslonego wzorem:
a) a, =2-5n, by a, =n"+n, ¢)a,=n" +3n+l, d) an:n—_i.
-+

7.25. Ciag (e, ) okreglony jest wzorem
3n, gdy njestliczba naturalng parzysta
e {En +1, gdy njest liczbg naturalng nieparzystg
a) Podaj 10 poczatkowych wyrazéw ciagu (a, )

b) Czy ciag (a, } jest ciggiem monotonicznym? Odpowied? uzasadnij.

[ 7.26. Na rysunku przedstawiono wykres skoficzo- 4 =1
Bl_nego ciagu (a, ) : T
a) Okregl ten cigg przez wypisanie jego wWy- -‘; ' . ||
razow. 123ssersonnnxy

b) Czy ciag ten jest ciagiem monotonicznym? 1 BEEEEEE ]
OdpowiedZ nzasadnij. —3 I I | | & |

7.27. Wykaz, ze ciag (a, ) jest monotoniczny:
D[ )

a)a, =n —4 b) a, =n" — 2 €) a,=n" +4n,
7 2n W

d) a = . e)aqg — : e S

) & 2n—1 ) 4, n+2 D n+1
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Pojecie ciggu arytmetycznego
Werod ciagow liczbowych wyrdzniamy ciggl arytmetyczne 1 geometryczne.

Definicja
Ciggiem arytmetyczmnyim (an) nazywamy cigg liczbowy co najmmiej trzywyrazowy,
w ktorym kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu

poprzedniego liczby », zwanej r6Znicq ciagu.

i Gy~ B B~
&y ay dy as Qg -

‘“z; Cwiczenie 19. Ciag arytmetyczny (@, ) okreslony jest grafem. Przepisz przyklady do
= zeszytu 1 w miejsce [l wpisz brakujace liczby. Podaj wyraz «; irdznice r.

a) fr-“aﬂ'-“aﬂ-“a e %4 E¥4 BN
100 88 e . | 1 0,75

) Gy By B~ 4 /”-“a/"-‘if"-“%
1 1 20 60 ] 0 .

Cwiczenie 20. Podaj réznice r ciagn arytmetycznego, gdy:

a) (—2,0,42,..) b [; 2: } ¢) (1,95, 1,82:1,69;...).

rPrzykfad 15. Ciag (qa,} okreslony jest wzorem a, =3n—2.
a) Oblicz wyrazy: @, a, a; s ds
b) Oblicz réznice: @, —ay, @3 —ay, @5 — s, Gy — A
¢) Wyznacz roznice a,,,. —a,
d) Czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym?

Rozwiazanie
a) @=31-2=1 i b) @ —a=4-1=3
@ =3-2-2=4 | @ —ay=T—4=3
@ =33-2=7 | a5 —as=16-13=3
a;=3-5-2=13 | Gyg— g =3-20-2—(3-19-2) =3
a;=3-6-2=16 |

€) ayy—a,=3(n+1)-2-(3n-2}=3n+3-2-3n+2=3
d) Ciag (an) okreslony wzorem a, =3n—2 jest ciagiem arytmetycznym,
bo g, —a,=3 gdy ne N". J
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Cwiczenie 21. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, =3 —2n.
a) Oblicz wyrazy: a;, a, ag g, A1

b) Wyznacz WYTAZY. 4, &y 1 Bopp g

¢) Wyznacz roznice a, ; —a,,

Czy ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym?

Uwaga
e W ciagu arytmetycznym (a,, ) réznica r okreslona jest wzorem

r=a,,—a,gdzie ne N".

"+

e Ciag arytmetyczny mozna okresli¢ wzorem rekurencyjnym:

Hl = . - .
: gdzie a —pierwszy wyraz ciagu,
+
a,,=8a,+7, gdy ne N F —roZnica ciggu arvtmetycznego.

f Przyktad 16. Oblicz rézmice rciagu arytmetycznego ( @, ) oraz podaj trzy nastepne jego
wyrazy, wiedzac, ze dwa poczatkowe wyrazy tego ciagu to:

a)0i0.25 b)10i7.

Rozwiazanie

Z warunkow zadania:

a) ¢g=01a =025
r=a,—a=025-0=025
ay;=a, +r=0,254+0,25=0,50
ay=a,+r=0,5+0,25=0,75
e =ity +r=07540,25=1

by ay=101ia, =7
r=a,—a=7-10=-3
ay=a, +r=7-3=4
a,=a;+r=4-3=1

e =gy ¥ r=1-3=-2. J

Cwiczenie 22, Oblicz roznice #1poda) trzy nastepne wyrazy ciagu arytmetycznego (a],Ji )
gdy jego kolejne poczatkowe wyrazy to liczby:

a)7,12, 17, ..., by4, 4, 4.4, ..., ¢ 1; 0.9 0,8 0,7 ....

Cwiczenie 23, Zapisz w postaci rekurencyjnej ciag arytmetyczny (a,) gdy:
a) a =2n—1 b) a,=3n+2, c) aH:—5n+-J§.
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Uwaga

Z definicji ciagu arytmetycznego {a, ) o roznicy »wynika, ze:
Bt r=a ., L 2r=a,. ., g, thkr=a.,.4
=i, B, —2r=a. - . —kr=a. -

Nustruje to ponizszy graf,

a,.4 e

Cwiczenie 24. Oblicz, ktory wyraz ciagu arytmetycznego (an) 0 TOZNicY F OtTZ ymanmy,
gdy do jego piecdziesiatego wyrazu dodamy:
ayr, b)7r, -7, d)15r, e)-dé6r ) 49~

rPrzyldad 17. Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,) o roznicy »
1 plerwszym wyrazie .
Rozwiazanie
Z definicji ciggu arytmetycznego:
& =a+r=a+(2-1}r
ay = a2+r:.a_1v+_}:+r: @+2-r= a1+(3—].}-r
&)
ay=a;+r=aq+2r+r=a +3-r= a1+(4—l)-r = a,=aq +(n—l}r.

— —
&3

as =a4+r=a1+3r+r=a1+4-r=a1+(5—1}-r
Ik_.v—f'

a4

Odp.: a,=a,+(n-1)r. J

Twierdzenie
Jezeli w ciagu arytmetycznym (a,, } wyrazem pierwszym jest & irdznica jest r,

to ciag ten okreslony jest wzorem a,, =a; +{n—1)-7.
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Cwiczenie 25. Oblicz wyrazy: @, ayy @3 @ @, ciagu arytmetycznego (a, )

0 roznicy ¥, w ktorym:

a) =4 r=2, b) @ =0 r=-3 ) =5 r=0,
d) @, =5 r=-1 e) ay =5, r=4, ) a; =60, r=-2
Uwaga

Liczby naturalne a,, gdzie ne N, ktére przy dzieleniu przez dodatnig liczbe natural-
na k dajg reszte p, tworzg cigg arytmetyczny (a, ) o wyrazie ogolnym a, = p+k(n—1}.
Na przyklad, jezeli: @, =1+3(n-1), to(a,)=(L 4, 7, 10, 13, ...},

a, =3+ 4(?1—1}, to (an)z (3,_ Tl 15 19 }

Cwiczenie 26. Podaj wlasnos¢, jakg maja liczby tworzace ciag arytmetyczny (a,)
okreslony wzorem: a) a, =2n+1, b)a,=2n-1 ¢)a,=5n+3, d)a,=5n-2.
Podaj tizy poczatkowe wyrazy tego ciagu.

Cwiczenie 27, Napisz ogdlna posta¢ wszystkich liczb naturalnych, ktére:
a) dzielg sie przez 5 bez reszty, b) przy dzieleniu przez 5 dajg reszte 2,
¢) przy dzieleniu przez 8 dajgreszte 7, d) przy dzielemu przez 4 dajg reszte 2.

rPrzykiad 18. W 1382 roku papiez Grzegorz XIII w wyniku odkry¢ astronomow epoki
renesansu wprowadzil reforme kalendarza. Ustalono, Ze lata podzielne przez 4 beda
przestepne, z wyjatkiem tych lat, ktére koticzg sie cyframi 00 i nie sg podzielne przez

400. Pozostale lata to lata zwykle.

a) Wypisz te lata zwykle, ktore minely od czasu powstania kalendarza gregorianskiego
1 ktore konczyly sie cyframi 00. Czy tworzg one cigg arytmetyczny?

b) Ktory rok byl setnym rokiem przestepnym, liczac od czasu powstania kalendarza
gregorianskiego?

Rozwiazanie

a) Lata: 1700, 1800, 1900, tj. liczby 1700, 1800, 1900, tworza trojwyrazowy ciag aryt-
metyczny, w ktorym ¢ =1700 1 #=100.

b) Zauwazamy, Ze lata przestepne sg liczbami naturalnymi wiekszymi od 1582 1 po-
dzielnymi przez 4. Zatem liczby wyrazajace lata podzielne przez 4 od roku 1584
tworza cigg arytmetyczny (a, ), w kidrym a =1584 oraz r=4. Wyraz aygq,; (bo
lata 1700, 1800 i 1900 nie byly przestepne) jest setnym rokiem przestepnym, czyli

@y =a +102r =1584 +102-4=1992, y —ay +{n—1)7

Odp.: Rok 1992 byl setnym rokiem przestepnym od czasu powstania kalendarza gre-

gorianskiego. J
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Cwiczenie 28, Ile bylolat przestepnych od czasu powstania kalendarza gregorianskiego
do kofica XTX wiekn? Pamietaj, ze lata 1700, 1800 1 1900 nie byly przestepne.

rPrzyldad 19, TIle jest liczb naturalnych dodatnich podzielnych przez 7 i mniejszych
niz 10007
Rozwiazanie
Zauwazamy, zZe liczby naturalne dodatnie podzielne przez 71 mmniejsze niz 1000 tworzg
skoficzony ciag arytmetyczny (a, ) o réznicy r, w kidrym

s ey
Najwiekszg liczba naturalng mniejsza niz 1000 1 podzielng przez 7 jest 994, wiec
a, =994. fy— oy +{n—1)-7

Zatem  994=7+(n-1)-7, skad n=142.
Odp.: Liczb naturalnych dodatnich podzielnych przez 7 i mniejszych niz 1000 jest 142J

Cwiczenie 29. Oblicz, ile jest liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez:
a)2, b3, o4, d)ys, e1l, H7

UI!I Il-\.lll{h! || wiczen

19.a) ¢y =100, r=-12, b) 4y =125 r=-025 ¢} a =14, r=3 d) g =60, r=-30
20, r=4f2, b) po= o c) r= 0,13 2la) g =1, ay;=-1, ay=-9, a;y=—37, a;=-315,
b) a,.1=1-2n, a, 1=5-2n, ay,=3—4n, g 4=—5-28, ©) a,,—a,=—2, tdk

22.8) r=5, 22,27,32, b) r=0, 4,4, 4, & r=—01; 06 0,5 0,4

] 3125 al=5".§—5 -
i a) . b) . Q) . 24.a) a5y, b) asy, © ag, d) ggs, € 4y, D
a,1=a,+2 a,+3

Tpel = Hy Bpy1 =8y —3

E
!
E
‘
:
t
s
E
:
: 25 a) @ =16, @y =42, Gy =88, agp =202, a,=2n+2,
i

b) e ——]8 &ap =—57 43 =—]2|5 100 =—29’]" 2 =—3F‘!+3, C) Gy =gin =443 =4 =4y = 5,

F d) C.’/;.' 0 {Iz{)——JB G!43——36 CIID{:,— 93 a, = _H‘f'?
L e) @y =21, ayy =73, @y =165, a4 =393, a, =4n—7,

i 26. a) Liczhy, ktore przy dzieleniu przez 2 dajg reszte 1, 3,5, 7, b) liczhy, ktdre przv dzieleniu przez 2 dajg reszte 1,
F 1,3, 5, o) liczby, ktdre przy dzieleniu przez 5 dajg reszte 3, 8, 13, 18, d) liczby, kidre przy dzieleniu preez 5 dajg
F reszte 3; 3,8, 13

L 27.a) a, =51, b) a,=5a—3, ¢) a,=8%r—1, d) a,=4n—2. 2. 77,

t o a)45 b) 30, c) 22, d)15, €9 013
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Zadania utrwalajace

7.28. Na rysunku przedstawiony jest wykres ciggu. Czy jest to cigg arytmetyczny?

a) b) c) d)

a, a, A a. A a,. A
g4y L L 1| 1+ eo— | | N N N B 1
61 0754+ ¢ S P A !
41 05+ & | y A 101
21 025+ % e 1 st % e,

3 R . . R

20123'}‘1 101 23 4 m 01 2 3 i 5__012_34}*‘1
y S 101

7.29. Przepisz przyklad do zeszytu i wiedzac, ze ciag arytmetyczny ma pie¢ Wyrazow,
—  wmiejsce [l wpisz brakujace liczby.

g
=
==

a)(]-: Sr 9: .5 .): b) (_6> .:» _349 .: _62):
4
C)(., 9:-.9 ]-:-.)p d)(.: 0:-.9 E:» .)
7.30. Napisz wzor na #-ty wyraz ciggu arytmetycznego, ktorego dwoma poczatkowymi
wyrazami §3 liczby:
V3
a)5, 9, b) 10, 3, C) 2,0, d) g 8 0.

7.31. Oblicz wyraz pierwszy ¢, irdznice rcigguarytmetycznego (an) owyrazie ogolnym:
a) a, =15n-12, b) a, =3—14n,

¢) a, =8-6n, d) a, =4+3n. el r n| a,
3 2 |20l
7.32. Przerysuj tabele do zeszytu i wiedzac, Ze ciag (a, ) 1
f; jest ciggiem arytmetycznym o réznicy », w miejsce [l a3 _25 . 28
- wpisz brakujaca liczbe. s 15 | _ss
o5 (| 21 | 105

7.33. Oblicz wyrazy « i a, ciagu arytmetycznego (a, ), gdy a5 =3, r=2.

7.34. Sprawdz, czy ciag okreslony podanym wzorem jest arytmetyczny.

a) @, =3n-2, b) b, =3n° —2, 9 o g a4 —2?
Fi

2 y
e) eﬂ:_n_l’ f) -}‘;ﬂ :(n+2) _n2, g) h}&‘:g}’i+1_gﬂ’ gdZIB g :n2+l-
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7.35. Podaj, ktoéry wyraz ciggu arvtmetycznego (an) o roznicy r otrzymamy, gdy do jego:
a) dwudziestego wyrazu dodamy jednomian —12 - #,
b) trzydziestego wyrazu dodamy jednomian 113-#,
¢) setnego wyrazu dodamy jednomian —98-r.

7.36. Ciag (a, ) jest ciggiem arytmetycznym o réznicy r. Oblicz:
a) 616 1 .5112, gdy fl]_ :—3 1 ]‘:3, b) %U 1 6140, gdy a]_l :30 1 1‘,‘121 :20,

C) a1 agy gdy as =81 r=-12, d) a; 1 a gdy ;=01 r=Ilogl

7.37. Przepisz przyktad do zeszytu i wiedzac, ze ciag (a, ) jest ciggiem arytmetycznym
—' ordznicy r, w miejsce [l wpisz brakujaca liczbe.

=
i
B

a) a =5, as=1 a =l b) a; =11 a; =7, ap =M
) a=4 a,=19, a,=1 d) o =M a=32 a,,=92

7.38. Podaj whasnosc, jakg maja liczby tworzgce ciag arytmetyezny (an) okreslony wzorem:
a) a,=7n—06, b) a, =6n+3 c) a,=6n-3
d) a,=9n1+7, €) a,=9%m-2, f) a,=8n+5.

7.39. Czy liczba 1000 jest wyrazem ciggn arytmetycznego (a,, ), gdy:
a) a, =3n+1 b) a, =5n—-4 ¢) a,=15r+10.

7.40. Liczby 21 7 83 dwoma poczatkowymi wyrazami nieskorczonego ciggu arytmetycz-
nego. Ktore wyrazy tego ciggu nalezg do przedziatlu (500; 520)?

oe— =10
7.41. Ciag (an) okreslony jest wzorem rekurencyjnym {al , gdzie ne N™.

D r +1 = an + 2
Wykaz, ze ciag (a, } moze by¢ okreslony wzorem a, = 2n+8.

3n+1
7.42. Ciag (a,,) okreslony jest wzorem a,, = LB

e SprawdzZ, czy jeg0o WYIazy @, sy, sy

w podanej kolejnosci tworzg trzywyrazowy ciag arytmetyczny.

7.43. Uzasadmnij, Ze ciag (a, ) jest ciagiem arytmetycznym, gdy:

o[

a) a,=n—>35, b) a,=2-3n ) a, :(n+3}2—n2.
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Witasnosci ciggu arytmetycznego

Monotonicznosc ciggu arytmetycznego zalezy od roznicy r tego ciggu.

Uwaga

* Cigg arytmetyczny (a, } 0 réznicy r jest:
= rosnacy wtedy i tylko wtedy, gdy #» > 0,
= malejacy wtedy 1 tylko wiedy, gdy #< 0,
= staly wtedy 1 tylko wtedy, gdy #=0.

o & & —

?1* F:’O nA F‘(O HA F—O

dq1— ——T—# T T % & & ¢ & &
dg 40— L | | @ ! S

Agg— 1 L 1 1 & | | g —

dy + — T a1 — @

o —t—————» dg a3 f— e
az__01234567n aﬁ__012345g_?n 01 23 4356 7n
al__ & } } } ! } EI?._ ! ! ! ! .

» Wykresem ciggu arytmetycznego (a, )} jest zbi6r odosobnionych punktow (n,a,, )
gdzie ne N, lezacych na prostej o réwnaniu y =a,,

rPrzykiad 20. Oblicz réznice r ciagu arytmetycznego (a, } 1 podaj, czy jest to ciag ro-
snacy, malejacy czy staly, gdy jest on okreslony wzorem: a) a, =7n+3, b) b, =7-3n.
Rozwiazanie
a) r=a,-a,=T(n+t}+3—(7n+3)=7, r=71ir>0.
— e —_—y—

Gl a

b) r:bml—ﬁn:7—3(n+1)—(7—3n):—3, p=—3 ),
: b
-l ]

Odp.: a) r="7, (@, ) jest ciagiem rosngcym, b) r=-3, (b, ) jest ciagiem malejqcym.J

Cwiozenie 30. Zbadaj monotonicznodé ciggu arytmetycziego (@, ) okredlonego wzorem:
a) an:?)ﬂ_:L b) an:-q-—ﬁm C) a}i:?, d) an:ﬁ?‘;—z.

Cwiczenie 31, Okresl, czy nieskoticzony ciag jest ciagiem arytmetycznym, gdy jego
wyrazy spelmajg warunek:

a) @, —a, =1, b) b5 —b, =8, €) G —€, =6

d) d,,,—d,=n e ¢3¢, =—10, O f,4-f,=2x



WWasnosci ciggu arytmetycznego 237

Twierdzenie
W ciagu arytmetycznym (a, } kazde tizy kolejne wyrazy a, , a, a,,,
gdzie n > 2, spelniajg warunek a, = %

. —— @, 1+a
Z (zaloienie). (a,) — ciag arytmetycziy o réznicy », | T (teza): @ %
neNtin=2 \
Dowéd. a, 1+a,=a,—r+a,+7="2a, Gy =¥ — Gy
By e
Gp +F —typ
a, 1+a
0 = WY (N = e Wi w C.ILW.
Uwaga
W ciggu arytmetycznym kazdy wyraz, oprocz wyrazu pierwszego P S
1 ostatniego, jest srednig arytmetyczng wyrazow sasiednich. - 2

rPrzykiad 21. Czy liczby /3, 2, 4—f3, w podanej kolejnogci, sa wyrazami pewnego
ciggu arytmetycznego?

Rozwiazanie
an_l:ﬁ an—1+an+1 _'J§+4_J§_2 czy]i

|
|
(122 | 2 2
|
|

il = 4- Jg

| _2" Lyl —a,.
Odp.: Liczby +f3, 2, 4—+f3 sa trzema kolejnymi wyrazami pewrego ciagu arytmetycz-
A1+ Ayt —

H J
Cwiczenie 32. Sprawdz, czy tizy liczby wpodanej kolejnosci, sg wyrazami tego samego
ciggu arytmetycznego.

a) 2— 33, J_l 2443, b) 74-~37.37. 37, ) 3,4, 5.

342

nego, poniewaz

Cwiczenie 33. Dla jakiej wartodci x liczby w podanej kolejnosci sg wyrazami ciagu
arytmetycznego? a) 3, x, 12, b) 2x—14,7, ¢ 2, 4x+1 2x%  d)2, x> +1 2x°



238 7. Ciggi liczbows

rPrzykfad 22, Wyznacz roznice dwoch roznych dowolnych wyrazow ciagu arytmetycz-
nego (a,} okreslonego wzorem ogdlnym a, =a +(n—1})-r i wyraZz jego roznice r
w zaleznoscl od tych wyrazow.
Rozwiazanie
Niech g i a,, bedg réznymi wyrazami (& = m} ciagu (g, ), wtedy:

@, —a,, :a1—|—(k—1)-r—[a1+(;n—1)-}*]:kT—;n;',

7. ’)
2k o

dp — Ay

k—-m J

zatem @, —a, =(k—m)-r czyli r=

r Przyktad 23. Miedzy liczby 16 i 4 wstaw piec liczb takich, zeby acznie z danymi two-
rzyly ciag arytmetyczny.
Rozwiazanie
Niech (a, ) bedzie szukanym ciggiem arytmetycznym, w ktorym o =16 i a; =4.

Igposéb | IISPOSéb
a;=ay +6r | 16,8 ® @ © @ 4
4164 6r A Y MY M
) : G G & Yy G5 g
| ar — 4-16 o —a,
— — :—2 =
| 1 7f ke
Majac dane @ =16 1 r=-2, znajduyemy a, =14, a; =12, a, =10, g =8, a,=6.
Odp.: Nalezy wstawi¢ liczby: 14, 12, 10, 8, 6. J

Cwiczenie 34, Miedzy dwie liczby a i b wstaw takie trzy liczby, aby lgcznie z danymi

tworzyly ciagg arytmetyczny, gdy:
a)a=31 b=251, b)e=3041i b=80.

rPrzykI'ad 24, Oblicz wyraz pierwszy ¢ iréznice ciagu arytmetycznego (a, ), w ktorym
Rozwiazanie
) a; =132 _ a;+6r =132 {a1:84
I sposob , wiec , 8 ;
a5 =196 a +14r =196 | =g
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_@5—a; 196-132

IT sposob ¥ 8,
15-7 8
a;=a;+6r, czyli 132=a +6-8 skad ¢ =132-48=84
Odp.: ¢ =84 r=8. J

Cwiczenie 35. Oblicz wyraz pierwszy a; 116Znice r ciggu arytmetycznego (g, ) w kto-
rym:a) @¢s=—131ag;=-3l b)a=71a=11, ) a=-11a=15

Uwaga
Wyznaczyc cigg arytmetyczny (aH ) toznaczy znaleZ¢ jego wyraz plerwszy «; 110znice r.

Odpowiedzi do cwiczen
30. Ciag: a) rosnacy, b) malejgey, c) staly, d) rosnacy. 31. a) Tak, b) tak, ¢) tak, d) nie, e) tak, f) tak.
32.a) Tak, b)tak, c)nie. 3B.ayx=73 bx=1, ¢ x=0, =4, d) xR,

34.a) 65,127,189, b)248,192,136.  35.a) ¢;——1, r—=3, b) /=3, r=2, ¢ a;——13, r=4.

Zadania utrwalajace

N @y A
7.44. Na wykregie zaznaczono dwa punkty nale- 6 N .
Dl zgce do wykresu ciagu arytmetycznego (a, ) " RS
Uzasadnij, ze ciag (a,, ) jest malejacy.
2 °
7.45. Zbadaj monotonicznoi¢ ciagu arytmetyczne- | .
go (a, ) wktorym & =3 i a; = 3as. 0 123456789101112n
7.46. Wyznacz ciag arytmetyczny (a, ), W ktérym:
=10 =7 +ay, =—10
2) ds , b) 9% , &) gy Tz _
ag =—6 a+a; =15 g+ agy =—4

7.47. Miedzy liczby 11 15 wstaw:
a) piec innych liczb, b) szes¢ innych liczb,
takich zeby lacznie z danymi tworzyly ciag arytmetyczny.

7.48. Oblicz x, wiedzac, ze kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego sa:
a) 7, x, 2, b) 3x+2, 4x—1 5x—4, C) x2+1,x3, xz—l,
d) l, 3, i, e) x+4, 4x, x°+8 f) x> —10, 10x, x*+ 60.
¥

2x
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7.49. Uzasadnij, ze trzy liczby w podanej kolejnosci sg wyrazami ciagu arytmetycznego.

Bra) 4,0, 4, b)3,9; 3,3; 2,7,
A V2-1 242, 32 +1, d) 243-3 J3+15,
1 17 3 12
@) —=— ML : +1 35+2,
N 32 -1 D -2 Fo
o) log, 4, 8log, 2 2log, 8, h) 20-10% 5:10° 0,8-10°,

7.50. Ciag (a, ) jest ciagiem arytmetycznym. Oblicz:
a) as+aps jesh g +a;=35
b) a+a+a+ap jesh a;=3
C) as+ag+ay jesi a;+a =10,

d) 514+a7+a9+c112, Jeéh 613+618+£110+£111:4.

7.51. Naantostradzie kierowca utrzymuje stala predkosc réwna 120 kilometréw na godzine.
Co trzy minuty sprawdza na liczniku liczbe przejechanych kilometrow. Jesli pierwszy
odczyt z licznika byl réwny 7115, to jakie liczby powinien odczytac ten kierowca
w ciggu najblizszego kwadransa?

7.52. Rok sloneczny jest rtowny 365,2422 dni, a rok gregonanski 365,2425 dni. Kalendarz
papieza Grzegorza XIII wyprzedza wiec przyrode o 0,0003 dnia na rok. Po ilu latach
kalendarz gregorianski wyprzedzi przyrode o jeden dzien?

7.53. Wiedzac, Ze ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym, wykaz, ze réwniez ciagiem
2l_aryt1'r1t—:tyczn§.f1'r1jest ciag (b, ), gdy:

a) b, =2a,, b) 5,=a,+3 c) b, =a,—4

d) "5}1 = 4(2},1 —3 e) bn =Gy~ 3(2}1-' f) bn = 2a}’1+2 + a0

7.54. Dhugosci bokdw trojkata sa liczbami naturalnymi i tworza ciag arytmetyczny, ktorego
suma jest rtowna 12. Wyznacz te dlugosci.

7.55. W ciggu arytmetycznym ( a, ) suma czterech poczgtkowych wyrazéw jest trzykrotnie
wieksza od sumy czterech nastepnych wyrazow. Oblicz réznice rtego ciggu, jesli g = 1.

7.56. Dlugosci bokow trojkata prostokatnego tworzg ciag arytmetyczny. Wykaz, ze rozmica

D | tego ciggu jest rowna dhugosci promienia okregu wpisanego w ten trojkat.
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Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego

rPrzykiad 25. Kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego (g, } sgliczby: 1,4, 7, 10, 13,
16, 19, 22, 25. Oblicz sume Wyrazow a; +ayg_; gdy ke{l, 2,3, 4, 5.
Rozwiazanie

1 4 7 10 13 16 19 22 25 k=1 wigc a+ag=1+25=26

Prr et Yt hon wiee atg=4122-26

a & a; 44 4s 4g 07 &y @&

A A A A A A A A k=3 wiec ag+a,=7+19=26

I : ! '____CB____' I : | 1 7

S & — | k=4, wiec ay+ag=10+16=26

W . — D Bl i 13413

v @ k=5 wiec as+a;=13+13=26.
Odp (259 +a1[_~,_k =26, _J

Uwaga Jezeli (a, ) jest ciggiem arytmetycznym, to:
* ata,=a +a,, ,, gdzie 0<k<n,

 a, . ta. . =2-a  gdiie O<k<n

@, =2n+17 > 474+67=2-57 —_

o .

= e
> o
¥ 53+61=257 \
/ [ |

47 49 51 53 55 57 59 61 63 065 67 ..

ic [

\ j ,”;

\-\ B gty =2 /
4 ¥

N 18+ 22 20/ //
l‘_\\ =
\"“*H_ 2 ,..-f""/
—— G+ A =2 -G
4 ¥ d
15;25 o

Cwiczenie 36. Skorzystaj z podanej wlasnosci i wiedzac, ze ciag (an) jest ciggiem
arytmetyczmym, oblicz:

a) &, +agjesh a4y =3, b) ap+ap. jedi ay;=—L ¢ ey +anjesli @ +ag =12,
d) as+ayjeshi @ +ay=—4, €) as+ Gy + @y + @y, Jesh s =+/2.
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Cwiczenie 37. Oblicz sume:

a) dziewieciu poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a}Ji ) wktorym a; =0,
b) szedédziesieciu jeden poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a, ), w kto-
TYIM = 1.

Twierdzenie
Suma » poczatkowych wyrazow ciagu a,+a,
arytmetycznego (a,, ) okreflona jest wzorem S = s
R . | ] a +a,
Z (zaloienie): (a,) —ciag arytmetyczny | T (feza). S, = 5

S =ai+a+a,+..+a, +a
Dowéd: +[H 1T BT T
ISH:an+an_1+an_2+...+a2+al

28, =(a +a,)+(w+a, 1)+ (a3 +a, 5 )+ +Ha,_ 1 +a)+(a, +a)
n sktadnikow rownych (o +ay,)

11 + (1
A%y end G i, — 0yt g

28, =n{a +a,), skad S, =

Wniosek: S, = ;a” 4 Pt (; =) n

Cwiczenie 38, Carl Friedrich Gauss (1777—1855) obliczyt (bedac dzieckiem) sume #

poczatkowych wyrazow pewnego skorczonego ciggu arytmetycznego, nie dodajac wyrazu
po wyrazie. Poszukaj w literaturze lub w Internecie informacji o zZyciu 1 odkryciach
matematycznych tego uczonego.

f Przyktad 26. Oblicz sume trzydziestu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetyczne-
go (a,) gdy ¢y =5 ir=-2

Rozwiazanie
Dane: a =35, r=-2 n=30 :Oblic;yé: Ssn

o 2.5+(30?—1)-(—2) F— S,
Odp S30 =-720. J

Cwiczenie 39. Oblicz sume pie¢dziesiecin poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetyczne-
go (a,) wktorym o =—491 r=2.
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rPrzykfad 27. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych
przez 3.
Rozwiazanie
Liczby trzycyfrowe podzielne przez 3 to liczby: 102, 105,..., 996, 999.
Tworza one » Wyrazowy ciag arytmetyczny (a, ), wktérym a; =102, g, =999 irdznica
r=3. Obliczamy #:

a,=999, gdzie a,=102+(n—1}-3 = RRT)
102+(n—1)-3=999, skad n=300. Sﬂ_%,n
P =90 e W= a3§°}'300 (B2 00 ey
Odp.: Suma wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez 3 jest rowna
165 150. )

Cwiczenie 40, Oblicz:
a) sume wszystkich liczb naturalnych od 1 do 1000,
b) grednig arytmetyczng liczb naturalnych od 1 do 1000, nie znajdujac ich sumy.

rPrzykfad 28, W teatrze letnim krzesta dla widzow ustawiono w nastepujacy sposob:
w rzedzie najblizszym sceny ustawiono 24 krzesla, w kazdym nastepnym o 4 krzesla
wiece] od poprzedniego. W ostatnim 1zedzie ustawiono 80 kizesel.
a) W ilu rzedach ustawiono kizesla?
b) Tle jest miejsc siedzacych w tym teatrze?
Rozwiazanie
Zauwazamy, ze liczby krzesel w kolejnych zedach tworza » wyrazowy ciag arytme-
tyczny (@, ) o wyrazach ¢ =24, a, =80 irdznicy r=4.

a) 80=24+(n—1)-4, skad n=15. G ST
+ i

by 85 =238 15 skad 5, =780, Sy~

Odp.: a) 15 zedow krzesel, b) 780 miejsc siedzacych. J

Cwiczenie 41. Rowerzysta w ciggu pierwsze] godziny przejechat 18 km, aw ciggu kazdej
nastepnej godziny odcinek o 0,8 km krotszy od poprzedmiego. W ciggu ostatnie] godziny
przejechal 14 km.

a) lle czasu trwala podroz?

b) Ile kilometréw przejechal rowerzysta?
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rPrzykI'ad 29, W ciagu arytmetycznym (@, } wyraz pierwszy a jest réwny —3, aréznica r
jest rowna 3. Oblicz sume S jego wyrazow od dziesiatego do dwudziestego.

Rozwiazanie
ay+ ...t ﬂ9+ﬂ10+...+ tay CZY]_'.I ':SZO—SQ.
S
S20
S9:2a1+8r_9:2-(—3}+8-3_9:81 Sn_zaﬁ(n_l)rm
2 ¢ 2
qos ;
Sy =2 0 oy PLITIE oy
2 2
§=85—83=510-81=429.
Qdp.: §=429, J

Cwiczenie 42. W ciagu arytmetycznym (e, ) wyraz pierwszy g jest réwny 10, a réz-
nica » jest rowna—2. Oblicz sume S jego wyrazow od pietnastego do trzydziestego.

r Przyktad 30. Wyznacz ciag arytmetyczny ( a, ), ktérego suma n poczatkowych wyrazéw

7 =

okreslona jest wzorem S, = En —%n. Podaj wzor na n-ty wyraz tego ciagu.

I sposob i Il sposob
a}?:SH_SH—l-‘ gdy nxz2, | a]-:Sl:z_l:l
2 2
=2~ | ot -3 (a1 | 7
2 2 |2 2 | =l ol A 0 300
a, =Tn—4 | : :
. | wiec r=a, —a; =1.
|
| Zatem a,=3+(n—1}-7=Tn—4.
Odp.: a,=Tn—4. J

Cwiczenie 43, Wyznacz wzdrna a-ty wyrez ciagu arytmetycznego { @, ), kiérego suma n
poczatkowych wyrazow okreslona jest wzorem:

a) S, =n’, b) S, =n"+2n.



Suma n poczgtkowych wyrazow ciggu arytmelycznego 245

[ Przyktad 31. WyraZ w zaleznodcei od n sume 5+9+13+.. .+ (4n+1). Oblicz, ile sklad-
nikéw ma suma 5+9+ 13+ ...+ 2001
Rozwiazanie
Zauwazmy, Ze skladniki sumy, czyli liczby S
5,9,13, .., (4n+1), A A
tworza cigg arytmetyczny (a, ), w ktérym
aq=5 a=9 .., q=4m+1L
Zatem r=a, — g =4
(@ +a,)n B (5+4n+1}n
2 2
Zanwazmy, ze 2001 =4n+1, skad »= 500.
Odp.: 5+9+13+..+(4n+1)=2n" +3n Suma 5+ 9 + 13 +...+ 2001 Irla,SOOSkladnjl((’JW.J

S, = =(3+2nr)n=2n" +3n.

Cwiczenie 44. WyraZ w zaleznosci od n sume 1+4+7+...+(3n—2}. Oblicz, ile sklad-
nikow ma suma 1+ 4+ 7+...+ 1045

r Przyktad 32. Rozwigz rownanie 2 +7 +12 +...+ x = 245, ktérego lewa strona jest suma
kolejnych wyrazow pewnego ciggu arytmetycznego.
Rozwiazanie
Z warunkoéw zadania: ¢ =2, @, =7, ..., a,=x, Zatem r=a, —a; =5.
a, = a,+(n—1}r, wiec x=2+(n—1}-5, gdzie neN™.
Obliczamy sume S, wyrazow ciagn 2, 7, ..., x.

2
Sn:(al—l-an}n, e 245:(-+x)n,
2 7

x=2+(n—l}-5 . N =
zatem , 8 . A_980LJA _99.m ——981n,=10

245=@ ¥ 5n° —n—490=0 1 :
ne N' wiec n=10, zatem x=5-10-3.
Odp.: x=47. J

Cwiczenie 45. Rozwiaz réwnanie, ktérego lewa strona jest suma kolejnych wyrazow

pewnego ciggu arytmetycznego, gdy:
ay l+2+3+..+x=78 by 1+345+...+x=8L
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Odpowiedzi do cwiczen
36.0)6, b)-2, 612, d)4, & 2. 37.2)0, b)6l. 39. S, =0  40.2) 500 500, b) 500,5.
41.a)6 h, b) 96 km. 42. 5 —-528. 43.a) a,—2n-1, b) a, —2n+l

44. 5, —%-[3;?2 —n],349 skladnikéw.  45.2)12, b)17.

£

Zadania utrwalajace

7.57. Ciag (a, ) jest ciggiem arytmetycznym. Oblicz:
a) s + oy, Jeéll g = —1,
b) dyy+ax + g+ ay, jesli @y =v2,

C) dj + a7+ oy + oy, Jeéll dip +ap = 6.

7.58. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych:
a) podzielnych przez 3, b) podzielnych przez 4, ¢) podzielnych przez 12,
d) ktore przy dzieleniu przez 7 dajg reszte 4,
e) ktore przy dzieleniu przez 11 dajg reszte 7.

7.59. Oblicz sume wyrazow ciagu arytmetycznego:
a) 7+7.5+8+...+192.5, b) V2 + 32+ 542 + ...+ 9942,
c) —8,3-8-77+..+214, d) 13,4+12,9+12,4+...+(-211}.

7.60. Wyraz w zaleznosci od n sume:
a) 1+6+11+..+(5n—4} b) 3+8+13+...+(5n-2),

¢) 7+11+15+ ..+ (4n+3), d) 10+21+432+ . +(l1r—1),

7.61. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym. Oblicz:
a) S?,jeéh ady = D, b) Sﬁ’ Jeéh ity = 2,. C) Szg,jeéh s :4,

d) Szg,_]eéh 5= 15, E) S43,Jeéh thy = 5, t) Szn_l,jes{]i &, = X.

7.62. Wyznacz ciag arytmetyczny (e, ), w ktérym:
a) a =161 Sy =0, b) r=-2 i Sy ——598,
O a=41i8,=-616 d) @ =—200 i S,y = 2540,
&) §;=518,=8, f) S,=91i8,;=15.
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7.63. Wyznacz ciag arytmetyczny (g, ), w ktérym:
a) ag =231 8,=105,  b) as=47 i S5=390, ¢) S5 =351 §,=10,
d)aSZTiSH:??, e)a1=2, (IHZSOiSHZMZ f)SﬁZ?JiSQO:—lgU.

7.64. Wyznacz wzor na u-ty wyraz ciggu arytmetycznego (aM ) ktorego suma S, poczat-

kowych wyrazow okreslona jest wzorem:
3n? 1
a) §,=6n—3n>, b)S,=2n"+3m S, = % d) s, = 5(7”2 _ Sn)_

7.65. Ciag (an) jest ciagiem arytmetycznym. Sprawdz, czy istnieje takie n, ze S, = n, gdy:
a) q, =3n—50, b) a, =4n—30, c) a, =104—6mn.

7.66. Skladniki podanej sumy s wyrazami ciagu arytmetycznego (a, ). WyraZ wyraz x
w zaleznosci od n.
a) 2+1+4+...+x b) 7+5+3+..+x, ¢) —0,1+0,44+0,9+...+x,

7.67. Rozwiaz rOwnanie z niewiadoma #:

a) 1+2+3+..+n=3n b) 3+9+15+..+(6n—3}=363,
€) 1+5+9+..+(4n—3)=153, d) —5—1+3+..+(4n—9}=4650,
€) %+§+1+...+§=26, ) 345+7+..+ (2n+1)=2n"—899.

7.68. Wiedzac, ze skltadniki wystepujace po lewej stronie rownania sg kolejnymi wyrazami
ciggu arytmetycznego, rozwigz rownarnie:
a) 3+9+15+.. +x=363
b) (1+2x)+(4+2x}+(7+2x)+...+(28+2x)} =155,
) (1+x)+(2+3x}+(3+5x)+...+(50+99x) = 275.

7.69. Z ciggu liczb naturalnych dodatnich wynotowano sto takich kolejnych liczb, daja-
cych w sumie 17 950, z ktorych kazda ma te wlasnosc, ze jesli podzielimy ja przez 3,
to uzyskamy reszte 1. Znajdz najmniejsza 1 najwiekszg z wynotowanych liczb.

7.70. Miary katow wewnetrznych wielokata tworzg ciag arytmetyczny. Najmniejszy z katow
ma 119°, a najwiekszy 169°. Wiedzac, Ze suma S, miar katow n-kata okreslona jest
wzorem S, =(n—2}-180°, wyznacz liczbe bokdéw tego wielokata.

7.71. Oblicz dlugosci bokow 1 pole trojkata prostokatnego, wiedzac, ze dlugosci jego bokow
tworzg cigg arytmetyczny, a jego obwod jest rowny 120 cm.
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Pojecie ciagu geometrycznego

rPrzykiad 33, Oblicz, ile maksymalnie kazdy z nas mégl mie¢ biologicznych

raprapraprapraprzodkow. i
Rozwiazanie babcia e e .
Amnalizujgc schemat przedstawiony na / Pk <pmmdnadﬂk
rysunku, zauwazamy, Ze liczby naszych - \ p— {mmbabma
praprzodkow tworza cigg, w kiorym: dzmdl:k< . o
8 16 32 64 128 .. n oo i
) /F‘Fm e
G & dy 4y G5 . - /m’“"m . prapadzadek ...
Szukamy wyrazu s, gdyz piec razy / i <pmmlubm
przedrostek pra- wystepuje przed tata ot Bibel
wyrazem przodek. . /“"m"" . prapeadziadek ..
driadek
_ . ., \mﬁmk o PR
Odp.: Kazdy z nas mogl mie¢ maksymal- l - ;
nie 128 praprapraprapraprzodkow. 4 4 4
a, a4, O

Definicja

Ciagiem geometrycznym ( @,,) nazywamy ciag liczbowy co najmmiej trywyrazowy,
w ktorym kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje z pomnozenia wyrazu
poprzedniego przez liczbe ¢, zwang ilorazem ciagu geometrycznego.

a4 @ 4, a, as g
‘L ¢ 2 ¢ 3 é' 4 ¢ 5
R & ) i syt
G & & a4 4 @yl Gy

Cwiczenie 46, Laczac srodki bokdw tréjkata réwnobocznego A BC
o boku g, wpisano wniego trojkat 4, 5,C; wsposob przedstawio-
ny na rysunku. Analogicznie w trojkat 4 5/ C, wpisano trojkat
A, B, G, itd. Oblicz pola trojkatow: ABC, A4,B,C,, 4,B,C, 4:8;C;.
Czy pola kolejnych trojkatow tworzg cigg geometryczny?
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Cwiczenie 47. Podane liczby sg kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Oblicz
iloraz g tego ciagu.

a)9, 3, 1, % é, b) -5, 0,5, —0,05, —0,005, ..,

c) —é, i, —%, L, 2% ) 12,242 240472, 232404
( ¥ - - 3 i

Przyktad 34. Ciag ( a,) okreslony jest wzorem g, :5-2 :

Oblicz: a) @, 4, as, 4z b) a,.:q, Czy ciag (a,)]jest ciagiem geometrycznym?
Rozwiazanie

_3 55 _3 6
é_zrﬁl

aﬂ"' Gy
b) 1 :23 :2n+].—n 5. 5 1=q

i, 2o n

2

Odp..a) =3, @&, =6, a; =48, a;=96 b)a, :a,=2
Ciag ( @,) jest ciggiem geometrycznym. J

Cwiczenie 48, Okresl, czy cigg ( @,) jest geometryczny, gdy:
a)a,=3", b)a,=327"

r Przyktad 35. Wyznacz wyraz @, ciagu geometrycznego o wyrazie pierwszym &
1ilorazie ¢.
Rozwiazanie
7 definicji ciggu geometrycznego wynika, ze:
@ =a-g=a;-q
@ =ayg=a-q-4=0-q¢ =a-q

~— -

b

2 3 |
A = qd=aq §=a 4 =4 -4




250 7. Ciggi lczbows

Twierdzenie
Jezeli ciag ( a,,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, to n-ty wyraz ciagu

#—1

okreslony jest wzorem a, =a, - g

Cwiczenie 49. Napisz wzér ciagn geometrycznego ( a,) o ilorazie g, gdy:

a) ¢=31g=4, byg=21qg=2, ch:3iq:%

Uwaga

Ciag geometryczny ( @,) mozna okresli¢ wzorem rekurencyjnyim
A =a Qi @ plerwszy wyraz ciggu geometrycznego,
a,, =a,q, gdyne Nt 5 g —1iloraz ciggu geometrycznego.

rPrzykIad 36. Wyraz a, ciggu geometrycznego przedstaw w postaci a, = a,-¢"

n
2

ipodaj @ oraz ¢ gdy: a) e, =5-3", b) g,=—17
3

Rozwiazanie

a) aH:5-3‘”:5-[le: e T
3 ? —[E]

n—1
ZSl[lj g 1747 11 1 n-1
F 1A 5 -G G)
wiec 51 51 ;
g =N == =
§C & 3 3 q 3
b) I sposob | 1T sposéhb
n | 4% 97
n = ST gc : nT gl g oqn
2 R | _l.[Ejn_
STTR i AN3r
2 4 L2 LR
%_F_E' | "33 13 - 3 313
m_ 42 49 2 | g my
e 219 272 3 : =§'[§] , wiec
n—1
& g | 2 .
Zatem @, =—-| — G =—1¢g=
@y 9[3] | 1 9 q
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Cwiczenie 50. Wyraz a, ciggu geometrycznego przedstaw w postaci a, = &, -g”_l

ipoda] ¢ oraz g, gdy:

~ vl ~ o ~ ﬂ w1 ~ . ~ E 2-n
a)a, =35, bya,=(-2), ©a,= =] dae,=2-2" €a =15 I

r_Przykiad 37. Oblicz iloraz ¢ ciagn geometrycznego i podaj dwa nastepne jego wyrazy,
wiedzac, Zze trzema poczatkowymi wyrazami tego ciggu sa liczby:
a)4,0,0,.., b)0,0,0, ...

Rozwiazanie
Z definicji ciggn geometrycznego: @, = aq, 4y = &y, ... .
Jezeli: @ ¢ #0 to ¢ =a—2,
i |
e q=0 to ay=g;=...=0, wiec g moze by¢ dowolng liczba rzeczywista.
0

4] 4

b) geR, ay=a;=0. J

Jezeli w ciagu geometrycznym ( a,,) o ilorazie g:

a
e a0 1i g=0 to g= i

a,

o 4,01 ¢g=01t0o =0 =0 .., =0
 a-01gch to a=0, a;=0 .. a,=0.

Cwiczenie 51.

a) Ktory z ciagow: (3, 0, 0), (0, 0, 0), (0, 3, 0) nie jest ciggiem geometrycznym?

b) Czy jezeli a, =(0,0,0,0), toiloraz ¢ moze byé réwny 0?

¢) Czy kazdy cigg geometryczny, ktorego iloraz g jest rowny 0, jest ciggiem stalym?

Odpowiedzi do ¢wiczen

a3 a*\3 a’\f3 a3

P FauBg = 16 Fanne, = B Faamo, = 356 , tak

46. By ypc =

n—2

47. 2) % BY0,1, & -2, d) 2. 4B.a)Tak, bytak 49.a) g, =347 b) a, =2%, o a, {%} ,
n-1

S0.a) @ =3, =5, B) g, =-2-(-2)"", gy=g=-2, O a, =£-[3

16 4

,a: 1 1
125973
s A=l

n—=1
d) a, :[%J =1 g :%, e a, :[%) =1 q:% 51. a) Ciag (0, 3, 0), b)tak, c)nie
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Zadania utrwalajace
7.72. Oblicz piec poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego ( a,,) oilorazie g, w kiorym:
a) g =—1 ¢g=0,1 b) ¢ =5 g=-1
C) alz—\g, q:—\g, d) & =101% q:l()_l.
7.73. Oblicz wyrazy:
a) &; 1 a4 ciagu geometrycznego ( a,,) o poczatkowych wyrazach N2, 6, 342,
3
b) as 1 a; ciggu geometrycznego ( @, ) o poczatkowych wyrazach % i “5

¢) a, 1 a, ciggu geometrycznego ( a,,) 0 poczatkowych wyrazach %, s ondy e

7.74. W ciagu geometrycznym ( a,,) sposrod wielkosci: a, g, n, o, dane s3 trzy.
Oblicz czwartg wielkos¢, gdy:

a) a1:%= q:g, n=4, b) ¢ =2, n=6, a,=64
31 I N5 NG}
C) 6112—?, gzg_, anz—a, d) q:T, =, a, :_?_

7.73. Uzasadnij, ze ciag ( a,) jest ciagiem geometrycznym, gdy:

D _ 5
—I_a) a,=4" b) @, =2-3""1 ©) anz—z-[—ﬂ,
1+l
d) a, = _%(1,5}””, e) a, :%, f) a,=4" 4"
7.76. Uzasadnij, ze ciag ( b, ) nie jest ciagiem geometrycznym, gdy:
Bl 2o
# 2
Ay by =2", b) bH:[—] ;
3
7.77. Napisz wzOr na p-ty wyraz ciggu geometrycznego ( o,,), w ktorym:
a) =4 1 g=—1, by =11 g=-1 c)a=64 1 g=2,
T | 3 P . 1
d)ag=——1 g=06, e) dr=— 1 &y =——, G=—1 @ =—.
) @ 216 L ¢4 ) @ il N a a BT
7.78. Wyraz q, ciagu geometrycznego przedstaw w postaci a, =g, g™, gdy:
a) a, = 4" b) a,=5""2, ¢ a,=6"7 d) a,=(-2)",

&) a,=(=3}"%  Da,=(-10", g q¢,=3" By d.—2%,
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7.79. Na wykresie zaznaczono dwa punkty nalezace do wykresu a, A
nieskoficzonego ciggu geometrycznego (a,,). 3 il
a) Wyznacz ten ciag. 2 e
b) Podaj wzor na wyraz ogolny ciagu. 1 '
>
0| 1 23 b

7.80. W ciggu geometrycznym (a,) wyrazem pigtym jest liczba 2.
Oblicz iloczyn Wyrazow -, - a;"...” .

Wtasnosci ciggu geometrycznego

Monotonicznosc ciggu geometrycznego zalezy od wyrazu pierwszego a, oraz ilorazu g.

( Przyktad 38. Podaj piec poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego ( a,,) inaszkicuj
jegowykres, gdy: a) g=-2, g¢=-2, b)g=-2 @=2 c¢)g=-1L =3
Rozwiazanie
Obliczamy kolejne wyrazy ciggu.

a) q=—2, a,=4 by ¢ =2 a=—4 ) @ =3 a&=-3
a;=—8, a, =16 a; =8, a=—16 a=3, a=-3
as =—32. =32 =3

ay=(-2)" ay=2-(-2)"' ay =3-(=1)""
a, A A
QT B ' ap
16 o 16 3 » & &

[ [ 1 - | >
—g T2 3 4 5n a—r b3 & &% 1 234 5,
=16 -16 . -3 8 '
-32 * -32 J

Zauwazamy, ze w ciggach okreflonych w punktach a), b), c) iloraz ¢ ma wartosc¢ ujemna,
a wyraz pierwszy g ma wartos¢ dodatnig lub ujemna. Ciagi te sa naprzemienne.

Uwaga

Ciag geometryczny ( @,) o ilorazie g, w ktorym @ # (G 1 g< 0, jest ciagiem naprze-
miennym, gdy jego kolejne wyrazy s3 na przemian dodatnie i ujemne, czyli gdy kazde
dwa kolejne wyrazy majq przeciwne znaki.
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Cwiczenie 52. Okresl, czy naprzemienny jest ciag geometryczny ( a,,) okreslony wzorem:

a) ty = (_ 1)??, b) a, = (—l)n_l, C) @, = (— I}HH, d) a, = (_ 1}2”, e) a, = (_ 1}211—1.

rPrzykI'ad 39, Wykaz, ze gdy ge(0;1}i @ >0 lub g>11 g < 0, to ciag geometryczny
(a,), okreslony wzorem a, = a,¢”", jest malejacy.
Rozwiazanie

Wyznaczamy roznice wyrazow a ., i a,.

a+l-1

By =g —a¢" =ag" -ag" =ag™ (g—1)
g—1>0
&S (0; 1) -1 . L .
1° Gdy i to ¢" >0}, wiec a¢" (¢-1)<0, czyli a,,—a, <0
a >

a <0

Gdy ge(0;1) i @ >0, to ciag geometryczny (a,) jest malejacy.

g—1>0
g:}l n—1 . n—1 .
2° Gdy L to g7 >0, wiee g™ (¢-1)<0, czyli ., —a, <0
a <0
a <0
Gdy g>1 1 a <0, to ciag geometryczny « <G jest malejacy. cHW. J

Cwiczenie 53. Wykaz, e ciag geometryczny (a, )} okreslony wzorem a, = aq" "

a) jest rosnacy, gdy ge(0;1}i ¢ <0 lub g>11i g >0,
b) jeststaly, gdy g=11ag R lub ¢ =01 geR.

Uwaga
Ciag geom efryczny jest:
naprzemienny, gdy malejacy, gdy rosnacy, gdy staly, gdy
<0 =(0;1 el =(0;1 >1 =1 a, =0
4 {g(’)lubq {q(’)lubq e b {
a, #0 a >0 a <0 ||a <0 a >0 g R ge R

Cwiczenie 54, Zbadaj monotonicznos¢ ciagu geometrycznego okreslonego wzorem

ogolnym:
a) a,=2" by b,=(—1)""-3,  ©ec,=

An-l’

-
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Cwiczenie 55. Okredl monotonicznosé ciagu geometrycznego, ktérego trzema poczat-

kowymi wyrazami s3 liczby:
2. 3 1
L= b)) —= -1, =3, ., ¢ -100, —100¥10, —1004100, ... .
a) 5 ) NG C)

ga

rPrzykfad 40, Miedzy liczby 1001 0,01 wstaw takie trzy inne, by 1acznie z danymi two-
rzyly ciag geometryczny.

Rozwiazanie

Przyjmujemy, ze ¢ =100 1 a; =0,0L 100, &, @, @y, 0.0
as =001 1 aszal-g4, wiec T
100-¢g* = 0,01, skad

'3’4 =0,0001 Jezeli a=0to x*=a odv x=%a b x— 4.

g=01 lub g=-01

Zatem istmiejg dwa ciagi spelniajace warunki przyktadu:
100, 10, 1, 0,1, 0,01 1Iub 100, —10, 1, —-0.1, 0,01.

Qdp.: 10; 1; 0,1 Iub —10¢; 1; —0,L J

Cwiczenie 56. Miedzy liczby:
a) 1127 wstaw takie dwie liczby, by laczmie z danymi tworzyly ciag geometryczny,

b) % i 1 wstaw piec takich liczb, by lacznie z danymi tworzyly ciag geometryczny.

128
Uwaga
Z definicji ciagu geometrycznego ( a,,) o llorazie g wynika, ze:
2 k

a}’i.g:aﬁ-l-]’ a}’i q :a}‘H-Z’ Szt a}’;‘ g :aﬁ-i-k’

[#3 (2

—n: an_l, _};: an_Zo =k ] —2: a}“i‘—k

q q g

[ustruje to ponizszy graf.
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Cwiczenie 57. Podaj, ktéry wyraz ciagu geometrycznego ( @,) o ilorazie g opisuje wy-
razenie: a) %20 b) == 18 ) A0

2

13
5 4 9 g5 Wagerg
q q d

= Cwiczenie 58. Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie ¢. Przepisz przyklad

do zeszytu i w miejsce [l wpisz brakujaca liczbe. a) —= . = ag, b) 220 _ g.
q A0
(&
a
O ayqM=ay & B=g o %1'?9:‘1.: n-M_gs
‘\ ZP
Uwaga

Wyznaczy¢ cigg geometryczny ( a,,), to znaczy znaleZ¢ jego plerwszy wyraz
1 iloraz g.

rPrzykIad 41, Wyznacz ciag geometryczny (a,), w ktorym a5 =16 1 a, =81

Rozwiazanie
I sposob
Jesh%:161a9:8811,t0 Z_:=q4
=81: 16_— iec
Jezeli o =0, fa xt= a, gdy x:% b x_—%.
J lub g=-— 1’
=== 1D q——
2 Ir?fs—4f31'9"4
81 256
Zatem 16=a —, skad ¢g=——.
Ae Sl a=Tg
1T sposob
Wartos¢ q4 mozemy otrzymac, dzielac stronami rownania ukltadu
4
=16
“q _ as=16 i ay=81
alqg =81
4
3 :
Zatem ‘219'3:5, deail = DL mipe gm o lihge—ss & =0 ig=0
aq 8l 16 2 2
Odp.: ‘Ilzg 1 q—é lub ¢ = _ 259 1 c;x':—é

8 3 81 2 J
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Cwiczenie 59. Wyznacz ciag geometryczny ( @), w ktorym:
a) a; =18 1 q; =162 b) @ =125 1 a5 =64.

Twierdzenie
Ciag ( a,), gdzie ne N7, jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

3 :
a,=a, -a_, gdzie n>2.

Udowodnimy twierdzenie: Jezell ( a,,) jest ciagiem geometrycznymy, to aﬁ =a, 1-Q,.1

Z (zaloZenie). (a,)— clag geomelryczny, | T (leza): a;‘; =, 8

@, =dy - qH_IP |

neN'" n=2 |

2
P n—1-1 nt+l-1 2 p—2+h n—1
Dowad: @1 Oyl =9 G @y g =a g =(=’11'§‘ )
\-_V_f'
1 | &,
2
Zatem @y | Q] =y C.M.IL.
Uwaga

W ciagu geometrycznym o wyrazach dodatnich kazdy wyraz g, oprocz wyrazu
plerwszego 1 ostatniego, jest srednig geometryczng wyrazow sgsiednich, czyli wyrazu
poprzedniego a,_; 1nastepnego a,.,;. T T

Cwiczenie 60. SprawdZ, czy trzema kolejnymi wyrazami tego samego ciagu geome-
trycznego sg liczby:

a)3, 15,75, b) 24045, 600, 30045, ©) 6-2+/5, 16—85, 56—244/5.

Cwiczenie 61. Oblicz x, wiedz ac, Ze kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego sa:
a) —6, 15, g b) -2 x+1 50, ¢ x—L x+2 3x.

Odpowiedzi do ¢wiczen

52.a)Tak, b)tak, oytak, dyne, e)nis 54. Cigg: a)rosngcy, b)naprzemienny, nie jest monotoniczmny,
c)malejgcy. 55. Cigg: a) rosngoy, b)malejacy, c) malejacy.
ST kL ke 2 i e b 1 1 it - i 4
56. e e e = e e e 57.a) « ct @ @112,
a)319, )4, T e i LT A T a) a5, by a7, © @25, d) @2
625 4
58.2)2, b)10, 20, L &30, N2 598y @ =2ig=3 lub =2 ig—-3, b) al:T iq=§

1
60.2) Takz, b)tak, c)tak 6l.ay x——75 By x——11 lub x=9, O I__E lub x=4.
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Zadania utrwalajace

7.81. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij, podajac przykiady ciggow geometrycznych
—  spelniajacych podane warunki. Okresl monotonicznos¢ podanego ciggu.

=

q <0 a >0
To=B, Q=0
g <0 R .
clagg niemonotoniczny
_0 -5.0,0,0, ...
ol ciag niemal gjacy
B<g<l

gl

7.82. Miedzy liczby 16 1 1024 wstaw:
a) takie dwie liczby, b) takich pie¢ liczb,
by lacznie z danymi tworzyly ciag geometryczny.

7.83. Wyznacz ciag geometryczny (), w ktorym:

:-,l)agzE 1 aﬁzﬁ, b) a; =1000 1 ag=0,00]1
7 25

Q) gy=4 1 ag=1 d) as=1 1 a;=1296.
7.84. Sprawdz, czy trzema kolejnymi wyrazami tego samego ciagu geometrycznego sa

liczby:

a)3, 4.5, 6,75, b) V3—+5. -2 2012, o 47, ¥7. 7.
7.85. Oblicz x 1 podaj wyrazy ciagu geometrycznego, wiedzac, ze kolejnymi jego wyra-

zami 83

a) 1, x, 12, b) x, 4, 16, c) 1, 1%

16 3 9
d) 2(x+1}, x+1, x—1, e) x+4, 5x+2 16x+1.
D G C

7.86. Laczac srodki bokow kwadratu 4ABCD o boku «, wpisano &

kwadrat 4, B,C, D, wsposob przedstawiony narysunku. Ana- 7
logicznie w kwadrat 4 8,C\D, wpisano kwadrat 4,8,C,D, D,
itd. Oblicz pola kwadratow: ABCD, 4 B8,C,.D, A4,B,C,D,,
4B, CD;. Czy pola tych kwadratéw tworzg ciag geome-
tryczny? Jesli tak, to podaj pole dziesiatego kwadratu.

.P’\m / o
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7.87. Uzasadnij, Ze ciag (a,} jest ciagiem geometrycznym, gdy:

D[ a) @, =3-2"1  b)g, =3""1.2"_¢"

7.88. Ktos w ciagu godziny przekazat plotke 10 osobom. Nastepnie kazda z nowo powia-
domionych osob w ciagu godziny przekazata plotke 10 innym osobom, ktére jej jeszcze
nie shyszaly itd.

a) Ile oséb znalo plotke po uplywie: 2 godzin, 2 3 godzin, 3 4 godzin?
b) Po ilu godzinach plotke znaliby wszyscy ludzie zyjacy na Ziemi? Przyjmij, Ze na
Ziemi zyje 6-10° ludzi.

7.89. Liczby 3— 242, 10—74/2, 34— 242 satizecim, czwartym i pigtym wyrazem ciagu
geometrycznego ( a,,).
a) Oblicz iloraz g tego ciggu.
b) Oblicz wyraz pierwszy ciagu.
¢) Oblicz réznice wyrazow siodmego 1 piatego.

7.90. Ciag (a,,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g. Oblicz:
a) as, gdy a-@ a5 - ay-as =243,
b) @, gdy ag-a;-ag =5,
) a5, gdy a3 @y a5 a6 a7 =32,

d) ag gdy ag-ay-ag-ay-ajg-a;-dp-ds-ay =1

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego

Zapis
_ 2 w2 n=1
S,=aq+o-g+to- g +..+a-9 +a-q
| S [ S e — '—__.—'
25 23 @] a,

oznacza sume » poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego ( a,,).
Po wylaczeniu wyrazu ¢ przed nawias otrzymamy:

M —_—— W
SUman T"‘:W az sume kolejnych poteg
WVPQZOW — PIerwszy ilorazu g,
ciggu geo- ciggu geo- gdv neN"

metrvez- metrycz-
ngo Hego
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Twierdzenie
W clagu geometrycznym ( a,) o ilorazie g suma » poczatkowych wyrazow ciagu
okreslona jest wzorem:

Q

e S, =n-a, gdy g=1

1_ 12
Z (zaloienie): ( a,)—ciag geometryczny oilorazie ¢, gdzie g #1 |T(teza) S, =a i c
—4
Dowdd
S=a -(1 + g+ gz +..+ gn_z + qn_l) /g MrnoZymy obie strony réwnasci przez q.
q-S,=a (@‘+@‘ R 9)
Obliczamy wartos¢ wyrazenia ¢-S5, — 38,
2 e -1
g-8,—35,=a - (g+g +g ot gt g) a1(1+g+q ot g+ g" )z
=] i
—a(g+d+q + g g g g "),
Zatem g-Sn—Sn:al-(gn—l)
Sn'(g_l}:al'(gn_l) /:(q_l) Z zatozenia g+ 1.
¥
B ——g +1 g’
Snzal-g s , czyli Snzal-u,zatem Snzal-l T cnu
g1 ~(-g+1) 1-g¢

Uwaga
Postacie wzoru na sume S,, poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego stosujemy
w zaleznosci od tatwosci wykonywania obliczen. Wygodmnie] jest stosowac wzor:

¥ Sn:al'll_q

"

. gdy 1<g<1,

H

q

* 5.4 - gdy g<-11lub g>1.

Cwiczenie 62, Ciag (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g. Uzasadnij, ze
suma S, poczatkowych wyrazow tego ciggu okreslona jest wzorem:
a) S, =a, gdy g=0, b) S, =n-a, gdy g=1.
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rPrzykfad 42. Oblicz sume:
a) pieciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego ( a,,),
wktorym ¢ =4 1 g=-2,
b) szesciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego ( b,,) okreslonego

6
wzorem b, =—
#i

2

¢) dziesieciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego ( ¢,) o0 wyrazach
5 10 20
341 341 341

poczatkowych

Rozwiazanie

a) n=5 a=4 1 g=-2, wiec

{2y ;
Sc—=4-— > gkad §. —44 1-¢
3 1_(_2} kq’ 3 Si—a‘l’ l—g
b) n=6 1 bH:%’ wiec
2 1
=2 by==, skad g=—. =
b=2 b 7 shad =5 a=
1_[l°
3 B 5
Zatem S, =2 . skad S, = — sl a1
6 1_1 4 6 35 243 Sg—ty g
3
5 10
¢) n=10, ¢;=——, ¢, = ., skad g=2. =
) =3 2T 3gp Sadd =y
oo, B el B TS g’ -1
em s 8 =— =15 2
W™l 2.4 107341 RARE
Odp.:a) Ss=44. b) SS:E, c) Sjy=15.
243 )

Cwiczenie 63. Oblicz sume: a) czterech poczatkowych wyrazow ciagu geometryczne-
go(a,) wktorym ¢ =271 g= % b) osmiu poczatkowych wyrazow ciggu geo-
metrycznego ( &,) okreslonego wzorem b, = iﬂ ) pieciu poczatkowych wyraz ow

ciggn geometrycznego { ¢, ) 0 wyrazach poczatkowych 4,12, 36, ... .
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r Przyktad 43. Wiedzac, ze skladniki sumy sg kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego,
oblicz sume 40—20+10— ...+ g

Rozwiazanie
40 — 20 +10—...+ % (a,) —clgg geometryczny
.o B_,
@ =40, @ =-20 wiec qz—E. =

=
L

a, =2 wige 40-[— =3 /.40 5
3 3

ae

|

. S \_.__{s b
b
| I
(o
4~_-|'—‘
=

n—1 ]
[_ = [_E] § zatem JeFeli a’T‘ =a” o k=m,
gizie a =01 a=zl
—1=6, skad n=7
Ly 1
) k7 “‘
S, =40 — =2 — 40 . wiec Sa
1 —
RE
2 2
215
S, =—.
T g

2
Odp.: 40—20+1(}—...+g:%

J

Cwiczenie 64, Wiedzac, ze sktadniki sumy sg kolejnymi wyrazami ciagu geometrycz-

nego, oblicz sume: a)2+6+18+...+2-36, b) i—l+l—...+16.

Uwaga
Jezeli { aq,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g 1 S, jest suma r poczatkowych

jego wyrazow, to g = ;”_al,gdzie n> 1.

H M

Cwiczenie 65, Wykaz, ze w ciggu geometrycznym ( @,) prawdziwa jest rownosc¢
S}’.E — &
S, —a

# ¥

=g, gdzie n>1.
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r Przyktad 44, Kwote 4 650 zl rozdzielono na pewna liczbe nagrod. Kwoty nagrod tworza
malejacy ciag geometryczny. Oblicz wartosci nagrod, wiedzac, ze najwieksza z nich
byla rowna 2 400 zl, anajmniejsza 150 zl.

Rozwiazanie
Kwoty nagrod tworzg ciag geometryczny (ay, @, ..., @, ), W ktérym:
S, =4650, @ =2400, a,=150.
S, —a 4650-2400 2250 1
1S o, 4650-150 4500 2

42=24(]0-%=12(]0, a3=120(}%=600, a4=600%=300, a5=300-%=150.

Odp.: Wartosci nagrod: 2 400 z1, 1 200 z1, 600 z1, 300 z1, 150 zl. J

Cwiczenie 66. Kwote 4 375 zl rozdziel na pewna liczbe nagrod, ktérych wartosci tworza
malejacy ciag geometryczny (ay, ..., a, ). gdzie & =1600 i a, =675.

T .

e . . .

Odpowiedzi do cwiczen

63.9) S, =4, b) SB:%, ¢) Sy =484, 64.1) S, =37—1=2186, b) S, :473' g,
| -l_ H—l 1_ H—l |
| 65 Wikazéwkn. S,—a =a g —3 | 5, —a, =g —3 66. 1600zt 1200zt 900zt 675zt I
, e ey

Zadania utrwalajace

7.91. Oblicz sume szescin poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ), wktorym:

2 1 . 125
a = g =] b e =], C =l 1 ge="2
) & % ) @ NI ) @ F=7
7.92. Oblicz sume pigciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a, ), gdy:
#
ay 5,=2" b) a, =(-0,8)", ) a,= [—éj ,
d) a,=-35- [—ET, e) a,= L g N a,=3"
2 124
7.93. Wiedzac, ze skladniki sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, oblicz sume:
a) 1+2+...+512, b) 2—4+...-1024, C) 1—%+...+%,
d) 10°-10° +.. 10, e) S0-1042— . +—= f) gt 2 B
25 2 4 32

o) 1+43+3+..+27, h) 1-A2+2—..+4.
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7.94. Przerysuj tabele do zeszytui wiedzac, Ze ciag (a, ) jest ; <
= ciggiem geometrycznym oilorazie g, w miejsca [l wpisz 2 I n
= brakujace liczby. . Lol a2l
2 2
7.95. Ciag (a, ) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g. -5 101 4 |
Oblicz: 3 (I 2 5
a) S., gdy @3 =52 i a; =416, 4 | 3 || 13120
b) 85, gdy a,=0,6 1 ag= 830,
A . d)a ig gdy S5=2421 A7% 11
36 108 @ 9

7.96. Wedlug znanej legendy wynalazca szachow na pytanie swojego wladcy, jaka nagrode
pragnie otrzymac, odpowiedzial:
— Na pierwszym polu szachownicy poloz, Panie, jedno ziarno pszenicy, na drugim—dwa
ziarna, na trzecim — czlery ziarna, na cowarlym — osiem ziaren, i tak dalej.

lle ziaren pszenicy zazgdal wynalazca szachow?

7.97. Wyznacz wszystkie trojwyrazowe ciagi geometryczne, w ktdrych @ e N*, ge N7
i 8=2L

7.98. W dziesigciowyrazowym ciagu geometrycznym (an) iloraz g jest roOwny 2 1 wyraz
D 2
plerwszy jest roéwny s Czy suma wyrazow o numerach parzystych jest wieksza od

sumy wyrazow o numerach nieparzystych? OdpowiedZ uzasadnij.

7.99. Ciag geometryczny jest dwunastowyrazowy. Oblicz sume wyrazow tego ciagu wie-

; L 1
dzac, ze jego srodkowe wyrazy to — 1 ——.
qc, 2€ JE8 Wyrlazy 36 108
: . . . +a, 82
7.100. Wyznacz ciag geometryczny, kiory spelma warunkh —— = 7 oraz S, =242
|

7.101. W ciagu geometrycznym stosunek sumy czterech poczatkowych wyrazow do sumy
osmiu poczatkowych wyrazdw jest rowny 1:17. Oblicz iloraz q tego ciggu.

7.102. Oblicz sume dziesigciu poczgtkowych wyrazow ciggu, kidrego wyrazy sg kolejnymi
naturalnymi potegami liczby 3.
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Ciag arytmetyczny i geometryczny w zadaniach

Przypomnijmy
Jezeli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy #, to:
(a1 +an)-n 2a+(n—1)-r
= 1

o a,=a +(n-1)r, e S, = > >
° r:a;;_am,gdzie k= m, 5 aH:Lza“”l,gdzie n>l,
—m

e a, ;+a, ;=2a,gdze k<n

17 Cwiczenie 67. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy r. Przepisz przyktad
 do zeszytui w miejsce [l wpisz brakujaca liczbe.

a) a.=a1+15r, by qjg=a;+ -7 c) a.z%,
ths —d
d) 6116 +6120 :2'61., E) 6132+61. :26166, f) r:%,
s &+ as; ) ) 2 + 357
g)r:—-4 : h)S.:( 2) . DSg==—".
Przypomnijmy
Jezeli (a,, ) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, to:
1 1-4" g -1 .
o a,=a-q o S, =a - =ay - , gdzie g=1,
1—g g—1
o 22 — g%, gdzie k <n, e §,=n-a,gdzie g=1,
By k s
b Hﬁ =8, 1 8y & 4, 'qk =y gleB ke N+= ® g= Sn::l
n "

| '“";'_ Cwiczenie 68. Ciag (a, ) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g. Przepisz przyktad

==

do zeszytu i w miejsce [l wpisz brakujaca liczbe.

5 a 2
2) ayy=a qW b)ag=aq’ =g

18
f)az.=6117'¢119= g) ‘1;33:@.'“., h)

. d) a.-g?:alﬁ, €) S.zlSal,

Sem— ¢ T_1
m ~l . 4
=q, 1) Sgm=a- ;
¢ DSm=a

S. e alS



266 7. Ciggi lczbows

rPrzykiad 45. Okresl warunek, jaki powinny spelni¢ liczby a, b, ¢, aby jednoczesnie

tworzyly one ciag arytmetyczny i geometryczny.
Rozwiazanie
Zaldzmy, ze r jest réznicq ciggu arytmetycznego (a, b, c).
Wtedy b=a+r 1 ¢=a+2r. Zatem kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego sg
liczby: a, a+r, a+ 2r. Liczby te tworzg ciag geometryczny, gdy:

(a+r)2 = a-(a—l-QF} a’_a, a.

a® +2ar +#2 =a® +2ar
¥ =0, wigc »=0.

Jezeli »=0,t0o b=a 1 c=q, Wiec a=b=c.
Odp.: Liczby «, b, ¢ tworzg jednoczesnie ciag arytmetyczny i geometryczny, gdy

m=i—=c: J

Uwaga
Kazdy staly ciag co najmniej tréjwyrazowy jest jednoczesnie ciagiem arytmetycznym
1 geometrycznym.

Cwiczenie 69. Ciag (a,} jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g. Okredl, czy ciag
(a,) moze by¢ arytmetyczny, gdy: a) g=1 b) g=—1 ¢) ¢=0.

rPrzykiad 46. Liczby 144, a b, ¢, 9 w podanej kolejnogci sg wyrazami ciagu:

a) geometrycznego, b) arytmetycznego.
Oblicz a, b, c.

Rozwiazanie

a) (l44,a,b,c,9) — pieciowyrazowy ciag geometryczny (b, ) oilorazie g.

b =144, b =9 wiec ¢* 9 :i o
1/ lub q_—J
2 el 2
.. | 1 1 1
Jezeli g=— to a=1¥-—=72, b=T72-—=36, c=36-—=18
2 2 2 2

Tezeli q:—%, to .51:144-[—%):—?2, b:—?z-[—%j:%, 5236-[—ij:—18.

i



Cigg arytmetyczny | geomelfryczny w zadaniach 267

b) (144, a, b, ¢, 9) —pieciowyrazowy ciag arytmetyczny (a,,} o 1éznicy .

95__1114 skad r=—33,75. et

a=144-33,75=110,25, b=110,25-33,75=76,5, c="76,5—33,75=42,75.

@ =144, a; =9, wigc r=

Odp.:a) a=72, b=36, c=18 lub a=-72, b=36, c=—18,
b) a=110,25, b=76,5, c=42,75. )

Cwiczenie 70, Liczby 16, a b, ¢, 81 w podanej kolejnosci sa wyrazami ciagu:
a) arytmetycznego, b) geometrycznego.
Oblicz @, b, c.

rPrzyldad 47, Liczby a, b, 1 w podanej kolejnoscei 83 wyrazami ciagu arytmetycznego. Q
Te same liczby w kolejnosci 1, a, b s3 wyrazami ciggu geometrycznego. Oblicz a1 b.
Rozwiazanie
(a, b, 1} —tréjwyrazowy ciag arytmetycziy (a, ), wiec

a+1
5 -

o

(L a, b} —tréjwyrazowy ciag geometryczny (b, ), wiec

b= skad 2b6=a+1 S T

a®=1-b, czyli b=a’.
{26=a+1

2
bn — ¥n-1 'bn+l

2 ,wiec 2a° =a+l.
¢ A_9 A _3

2a® —a—1=0, skad alz—%, @ =1.

1 1V 1
Jezeli a=——to b:[——j =—. Jezeli a=1,to h=1? =1
7 2 4

Odp.: .s:-::—l 1 bzl b g1 =1
2 -

J

Cwiczenie 71, Liczby a, b, 8 w podanej kolejnosci sa wyrazami ciagu arytmetycznego.
Te same liczby w kolejnosci 8, a, b s3 wyrazami ciggu geometrycznego. Oblicz a1 b.

Cwiczenie 72. Liczby a, 10, b w podanej kolejnosci sq wyrazami ciagu arytmetycznego Q
1 ciggu geometrycznego. Oblicz a1 b.
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rPrzykiad 48. Trzy liczby, ktorych suma jest réwna 93, tworzg cigg geometryczny. Te
same liczby stanowig pierwszy, drmgi i siodmy wyraz ciggu arytmetycznego. Wyznacz
te liczby.
Rozwiazanie
Liczby a, b, c tworza ciag geometryczny, liczby @, a,, @, sa wyrazami ciagu arytme-
tycznego, w kiorym a=a, b=a, =qa, +7, c=a; =q +6r.
a+a +r+a+6r=93 a,=a+(n 1}r
{(ﬂl+r)2—al-(al+6r) atbte=93

‘ 2 -
b = ac —wilasnodd cigeu geometrycznego.

1 {3&14—?}‘:93

2 |r*—dar=0
2 # —4ar=0
P(r—4a)=0

r=0 lub r=4g
/N

3¢, +7-0=93 lub 3aq+7-4aq =93

a =31 @ =3, wigc r=12.
Obliczamy wyrazy ciagu a, b, c.
a=73l @&=3
b=31 b=3+12=15
g= 3 c=3+6-12=75
©dp 31,31, 31 1lnb 3, 15775 J

Cwiczenie 73, Trzy tozne liczby, ktérych suma jest réwna 63, sq trzema kolejnymi wy-
razami ciggu geometrycznego. Te same liczby stanowig pierwszy, czwarty 1 szesnasty
wyraz ciggu arytmetycznego. Wyznacz te liczby.

B T A . - S e R e i AT i - -‘i

Odpowiedzi do cwiczen |
67.a)16, b)17, 914, d)18, & 100, HE, 21, h)23i23, i)36i36. |
65.2)22, b9, 95, A9, &l15 D18, ©32i34, W15i15, 7 I
69, a) Tak, b)nie, c)tak, gdy o =0;nie, gdy ¢ =0, :
|
i

I 70.2) a=32,25, b=485, c=64,75, b) a=24, b=36, c=54 lub a—-24, 5—36, c——54.
| 7l.a——4ib-21uba=81ib=8 72 a=101ib=10 73.3,12,48.
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Zadania utrwalajgce

7.103. Podane liczby s3 piecioma poczatkowymmi wyrazami ciggu arytmetycznego (an)
albo ciggu geometrycznego (E::M ) Napisz wzor tego ciagu:

ay=1, 1,4, 1.1, 7 e g e C) 486, 162, 54, 18, 6,
763 6 3

1 .3 11 1

d) 5o, B 13015 TR, 831 145, f) 64, 80, 100, 125, 156~

24 42 4

7.104. Wiedzac, ze skladniki sumy sg kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego albo
ciggu geometrycznego, oblicz sume:

a) 1+ 3+5+...+99+101, b) 8—2+l—...+ L :
2 512
1 4
C) 12+4+1_+"'+E’ d) 18+5,4+1,62+..+0,1458,
e) i+l,1+lg+...+2 3, 1§ é+1+—4+...+ ﬂ
5 10 4 3 27
7.105. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
3 1+2+3+...+1000 b) S T O d Sy . ML U
2002 ’ 2+4+6+..+102 —8—3+4+2+..4+287
1
164+8+4+..+— n
a) 3 4 1+2+¢3+...+n, n [l+l++i] 3"
06+ 48+ 24+ ...+ 3 3n° +3n 3 9 7.0 2.4

7.106. Ciagi (a, ) (b,) i (c, ) okredlone sq wzorami: g, =1+3+5+...+(2n—1}

b, =1+4+7+...+(3n-2), ¢, =:—”.

f
a) Wypisz trzy poczatkowe wyrazy ciggdw (a, ) (8,) 1 (¢, )
b) Przedstaw wzory ciagow (a, ), (b,) (c,) W innej postaci.

C) Oblicz WYTAZY s, b30 1 i on-

[7.107. Liczby a, ag, aq2 sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.
D [ wykaz, ze jesli:
a) g>0, a>0 i a=l toliczby log, a, log,(ag), log, (agz) sq trzema kolejnymi
wyrazami ciagu arytmetycznego,
b) a>0, g>0 i g=1, to liczby log, a, log,(ag), log, (aqz) sg trzema kolejnymi
wyrazami ciagu arytmetycznego.
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7.108. Liczby 1, 5, 9 w podanej kolejnosci =g trzema poczatkowymi wyrazami ciggu aryt-
metycznego (a, ), aliczby 7, 12, 17 w podanej kolejnosci 83 trzema poczatkowymi
wyrazami ciagu arytmetycznego (b, )

a) Podaj najmuiejsza liczbe, ktdra jest jednoczesnie wyrazem ciagu (a,) i (b; ).
b) Podaj najmniejsza liczbe wieksza od 2000, ktora jest jednoczesnie wyrazem
ciggu (a,) 1 (&)

7.109. W ciggu arytmetycznym (a, ) dane sg: @y =1 n=9 i §,=369. Wyrazy b, i b,
ciggu geometrycznego (b, ) spelniaja warunki b = @ i by = @,. Oblicz ;.

7.110. Oblicz sume:
& 1P = DP R f b) 100> —99% 4987 972+ 12212
¢) 1000° —999% +998% _997% 1 42717

7.111. Liczby x, y, 1 wpodanej kolejnosci tworzg ciag arytmetyczny, aliczby x, y, x+ y+1
w podanej kolejnosci tworza cigg geometryczny. Oblicz wyrazy ciggu geometrycznego.

7.112. Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 28, tworzg ciag geometryczny. Liczby te sg
rowniez pierwszym, drugim i czwartym wyrazem ciggu arytmetycznego. Oblicz te liczby.

7.113. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a1 b, srednia arytmetyczna

_f

ych liczb jest nie mmejsza od ich éredme geometrycznej, czyhi % >fab.

7.114. Wykaz, ze dla dowolnego ciggu arytmetycznego spelniony jest warunek
Bl—S3n = 3(S2n _Sn}

2n-3

s . : . . 2—
7.115. Ogolny wyraz ciggu (an) okreslony jest wzorem a, = [%_p) :
D a) Uzasadnij, Ze jest to ciag geometryczny. i

b) Dlajakich wartosci parametru p cigg ten jest malejgcy?

7.116. Uzasadnij, ze liczby sin®@, cosa, tge, gdzie o ((}; %j w podane] kolejnosci
D

tworzg ciag geometryczny, gdy o = %.

7.117. Wykaz, ze:
BI_ a) kazdy ciag arytmetyczne jest ciagiem monotonicznym.

b) jezeliciag (a, } jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (5, } okreglony wzorem b, = 2%
jest ciggiem geometrycznym.
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Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny w bankowosci
Procent prosty

Przypomnijmy

Jeden procent (1%0) pewnej liczby a (lub inmej wielkosci) to setna czesc tej liczby
{te] wielkosci).

1
1% liczby a jest rowne E-a, p%o liczby a jest réwne %-a.
e Aby obliczy¢, ile procent p wielkosci @ stanowi wielkosé¢ b, mozemy:
. b a to 100%
« ulozyé réwnanie —-100=p = ulozy¢ proporcje ;
a b to p%
e Aby obliczy¢ liczbe a, gdy p% tej liczby jest réwny b, mozemy:
1]]: . 4 il . p b I 11]: - i . a tD 100%
» ulozy¢ rownanie —— - a=2>b, = ulozy¢ proporc 1
. 100 | SERRIRGR
100 |
skad a=b-——, | kg 219
P | b p
a c b-c a-d a-d b-c
o Jezeli —=——, to #=——, D= =—— d=—
b d d c b a

Cwiczenie 74. W czasie wakacji Franek zarobil 650 z, ale z tej kwoty potracono mu
20% na podatek. Jaka kwote otrzymal?

Cwiczenie 75. Znajd? liczbe, ktérej:
a) 20% jest rOwne 16, b) 8,5% jest rowne 0,85,

c) 3%% jest réwne 120, d) 33%% jest rowne 1%.

Cwiczenie 76. Roztwor solny zawiera 2% soli. W ilu kilogramach tego roztworu jest
0,5 kg soli?

Cwiczenie 77. Buty kosztuja 120 zt. Oblicz, przez jaka liczbe nalezy pomnozyé cene
butéw, by mée obliczyc ich nowa cene po:
a) obnizce o 25%, b) podwyzce o 8%, ) obnizce o 20%.
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Zakladajac konto w banku, decydujesz sie na okreslone oprocentowanie tego rachunku.
Zalezy ono miedzy innymi od czasu, w jakim zobowigzujesz sie nie naruszac stanu konta,
czyli tzw. lokaty terminowej, oraz od sposobu kapitalizacji odsetek 1 od oprocentowania
w stosunku rocznym.

Definicja

Procent prosty tosposdb oprocentowania wkladupienieznego K (kapital poczgthowy)
polegajacy na tym, ze dochod w postaci odsetek nie jest doliczany do wkladu i nie
procentuje wraz z mm w nastepnym okresie oszczedzania.

W przypadku stosowania procentu prostego odsetki nie sg doliczane do kapitalu nanastepny
okres, czyli w nastepnym okresie nadal oprocentowaniu podlega tylko sam wkiad pienigzny.

rPrzykiad 49. Adam wplacilt do banku 100 z1 i zatozyt lokate na 3 lata na procent prosty.
R oczna stopa oprocentowania byta rowna 6% 1 miata byc¢ stala przez caly okres lokaty.
Oblicz, jaki bedzie stan konta Adama po uplywie 3 lat.

Rozwiazanie
Stan konta Adama po uplywie: 6
100 +—-100—106-1,06
1 roku: 100z plus 6% z 100 zl, 166
2 lat: (100 zt plus 6% z 100 zl) plus 6% z 100 zi,
3 lat: [(100 2t plus 6% z 100 z1) plus 6% z 100 zl] plus 6%z 100 zl.

6 6 6
Skad 100+3-m-1(}0:10(}+18:118. 100+3‘m'100 100[1+3'R}
Odp.: Po uplywie 3 lat Adam bedzie mial na koncie 118 zl. _J
Uwaga

Procent prosty jest przykladem ciagu arytmetycznego.
Jezeli liczby K, K., ..., K, sgwartosciami kapitalu poczatkowego K po uplywie n
(ne N ) okreséw oszczedzania, to liczby K, Ky, K, .., K, 83 wyrazami ciagu

arytmetycznego o 10znicy #, takiej ze » = %K . gdzie p to stopa oprocentowania

w kazdym z okresow.

K_/—++r—“~x.\iK1_/r—* +r—*-\$K2/—+". +r _—‘\Kn
kapitat

pocratkawy KIZK[HL] KEZK[HZLJ Kﬂ:g(l_ﬂqu
100 100 100
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Cwiczenie 78, Piotr zatozyl w banku na 5 lat lokate w kwocie 500 euro na procent pro-
sty. Roczna stopa procentowa byla rowna 2,4% 1 miala byc stala przez caly czas lokaty.
Oblicz, jaki bedzie stan konta Piotra po uplywie 5 lat.

rPrzykI'ad 50, Pan Marek wplacil do banku kwote K réwna 200 zi, ktora bedzie opro-
centowana 6% w stosunku roczmnym, bez kapitalizacji odsetek. Podaj, jaka kwote K,
bedzie mogt pan Marek wyplacic¢ z banku po uplywie:
a) jednego roku, b) dwdch lat, c¢)nlat.
Rozwiazanie

a) Ki= zoo+i-200=200[1+ij 212,
100 100

b) X, :zoo+2-i-zoozzoo[nz-i]:zm,
100 100

9 K, :200+n-i-2(}(}:20(}[1+n-ij:200+12n.
100 100

Odp.:a)212zl, b) 224z ¢) K, =(200+12n)zL J

Cwiczenie 79. Pani Ala wplacita do banku kwote X réwna 500 zl, ktéra bedzie opro-
centowana 4% w stosunku rocznym, bez kapitalizacji odsetek. Podaj, jaka kwote K,
bedzie mogla pani Ala wyplacic¢ z banku po uplywie:

a) jednego roku, b) trzech lat, c) # lat.

Cwiczenie 80, SprawdZ, wykomijac odpowiednie obliczenia, czy podana informacjajest
prawdziwa. Jezeli zalozysz w banku lokate na 10 lat w kwocie 100 zi na procent prosty

przy rocznej stopie procentowej rownej 10%, to podwoisz swoj kapital.

Uwaga = = :
jednego roku | o miesiecy f dni
Odsetki za okres: p- K p-K- Pkt
100G-365
100 :
L 365 —liczba dni w roku.

K —kapital zlozony w banku, p — oprocentowanie (stopa procentowa).

Cwiczenie 81. W banku A na procencie prostym stopa oprocentowania w stosunku rocz-
nym jest rowna 10%. W banku tym mozna wyplaci¢ nalezne odsetki w kazdej chwili.
Wplacasz do tego banku kwote 1000 zl. Oblicz, jaka kwote odsetek bedzie mozna

wyplacic po uplywie: a)jednegoroku, b) pieciu miesiecy, c¢) osiemdziesieciu dni.
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Procent skiadany
Definicja
Procent sktadany to sposob oprocentowania kapitalu polegajacy na tym, ze odsetki
po roku (lub innym okresie) oszczedzania, w ktorym obowigzuje ustalona stopa
procentowa, dopisywane sa do kapitalu i procentujg wraz z nim w nastepnym
okresie oszczedzania.
Proces dopisywania odsetek nazywa si¢ kapitalizacja odsetek.

rPrzykiad 51. Andzej ztozyl w banku swoje oszczednosci w kwocie 1000 zt na okres
31at z kapitalizacjg odsetek po roku. Bank oferuje roczng stope procentowa réwna 5%.
Oblicz stan konta Andrzeja po uplywie okresu oszczedzania. Wynik zaokraglij do 0,01 zt.

Rozwiazanie
Stan konta Andrzeja po uplywie:
5
1 roku: 1000+ 0,05- 1000 = 1050 z1, 1000'[“@] —1000-1,05
5 5 =
21at: 1050+ 0,05+ 1050 =1102,50 zi, 1000‘[“@] —1000-(1,05)
5 3
3lat:  1102,50+0,05+1102,50=1157,63 zL. 1000'[“@] ~1000-(1,05)
Odp. Andrzej po upltywie 3 lat bedzie miat na koncie 1157,63 zl. J

Cwiczenie 82, Marcin zlozy! 500 zt w bankui zalozyt lokate na okres 4 lat. Bank oferuje
roczng stope procentows rowng 6% z kapitalizacja odsetek po roku. Oblicz stan konta
Marcina po uplywie okresu oszczedzania. Wynik zaokraglij do 0,01 zi.

Uwaga

Procent skladany jest przykladem ciggu geometrycznego.

Jezeli liczby K, K, .., K, sgwartosciami kapitalu K po uptywie n (n € N") okresow
oszczedzania przy stopie procentowe] p w kazdym z okresOw, to liczby te sg wyrazami

ciggu geometrycznego o ilorazie g =1+ 1‘%}

F >l _h“‘“uxl,f-"’_’ 4 _H“*Kz/—b"- 4 K,
kapital
poczatkawy Ki=K-g K,-K-¢° K,=K.q"

#
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Uwaga. Jezeli kapital K wplacimy do banku na n okreséw przy danym oprocento-
waniu p% w kazdym z okresow oraz gdy odsetki beda kapitalizowane po kazdym
z 1 okresow, to kapital K, na zakonczenie okresu lokaty bedzie rowny

KH:K[IJri) :
100

Banki z reguly preferujg zmienne stopy procentowe wkladow 1 kredytow.
Pokazemy na przykladzie, jak wtedy obliczamy kwoty po » latach.

r Przyktad 52, 1.okujesz 100 zl na rachunku bankowym na okres czterech lat z kapitalizacja
odsetek po roku. W ciggu tego okresu nastgpily zmiany rocznej stopy procentowej, ktore
byly odpowiednio rowne: 5%, 4%0, 3%, 2%. Jaka byla wartos¢ twojej lokaty na koniec
okresu oszczedzania? (Nie uwzgledniaj podatku dochodowego)

Rozwiazanie
Kapital poczatkowy K =100 zl. Stopa procentowa w banku zmieniala sie:

1° Po pierwszym roku oszczedzania kapital

: 5
K =K g, gdzie =1+ —.
1 4. & il 100
2° Po drugim roku oszczedzania kapital
: -
K, =K -g=K-q -g,, gdzie = B
2 ) 4" d2, & 4, 100
3° Po trzecim roku oszczedzania kapital

100

K=K, ¢;=K-q,9, ¢, gdzie g, =1+
4° Po czwartym roku oszczedzania kapitat

-

K=K qu=K 4 qs gy ¢y BZL 6‘42“@-

Zatem K4:1000-[1+ij-[1+ij.[1+ij.[Hij:
100/ 100\ 100\ 100

=100-1,05-1,04-1,03-1,02, czyli K,=114,73 zL
Odp. Na koniec okresu oszczedzania kapital KX, =114,73 zl. J

Cwiczenie 83, Oblicz wartos¢ lokaty rocznej rownej 200 zt, po okresie oszczedzania
trzech lat, z kapitalizacja odsetek po roku, jezeli w tym okresie stopy procentowe byly
odpowiednio rowne 6%, 3% 1 5%.
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Uwaga

Jezeli kapital K umiescimy na koncie na n okreséw, przy zmiennej stopie procen-
towej p,, gdy ie{l,...,n}, tokapital koficowy K, po uplywie n okresow dany
jest wzorem

K, =K[1+ Ll ][H L2 ][H s ][H&]
100 100 100 100
gdzie 1+£—1(J g » +%:q2, 1+1‘I§T’E}:gn,tozmienne czynniki procentowe.

| 74 5207t 75.2) 80, b) 10, ¢)3600, d)45. 7. 25 kg, 77.2)0.75, b)1,08 ¢)0,8 !
% 78. 560 euro. 79.a)520zk b) 560zt © 500+20n 80. Tak. ]
ir_ -

P 81.a)100z, B)4167z, 21,92z

82, 631,24 z¢

8322928zt

Zadania utrwalajace

7.118. Wlasciciel lokaty zlozyl kapital na procent prosty. Przerysuj do zeszytu tabele
—  iwmiejsce [l wpisz odpowiednia liczbe.

—

=

] Roczna \
Wiasciciel Kapt‘l:”l stopa Liczha n lat Oldse,ﬂ{' pl" ) St 1;“‘“_3
lokaty POCZATKOWY procentowa lokaty uplywiesiat | pouplywie
[z1] [z1] n lat [zi]
[%e]
Ala 3000 4 10 ]
Beata |GG 5 5 250
Robert 100 1 O/ 99

7.119. Bank A oferuje dopisanie po roku 100 zt do 1000 zt zlozonych u nich na lokacie.
Whanku B mozna zalozyc lokate na rok przy stopie procentowej rowne] 10%. Czy
oferty bankow sie r6znig? OdpowiedZ uzasadmij.

7.120. Trzy banki podaja rozne informacje o stopie oprocentowarnia procentu prostego.
W banku A oprocentowanie roczne jest rtowne 12%, w bankuB oprocentowanie polrocz-
ne jest rtowne 6%, a w banku C oprocentowanie kwartalne to 4%. Czy oferty bankow
sie roznig? OdpowiedZ uzasadnij.

7.121. Wplacasz do banku na procent prosty kwote 100 zl, oprocentowang 12% w stosunku
rocznym. Oblicz kwote dochodu, kiora przyniesie Ci ta lokata po uplywie:

a) jednego dnia, b) jednego miesiaca, ¢) jednego kwartahu.
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7.122. Sprawdz, wykonujgc odpowiednie obliczenia, czy podana nizej informacja jest
prawdziwa.

a) Jezeli ulokujesz 100 zlna procent prosty w banku A i rownoczesnie 100 zi na procent
sktadany w banku B, a obie stopy procentowe w obu bankach beda rowne, to po
uptywie dwoch lat twoj stan konta w banku A bedzie wigkszy niz w banku B.

b) Podwoisz swoj stan posiadania w okresie krétszym niz 10 lat, jezeli ulokujesz swioj
kapital w banku na procent skladany przy rocznej stopie procentowej rownej 10%.

_7.123. Wiasciciel lokaty zltozyl kapital na procent skladany. Przerysy) do zeszytu tabele
i w miejsce [ wpisz odpowiednia liczbe po zackragleniu jej do 0,01 zi.

"-_._—-

weaigdd pnfzaqlﬁilzlw I:,iiiif;g;a Liczha n lat ﬁf}aﬂpli;ﬁz
lokaty (1] [%] lokaty alat [2]

Bogdan 300 8 3

Czestaw 400 5 4

Damian 200 10 2

7.124. W gablocie pewnego banku wywieszono tabele z trzema (I, II, III) rodzajami ofert
dotyczacych lokat terminowych.

Rodzaj oferty (wsstfclb:s?lrl:ll;c:;lg:}:u) Kapitalizacja odsetek
I 2.4% kwartalna
II 2,.8% pélroczna
111 3.2% roczna

Ktorg z wymienionych lokat (tabela powyzej) nalezy wybrac, by zysk z ulokowanej
kwoty 10 000 zl po uplywie jednego roku byl najwiekszy? OdpowiedZ uzasadnij.

—  Zestaw powtorkowy

1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwq odpowiedz sposrod podanych.

Ciag (an) okreslony jest wzorem a, = ;
M+

k—1 2n 99 —n k+1
o B. a5, = T C. moo-n=7—-7""> D.app=7—>

K g
“ T
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2. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Szosty wyraz ciggu (g, ) okreslonego wzorem g, =2" —n-+1 jest réwny:
A. 16, B. 27, C. 28, D. 59.

3. Dokoncz zdanie, Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

W ciagn arytmetycznym (1, 5, 9, ..., 401} liczba wyrazéw jest réwna:
A. 99, B. 100, C. 101, D. 102.

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwq odpowieds sposrod podanych.
n+2

Ciag geometryczny (a, } oilorazie g okreslony jest wzorem a, =(-2) . Zatem:
A, @=—21g=-"2 B.ag=—61g=-2,
C. g =R14=-2, D.gg=—81¢g=-2

S. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
lub F— jesli jest falszywe.

Liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez ¢ daja reszte 1, tworza ciag

arytmetyczy (z, ) okreslony wzorem a, = 6n—>5. e
Jezeli ciag arytmetyczny (a,) okreslony jest wzorem a, =2n+1, to do ply
przedziatu (200; 300) nalezy pig¢dziesiat wyrazéw tego ciagu.

W ciagu arytmety cznym (an) wyraz pierwszy jest rowny 1, a wyraz setny jest plF

réwny 397, Zatem Sy =398-50.

-+l
Jezeliciag (a, ) oilorazie g okreslony jest wzorem a,, :lg[g] o q :% ig :%. P|F

Jezeli liczby L sa poczatkowymi wyrazami ciagu
637 637 637 P|lF
geometrycznego (a, ), to: @y +ay +a; +ay +as +ag=1.

Jezeli liczby 25, a, 36 sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego, to a=25-36 [P | F

6. Czy suma wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, ktore przy dzieleniu przez
10 dajaq reszte 3, jest rowna 4777

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A1 B.

T | Tak, A. |q =131 a,=93 wiec n=09 Zatem Sy =477.
_ poniewaz @ =13 i =10, wiec g, =10n+3, skad n=10.
N | Nie, B.
Zatem Sj =580
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Ciagi zbiezne do zerai ich wtasnosci

W matematyce uzywa sie sformulowania ,, prawie wszystkie”. Sens tego wyrazenia wyja-
snimy wylacznie w odniesieniu do ciagu liczbowego.

Uwaga
Wyrazenie ,,prawie wszystkie wyrazy ciagn” oznacza ,,wszystkie wyrazy ciagu nie-
skonczonego oprocz co najwyze] skonczonej, poczatkowej liczby wyrazow”.

Zamiast mowic, Ze tylko skoficzona liczba wyrazow nie ma danej wlasnosci, mowimy,
Zze prawie wszystkie wyrazy ciagu majg te wlasnosc.
; ; : ; 6 n
Wypiszmy kolejne wyrazy ciagu (a,, ) okreslonego wzorem a, =—-(—1}".
n
Drenwie wezysthie Wy rizy clqgi (an) nalezg do przedzicii (-1, 1) oprdez szescin poczatkawych
WPTaZow @, @q, @5, Gy @5 1 G, CZPI a, e (1 1), gdy n > 6, wigs ny =6,

3 6 76 3 2
) = _6> 3: _27 P B 1: i e e ST £
() [ 5" 3 77 4 j
e ——_h\\f.——;}"

prawie wszysticie wyrazy ciqgu (&, ) nalezq do przedziodu (-2,2) gprdcz trzech poczgtiowych
wprazéw o, @ | as, cvli a, €{~2;2), gdy n >3 wigc ny=3.

Cwiczenie 1. Wypisz dziesie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (@, ) okreslonego wzorem

1
@, =—. Wskaz te wyrazy ciagu (a,, ), ktére nalezg do przedziatu:

11 11 11
a) (-2:2), b (-L1} © [_E’E} d) [—1,1} e) [—g,gj

Definicja

Kazdy przedzial otwarty, ktérego srodkiem jest liczba 0, —:—6—;—*
—&
nazywamy otoczeniem liczby 0.

{—¢ &) otoczenie liczby 0
Istniejq takie ciagi, ktorych prawie wszystkie wyrazy naleza do dowolnego otoczenia

liczby 0, na przykiad ciag (a, ), okreslony wzorem a, = 2]
7
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NMEEETERE

§op g e ey ) e R

=
L= |

I, S ) | ) | S

LI, .1
— =< n=3
2 n 2 gdy

—l<l<l, gdy n=4
n 3

—1<:l <1, gdy n=2
i 3

Do otoczenia (—1; 1) Do otoczenia (—%; %] Do otoczenia (—%; %] naleza

naleza prawie wszystkie

wyrazy ciagu, tzn. wszyst-
kie oprécz wyrazu a,

czyli n, =1

prawie wszy stkie wyrazy
ciagu, tzn. wszystkie oprocz
WYTAZOW @, @, 1 &,

naleza prawie wszystkie

wyrazy ciagu, tzn.
wszystkie oprocz wyrazow

a1 ay,czyli ny=2. czyli n, =3.

Cwiczenie 2. Podaj te wyrazy ciagu (an) okreslonego wzorem a, = l ktore spetniaja
i

| 1 4 2
warunek: a) la.|<— b)la.l<— ©) |, /<10, d)|a.|<—.
Uwaga
Jezeli do kazdego otoczenia liczby 0 nalezg prawie wszystkie wyrazy nieskonczonego
ciggu (4, ), to méwimy, Ze liczba 0 jest granica tego ciagu, co zapisujemy
lim a, =0 nnyzapis a, — 0.
F—+00
e lim czyfamy limes,
* n—>+oo czylamy f dazy do plus nieskonczonoSdi,

e lim a,=0 czytamy przy s daiacym do plus nieskonczonoscdi ciag (an) jest

#—x 0

zbiezny do zera lub ciag (an) ma granice réowna 0.
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Definicja

Liczba 0 jest granica ciagu (un] wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdej dodatniej
liczby eistmieje taka liczba ny, ze dla kazdej liczby naturalne) n wigkszej od n, jest
spelniona nierdwnos¢ |aﬂ| < g (&— czytaj epsilon).

Przyklady innych ciagdw zbieznych do zera.

1 (_1]”
a,h % = ay A a, = - MZ-- i ¥ i n
1 1
| .
I 1z3ass T, e
B EES 0| 12348 6hn e
® | R e
——
) - —lt+= 0] 1 2345 6n
™ Fl
lim | — |=0 lim (-1 -1} lim ==0
#—» o0 1 4w H F2—»+uo 1
Twierdzenie

Jezeli lim a,=0 i keR, to lim (k-a,)=0.

”—>+0 n—> 400

Z (zaloienie): | T (teza):
l_i)manz(},keR,czy]i la,| <& ig 0. : lim k-a, =0, czyli |k-a,|<e&.
71— 400 = 400

Dowod

Aby udowodnié, ze liczba 0 jest granica ciagu (&, ), okreslonego wzorem b, =k -a,

gdzie lim a, = 0 wystarczy udowodni¢, ze w kazdym otoczeniu (—¢, £ ) liczby 0
71—+

znajdujq sie prawie wszystkie wyrazy ciggu (5, ), czyli |b, | <¢.

Rozpatrujemy dwa przypadki 1 i 2.

1 #&=0: Nieréwnosé [0-q,|<£ jest z zalozenia spelniona, bo £ > 0.

|k-a,|< e
; ; ; & k|- |an‘ SE
2 k=0 Nieréwnos¢ |k-a,|<e bedzie spelniona, gdy |a,| <m. 0] <2
4, <
£ £ £ 4
Nierownosc \an\ <m jest spelniona, bo m >0, czyli g =m. C.N. .
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R rPrzykI'adL Wiedzac, ze lim l:0, oblicz: a) lim [—E} b) lim 3

n—+w i > oo 71 H—>+004H.
Rozwiazanie
-0
(,....'.‘
: 5 : i
a) lim [——j: lim {( -)[—)}:—5-0:0, k=5
400 7l 11—+ H
‘ 3
b) MB—éf:Hm_[-i ) P
nosteedn nostel\ R 4 4
0 J
. .4 . 3
Cwiczenie 3. Oblicz: a) lim — b) lim —.
R 1 —>+e0 21

Niektore ciggi geometryczne sg zbiezne do zera. Pokazemy to na przykladzie.

s

rzyktad 2. W ciagu geometrycznym (a, } wyraz q = —%i iloraz g= —%. Wkaz, ktére

; . 1 1
azy ciagu (e )} naleza do przedzialn | —; —— |.
wyrazy ciagu (@, } nalezg do p [ 7000 mor_}j
Rozwiazanie
1 ¥ 5 Y
:_Ea q:_g i an :alg 1> HEN ® m@c (iﬂ‘
1 1]”‘1 [ 1]” f T
g e nees | s = gpag
Z 2 2 1 1
oY 0 EIENFEE 2N 3
-5 i
2 2 b , I
[ 11 ] 1 f
a, €| ——;—— |, wige |a,|< :
1000 1000 1000 1
ek L
2) | 1000
1< ! skad 2" > 1000
27 1000 '

2° =512 i 2'° =1024, wiec 2 >1000.
Odp.: Prawie wszystkie wyrazy ciagu geometrycznego ( @, ), poczynajac od wyrazu a,,

1 1
= 9) nalezg do przedzialu | ——;—— |.
R (m=9)mlezadopr [1mm mmJ

)
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Postepujac analogicznie, mozemy wykazac, ze dla dowolnie wybranej dodatniej liczby &

prawie wszystkie wyrazy ciggu geometrycznego, okreslonego wzorem a, = (— %] , nalezg

=+

do otoczenia liczby 0, wiec lim [—%) =141

Twierdzenie

Jezeli iloraz g ciagn geometrycznego (4, ) okreslonego wzorem a, = ;"

spelmia warunek |g|< L czyli gdy ¢ (11} to cigg ten jest zbiezny do zera.
lim a,g™ " =0, gdy g < 1.

B —»+oo

Cwiczenie 4. Sposrod ciagdw geometrycznych wskaz te, ktére sa zbiezne do zera:

i i AN 7" 23" "
w(3) B0 a-(3). a-(5). a-[-5). A7

Odpowiedzi do ¢wiczen

111111111 . .
Lol & Sooont o S B — a) Wazystltie wyraz b) wszystlie w rOCE WYTazl o
L g ) Wszy, yrazy, b)wszy yrazy op ¥ i

c) wszystlie wyrazy oprocz wyrazdw & 1 ¢z, d)wezystlkie wyrazy oprocz wyrazdw ), dg, @3 1 d4,

&) wszysthie wyrazy oprocz wyrazdw qp, dp, d3, @4, ds, &, @7 1 dg.

2.8) @5, dg:-, b)) 2pte Hgaren € A000L FOOO2s oo D) T2, D3, 3.a)0, b)o 4. a,, Cp, €

B m

Zadania utrwalajace

8.1. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, :;—9. Okresl liczbe wyrazéw ciagu (a, ), ktore
e

nie nalezg do przedzialu (—¢; £), gdy:
a) e=0,1 b) £ =0,01.

-l b
8.2. Sposrdd ciagdw geometrycznych okreslonych wzorami: a, = [%j , B =2 [%) \

n—1
¢, = @j , d, :%-(0,7)”, e, =3 -(1,1)" wskaz te, ktérych granica jest liczba 0.

8.3. Uzasadnij,ze lm a,=0 gdy:

D =40

a) a, = ;: b) a, = (—0, 6}H, ¢) a,= 2 _42—n_
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Q Ciagi zbiezne i ich wlasnosci

Definicja

Kazdy przedzial otwarty, ktérego
srodkiem jest liczba g, nazywamy

otoczeniem liczby g.

¢ +&
F oo TN

=

g-¢ &

S
E+&

(g —&; g +&) — otoczenie liczby g, gdzie & >0

Przyklady ciagow, ktorych prawie wszystkie wyrazy nalezg do kazdego otoczenia liczby g

roznej od 0.

1
2. A ”

i
{2
L

SRR S ERTSARMEET s Sl e Ml Eo T Sy B P e

2
p—

."ll—

4

=1 2 3 4 35

[P oy e |
=3 e - S [
| BRI

1 .1
—:1— |, gdy n=3.
ane[z 2] gdy n

Do otoczenia liczhy 1 nalezqg
prawie wszystkie wyrazy ciggu.

nY

¢l 1

a, )= 3,4—1,3—2,4—1,...
(}’1)
23 4

a,e(3;5) gdy nz=2.
Do otoczenia liczby 4 nalezqg
prawie wszystkie wyrazy ciggil

:uT.

g =—=3
a,h #
1
0 1 | :’
__3:_. T e -; -t__'_ _.__._ _-_ _l- _-__-_ -c_
[ T e Ly e e e S
| 2 3
a,}=|-2,—-2—,—-2—,—-2—, ..
(2) [ 27 3" 4 ]
a, e(—4—2) gdy n=2.
Do otoczenia liczhy —3 nalezq
prawie wszystkie wyrazy ciggil
4
ay A “r S
1 |
- O O n
—2 L 4 L » L » L . L . L] L L
B QI = o B e i o R S e e

(an):(—z,—Z,—Z,—E,...}
a, e(-3;—1), gdy ne N™.

Do kazde go oloczenia liczby —2 nalezqg
wszystkie wyrazy ciggid.

Zanweazamy tez, ze w kazdvm z omowionych przvkiadow, jesii zmniejszymy otoczenie liczby g, to nie
zmnie jsza sie liczba wyrazow nienclezgcych do tego otoczenia, jednak nadal prawie wszystkie wyrazy

ciqgu pozostang w Iym oloczeriil.
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Uwaga
Jezeli do kazdego otoczenia liczby g nalezg prawie wszystkie wyrazy nieskoficzonego

ciggu (a, } to moéwimy, ze liczba g jest granica tego ciggu, co zapisujemy

lim a,=g imyzapis a,— g.
7= +oo

g )
1 aH=1+l, to lim [1+1j=1, 3 aH=4+ﬂ, to Lm {4+(1)J—4,
n

Fi 71— +oo 4 Fi 11— 4o
1 : 1 ’
2 g,=—3 to lm |—-3|=-3 4 g,=-2 to lim (-2}=-2.
) H—a+w\ R 11— 4o

Powyzsza definicja jest rownowazna definicji sformulowanej nastepujaco.

Definicja
Liczba gjest granicg nieskoficzonego ciagu (a, } wtedy i tylko wtedy, gdy granica
ciagu (@, —g) jest liczba zero.
lim g,=g < lim(g,-2)}=0
>+

= 00

rF"r.r.yrl'(hld 3. Wykaz, ze granica ciagu (a, } okreslonegowzorem a, = Glin jest liczba 2.
7

Rozwiazanie

Tworzymy ciag (b, } okreslony wzorem b, =a, —2. .
-
lim b, = lim (a,—2)= lim [2’”1—2]: g SR s L
o= R ] 71— 4 Fi = i =+ P
lim (2, —2)=0 wiec lim @ =2.
R ] =00 J
1-3n

Cwiczenie 5. Wykaz, ze granica ciagu okreslonego wzorem a, = jest liczba —3.
i

Cwiczenie 6. Podaj przyklad ciagu, ktérego granica jest liczba g gdy:

a) g=-3, b) g:%, c) g=1000.

Uwaga
e Cigg liczbowy, ktory ma granice g, nazywamy ciagiem zbieznym.

e Liczbe g nazywamy granica wlasciwa tego ciggu.
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Uwaga
Jezeli @, =k, gdzie ke R i neN",to lim ¢,= lim k=£%

#—>+oo #—> +oo

Granica ciggu stafego jest rowna tej stalej

Na przyktad:

e @,=3,to lim 3=3 e a,=-1 to lim (-1j=-1
Ao 1 —+eo

Do obliczania granic ciggow korzystamy z nastepujacych twierdzen o dzialaniach na gra-
nicach wlasciwych ciggow.

Twierdzenie

Jezeli ciagi (a,) i (b,) sazbiezne, czyli lim a,=a¢ i lim b,=b, to:
¥ —> o # —>+c0

e lim (an -+ bn) =a-+b (grapica sumy ciggow jest FoOwnda sumie greamic)
n -5 +oo

e lim (an — bn] =a—b (gramicaroznicy ciggoéw jest rowna roZricy granic)
1> +on

e lim (an - bn) —a-b (granica iloczynu ciggow jest rowna iloczynowi granic)
M — o0

e lim (k-an]zk- lim a,=k-a, gdzie k<R

n—> +oo B —> +oo
o . . . o :
e lim *=— gdyb20ib,#0 (gramica ilorazu cigqeow jest rowna
n—s+ob, b

ilorazowi granic).

Na przyktad:
. - 1 . 1 . |
a,=— wiec g, =2-—, zatem lim |2-—|=2.- lim —=2-0=0,

Fi Fi 71— o0 R n—a+4w A

3 11 : 1 1 ; | I 1
bn:_z’ wiec b, =—-—, zatem lim [—-—j: Im — lim —=0-0=0,
n HoH N+ \ 0 N} no+woH n—>+o A
=1 . 1 1 ) 1 ) ) | i
ch,:n , WieC cH:E——:l——, zatem Lm [1——]: lim 1- lm —=1-0=1
Fi i i) i 11— oo A =>4+ 11—+ B
2 2
q
dn:n—;LS, wiec dn:n—2+%:1+;2, zatem
i) noon n
) % ) ) 5 ) 11
lim [l+—2j= lim 1+ lim — =1+ lim [5-—-—j=
B = 00 il = e B+ B 00 n R

=1+ lim 5 lim 2, lim l:1+5-(}-(]:1.

= 00 R—a+w0 R H—+0 ]
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Przy obliczaniu granicy ciagu przeksztalcany jest jego wzor tak, by nowy wzdr byl wyrazony 1
za pomocy dziatan na ciggach zbieznych do zera 1 ciggach stalych. :2
Pokazemy to na przykladach.

r Przyktad 4. Oblicz granice ciagu (g, ) okreflonego wzorem:

27 +1 5n° —n
a) q, = 5 , b)an=3—.
n —3nm n +n+l
Rozwiazanie
|
| 24— Z licznika i mi ka Wy
a2 . 2 iczniica | mianownika wyfgczamy
a) lim = = przed nawias najwyiszg potege i
e I TR B S B S 3 : : :
= o | =2 wystepujgeg w mianowniki.
e
: . 1
24—  lim 2+ lim —
H2 Ll S ] 72—+ ;12 E—I-O 2
e T 3 1-0
l-— lim 1- lim —
fi) B —>+ca R+t g
o 5 4
_ L _ noop Z liczntka | mianownika wylgezamy
b) lim —— = lim = przed nawias najwyiszg potege n
Bm o] m—te [ 1 1 ] ik e . ki
| [T VSTEPILIGOg W R aROWHIKIL.
woon
o0
51
2
: n 0-0
= lim & = ={l
7 00 1 1 1+0+0
_+ 2t ey
o Yo J
6 4
" : : 4 3n+ 5820 . 3p —n +17
Cwiczenie 7. Oblicz: a) lim \ — ¢ lim —————
n—+w2p+3 n—>+w0 5p— 3200 no+wo g 2045

Uwaga
Jezeli wzor ciagu jest wyrazeniem wymiernym, to aby obliczy¢ granice tego ciagu:
¢ 7 licznika i mianownika wylaczamy przed nawias najwyzsza potege »
mianownika,
|

e korzystamy z tego, ze 1%0, —2%0,

H A
e korzystamy z twierdzen o dziataniach na granicach ciagow zbieznych. R
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F .P‘E

R [ Pryitads. ovticz 1im 3=52"

n—+e02.3" 4 2"

Rozwiazanie 9n
37 _ 5. 9" [1 5 S_m] Witgezamy z liczrnika | mianowniia
= — lim = przed nawias potege
s e T [2 " a8 J 0 najwieksze] podstawie.
3PI
.-'“-/’0
- 5[3]

= lim ¢ :1_5'021. nl_i;gmf—&gdqulﬂ

72—+ 7 240 2
ZJ{EJ

¥l ¥l
Cwiczenie 8, Oblicz lim ﬁ
n—+e07.57 _4.27

( Przyktad 6. Oblicz  lim (an _dn—n2+ 1).

. ) 71— +o0
Rozwiazanie
lim (Jn2—4n—Jn2+1)=
F—» 400
[ .'_
: Vi in+Nnm +1
= lim ('an—ﬁln—\fnz—i-l)- e — _—
¥ —3> +oo { . I .. at+d gt-—b
w 7i adil Y/ I. (Q—b).
at+b  a+b

2 )
n —4dn—n -1

. (wh’.'2 —4n] —(\‘nz—l—l] . .

R vl it 2] 2= 400
Ni? —dnaNn? 11 J [1_i]+‘j'_ [1_‘_%]
n n

.-‘qD
1 (e

—4 -0 ——=0

= lim = l J 5 i b ==2. g

B> o0 PI—)+00 1—

[\/1——+J1+—J Jl—— J — AL 4 50

H n f
b =z ——0

F
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Gwiczenie 9. Otlicz  lim (an +6n -2 +2 ) R

11— 400

Przyktad 7. Oblicz lim (3n—5)n-1}
n—as+eol+24+3 4. 4R

Rozwiazanie
Zauwazamy, Ze suma 1+ 2+ 3+ ...+ » jest sumg » wyrazow ciagu arytmetycznego (an )

wktorym ¢ =11 a,=n.

2
i By, pae s Doy o® 200, e
2 2 2
(3”—5)(”—1} I’ —8n+5 2(3”2 _8”+5]
lim = lim —= lim =
natol 4243440 nore p2 Ly B>+ w4+ n
2
" [3—§+i2]
H -
~2. lim ok _ g 70T o
ot [ 1} 1+0
wo| 14—
i)

Cwiczenie 10. Oblicz  lim 2+4+6+"'+2n.
¥ —> +co (?1—2)(H+3)

rPrzyrlldad 8. Granicg ciagu (a, ) jest liczba 3. Oblicz granice ciagn (b, ), gdy:

2
| (a,) —2a,—3
a) (b,)=——F— b)bn:'”) L=
(an) -2 Gy =3
Rozwiazanie
Z warunkéw zadania:  lim q, =3.
A= +o0
0 lim 1 B I B 1 L4
Steo(g Vo2 lim @2-2 2 g 7
i) 2 Jm e [ lim anj .
i+ (an)z—QaH—E_D

2
by i (an) —Ean—?:: lim (an—?:)(anJrl): A_lii,lafﬁb_AL_g
H —> 400 a, —3 i —5 oo a, —3 Gy — ub - a, =
= lim (an+1):3+1:4. J Q

A— 400
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Cwiczenie 11, Granicg ciagu (g, } jest liczba 2. Oblicz granice ciggu (5, ), gdy:

(aj,,l)z—l-a;Fﬁ —6.

2, —2

a) bn:?(an)2+3an—], b) b, =

rPrzykI'ad 9. Dlajakich wartosci parametru k, gdzie & = —4, granica ciagu (a,, } okreglo-

Jon” + 4 - 1
nego wzorem a,, = jest liczba ——?
b (k44 —2n+3 3
Rozwiazanie #0
n° [k+i] iz—m, 3%0, iz—>l],
2 2 i f bt
lim o +4 = lim 2 = =k (E+4)>(k+4)
P (k4 d)n® —2n+3 Ao (k+4}_34"§_
&
k+0 k 4y %

Th+4-040 k+d

Z warunkow zadania mamy: gdy k=4, to

X :—l, skad &k =-1.
k+4 3

Cwiczenie 12. Dlajakich wartosci parametru &, gdzie ke R\ {0, 1}, spelniona jest

: 2
sowioks i 2" 121,
noto kpt—1 2

|. (hlpuwiﬂlfj do cwiczen

|_
[ 6.Np.:a) a,——3, h) an—ﬂ, c) an—%+1000. 7.0, b E, c) 0. 8. l
| #+1 n 3 7
:. 9.3. 10.1. 11.a)33, b)5. 12. k=2.
Zadania utrwalajace
8.4. Oblicz:
) 1 ; 1 ; 2 4
a) lim | 3—— b) lim | —-2 ¢ lm |3-—+4—|
P —>+400 i n—>+towch 1 n—> 400 n n

. 2N 4 . n+l . 2n
d) lm ||=| ——|. e) Llim : lim :
) n—>+w{[3j nz} ) n—tewo 2n D n—>+eo g+ 2
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8.5. Oblicz granice ciagu (a,, ), gdy:

3n—4 2n—4
a) a,. = » b i, = »

3—n—n2 1—?14
d)a=———— e) a, = \
) & e — 2045 ) & 147"

8.6. Oblicz granicg ciggu (a, ). gdy:

AH _aB #_ o g
a) @, =— 3. b)aﬁz2 il

2% 3" -5

530 734 47 530
d) By = B B e) By = n—1 B+3

T3%45.2 5-4"742.3

8.7. Oblicz granice ciagu (a, ), gdy:

2444164+ 4+ 2n

o » _2?12—311
R A T
o = (r—L1}(n+5}(3n+ 4).

(n —3) (n2 —4)

528
) &=
427
11_5}’1+7_5_3}’!+2
D By = #=3 atd
773 _3.4

C14+345+..4(2n-1)

a) a, = \ b) «a . . ;
) @ 4407 ) & (n+2)(n+7)

2ty 2 11 1
C) a,= 5 ; d) g, =—+—+—+..+ :

1+3+3 +..43" 1.2 2.3 34 n(n+1}

8.8. Oblicz granice:
I
a) lim |/4+1, b) lm = ¢ lim YT 3742
11—+ 1 71— 400 3_2 71— 400 H—l
Pl
. 34/n+3 : ; >
d) lim 2220 ) i T1-ni2) um(J +2—).
)?‘I—>+00 JS'I’!_—S E) n—)n-:oo(dn '\h’! ) i)M—>+oo " e
8.9. Okredl, dla jakich wartogci parametru & granica ciggu (4, } jest liczba g, gdy:

(k+2)n—4 1 .
a ==~ g=— 1 ke R\{0}
) d= T £ L AERMY

2

b) an:kn +(k2—1)n+5p g:g i ke R\{I}

(k—1}n"—4n+1 3

(k+3)n+2 L.
Qa =——""—,g=—1keR\i{NR},
i Ty )

; 2_

dag= Bl s ikeRiD)

(k—2)n" +2n-1
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8.10. Ciag (a, ) okreslony jest wzorem a, = i 1. Oblicz granice ciggu (b, ). gdy:
#
sy b, =3, 40 bj by e=8a =4
2
_ -2 6
o bnzza” l, a) bn:('a”) @ +6
a, a, +2

8.11. Podaj przykiad dwéch ciggdéw (@, ) i (b, ) takichze lim a,=0, lim b, =0 oraz:

H =+ B = +o0
. a . a . @

a) lim %=1, b) lim £=-2, ¢) lim *=0
n—3+co b, n—+ewo b, n—+ewo b

Twierdzenie o trzech ciggach

Dotychczas obliczalismy granice ciggow, korzystajac ze znajomosci ciggow zbieznych do
zera 1 ciggow stalych. Znajomos¢ granic tych ciagow nie zawsze wystarcza.

W miekiorych przypadkach bedziemy korzystac z twierdzenia o trzech ciggach 1 granic

ciagdw fa oraz ¥a”, gdy a> 0.

Twierdzenie
Jezeli a =0, to:

e Hm %=L e lim da_nza.

#—» 400 # —» 00

Zauwazamy, Ze: ﬁg

=)

lim &a= lim a" =a" =1,

=+ 11—+
1 L

lim 2" = lim (¢")7 = lim @' " =lima=a.

71— 400 77— 400 T —a 00 =00

Twierdzenie o trzech ciggach

Jezeli ciagi (a, ). (b, )} (c, } spelniaja warnnki 1° i 2°:

sl

1o lmia = lim &= g 2 7
n—sten n—+tea i N
; ; a.<h <c
2° a =b =c, dlaprawie wszystkich n, Ay 7
N
to lim b, =g. &

B —+40m
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Z zalozenia:
1° li)m =g, wiec g—e<u <g+e la, gl<sile, gl<e wiec

I +a0

. : g<d, g<&i1 £<¢, g<8§

lim - =g, wiec g—£<._<g+&

7 —+od
25 <b <c, wiec

g—&<a <bh < <g+g czylh
g—&50 s g+te&.
Zatem |b —£|<g,czyli lim b, =g C.ILIL
Eo R B il

Stosujac twierdzenie o trzech ciagach, moznatakze nzasadniac zbieznos¢ niektérych cigg ow,
ktorych granice juz znamy.

Na przyklad, jezeli:
3
anzi,to | a,= n+( 1)
" | n+4
| 3 3
."ﬁ r—':'o | "'d_I:‘\ /1-\
8 ~1 3n+(-1) 2
(}<i2<i, | 3n l< n+(—1} n+l
n R | n+4 n+4 n+4
‘I" | -
lim %:0, lim 3n+( l}
H—a+00 ; B — 400 n+4

rPrzyldad 10. Oblicz granice ciagu (a, } gdy:
a) an:\f”3”+4"+- : b) @, =¥2-3"+5.7".

Rozwiazanie

W& bieraimy pod znakiem ¥

;\?/__ <@f3r a5 <yl Loy wyraZenie, ktdre dla
kaZdego nma najwiekszg

{*/_ < 33” SEV. AR Tt {] 8 wartosc sposrod wyrazen
< 1 g wystepujgcych pod tym

: ,,ﬁ: ,__j ) plerwiastkiem i zastepujenmy

1!5” < .,fgﬂ S PF LR J_ ,/53? te wyraZenia dziataniem na

tym najwiekszym wyrazZeniu.

lim a =35.

=

R
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R g =23+57
Ys-7" <3715 7" <¥5-7" 457

¥s:7%<¥a.9% 159 «l0.7"

_:f 1 - / : l - /
o TN i SR e

35.47 <&2.3" 5.7 <10 Y7* . Zatem

lim a,=7.

T—r 400

‘-.

Cwiczenie 13. Oblicz granice ciagu (a, } gdy:

a)a, =¥2"+5", by a,=%32"+63".

r

Przyktad 11, Oblicz granice ciggu (x, }, gdy x, = L

2 n
+

2

-+

no+1

Rozwiazanie

Korzystamy z twierdzenia o trzech ciagach
1 2

4 L N B
<X Sf—t—+..+—
WAn n4n wan O one W ne
1+2+. .45 1424 ... +n
n +n o3
(1+n)n (I+n}n
Sl
E(H +n] 2n°
1 1
/*h .ﬁ?'
T e e
n+nt n+n’
20t +2%m 20
. 1
Odp.: lm x =—.
n— 4 i

I .
w42 W4

Zauwazamy, Ze

BB 71
= <=7

.FIE—F.P’I R oA

-2 bnibgi= (]+rz}-m

y

Cwiczenie 14, Oblicz granice ciagu (x, ), gdy x, = S

-+

S 2n+1
e

w43 me 45 W 42n+l

T AL T TR T £ T T

i Odpowiedzi do cwiczen

Q l]:« a)s, b)3. 14, lim x,=1.
R—¥ +o

l-_-—_-—_-_“-—_—_r—_-_o-_ . T T T T TEEe

e T TR0 WA

——-——————-—.-—-—-—-—-——-_‘J
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Zadania utrwalajgce Q

8.12. Przepisz przyklad do zeszytu i w miejsce [N wpisz wzor takiego ciggu, by praw-
—!  dziwa byla nierdéwnosc:

st
iy
=l

» < <. b <)
2n 2n+3

2 W

O -< 1 3n +n+( 1}

<Hl. d) I <

8.13. Oblicz granice ciagu (a, ), gdy:

a) a, =¥2"+6.8", b) a, =¥2" +5" +10",
Q) a =3 +4.107, d) a, =%2-271+7-11",
&) a =%53"+68, Na=%4+25+36"

8.14. Oblicz granice ciagu (a, }, gdy:
kTG AT
7 i 2 6 3
-z d)a.n:ﬂ,4 127
12" 167

e) an:d2”—4”+6-8”, 1] an:{fz +3’;"48:_5.6 :

8.15. Oblicz granice ciagu (x, } gdy:

) %= b oS e B e BB
"W+l W45 W49 W4 4n—3
3 9 6rn—5
b) x, = + £, ;
) % W43 n+9 A +6n—5
¢) x = T et g B oy
" owt-5 #-1 #n*+3 B +4n-9
Ay 6 = et

= . 4 .
\/n2+1 'an—l-z w4n Q



296 8 Granica ciggu liczhowego

Q Szereg geometryczny i jego suma
Definicja
Cigg nieskoriczony (S, ) o wyrazach:
S-l = al,
S =aq+a=0+a4.
Sy=a;+a +ay =a1+a1q+a1g2,
S, =ata+ay+..+tao,=a +ag+ alqz e algn_l

nazywamy ciagiem sum czeSciowych ciagu geometrycznego (an) o ilorazie g.

( Przyktad 12. Ciag (a, ) jest nieskoriczonym ciagiem geometrycznym, w ktérym
a; =2 1iloraz g jest rowny %

a) Podaj wzdr na n-ty wyraz ciagu (g, } oraz wzdr na n-ty wyraz ciggu sum czescio-

wych (S, ).
b) Oblicz gramice lim a, oraz lim S§,,.
H—>+oo H = 40
Rozwiazanie
]. 4 n-1
2 L= == &, —0-q
1\ 2 1Y 1Y )
a) an:Z-[E] L S=—=4 1—[5] =4—4[E]. Sn—al(l_q
1—5 g

n—1 7]
b) lm g,= Lm ZElj =0 lim §,= lim 4—4[lj =4-03=4
5540 5 — +o0 2 B —> +eo B> +co 2

n=1 H
Odp.: a) an:Z-[%] , Sn=4—4[l], b) lim a,=0, lim S,=4.

2 = +oo #—> +oo J

£

Definicja
Sume a, +ag+aq +..+ag” +aq”+... wszystkich wyrazow nieskonczonego
ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie g nazywamy szeregiem geometrycznym.

Wyrazy ciagu (an) nazywamy wyrazami tego szeregiy, a liczbe g nazywamy jego

Q ilorazem.
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Cwiczenie 15. Ciag (a,) jest nieskonczonym ciagiem geometrycznym o ilorazie g.
Oblicz granice lim @, oraz lim S, gdy: a) ¢ =9, q:%, b) @ =100, q:—%_

= oo B —» +u0

Twierdzenie
Ciag sum czesciowych (S, ) nieskoriczonego ciagu geometrycznego {a, )
o ilorazie g jest zbiezny 1 ma granice S wtedy 1 tylko wtedy, gdy |q| <1 lub =0

S= lim Snzla—l gdy|gl<1 b §=0 gdy ¢ =0

»
#—> 4o —4q

Z (zaloienie). (a,) — ciag geometryczny, |g|< 1 : T (teza). lim SM:S:i
B o — ¢
Dowdd: Ciag (a, ) jest ciagiem geometrycznym, wiec
a|l—g
8, = 1( ]— ! (1 ”)— 4 A9 Zatem
l-¢g  l-g l-¢ l-g¢
@ aq a g’ a a
lim §,= lim |2 22| fjm 2o fim 2 =2 0= cnu
B—to0 B>+l 1l —d 1—(} n—>+ool—g n—>+ool—g l—g l—q

Uwaga
Jezeli ciag sum czegciowych (S, ) ciggu geometrycznego (a, ) jest zbiezny (|g|<1)

1 jego granicg jest § :i, to granice S nazywamy suma szeregu geometrycznego
2

@+ @g+ a1g2+ ... , CO Zapisujemy a1+a1q+a1g2+...: -

| Przyktad 13. Oblicz sume szeregu geometrycznego:
it ; s c) 1 'f 2 2 1 2

a) 9+3+1+%+..., b) \E—Jf+
Rozwiazanie

Zauwazamy, ze dany szereg jest suma wszystkich wyrazow nieskoriczonego ciagu
geometrycznego (a, ) oilorazie g, w ktérym:

g 1 ge(-11)

S

a) ¢ =9, g=

2

%E(—l;l
9

9+3+1+1+...=—= i oot
3 1 2 1-¢

1—

L |
e | b2
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|
R b) ISI]_:JE, QZ—E 1 —EE(—I; 1), qe(—l;l)
2 N2 2 2 222 @
J_— -+ = S — I = ]_= : S_Tja
2 4 8 BT
2 2
2.
0 g=1-+2, %:JZQ . wige
N2-2
V22 5
q=—7—{1-+2)
V2.2
=— i —e(-1;1
o B e(-L1)
Y L e AN G CRN
r 2 T
2
Odp.: a) 9+3+1+1+...=13,5, b) ﬁ—ﬁ+ﬁ—ﬁ+..=&,
3 2 -+ 8 3
c)l—ﬁ+ﬁ_2+1_ﬁ+...:—«/§.
2 2
Cwiczenie 16. Oblicz sume szeregn geometrycznego:
a) 164+8+4+2+ ..., b)3+1+%+é+..., (:)2—\5+1—£+....

f Przyktad 14. Ulamek okresowy 0,2(7) zamien na wamek zwykly.

Rozwiazanie

0,2(7}=0,27777...= 0,2+ 0,07+ 0,007+ 0,0007 + ...
Liczba 0,2(7) jest sumg liczby 0,2 1 liczby 0,07 + 0,007+ 0,0007 +....

0,074+ 0,007+ 0,0007 + ...

0,2(7)=0,2

Odp.: 0,2(7)= % :

007 007 7
1-0,1 09 90
? x 7 IR 9 28 5

s Tt
90 10 90 90 90 90 18

wiec

CI1=0,0:",
g=0,1
. 1
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Cwiczenie 17. Liczbe p przedstaw w postaci ulamka zwyklego, gdy:
a) p=0,(351), b) p=312(03) c) p=0(18)+3,(6)

Cwiczenie 18, Liczbe k przedstaw w postaci szeregu o ilorazie g, gdy:

a) k=+2, q=%, b) k=3, q=§.

(Przykfad 15. Figura F przedstawiona na rysunku //-——-a.. -
jest suma figur, z ktérych kazdajest pélkolem. Pro- / i \ ]
1

mien najwiekszego polkola jest réwny 4, a kazdego | 1 [ [ | FEN

nastepnego potkola jest dwa razy mmiejszy od po- n 1] @/
przedniego. Oblicz pole figury F.

Rozwigzanie

Zauwazamy, ze pole Py figury F jest rowne P =B+ B+ 5+...,

1 1
gdzie B[:;:rr-ilg = 8, PE:EWEQ =2,

)

2
P3=iﬂ'-12=£, ﬂ:ln-[l] o
2 2 2

P :8ﬂ+2?{+%7{+17€+... :

Prawa strona rownosci jest szZeregiem geometrycznym, w kiérym pierwszy wyraz

@ =87 iiloraz g= % wigc szereg ten jest zbiezny (|g| <D i Pp :%.

Zatem « Fp=——-=

™

Odp.: Pole figury F jest rowne % 7.

Cwiczenie 19. Przyjmij oznaczenia i dane jak na

rysunku. Oblicz dlugosc limil 44,45 44, ..., ktdra

jest sumg odcinkow A4, 44, A4y Az A ...
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R rPrzykiad 16. Dla jakich wartosci x szereg geometryczny

1+ {3—x)+(3- x)2 +(3 —x)3 + ... jest zbiezny? Wyznacz jego sume.

Rozwiazanie

Zauwazanly, Ze wyrazy szeregu geometrycznego 1+(3—x)+(3— x}2 +(3- x)3 +...

sq kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego okreslonego wzorem a,, = alq”_l,
wktorym ¢ =1 1 g=3-x.
Szereg geometryczny jest zbiezny, jesli || <1, czyli gdy

B-x|<l © -l1<3-x<1 © —4<-—x<-2 © 2<x<4

- by 1 1 d
i 1 - = 5
Jezeli xe(2;4), to S -(3—x) x-2 i : qJ

Cwiczenie 20. Dla jakich wartosci x szereg geometryczny [ +(x— 2}2 +{x— 2)4 .
jest zbiezny? Wyznacz jego sume.

rPrzykiad 17. Rozwigz roéwnanie, ktorego lewa strona jest zbieznym szeregiem geome-

4 Sx+3
trycznym x+2+—+...= 5 !
x

Rozwiazanie

. , 4 : .
Zauwazamy, Ze W szeregu geometrycznym x + 2+ —+... pierwszy wyraz ¢, = x iiloraz

X
ng_ Szereg ten jest zbiezny, wiec q\<1 i Szli'
) 4 x(2+x)>0
2 2 E+1>0 G~ asd
—{=l =l ¥ y
i % 2 + o\ Jas s
x S5x+3 < x S5x43 < ;—1<0 o 2N_p &
7 =2 ) _ _
1= 2 % _ E B o 3 & (03— 2) U (0 +20)
¥ x =
x—2 2
x{2-x}<0
x(.?—l—x)‘::»() xe(—oo;—f_?}u((};+oo] H=0 m=2
= x(2—x}<0 = xe(—oo;(})u(fl;—l-oo) O x=3 %
A = -
3x2 —Tx—6=0 xe{—z,z;} / N X
x & ooy 0)1(2; +oo0)

Q Odp.: Rozwigzaniem rownania jest liczba 3. J
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Cwiczenie 21. Rozwiaz: R
' -4 ]- r - - 0
a) rownanie P 4+2x +4x 4= pe ktorego lewa strona jest zbieznym szeregiem geo-
metrycznym,
2 .3
» e X ox 3x+1 o0 ; i :
b) nierdwnos¢ x+ ?+I+ s =3 7 ktorej lewa strona jest zbieznym szeregiem
geometrycznyin.
:l Odpowiedz do cwiczen
|
| 15.9) o, >0, 5, a%, b) a, -0, Sﬂa%. 16.2)32, b) % ¢ 2(2-2).
|
' 2
1175 2, %) R ¢) Rk 8. a) £+£+£+,,., b) . U -
| 37 3300 33 2 4 3 39 27 |
! 1 1
20. S Cgdy xe(L:2)u(Z3).  2la) xy=—, b)xe[—l—] |
: —x2 +4x-3 (3 L |
— &

Zadania utrwalajace

8.16. Napisz szereg geometryczny, ktorego wyrazami sa wyrazy nieskonczonego ciagu
geometrycznego (a, ) oilorazie g, gdy:

1 1
Q) q=3, q=12 b) @ =4, 4= €) q =-3, e
d) g =1 g=x-1 €) @ =X, g=X% f) @ =017, g=0,0L

8.17. Liczbe S przedstaw w postaci szeregu geometrycznego o ilorazie g 1 wyrazie pierw-
szym a, gdy:
a) §=-15 i @ =-5, b)S:$ i a=3 ) §=5 i q:—%

8.18. Oblicz sume szeregu geometrycznego:

a)2+1+1+..., b) 1—l+i—i+...,
2 4 16 64
1 1 1 5 210 |
¢ g = =T d) (343 -3} (3 -1}+ P
) Gl 3B a3 ) (A= BT

8.19. Ulamek okresowy p przedstaw w postaci ulamka zwyklego, gdy:
a) p=0,(23), b) p=1(13), ¢) p=0,0(17},
d) p=2,0(31}, e) p=0,42(3), f) p=1,12(21). Q
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R 8.20. Sposrod podanych nieskonczonych sum wybierz te, kiore 83 szeregami geometrycz-
nymi zbieznymi i oblicz ich sumy.
V2 1

1 V2+2+242+4+ .., 2 \E+1+7‘+5+...,
3 —2?+9—3+1—£+..., 4 1—§+2—2—?+...,
3 2 4 8
5 —5—2—i—£—..., 6 (ﬁ+1]+1+@_1+2_ﬁ+....
5 25 2 2

8.21. Uczen obliczyl sume szeregu geometrycznego 1+ 1L 01+ 10201+ 1,030301+ ...

El_i otrzymal liczbe —100. Czy uczef wykonal poprawnie swoje obliczenia?
Odpowiedz uzasadnij.
8.22. Przyjmij dane a) A
1 oZnaczenia jak na
rysunku. Oblicz dlugosc¢
limii 44,4, 4,4, ... ktéra 4
jest sumg odcinkow

B A Bl Pty

8.23. W trojkacie rownobocznym, kiorego bok ma dlugosc 6, polaczono srodki bokow
1 otrzymano drugi trojkat, w ktérym ponownie polaczono srodki bokdw 1 utworzono
trzeci trojkat itd. Oblicz sume pol wszystkich utworzonych w ten sposéb trojkatow.

8.24. W kwadrat o boku o dlugosci @ wpisano drugi kwadrat w ten sposob, Ze jego wierz-
cholki leza na bokach kwadratu poprzedniego 1 dzielg go na dwie czesci w stosunku
4 : 3. W ten drugi kwadrat wpisano analogicznie kwadrat trzeci itd. Oblicz sume pol
wszystkich utworzonych w ten sposob kwadratow.

8.25. W kwadrat o boku dlugosci a wpisano kolo, nastepnie w to kolo wpisano kwadrat,
w otrzymany kwadrat wpisano kolo itd.
a) Oblicz sume obwodow wszystkich utworzonych w ten sposéb kot
b) Oblicz sume pdl wszystkich kolejnych kot

8.26. Dla jakich wartosci x zbiezny jest szereg geometryczny:
2 2 2
Q a) 1+(x2—3x+1)+(x2—3x+1) TEN ) o S
¥=2 (x-2)
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8.27. Rozwigz rownanie, ktorego lewa strona jest zbieznym szeregiem geometrycznym. Q

a) x+4x2+16x3+...=2, b) x2+2x+4+...=x2+2x+3,

1 1 1 x—1 1 ¥ 1 ¥ 1
- 7 s W L e e T

x+1 (x+1) (x+l} 2 2y 2 4x 4 8x

8.28. Rozwiaz nierownosc, ktérej lewa strona jest zbieznym szeregiem geometrycznym.

a) x+£+£+...<x2—3x, b) 1+ 1 + ! gt
4 x—2 (x_g)

2 3 2
¢ 7 +[ ad j+[ A j+...£x = m 4x+2x% + 20+ .. <4x+0,(6).
x+2 \x+2 x+2 4

8.29. Uzasadnij, ze w nieskonczonym ciagu geometrycznym zbieznym, wktdrym a g = 0,
D I stosunek dowolnego wyrazu do sumy wszystkich nastepnych wyrazow jest staly.

Granica niewtasciwa ciggu

Dotychczas obliczalismy granice ciagdéw zbieznych, ktorych granica byla liczba rzeczywista.
O takich ciagach moéwimy, ze majq granice wiasciwa. Jezeli cigg nie ma granicy wlasciwej
(nie jest zbiezny), to mowimy, Ze ciag jest rozbiezny.

rPrzykiad 18. Sporzads fragment wykresu ciagu (a, ) okreslonego wzorem a, =(—1)".
Czy ma on granice?
Rozwiazanie
1° Wyznaczamy kolejne wyrazy ciggu (a, )=(-1)"
aq=-1 ao=1, a=-1 g =1 .., czyl

(a)=(-11-11-1.) ik

2° Szkicujemy fragment wykresu | —t _a_f"_:_ __-_121‘-1_ _____
ciagu (a, ). [1) -___'____'____'____'T____'____'____)

3° Liczba 1 nie jest granicg 1 "1_““;““;'“;"‘“;"'_‘""; n
ciagu (g, ). Istmieje otoczenie |

liczby 1 (np. [é, 1%}), do ktorego nie
naleza prawie wszystkie wyrazy ciagu, gdyz nieskonczenie wiele jego wyrazow

lezy poza tym otoczeniem.
Analogicznie uzasadniamy, Ze liczba —1 nie jest granica tego ciagu. J Q
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Uwaga
e Cigg, ktory nie ma granicy wlasciwej, nazywamy ciagi
clagiem rozbieznym. T : 1
e Wsrod ciggow rozbieznych wyrdzniamy ciggi z?::?; ¢ ,Lzb'leﬁ.
rozbiezne do +oo i ciagi rozbiezne do —oo. e ”éfargiagf gg?ﬁe
e O ciagach rozbieznych do +eo lub —co mowimy, niewiasciwe
Ze maja granice niewtasciwe.
rPrzykiad 19. Sporzadz fragment wykresu ciagn (a,, ) oA
okreslonego wzorem @, —n—2. Podaj wyrazy ciagu (a,), | " 2
ktore sg wieksze od liczby 3. HEEERE
Rozwiazanie ; 1 [ *
()=(1,0.12.3,43,. o  Mi3i3as567n
a, >3, gdy n—2>3 wiec n>5 czyli prawie wszystkie -1 *

wyrazy ciagu (a,, ) sa wigksze od liczby 3.

Cwiczenie 22, Podaj wyrazy ciagu a, =n—2 ktére sg wigksze od liczby M, gdy:
Q) M=1 b)M=10, c)M=100.

Definicja

Ciag (a,) nazywamy rozbieznym do +co wtedy i tylko § .
wtedy, gdy dla kazdej liczby rzeczywiste] A prawie 1
wszystkie wyrazy ciagu sa wieksze od M. o

lim a, =+4o0 innyzapis @, —> +o0. ale
n— +e

Cwiczenie 23. Podaj wyrazy ciagu (a, ), ktére spetniajg warnek a, > M, gdy:
a) a,=3n+l M=15 b)a,=2" M=100

Definicja

Cigg (a,) nazywamy rozbieinym do —eo wtedy i tylko

wtedy, gdy dla kazdej liczby rzeczywiste] M prawie T. -
wszystkie wyrazy ciggu s3 mniejsze od M. . o4

lim a, =-o innyzapis a, —» —o0.

Q B —> too
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Cwiczenie 24, Podaj wyrazy ciagu (a]f,j ) ktére spelniajg warunek a, < M, gdy: »R
a)a,=4-n M=-6Db)a,=-2r+10, M =-100.

Obliczajac granice niewlasciwe ciggow, bedziemy wykonywac rozne dzialania na nieskor-

czonosciach. Niektore z tych dziatan w matematyce przyjmuje sie jako symbole oznaczone,

a niektore jako symbole nieoznaczone.

Symbole oznaczone

Symbole nieocznaczone

Jezeli ae R, to:

& 00400 =400

e o0 — g =40

& —00—00 = —00

e C0t+d=—mm0

o +too-(H+o0)=+o0 e —oco-(—o0)=—400 e -0 (+o)=—00 [e0-(+0) 0-(—00)
o a-(+o0)=+o0 o @ (—o0)=—o0 o —a-(—oo}=+m ab? st al®
d a 400 4o0 —o0 0
e —=20 e —=20 ™ @ e . —
Lo —o0 o0 —o0 +o0

& 00 —00

Cwiczenie 25, Podaj wynik dzialania: a) %’O b) ﬁ; ¢) —0—3  d) —2-(+)

(Przykhd 20. Oblicz:

a) lim (40" —3n+2) b) lim (3-2n"—n'})

72— ol e ]
Rozwiazanie
4 )
a) lim (4r12 —3p+ 2] —4oo—42 = Fo podstawieniti atrzymjemy
4ot p—— —

: mbal nieaznaczony +eo—oo,
symbal nieoznaczony £ :

= lim |:H2[4—§+£2jj|=+00-4=+00.
=>4 n n ==

= symbol azraczony

Preekszicloamy wzdr ciggu fak, aby
po padstawieniis nie byla symbali
RIECTIICZONER O,

0o Yo
b) lim (3—2:12—n3]=l—oo—oo=1—2-(—oo)=—m.
=+
symbol cenaczony J

Cwiczenie 26. Oblicz:
a) lim (I!2 +2n—1], b) lim (5— T 114], c) lim (113 — 6 +1].

F B>+ B+

*#) Zapisy na zéttej plamce nie oznaczaja dziatan w sensie arytmetyki i mozna je pominaé.
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Uwaga
Jezeli obliczamy granice ciggu i po podstawieniu do jego wzoru w miejsce zmiennej #

symbolu,, + 00 otrzymujemy symbol nieoznaczony, to tak przeksztalcamy ten wzor. by
po ponownym podstawieniu otrzymac symbol oznaczony.

[ Prayktad 21. Oblicz:

=2 l-n
a) lim ; b) lim —
nr+o g4 r+e g 4 n+1
Rozwiazanie
Z
ot s ”(” o ;] Witqezamy z liczinika
a) Im ——=—= STE TR i mianownika najwyzszg
f e | +on B+ 1 ;
; n[l + —j potege nwystepuigeq
symbol nieozmaczony 1 W R ROWRIKLL.
3*’0
=
2
n_ e
n | +oe—0 + o0
= lim = = =+00,
et ] 1+0 1
n
0
3
b) lim 1—n 3 i - Stosiijemy wzor
=3 +00 n2 +pn+l 4o skroconego mnoZenia
b 3 2 2
grmbol niecznaczony 4 b= (a E}}(a +ab+b )
_ (1—n}(n2+n+1] _
= lim - L= lim (1-n)=1l-oo=—o0
B —» 0D b e | B>+
2 3
.o onm =2 . 1—n
Odp.: a) lim =+o0, b) lim ———=-o.
n+eo g4 na+op® 4 p+l

Cwiczenie 27, Oblicz:

2_
a) lim [1—11], b) lim o 4,
n—»+om\ g n—s+o g3
2 2 3
&y i 3n —211+1’ ay fitn S5—n+n 2—21’1 .
nam 3_7p 7= +00 3 _n

R
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Uwaga
W (n)

P(n)’

W(n)=b, -0 +. . .+b, P(n)y=c; n'+..4cy b 201i¢=0, to:

Jezeli g =

gdzie

e I|im anzb—k, gdy k=1,

11—+ C!’

e lim g =0 gdy £</,

71—+

e lim g =+cc lub lim @ =—o0, gdy k> L

71— 00 7 — +0

Cwiczenie 28. Nie obliczajac granicy ciggu, ustal, czy ciag jest zbiezny, gdy:

V& = 7 , by b, = 1 , o ‘:J’I:(S—ﬂ)3 (4+3n),
1-n 2n+3 n -1
= 5B Y n=2 3
D 4 1—n e 5V (2 (n*-2)

" (n2 + 3](}*12 - 4]’ N D .= —n(n2 + 1](1—?12].

rPrzykiad 92, Oblicz lim (Jn2—1—Jzn2—1).

M —>+oo
Rozwiazanie
lim (Jn? 1 f2r? —1)= —
1 —> 4o

symbol niecEnaczany

2 2
_ lim (an—l—\lznz—l)-‘/” ~L442n —1_

B—>+eo Jr? —1+4212 -1

_n—>+oo [J 1 J l]m—:omo‘, 1 J i B 1_|_.J5
ol it Jo— 2 =g —
2. 2 2 2
H 1 i H

Odp.: lim (an—l—\fznz—l):_m.

11— oo

Vo i | . —n {—1("‘“})}
——y

Gviiczenie 20, Ciblicz Tim (\/3112 W 2).

—>+00
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Ciekawostka

W matematyce 1 innych dziedzinach wiedzy szczegolng

i wazna role odgrywa liczba niewymierna e.

Jest ona granicg ciagu (g, } okredlonego wzorem a, :[

4]

Zatem e= hm
#—>+c0

e=2,7182818284904...

1
12 ).
Fi

Przyktad 23. Oblicz granice: a) lim

()
A

b) lim [1-% :
F—> 400 H

H—>+co
Rozwiazanie
e E_g
2 n
2y 1 ’
a) lim [1+—] =l | |1e=| | =2 lim |14 | —e
#—»+00 Fi H—» 40 Fi Ao B
E 2
: o
. e 11" 4 1 —
by lim [1-—| =1 I+ — = : 1
)n—>+oo[ n] n—];tfoo[ —n] } ¢ € nkﬂlm[hr—_ﬂ] _eJ
Cwiczenie 30. Oblicz granice:
b b H
a) lim [l-l-gj : b) lim [ﬂ+1j, ¢) lim l—gj :
F—>+00 71 F—rtoo 1 —»+oo H

d) lim

e & ]

2n
=)
H

e) lim

=4

lim

[H—ljbﬂ
n »

# =>4

|

n—1

#l
-"12 — HJ

Cwiczenie 31, Poszukaj w literaturze lub w Internecie informacji o liczbie e
i podaj przyktady jej zastosowan w roznych dziedzinach wiedzy.

Odpowiedzi do éwiczen

30. a) 85, ble, © 9_2,

22.a) n=3, by n>12, o n>102

28. a) Talz, bytak, c)ytak, diynie, edtal, 0 nie

23. a) de o dfg s

25.a) 496, b) 4090, ) —oo, d) —o0.  26.a) 400, b) —¢, ) +

29, oo,

dy e_u, e) 6'_3, fHe

b:l @y dg oy e

24.a) nz10, b) n=355

27.a) —oo, b) 4o, ©) —o2, d) +oo
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Zadania utrwalajgce
8.30. Oblicz granice ciggu (a,, ), gdy:
c) a,= 30 —4n,

a) @, =n+2 b) a,=3-5n,

€) aH:2n3—5n—T, N a =1-2n—n’

Fi

d) a,= 2+ 4n— 347,

8.31. Oblicz granice ciagu (a,, ), gdy:

302 4+ 2n—1 A—3n—n?
== b e —
A a, n—5 ) @ In+2
3 “ 2 5
n =2 +n—3 3—4n
c) a, = : d)g=—-——-
), anrl ) B m s
B 7 2
é an:l+5+9+...+(4n 3)’ i, = 2n’ +120 +5

n-+3

(207 +l)2(3n—7).

8.32. Nie obliczajac granicy ciggu, ustal, ktory z ciggow o podanym wzorze jest rozbiezny.

3 o >
++31, 9 Cn:[En—l—Bj’ a) dnz(—ln 1)(n+2} |

ntl ne+1

8.33. Nie wykonujgc obliczen, podaj granice ciagu (a,, ), gdy:

n =2 +3n 1t —2n° +3n
a) a, = 3 7] = b) a,= 4 5°
144w +512 +6n 12451 +6n
2% +3n 2% +3n
O ty= g ) g, -2
14+2n+3n" +4n (l—4n)
3 2 5
| 3+n 2n—2
e = . = . .
) @ [3+2nj D e, [3—;»:} En+3j
8.34. Wiedzac, ze aﬂzé 1 bnzwrz, oblicz:
n n+1
a) lim (a,+8,), b) lim (a,—b5,) ¢) lim (a,-5,)
H—> 40 F—r U0 H— 00
d) lim 2, o fim 22
H—)+Oobn }’.E—>+00an
8.35. Wiedzac, ze an:nz—l i E}n:n_l, oblicz:
n
a) lim (a,+5,), b) lim (a,-b,) ¢) lim by R

B fo0

7 — 400

n—>+ooan
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d) lim -2, g i —.

n—+o b, r—oteod, b,

8.36. Oblicz:
| | n+2n—1 1—n
li , b lm ————, lim ———— d) lim ———
%) n—lh-n-i:-loo i )n—]{j—::oo g & n—]:pn-:oo \/; )n—l)-n-::oo\/;+2
; T w ; ; m+1 .
8.37. Okresl, dla jakich wartosci parametru k& ciag (an ) gdzie a, = (k 0 2,]est:
— n —
a) zbiezny do liczby 2, b) zbiezny do liczby %
¢) rozbiezny do —oo, d) rozbiezny do oo

8.38. Podaj przyklady ciagow (a, } i (b, ) takichze lim a,=+00 i lim b, =+oo oraz:

- 5 7 —> +oo #—>+eo
a) lim —2=4 b) lim —Z= o, ¢) lim (a,—b,}=-+o
n—s+o b, n—s+oo b, = o0
Zestaw powtorkowy

1. Uzupeinij poniZsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B

oraz odpowiedz sposrod oznaczonyeh literami C i D.

34+2n—n
Granica cilagu @, =————— jest liczba;
Y TR
A. 1 B. 1
3
Rozbiezny do +oo jest cigg:
& anzi—n D. bﬂ=§+n
7 M

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

o e P =(-2)’

Sposrod ciagow okreslonych wzorami a_ = - s &
n+100 2n

1
d, =n+— zbiezne s tylko ciagi:
e

Aa,bid, B.a,ib C.a te D; b.dp,
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. Uzupelnij ponizsze zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A 1 B R

oraz odpowieds sposréd oznaczonych litevami Ci D.

Jezeli w ciagu geometrycznym (g, ) iloraz g= % i @ =—3, to:

A. lim an:_—?, B. lim @, =0

=+ 1_% 71—+
3
Suma 0,6(9}+0,7 jest réwna:
€. 1.39 D. 14

. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prewdziwe,

lub F— jesli jest falszywe.

Jezeli lim @, =+o0 i lim b, =—oo, to lim (@, +5,}=0. P|F
77— o0 71— +0a R
Jezeli lim @ =2 i lim b, =0,to lim 22 =40 P|F
77—+ 71—+ n—)+oob
(K —4)n* +3

. Jezeli lim —
n=ve (42 n” + 4n—1

=8, to czy k moze by¢ liczba r6zng od 10?

Wybierz odpowiedz T albo N i jej uzasadnienie sposrod A 1 B.

k=4 e
=8, wiec k" —Bk—-20=0,
T | Tak, A | k42
_ _ skad k=-2 Iub k=10
poniewaz.
k2_4—8 wiec k—2 =0, skad k=10
N Nle, B. k+2 4 # &

. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciw g odpowiedz sposrod podanych.
Jezeli a, = N e

A lmeag =+ B lim g =0 .. Iim anzl D lim g =—w.

>+ >+ =400 =+

. Dokonez zdanie. Wybierz wilasciw g odpowiedz sposrod podanych.

Granicg ciggu a, LR R jest:
A2, B. 4, C.8, D. + o0, Q
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9. Granica i ciagtosc funkcji

Granica funkcji w punkcie

Do obliczama gramc funkcji mezbedna jest umiejetnos¢ obliczania granic ciggow.
Mowige o granicy dowolnej funkeji w ustalonym punkcie x,, zakladamy zawsze, ze istnieje
co najmmniej jeden ciag argumentéw ( x, ) funkeji zbiezny do x, o wyrazachréinychod x;.

Na przyklad, jezeli chcemy obliczy¢ granice funkceji f(x}:x2 w punkcie x,=2,
1
to cigg x, moze mie¢ Wzor x, =2 + (wystarczy do liczby x, dopisac ciag zbiezny do 0).

Tworzymy cigg wartosci (y, ) ﬁmkc_uﬁ taki ze y, = f(n)

1
7 x,=2+— ynzf(xﬁ)z(xn)z

L% =2+1=3 n=5(n)=s(3)=3=

4
7V 7V 49 4
—_—_—" fgj D

3 .13:24'1—1
2 2 3 £
1 9 9y (9Y 8l
4 g =24+—== = =il oo fe] | ol e B
1 g
7 X, =P ynzf(xn):f 24— |=| 24—
o n n

1 4 _1 21 {42
A = 9? 6—, 5—, 5—? 4—, s 2“‘_ .
(%) [ 479" 716" 25 [ n]]

>
Obliczamy granice ciagu (y,, ) okreslonego wzorem y,, = [2 4 1] :

¥l

2
lim y,= lim f(x,)= lim [2+1J =(2+0f =22 =4
i)

A—>+0 A4 n—>+0
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Cwiczenie 1. Utworz ciag wartosci (y,, ) funkeji £ (x)=x" dlaciagu argumentéw (x,, )

: - I (-1
okreslonego wzorem: a) x, =2—— b) x,=2+-——,
I 7

Uwaga
Dlakazdego ciagu argumentéw (x,, ) o wyrazach x,, = 2

1 zbieznego do liczby 2 odpowiedni cigg wartosci funk-
cii (v, ) gdzie y, =x2, jest zbiezny do liczby 4.

Liczba 4 jest granica funkcji f(x)=x" w punkcie 2, y=x
cO Zapisujemy lim x> =4 >
X2 X
sgsiedztwo punktu x
Sume przedziatow (x,—a; x,) v (x,; x,+a), gdzie ac R, i___,_?____f
nazywary sasiedztwem punktu x;: = . F—»
¥g—a A xpta X

e przedzial (xﬂ —a; xu) nazywamy sasiedztwem lewostron- R
sasiedztwo  sasiedztwo

) " lewostronne  prawostronne

e przedzial (xﬂ; x, +a) nazywanty sasiedztwem prawo- punktu x,  punktu x;

stronnym punktu x,.

nym punktu x;,

i

:
X

lim f(x)=g lim f(x)=g

x—Xp e
Definicja granicy funkeji w punkeie wedlug Heinego®

Funkcja f okreslona w sumie przedziatéw (xq —a; xy }(xg; xy+a), gdzie ae R,
ma w punkeie x, granice g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,, )
zbieznego do x;, takiego ze x, € D, i x, # x;, ciag wartosci funkeji ( f (x,, )) jest
zhiezny do g, co zapisujemy xh'_}n:;ﬂ f(x)=g

*) Heine Eduard (1821-1881), matematyk niemiecki.



J14 8. Granica i cigglose funkei

R (Przykfad 1. Oblicz granice funkeji fw punkcie x; i sprawdZ, czy lim f(x}= f(xy)

X=X
gdy:
5 x% +3x
a) f(x}=4—5x,x0=—3, b) f(x}z >t
x+2
Rozwiazanie
a) Dy =R
Dla kazdego ciagu (x, ), takiego ze x, € R oraz x,#-3 i lim x, =—3 mamy
1 — 400
; ; : 2 2
lim y,= lim f(x,)= lim (4-5-37}=4-5-(-3)"=—41
3=+ H—>+c0 7t —> 400

Waobec dowolnogci ciagu (x, ) z definicji granicy funkeji wynika, ze
lim (4-52")=—41

rx—==3
F(=3)=4—5-(=3)* =41, wigc 1i1113(4—5x2):f(—3).
b) D,=R\{-2}

Dla kazdego ciagu (x,, ), takiego ze x, € R\{-2} oraz x, =11 lim x,=1, mamy
H—> 00
2 2
: : X, +3x, 17431 4
lim = lim X, )= lim —=£ 2 = =—.
n—>+ooyn n—>+oof( H) n—o+o X, +2 1+2 3

Wobec dowolnogci ciagu (x, ) z definicji granicy fumkcji wynika, ze

. x*+3x 4
lim =—
=1 x-+72 3
P51 4 ¥ +3x
1}= =— wiec lim =af [T
== =g v = o =yl

Cwiczenie 2. Oblicz granice funkeji fw punkcie x, i sprawdz, czy

2
fisw: Floele Flad, st wy Flj=d—ad m =4 my fl=2 2 4 b

X=X x—1

Z definicji granicy funkcji f'w punkcie x, wynika, ze wyznaczenie granicy funkcji spro-

wadza si¢ do wyznaczania granic ciggéw wartosci ( f( x,, }).

Mozemy zatem przy wyznaczaniu granicy funkcji wykorzystywac wszystkie twierdzenia
Q dotyczgce granic ciggow.
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Twierdzenie o dziataniach arytmetycznych na granicach funkcji
Jezeli funkcje 1 g majg w punkcie x, granice
lim f(x)=a craz lim g(x}=5,

X — X XXy
to:
o x]in:;ﬂ[f(x)ig(xﬂzaib -x]j_ﬂn[f(x)-g(x)]:a-b
o Jim S=F sty b0

Jezeli ce R, to:

e lim [c+f(x)]—c+ ].lm f(x) & ]_]m [ﬂ' f x)]—c lim f( )

X xg X=Xy
o dimi e dy Lim f(x)=0
x—)xof(x)_ lim _f(x)’ = X > X .
X — X

Udowodnimy, ze lim [ f(x)+g(x)]=a+&.
x> g

Z (zalolenie): | T (teza):
lim f(x)=ai lim g(x}=5 lim [ f(x}+g(x})]=a+b
B i
Dowod:
lim [ f (x)+g( x}]_ lim [f e, )],
=y

gdzie (xﬂ} jest dowolnie ustalonym ciggiem zbieznym do x,, o wyrazach roznych od x;.
Z twierdzema o dzialamach na gramcach ciggow:

lim [f }+g(xn)]:limf(xn)Jrlimg(xn}.

=00 )
=+ n—+m0

Zatem wobec dowolnogci ciagu (x, ) otrzymujemy lim 7 (x, }+limg(x,}=a+5.

R ] A—+0
C.H.H.

Cwiczenie 3. Uzasadnij, ze jezeli lim f(x)=@ i lim f(x)=5 to:

Xk X

a) x&r&ﬁ[f(x)—g(x}]:a—b, b) xl'ﬂ:alﬂ[f x)-g( x)]:a-b.
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R W praktyce przy obliczaniu granicy lim f(x} do wzoru funkceji fw miejsce zmiennej x
x—>xp

podstawiamy x;. Mozemy wiedy otrzymac wyrazenie arytmetyczne, kiorego wartos¢ po-
trafimy obliczy¢, albo symbol nieoznaczony. Pokazemy to na przykladach.

rPrzykiad 2. Oblicz:
2

a) lim (F¥+x2—x) b) lim 2"
) x—)—l( ) ) x— -2 x2—1

Rozwiazanie
a) —1e D, gdzie f(x}=x3+x2—x.

lim (x°+2” —x)=(1F +(- 1" =( )=1

W migisce x da wearni Xt —x

podstawiamy liczbe —1.

x—=-1
2
x"—4
b) —2e D, gdzi = : =
) Sy BAE f(x} x2—1 Wms’e_;’scexa’owomi_j podstawigmy liczbe 2.
4 2
i X —4:( ) _4292(}_
x>-2 x> 1 (_}2—1 3

2
. _ 4
Odp.: a) mn(x3+x2—x]=1, b) lim =0,
5=l -2y —1 _J

; Iy—
Cwiczenie 4. Oblicz: a) lim ,;xifi b) lim [3(x+1}{x+2}]
o0y 4Ly -2 x— -3
rPrzykIad 3. Oblicz:
)

a) lim ﬂ b) lim —44er9—3.

=21 x-1 x—=0 X
Rozwiazanie

22 4x-2
a) 1¢ D, gdzie f(x) :71‘.
x L™
g T
Po podstawieniu do wzoru —— w miejsce x liczby 1 otrzymujemy symbol
x_

: 0 : : :
NieozZnaczony 5 W takim przypadku staramy sie przeksztalcic wzor tak, by moc

podstawic liczbe 11 obliczyc¢ wartosc.

2 _ 2 X
R ey R, BRONEME, s oY, i
=1 x-1 x—1 | x—=1 x=21x—1
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J —4
b) 0¢ D, gdzie f(x)= Y2273

X
i v4x+9-3 B FPo podstawienin w miejsce X do wzori ot
x—=0 X

x

liczby O atrzymigenty symbol nicomaczony %

~ lim {J4x+9—3 Jdx+9 +3}

: = | Six+9+3
x—0 X NAx+9 43 A9 43
_ lim 4x _ lim 4 _ 4 2
Cro0x(VAx1943) o0 +943 343 3 (a-b)(a+b)-a' -¥’
2 P
Odp.: a) lim ﬂ=3, b) lim M=E
x—=31 x—1 x—=0 X 3 J
2 .“‘ A e
Cwiczenie 5. Oblicz: a) lLim ;—_4 b) lim M
=22y "—_xy—6 =0 X

Odpowiedzi do ¢wiczen
35 7 9 25 49 5569 . 25 25 81
1. i e N W i i s OO W e [P o R B | i Y
a)(x”)[234](y}[4916])(I)[234](”[4916]

2.3 lm F(x)=-13, F(#)=-13, B m F()=6, f()-6. 483, W6 S % b) %

Zadania utrwalajgce

9.1. Naszkicuj wykres funkciji 1 podaj jej granice w punkcie x;, gdy:

}CB—
B f(1)=x43 =0 b) f(x)=-r+2 5=-1 O f(x)=2_"

e

» Xg = 2
9.2. Oblicz granice funkeji fw punkcie x, isprawd?, czy lim #(x}= f{x,) gdy:
xr— XD

a) fx)=4x-2 x,=1

b) f(x): 21 , xg=—1,

x +3
2x-1 4dx+2 1
C xj= . Ee=0 d X)= . Xp—=——.
) /() Ly O ) /(x) 2o Y 2
9.3. Oblicz: 5
a) lim 3+ by fim o lim =%
x—-1 r—=-3x

x=>-2x" +3x
x2+3x—1 7 2 A
d) lim a— e) lim Vi —2x7 +4, ) lim vx” +8. Q
r—2 X+

x—2 xr—1
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9.4, Oblicz:
1— 2 3
a) lim 5 : b) lim 2 :
x—o11—x x—>2x2_4
9.5. Oblicz:
o —2¥%+x . Al16x+9-3
g) lem———b——, b) lm ———,
x—1 L | x—=0 X
ra2fx—1-1 a4 Afx—2

Granice jednostronne funkcji w punkcie

C)

¢) lim

=1 x—1

lim — :
x=>-1x"+4x+3

¥+ 2x+1

Jx+3-2

¥ +4-2

lim

f)x*04x2+9—3.

Przy ustalanmiu granicy prawostronne] (lewostronnej ) dowolnej funkcji w punkcie x,, zawsze

zakladamy istnienie przynajmniej jednego zbieznego do x,, ciagu argumentow tej funkeji

o wyrazach wigkszych albo mniejszych od x;,

Jezeli wyrazy dowolnie ustalonego ciagu (x, } zbieznego do x, beda nalezaly tylko do
przedziatu { x, —a; x, ) albo tylko do przedzialu ( x,; x, + @}, to méwimy wtedy o zbieznosci

lewostrommej, albo prawostronnej funkcji w punkcie x,.

Definicja

Liczba gjest granica:

o lewostronna funkcji /' w punkcie x; gdy dla
kazdegociagu (x, ) owyrazach x, € D, i x, < x,
zbieznego do x; ciag wartosci f (x, ) jestzbiezny
do g, cozapisujemy lim f(x)=g.

X Xp

prawostronna funkcji fw punkcie x, gdy dla
kazdegociagu (x, ) owyrazach x, € D, i x, > x,
zbieznego do x, ciag wartosci f (x, ) jest zbiezny
dog, cozapisuyjemy Mm flx)=¢g

X Xp

HijTx]:g

)C—)XD

Zapls x-x; czyamy x dazy do x, przez wartoscl mniejsze od x,

x-x; czytamy xdazy do x, przez wartosci wieksze od x,
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Twierdzenie

Funkcja fma granice g w punkcie x,
gdy lim f(x)= lim f(x)

X —» xo xX—> xn
Z wykresu funkcji mozemy odczytywac wartosci jej granic A
w okreslonych punktach nalezacych quzzmeldo jej dziedziny. L 24
Na przyklad, z wykresu fiunkcji f(x):x _1 = x+1, ktorej <\ x—1
x— |
D; = R\{1}, odczytujemy, ze gdy x, =1, to //U = >
]_I_Tlll}‘-(x} 2 hmf(x} 2, wiec ]J_mf(x} b x, =1
X

Cwiczenie 6. Odczytaj z rysunku granice jednostronne funkcji fw punkcie x; i okredl,

czy ma ona w tym punkcie granice.
a) .xOZZ b) xozl C) x0:1
VA A

Cwiczenie 7. Narysunku przedstawiony jest sk
wykres funkcji £ Przepisz rownania do

zeszytui wimiejsce [l wpisz liczbe, awmiej- /:\—/3\"-/'
sce @ wpisz . istnieje” albo , nie istnieje”. o 141 bl |

2 lim_f(x) @, lim 7(x)=M, S ARIEINDEEERNE
b) lm f()=M lm fG)=W lm f(x) @, f(5)=W
9 S0} @, lm f(x)-M. lm f()-M. lim /(x) @

) fC3)-M. lm f(x)-M, lm f()-B lin /()@

x—=3
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R Cwiczenie 8. Naszkicuj wykres funkcji fi podaj granice jednostronme w punkcie x;, gdy:

a) f(x)={

2

x, gdy x<-1 X

, gdy x<0 ——

A=l 1) flx) {x+2 gdy 120

-1, gdy x»>-1

Granice jednostronne funkcji najczescie] obliczamy, gdy funkcja ta podana jest w roéznych
przedziatach réznymi wzorami. Pokazemy to na przykladach.

( 2, gdy x<-2
Przyktad 4. Funkcja fokreslona jest wzorem f(x}=<x* -4, gdy —2<x<2 .
2x—4, gdy x>2
Zbadaj, czy funkcja f'ma granice w punktach —2 oraz 2.
Rozwiazanie
Warunki x < -2, —2<x <2 x>2 dzielg os liczbowa na przedzialy

(—oo; —2}, (—2; 2), (2; + oo}.

x<-=2 i —2<x=2 : =2
i iy
Z B] 2 X
f(x)zZ f(x)sz—ﬁl
- f(x):x2—4 )
lim f(x)= lim 2=2
x =7 x—-2 llIll_f(x};é ]_]_1]1+f( }
i f(s)= lim (2—d)—(2f—d0 | *2 e

x—=-2F =2t

wiec funkcja fw punkcie —2 nie ma granicy.

lim f(x}= lim (x2—4)=22—4=0

X2 X2 lim f(x}_ 11111 f{x}
lim f(x)= lim (2x-4)=2-2-4=0 | *>7
x=2 x—32T

wiec funkcja f'w punkcie 2 ma granice rowna 0.

Odp.: lim f(x) nieistnieje, lim f(x}=0.

Q x—=-2 x—=2 J
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Cwiczenie 9. Zbadaj, czy funkcja fma granice w punkcie x,, gdy:

a) f(x){ xg=—1, b) f(x){

x—1, gdy x<-1 ¥+l gdy x<0 N

OZO.

-1 gdy xz—1 x+1, gdy xz0

Cwiczenie 10, Z fizyki wiadomo, ze 1 g wody w temperaturze 4°C ma objetosc 1 cm’.
Objetosé¢ ¥ wody zmienia sie w zaleznosci od temperatury ¢ [V =7 (¢)]. Poszukaj
w literaturze lub w Internecie wiadomosci na temat anomalnej rozszerzalnosci wody
1 przedstaw w postaci wykresu zmiane objetosci lem’ wody o temperaturze 0°C
w zaleznosci od temperatury 1, gdzie —4°C <7 <7°C. Podaj lim V(¢} i ]j_n;. Vit
=0

t—= 0

Jakie znaczenie ma to zjawisko dla zwierzat zyjacych w srodowisku wodnym?

Odpowiedzi do cwiczen
6.a) lm f(x)——2, lm f(x)—=2, lm #(x)—=2, b) lm f(x)—-1, Lm f(x)-1L,
2t 2 i—2 x=1 x=31*

lim f(x)—1, ¢ lim f(x)—-1, lm #(x)—2, funkcja /nic ma granicy w punkeic x;=1.
=l x-1 A

7. Kolejno: a) nie istnieje, 1, b) 3, 2, nicistnieje, 3, c) nie istnieje, 3, 3, istnieje, d)3, 1, 1, istnieje.

8. a) » A
| lim #{x)—-1,
o r—=—1
A% tm £,
/. | "

9.a) lim f(x) nieistnicje, h) limﬂf(x]—l.

r—=-1

Zadania utrwalajace
9.6. Naszkicuj wykres funkciji f1 podaj granice lewostronng oraz prawostronng tej funkeji
w punkcie x gdy:

2x+1 gdy x<-1 °13, gdy x<0
a) f(x):{ e B X . x3=—1 b) f(x}: * = BT . Xy =0,
3Ix+2, gdy x>-1 -3, gdy x>0

3

i’ gy e i dy x<0
X = @
C) f(x): s . xq=4 d) f(x}: X g4y , ¥y =0
, gdy x<4 l, gdy x>0

x—5
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R 9.7. Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu y A
'
funkeji £ Podaj gramice (jesh istnieje) funkep f

EP N /I
w punkcie xg, gdy: \ //’f:\\_/ V= F(x)
4 NSyl | i R

a) Xn = —4, b) Xp :L C) X =

=Y

2 0| 1 [ | 4 | |

9.8. Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji f. Podaj punkt, w ktorym
funkcja fnie ma granicy oraz wartosci granic jednostronnych w tym punkcie.

a) y A b)

9.9, Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funk-
¢jif. Podaj wartos¢ gramicy:

a) lim f(x).  b) lim f(x),
x—2 x—=0 : );
¢) lim f(x), dy lim f(x). L =®

x—=—3" x4

9.10. Zbadaj, czy funkcja fma granice w punkcie x, gdy:

a)f(x}:{ -2, gdy x<l B f(x):{xz?,x, gdy x=-2
4-2x, gdy x21’ _—x3+2, gdy x<-2
xOZ], xD:—Z,
==y 2_
(x+1)(x 2), gdy x>2 = 3, gdy x>0
C) f(x): x—2 (l) f(x): x+1
(x+3)(x—2) ’ X +3
d <2
x_z > gy X ‘x_]_; gdy X“:O
K =it ey =10

9.11. Okresl, dlajakich wartosci parametru m funkcja f'ma gramce w punkcie x, gdy:

mx+3, gdy x>1 mx+1, gdy x<2
Q a) f(x)= 5 , %=L b) f(x)= 5 ; Xg=2
x°+2m, gdy x<1 2x—m", gdy x=2
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Granica niewtasciwa funkcji w punkcie
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji f, do
ktorej dziedziny nie nalezy liczba 0.

Zauwazamy, ze jezeli ciag argumentéw (x, ) tej funkeji
jest zbiezny do 0, to odpowiadajacy mu cigg wartosci
F(x,)} jest rozbiezny do —oo.

Definicja

Funkcja fma w punkcie x, granice niewlasciwa +oo (—=o0), jesli dla kazdego
ciagu (x,) argumentéw finkcji fzbieznego do x,, 0 wyrazach réznych od x;,
odpowiadajacy mu ciag wartosci ( f(x, )} jest rozbiezny do +oo (—o0).

rPrzyrklad 5. Naszkicuj wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x}= iz i zbadaj, czy
x

funkcja ma granice w punkcie x, =0.
Rozwiazanie
D, = R\{0}. Wyznaczamy granice

1 lim f(x} oraz 2 l'u:?ﬁf(x).

x=0

1 Jezeli x, e(—o0;0}i lim x,=0to
X > +00

iid
1.2

lim y,= lim f(x,}= lim i2:+m, czyli lim

=0 X

B —>+c0 7 —> +co >0 x

2 Jezeli x,e(0;+00}i lim x,=0 to
1 —> +00

nY

—2:—|-DCJ.

lim 3= lim £(x)= lim =t coyli [in;+i:+ao.
x—> X

B—>+o0 7 —> 40 n—:-+oox;f:

Z 1 i 2 wnioskujemy, ze funkcja f(x)= i2 nie ma granicy whagciwej w punk-
x

4 4

cie x, =0, natomiast ma ona granice niewlasciwg +o0, bo lim —= lim — =+®.
=0 X x>0 x

J

Cwiczenie 11. Funkcja f okreslona jest wzorem f (x)}=<~

Sprawd?, czy lim f(x}= Lm f(x}

x—=0" x= 0t

*

= L

gdy x <0

, gdy x>0
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‘R Uwaga

Jezeli:
. 111)11 F{x)=—o0 (le F(x)=+o0),

to funkcja f'w punkcie x, ma granice niewlasciwa lewostronna —o (+ou).
° ]Jmf(x} —ao(hmf(x) +o0),
x —)JCD x —)JCO
to funkcja fw punkcie x, ma granice niewlaSciwa prawostronna —oo (+o0).
o lim f{x}= lim f(x) —o0 ( lim f(x}= lim f(x) +on),
x—)xo x—)xo x—)xﬂ, X—)XD

to funkcja f'w punkcie x, ma granice niewlasciwa —oo (+o0).

Funkcja moze mie¢ granice niewlasciwa w punkcie x,,
gdy ten punkt nie nalezy do jej dziedziny. Wartosci granic
niewlasciwych, granic mewlasciwych lewo- lub prawostron-
nych mozna odczytac z wykresow funkcji.

y=log(2- ) y=log;(x—1)
Ay | " I —
0 T ?:' 0 T )x' I
| | -~
| |
| i o, ey iy ot
] I _wl x—0" X x>0t X
lim f(x)= oo lim f(x)=—o lim 2 — nie istnieje
X2 x—=1t x—0x
VA

Cwiczenie 12, Narysunku przedstawiony jest fragment
wykresu funkeji £ (x) =%. Podaj granice:
x -

: 3 :
a) lim . b) lim
§ =2 Faaga—

Czy funkcja f ma granice niewlasciwa w punkcie 2?
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Cwiczenie 13. Narysunkach 1 i 2 przedstawiono fragmenty wykreséw funkeji f;
Podaj wartosci granic zapisanych pod rysunkami i odpowiedZ uzasadnij.

VT WL D

a) lm f(x} b) lim f(x}

x—3—2 o

c) “f;_ Flx} d) u£+ F(x)

9 lm 7(x) B lim ()
¢) lim f(x) d) lim f(x).
x4 x 4"

Przyjmujemy oznaczenia.

Jezeli x, ¢ Dy i lim f(x)=0, tozapis:

X=X

e lim f(x)=0" oznacza, Ze wartosci funkcji fzblizaja sie yT y=f(x)

XX do 0 przez wartosci ujemne, /
T
e lim f(x)=0" oznacza ze wartosci funkefi fzblizajasie J/ 3
X—» ID

do 0 przez wartosci dodatnie,

o lim f(x)=0" oznacza, ze wartosci funkeji fzblizaja sie IA 3= £(x)
e do 0 przez wartosci dodatnie, -~
N/
. — ™ — " = X
e lim f(x) (-  oznacza, ze wartosci funkciji fzblizaja sie ‘ \/
% 2y do 0 przez wartosci ujemne.
Twierdzenie

Jezeli a>0, x,¢D, i lim f(x)=0" oraz lim f(x) 0", to:

e |lim 4 :_i:|:— : e lim [a:|_ :
x—)xaf(»’f) L0 K X=X f(x) -

§ i —a _ —_a}: ] L i [—ﬂ}_
e AT el e
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Q rPrzykiad 8. Funkcja fokreslonajest wzorem f(x}= “;:14 Oblicz granice jednostronne
funkeji fw punktach nienalezacych do jej dziedziny?.g
Rozwiazanie
x—1
.f(x):x2_4’ 240
D= R\{-2,2}. BReT st %
Liczby —2 1 2 s3 miejscami zerowymi
mianownika, czyli funkeji g(x)=x"—4.
1 xy=—2oraz lim (x2 — 4): 07, co oznacza, 7e gdy x— -2, to ¥ 4> 0,
x—=-2"
lim (x2 —4) =07, co oznacza, ze gdy x — = by ¥ —4<0.
3=
lim (x—1) 3
i ] _ xo—2 B = B [0—4_} — zapis nieformainy,
Zatem Jc_)1}12_ 7 2 = i (x2 _4) = U_+ = mozna go pomingé.
x—-2"
i lim (x - l) 5
lim S—= S22 =[_—_} = o0,
o2 —4  lim (x —4) 0
. 0F
2 xy,=2oraz lim (x2 —4): 0 , co oznacza, ze gdy x — 27, to x2—4<(},
=32
lim (x2 - 4) = 0", co oznacza, ze gdy x — 2, to x> —4>0.
x—2F
lim (x - l}
; x—1 P 1
Zatem lim ——= > =|—|=—>
s52 ¥ =4 lim (-4} L0
x =2
lim (x—1}
. X— l e G i 1
lim > — 5 = | T [ +o0,
r=s2tx" -4  lim (x —4) 1)
x> 2"
Odp.: lim f(x}=—00, lLm f(x}=400, lim f(x}=—o0, lm f(x}=-+oo.
x> gD x—=27 e R J
Cwiczenie 14. Funkcja f okreslona jest wzorem f (x}= 52_ xg. Oblicz granice jedno-

R

stronne funkcji f'w punktach nienalezacych do jej dziedziny.
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Uwaga

Jezeli lim f(x}==oc lub lim f(x) +o0, Lo prostg o Téwnanin x = x, nazywamy
.I—)ID x—)xo

asymptota pionowa wykresu funkcji £

Cwiczenie 15. Oblicz odpowiednie granice i podaj rownanie asymptoty pionowej wy-

kresu funkeji fokreslonej wzorem f (x})= x;i
i

Odpowiedzi do cwiczen

1. Tak.  12.a) —o, b) oo, nie.  13. 1 a) 4o, b) —0, € +oo, d) —0, 2 a) +0, b) —m,

¢ —o, d) +0. 14. lim f(x)—+40, lm f(x)——0, lm F(x)——00, lm f(x)—+o
+ x—3

x—=-3 x—-3 x—3
15, x —1.

Zadania utrwalajagce

9.12. Na rysunku, na ktérym wyrdzniono punkt x,, przedstawiony jest fragment wykresu
funkcji /. Podaj lim f(x} oraz lim f(x).
Xy x—3xg

D yA  y=Ff

9.13. Oblicz granice jednostronne:

a) ]Jmé i _4, c) lim [—lj
r—=0 X =0t x x>0 X

dy lim ¢) lim —— 1y Gt
xa-1"x+1 ey E bl xal"x—1

9.14. Oblicz granice jednostronne:

a) lim i b ¢) lim "’;_2,
=0 x r—=0t x F Ty —X
dj b x4+ 6x & I 3—x* ]_me

: :
x3 3—x o2t d—x° a0 X
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9.15. Oblicz granmice jednostronne funkeji fw punktach menalezacych do je) dziedziny, gdy:

x 43 x2—1 , x4+ x+1
= b = . % e
a) f(x} =11 ) f(x} x+4 L f(}h} 8—x
x'+1 x+3 4—x
(l — . p 1 = s
) ()= o f(x)=52 D fix)=5s
9.16. Oblicz granice funkcji fw punktach nienalezacych do jej dziedziny, gdy:
x—3 2—x , x*—4x+3
= : b = : =
M f(x) =g ) f(x) x> —4 9 /() x2=3x+2
> -8 —1 x+1
d) f(x)="— O f(x)="% D f(x)="
x°—4 I-x x =1

9.17. Oblicz granice:
: 1 1 : 2 2 : 1 2 3 0
a) lim | —— b) lim | —— ; ¢) lim | —— -+ .
)x—m*[x le )x—}l"'[x—l l—xzj' )x—m‘[x X —x x3—x2J

9.18. Uzasadnij, Ze nie istnieje granica lim
D | xa—4x+4

Ciagtosc¢ funkgji

Cwiczenie 16. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkeji £ Okregl dziedzine
funkeji f1 odczytaj z wykresu wartosc funkcji f(xu) (jesli istnieje), nastepnie okresl

granice lim f(x} i lim f(x) oraz poréwnaj wartos¢ f(x;) z wartodcig granicy
X = P

funkcji w punkcie x; (jesli istnieje), gdy:
a)x,=9 Dx=44 ¢x=3 d)yx=6 e x=9

|
|
:
|
|
|
6 9 12
i
|
|
|

a\'l
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Definicja Q

Funkcje £, okreslong w otoczeniu punktu x,, yA
gdzie x; € D, nazywamy funkcjg ciagla f(xu) |
|
w punkcie x, wtedy i tylko wiedy, gdy istnieje '
P i y1ly Y. 8dy ] y=F(x) - ! >
granica lim f(x} oraz lim f(x}= f(x,} */ %y
S X —Xxp

Uwaga
Ciaglos¢ funkcji fw punkcie x, gdy x; € Dy, badamy:
1° obliczajac YA A Y ? [\\]
. AN VAC )R //
Fx) i lf;gf(x), Flx) f— & J/l
X | |
2° sprawdzajac, czy /r‘f; — 0 . >
_ X * / ‘ X *
lim f(x)=f(xp) o e ST
x> Funkcja fjest ciagta Funkcja fnie jest
albo w punkcie x;. ciagla w punkcie x;.
1° obliczajac YA A
lim f(x)i lim f(x), /—w@\’ "?ﬁ[\ﬂ
WY e
2° sprawdzajac, czy b i
/ 00 x X S0 x X
lim f(x)= lim f(x) Fx): 3 Y
e X Funkcja fjest ciagla Funkcja_fnie jest
w punkcie x;. ciagla w punkcie x;.
( e | 4 %9
Przyktad 7. Wykaz, ze funkcja f okreflona wzorem f(x}=1{ x_2~ gy X
4, gdy x=2

jest ciggla w punkcie x,=2.
Rozwiazanie D, =R, wiec 2€ D,
19 Flz)=r(2)=4

2 i
fig R o NG b e e

Ea2ix—2 x—=>2 ¥ x—=>2

. T e g
2 }]ﬂf(.?ﬁ}—f(;.}, wiec funkcja fjest ciagla w punkcie x, = 2. J Q
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R xzi_g d =3
Cwiczenie 17, Wykaz, ze funkcja fokreslona wzorem f(x)={ x_3~ e

6 gdy x=3

Fa

jest ciggla w punkcie x,=3.

Uwaga
Funkcje fuwazamy za nieciagla w punkcie x, gdy x, nalezy do dziedziny funkcji f

i rie jest spelniony warunek cigglodei, tzn. lim f(x)= f(x,).
x =
o Jezeli lim 7 (x)= f(x,) to méwimy, ze funkcja fjest lewostronnie ciagla
x—)):ﬁ

W punkcie x;.
o Jezeli lim f(x}= f(x,) to méwimy, ze funkcja fjest prawostronnie ciagla
X

W punkcie x;.
. g . x=1, gdy x<I1
Przyktad 8. Zbadaj ciaglos¢ funkcji f okreslonej wzorem f{x}=+ ,
x*—1, gdy x=1
w punkcie x, =1
Rozwiazanie

x—1 gdy xe(—o0,1)

D, =R, wiec 1€ D, f(x}=1 , .
T i 5 f(X} {x“l, gdy xe(l;+oo)

1° f(x)=f{1)=1"-1=0, le{l;+oo) wiee f(x)—x"-1
g Le (i)
xli_1)111+f(x}:xli_111£(x2—l]: P—1=0. e {1 4:0)

2° lim f(x)= lim f(x)=0, czyli lim () =0, wige lim f (x}= £ (1)

Odp.: Funkcja fjest ciagla w punkcie x, =1. _J

Cwiczenie 18, Zbadaj ciaglos¢ funkeji fw punkcie x;, gdy:
1-x?, gdy x<1

a) f(‘f}:{ dy=1

x—1 gdy x>1
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rPrzykiad 9, Okresl, dla jakiej wartogci parametru m finkcija fjest ciggla w punkcie Q
x° —5x+6 .
X =% gdy f{x)z e T
i, gdy x=3
Rozwiazanie D, =R.
19 3eD:d F(3)=m | 2 —5x+6-0
S AR 1
P ~2)(x-3 -4
e A )zlqu—z):3—2:L | %22, %,=3
x—>3 r—3 x—3 y—3 =3
2
2° £(3)= “mm m=1 (%)= lim 7(x)
x=3 x+3
Odp.: Funkcja fjest ciagla w punkcie x, =3, gdy m=1. J

Cwiczenie 19, Okredl, dla jakiej wartodci parametru m funkcja f okre§lona wzorem

Bk gy ad
flx)=< x—2~ By X jest ciggla w punkcie x, =2.

", gdy x=2

Uwaga

Funkcje fnazywamy funkcjg ciagly w przedziale (a; b} (zbiorze), jezeli jest ona ciggla
w kazdym punkcie tego przedzialu (zbiom).

Przyktadami funkcji cigglych w calej swojej dziedzinie sa:

e funkcje limowe, e funkcje kwadratowe, e funkcje wielomianowe,

e funkcje wymierne, e funkcje wykladnicze, e funkcje logarytmiczne.

r

2x—7, gdy x<5
Przyktad 10, Zbadaj cigglos¢ funkeji fw zbiorze R, gdy f(x}=+2, gdy x=35.

L , gdy x>5
x—3
Rozwiazanie D, =R. A
1° W przedziale (—o0;5) funkcja fjest funkcja ciggla jako BENEE .y=f(x)
funkcja liniowa y=2x—7. HEEENAS
T T

ijest ciggla, bo 3¢ (5; +o0).

2° W przedziale (5;+o0) funkeja f ma wzér f(x}z% o] 1 / EEE Q
-
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Q 3° Sprawdzamy cigglos¢ funkcji fw punkcie x,=35.
2

f(5)=2 lm f(x}=lim (2x-7}=3, lim f(x)= lim ——=1.
x5 x5 - x5t x—3
lim f{x)= lim f(x), wiec granica lim f{x)} nie istnieje.
x5 5" 125
Funkcja fme jest ciagla w punkcie x;, =5
Odp.: Funkcja fnie jest ciagla w zbiorze R. Funkcja jest ciagla
w zbiorze (—oo; 5)Ui(5;+o0). J
= 2 ——
Gwiczenie 20, Zbadsj cigglodé furlkcji F(x)=1 > | % 2 B X3 o biorze R,
4—x, gdy x=3
Cwiczenie 21, Przeanalizuj wykres funkcii f przedstawio- L
ny na rysunku i okresl ciaglosc funkcji fw zbiorze R, gdy L Tal | + \T\,
, _L,gdyxﬂ i [ [ [*
5 (}C)— x—2 . ] : y=_f(x)
L gdy x=2 ! NG| !

Definicja
Funkcja fjest ciggla w przedziale {a, b}, gdy jest ciggla w przedziale (a; b) oraz
7{a)= lim £() i 7(b)= lim 1 ()

Cwiczenie 22, Narysunku przedstawiony jest wykres B
funkeji £ Podaj: a) dziedzine D, funkeji f, ——
b) punkty, w ktorych funkcja nie jest ciggla, ] o] 1 LT 1] 1
¢) zbior, w ktorym funkcija fjest ciggla. S e l_ I T I A
Odpowiedzi do éwiczen
16. Dy ={-11;6) (612}, a) [(-9) —nieistnieje, Um f(x)})= lm f(x)=—4,
-0 x—-0%

b) f{—4)=5 lim f{x)= lm fl{x)=4, f(-4)=4, F(3)= lm flx)= lm f(x)=1,

x—p—d7 x == K= +5 x—+3F
d) F(6) —nie isnieje, lim f(x)=—c0, lim f(x)=8,

x—= 6 x—E*

e) f{9)=6, lim f{x)=6, lm f{x)=3, f{9)=+ lim f{x)

x5 x— G PO
18. a) W purkeie xp =1 furdecja; jest ciggla, b) w punkcie x5 =35 funkcja fnie jest clagha, 19. m=-12,
20. Funkcja fjest ciggta w zhiorze R 21. Furikeja jest ciggla w zbiorze {—eo; 2) w2 +co).

Q 22.3) Dy =(-48)\{6}, b)-2,0,2.4, o (—48)\{-2,0,2,4,6}
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Zadania utrwalajace R

9.19. Zbadaj cigglos¢ funkcji fw punkcie x;, gdy:

- L] x2—4x, gdy x<0
xX+3, gdy x=-—
a = sxp=—=k, B =<0, dy #=0,.% =0
) 1) {5x—4, gdy x>-1 "0 ) 7(3) al .
x°, gdy x>0
J 2 24y =1 X ody x20
Q) f(x)=1 6x Jxkg=L @) FlE)=kE s gl
. gdy x=1 B
x°+1 l, gdy x=0

9.20. Okresl, dla jakich wartosci parametru m funkcja fjest ciggta w punkcie x;, gdy:

2 2
X —6x+9 1-x
Z T ° . edy x=3 . dy x=1

a) f{x)= -3 e , % =3, b) fx)=1 x—1 = » %=1,
W, gdy x=3 2m* +4m, gdy x=1
x+1, gdy x<0 x+2, gdy x=-2

c) f(x):{ 5 : Bzl @) f(x):[ N v Xy,
mx”+1, gdy x=0 lx —-m, gdy x<-2

9.21. Naszkicuj wykres funkcji /1 zbadaj jej ciaglos¢ w zbiorze R, gdy:

X5 gdy x<0 X, gdy x<0

a) f(x)=<%", gdy 0<x<l, b) f(x)=1{1-x", gdy 0<x<l
2x—1, gdy x>1 -1, gdy x>1

9.22. Sprawd?, czy funkcja fjest ciggla w przedziale (—10;10}), gdy:

2
2 x°+10x
x° =100, gdy x<1 . gdy x=0
? f(x):{ 24100, gdy x=>1 R0 R
X+ 100, gdy x = 10, gdy x=0
9.23. Przeanalizuj wykres funkcjifa) ¥4 b) ¥A
i uzasadnij, ze et ' i
nie jest ona ciggla *:'
N5
i ™ L
w punkcie x;. » 5 T %
y=f(x) T fy=f(x)
B R




2
Q 9.24. Punkt x,=1 nie nalezy do dziedziny funkcji f okreslonej wzorem f(x}= o

R
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— ¥
x =1

Uzupelij wzor funkceji ftak, aby ta,,nowo otrzymana” funkcja byla ciagla w prze-
dziale (—oo; —|—oo}.

Witasnosci funkgji ciggtych

Twierdzenie
Funkcja fciagla w przedziale
domknietym {a; b} maw tym

przedziale warto$¢ najmniejszg £,

oraz

wartos¢ najwieksza f, ...

B

xXeE (a, b)

ye{fomws fagax)

Cwiczenie 23. Z wykresu funkcji f okreslonej w przedziale (a; ) (wyréznionym na

osi x kolorem czerwonym) odezytaj wartodci funkcji: f(a) (b} figy 1 Sieer @ N2-
stepnie uporzadkuj je rosnaco.

YA
=)

v i "2 | e )
1/ % = f(x) ﬂ
= e
| _..3/0 3 5 0
D = £(x)
) F | |

>
\/x

RV e

»>
X

1 1N\3 |

0)

Twierdzenie Darboux* (o przyjmowaniu wartosci posredniej)

Funkeja fciggla w przedziale {a; b}
przyjmuje wszystkie wartosci

posrednie miedzy wartoscia

najmmiejsza figy inajwieksza fi¢
tej funkcji w przedziale {a; b).

*) Darboux — czytaj Darbu.

P — )

1)t~
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Cwiczenie 24. Poszukaj w literaturze lub w Internecie informaciji o dziedzinach mate- Q
matyki, ktorymi zajmowal sie Jean-Gaston Darboux.

Cwiczenie 25. Z wykresu funkcji f okreslonej w przedziale {a; b) (wyroznionym na
os1.x kolorem czerwonyim ) 8 yA B yA

odczyta)] miejsca zerowe - - y=f(x)] = f(x)

furnkeji foraz okresl znak L] E, ] | /\\<7

wyrazenia f(a)-f (b} \'1 Z I\ AN
T\ F

B WA ] \# 5 ?2/0

Twierdzenie
Jezeli funkcja f'ciagla w przedziale {a; b} przyjmuje na koficach przedzialu
wartosdci o réznych znakach ( f(a)- £(b) <0), to wtym przedziale funkcja ta

ma co najmniej jedno miejsce zerowe.

rPrzykiad 11. Wykaz, ze réwnanie x’ —2x” +2 =0 ma co najmniej jeden pierwiastek
nalezacy do przedzialu (-1; 0}.

Rozwiazanie
Wielomian jest funkcja ciagla w zbiorze R. Obliczamy wartosci wielomianu ¥,
gdzie W (x)=x’ —2x° + 2 na koficach przedzialu (—1; 0):

(-1 =(-1) —=2-(-1)’+2=-1, W(0)=0"-2-0?32=2
W(—1}-W (0} <0, wiec wielomian W ma co najmniej jeden pierwiastek nalezacy do
przedziatu (—1; 0). J

Cwiczenie 26. Wykaz, ze rtéwnanie x° —5x—38 = 0 maw przedziale (3; 4) conajmniej
jeden pierwiastek.

Uwaga
Jezeli funkcja ciggla nie ma miejsc zerowych w przedziale (& b}, to jej wartosci w tym
przedziale sg dodatnie albo ujemne. Q
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R rPrzykiad 12. Wykaz, ze réwnanie x° —3x+1=0 ma trzy pierwiastki.
Rozwiazanie
Lewastrona réwnania jest furikcjg f(x)=x"—3x+1 gdzie x € R, wiec jako wielomian
jest funkcja ciagla.
Wielomian fmoze miec co najwyZej trzy miejsca zerowe, bo jest wielomianem trzeciego
stopnia. Szukamy zatem trzech przedzialow, na koncach ktorych funkcja f ma wartosci
o roznych znakach, tzn. ,,+"1,—" albo,—"1,,+".
Czesto, by wyznaczyé te przedzialy, obliczamy wartogcei wielomianu fdla liczby 0 oraz
dla liczb polozonych na osi liczbowej symetrycznie wzgledem liczby 0.

f(0)=1 | Znak f(x) A A A A IN
F(1)=-1 | 21 0 1 2 x
f(=1)=3 | f(=2)-£(-1)<0 721 p(-1)-3
f(2)=3 : f(0)-f(1)}<0 £L0)-1 i £{1)-—1
f(-2)=-1 | f(1)-£(2)<0 f)-=1i £(2)-3

W kazdym z przedziatow (—2; —1), (0:1} i (1;2) funkcja f(x)=x"—3x+1 majedno
miejsce zerowe. Réwnanie x° —3x+1=0 ma trzy pierwiastki i sa to wszystkie jego

pierwiastki (wielomian trzeciego stopnia ma co najwyzej 3 pierwiastki). J

Cwiczenie 27, Wykaz, ze réwnanie x° —4x?+1=0 ma trzy pierwiastki.

rPrzykiad 13. Wiedzac, ze pierwiastek wielomiamu f(x)=x"—3x+1 nalezy do prze-
dzialu (G; l}, wyznacz przyblizong wartos¢ tego pierwiastka z dokladnosgcig do 0,1.
Rozwiazanie
Mozemy wyznaczyc¢ wartosc pierwiastka, obliczajgc kolejno wartosci wielomiamu f
dla argumentow rosnacych o 0,1, poczynajac od 0,1 do 0,9. Konczymy obliczenia, gdy
zmienia sie znak wartosci funkeji.

x 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9

Fix)| o701 | 0408 | 0127 |-0,136| - - - - -

7 tabeli odczytujemy, Ze pierwiastek réwnania x° —3x+1=0 nalezy do przedzialu

[%; %) Za pierwiastek przyjmujemy ten z koncow przedzialu, dla ktorego wartosc

tunkeji jest blizsza zeru, czyli x, = 0,3. _J




Wiasnosci funkeil ciggivch 337

Cwiczenie 28. Wiedzac, ze pierwiastek wielomianu f(x}=x" —3x+1 nalezy do prze-
dziatu (1; 2), wyznacz przyblizong wartos¢ tego pierwiastka z dokladnoscia do 0,1,

Cwiczenie 29. Poszukaj w literaturze lub w Internecie innych metod wyznaczania przy-
blizonych wartosci pierwiastkow wielomianu jednej zmiennej.

Odpowiedzi do ¢wiczen

23.9) fla)=famw =-2, f(B)=famxr =3, B) fla)=f(?)=fagw =0 fapex =3,

Q) f(B)=famw =—1 fla)=fraux =3, D fagw =—1, f(8)=S(8)=0, faux =1,

&) fuaw ==2, fla)=f(B)=1, fapx =3

o) x=-1n=1 5=4, [(-3)F(5)<0, by q=-1 =3 f(-2)7(4)>0

26. W(3)-W(4)<0 27. Whkazdymz przedziatéw (—1%0), (0;1) i (3;4) réwnanie mapierwiastek. 28 x3 =15

Zadania utrwalajgce
9.25. 7 wykresu funkeji f okreslonej w przedziale {a; b} (wyroznionym na osi x kolorem
czerwonym) odczytaj miejsce zerowe funkeji foraz okreél znak wyrazenia f (a)- /' (b}.

El) ¥ A _y::f(x) b) | -J»’A C) YA

AL s LT = f(x) | BEFIE)
/ | / . || /{ A7 o ““xy |
» >
../...h\/l/...r./.ﬂ...\. 1/ [ |
9.26. Funkcja ciagta fjest okreslona w przedziale (@ b). Okresl wartos¢ fyzy i fiz jesh
dla kazdego argumentu x, gdzie x € (a; b), spelniony jest warunek:

a) fla)< f(x)<f(b) b) f(b)< f(x)<f(a)

9.27.a)Funkeja f(x}=|x| wpunktach—11i 1 przyjmuje wartodci dodatnie. Czy z tego wy-
nika, ze funkcja fmie ma miejsc zerowych w przedziale (—1;1)? OdpowiedZ uzasadnij.
b) Funkcja f(x}= 1 w punktach —11 1 przyjmuje wartosci o réznych znakach. Czy
X
z tego wynika, ze funkcja fma w przedziale (—1;1) miejsce zerowe? Odpowied?
uzasadmnij.
9.28. Wykaz, ze rownanie 2x° —9x* +12x—4,5=0 ma trzy pierwiastki nalezace do prze-
dzialu {0; 3).

9.29. Wyznacz z dokladnoscia do 0,1 przyblizong wartosc¢ pierwiastka réwnania
x* —4x—2=0 nalezgcego do przedziatu (—1; 0).

R
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R Granica funkcji w nieskonczonosci

FPrzykiad 14. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji okreglonej wzorem

1 f(x}=—%+2, D fix)=x
¥ A & NF
/ | L]
|| AT -‘._yzf

Oblicz granice funkcji £, gdy cigg argumentow (x,,) jest rozbiezny:
a)do 400, b)do —oo.

Rozwiazanie

Ciag argumentow (x,, ) jest ciagiem rozbieznym:

a) do +oo, wigc lim x, =-+oo,
=0

b) do —oo, wigc lim x, =—o0.
H—>ton

1 a) lim f(x, )= lim (—iu]:mz:z,

x.?l
czyli lim [—§+2j:2.
A=+ X
b) lim f(x,}= lim (—i—‘-z):o—F::?_,
11—+ 71— 40 JCH
; : 3
czyli lim [——+2j:2.
X X
. _ . 3_ 3 L.
D & Sip Flrd [N~
czyli lim x* = +oo,
A=+

b) lim f(x,)= lim x=| ()’ |=—0, czyli lim ¥ =0

=3 4o =40 X —wo

Cwiczenie 30. Funkcja fokreslona jest wzorem: 1 f(x)}=2x+3, 2 f(x)=—x".
Q Oblicz granice funkcyi £, gdy cigg argumentow (xn) jest rozbiezny:
a)do —oo, b)do +om.
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| Definicja
Jezeli dlakazdego ciagn ( x, ) takiegoze x, e (a;+ )i (a; +o0)C D i lim x, = +oo0
—+00
oraz:
: [ : [ :
@ ng:rfmf(xn):g , lo nllglmf(xﬂ):% | |. nlg{l@f(xﬂ):—oo ,
to funkcja fma | to finkcja fma w +eo | to funkcja fmaw +oo gra-
W oo granice g, | granice niewlasciwa oo, | mice niewlasciwg —oc,
co zapisujemy | co zapisujemy | co zapisujemy
: = | e T =
Jm flx)=g | lim f(x)=+ it =

N

Analogicznie okreslamy granice funkeji fw minus nieskoficzonodei (—oo), gdy

X (—oo; a) 1 (—m; a] o Df.

Uwaga
e Jezeli lim f (x}: g, to prosta y = g jest asymptota pozioma prawostronng

X—>+m
(w plus nieskoniczonosci ) wykresu funkeji £
o Jezeli lim f(x}=g, toprosta y=g jest asymptota pozioma lewostronna
X—»—en

(w minus nieskonczonosci) wykresu funkcji £

Cwiczenie 31. Wiedzac, ze prosta zaznaczona na rysunku yhy=f(x)
linig przerywang jest asymptotg pozioma wykresu funkcji f;

»
0
gdy x € R, podaj wartosci granic lim f(x} i Hm f(x). ,/_i Q
X—3»—ca X —+en

Obliczajac granice funkcji w plus (minus) nieskonczonosci, postepujemy podobnie jak
przy obliczaniu granic ciggow. Stosujemy te same wzory co przy obliczaniu granic funkcji

w ustalonym punkcie x; (patrz strona 315).

Uwaga
Jezeli ne N7, to badajac zachowanie funkcji w —o oraz w +oo, korzystamy z wzorow:

. " : » |40, gdy n jestliczba parzysta
e lim x"=400 o lim x"=

X —> +oo X ——c0 —o0, gdy 2 jest liczba nieparzysta
o lim -0 o Hm ~=0
x = +oo x x—3—o x"

o lim ¥x=+ e lim {’/;:—no, ody n jest liczba nieparzysta

X —> 400 X—>—w
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3 2
- —X
Cwiczenie 32. Oblicz granice: a) lim x*, b) lim ( 5) , ¢) lim ‘E d) lim ﬁ

X——ca e b T ra+o iy

rPrzykiad 15. Oblicz granice:

2 2
a) lim (4-x+2¢") b) lm (2xr—x*), ¢ lim AT gy fim Y

x4 x——a i+ yT 6 i x
Rozwiazanie
a) lim (4—x+2x3]: lim {x{%—%—lﬁﬂ:[—m-(0—0+2}]:—m,
X—=—0 X—=—w x x
0w,
—00 4.0 JAO
b) xiﬂfm(Zx—x4]:x]iﬂ_lm{x'*[%—lﬂz[+m-(0—l}]:—m,
Yoo g
2 2
3+ 2x '”2(3+§] sl i
C) L 2 = lim = lim X =|: j|= »
e I+m o 6 x40 6 T=)
x| 1- = 1——2
x© b
4
d lm ——=1m *+—= = '-'?=|x|
X—-—m x X—p—e0 X
4
‘x‘- —2—|—1 {—x,gdyx{(]
x |-
= = x, gdyx=0
X—»—00 T
. —x |4 copetd B
:x_)_mT. ?—Fl: x x

Cwiczenie 33. Oblicz granice:

4 2
a) lim (2-3x—6x*) b) lim (¥ ~2x°) o lim X @) lim N+l

X+ X—¥—m x—)—OG(x2_|_2 X ——eo x
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Odpowiedzi do éwiczen

30. 1 a) 0, b) 400, 2 a) —x, b) —© 31 lim f(x)— lim f(x)——3
o b
32.a) o, b) —o, 0, d) +eo 33.a) —o, b) —o, 91, d)-2

Zadania utrwalajace

9.30. Podaj wartosci granic lim #(x} i lim f(x) funkeji, kt6rej wzori fragment wy-
13—

X >+

kresu przedstawiono ponizej.

, , [ ,
a) f(X)=|—i‘.~ b) f(x})=x"-x © f(x)tx’gjy ?*z, d) ftx)ﬁx“—ﬁxz-
s EBdY x—

ya y A

==
o=
ﬁﬁH
le
3

9.31. Oblicz granice:

a) lim (1-x) b) xliﬁlm(z—xz], ¢) lim (1—x3),
d) lim (4-x—¥ 4"} € lim -2, ) lim V92 + 1.
X +00 T —m x—»—0

9.32. Oblicz granice:

2_ 4_3 2
5 B i iy T ¢ fim ¥ 2 *2
xso]—x x> x4+ 5 x40 ¥ —3x+1
2 2 2
d) lim —ox 2% oy g, NEE T 5y Y2
xs—mdy” +3x+1 x40 Dy Fd—0 x

9.33. Oblicz granice:

2 2
a) lim x 122”1, b) lim —‘“6_4;”4, ¢) lim (\/x2+1—4x],
x——0 x - X x40

d) lim [ o —1) i Tape Aol f) lim (Vx+1-2x})

X =+ x—|-1 X X+ X X—=+m
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Jox® —3x

Q 9.34. Funkcja fokreslona jest wzorem f(x)= (kl)—22
1Vt

, gdzie k € R. Ustal te wartosci
parametru %, dla ktorych:

a) lim f(x}=3 b) lim f(x)=-2, ¢ lim f(x}=—00 d) lim f(x}=-+oo.

A3+

]E;.SS. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x}= o _é};tll}x_ 9’

Uzasadnij, ze lim f(x}=0,gdy k=0 oraz lim f(x}=3 gdy k=0.

X —>+0

.. Zestaw powtorkowy

x> —3x
ye=l

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,

1. Funkcja fokreslona jest wzorem f(x}=

hib F — jesii jest falszywe.

Wykres funkcji f ma asymptote pionowa o rownaniu x = 2. P|F

Wrykres funkeji f ma asymptote pozioma o rownaniu y =1 P|F

2. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest praw deiwe,

fub F — jesli jest falszywe.

3
. . —8 e
Granica lim — x2 me 1stmeje. P|F
x=22x +x" —4x—4
. : -2
Granica lim 5 =+ P|F
ralTx—x

3. Dokorncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Rownanie x° +x—3 =0 ma jeden pierwiastek nalezacy do przedziahi:
A (-2;-1), B. (1,0}, C (U1, D. (1,2},

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Funkcja f(x}= =l B jest ciagla w punkcie x, =2, gdy:

3 gdy x=2
Q A a=-4, B.a=-2, C. a=0, D. a=2.



10. Pochodna funkcji 1 jej interpretacja

lloraz roznicowy funkcji i jego interpretacja

(Przykiad 1. Dla kazdej z funkcji f1 g okreslonych wzorami f(x)=x" i g(x)=3x
oblicz stosunek przyrostu wartosci funkeji do przyrostu wartosci argumentu od x, =1

do x, =3 i porownaj te ilorazy.

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia:
AX=X— X — przyrost argumentu funkcji f(funkcji g) od x; do x,,
Af=F(x,}-f(x) - przyrostwartosc funkeji £ gdy przyrost argumentu
jest rowny Ax,
Ag= g(xz}— g(xl) — przyrost wartosci funkcji g, gdy przyrost jej argumentu
jest rowny Ax.
Zatem:
Ap=3-1=2 ST T sl T /|
oy i
Af=f(3)-f(1})=9-1=8 A
[ Ag
Ag=g(3)-g(l})=9-3=6 |
JAX
Af_8_, Ag_6_,
nx 2 Ax 2
i 8%

Odp.: L MY

Ax Ax Ax  Ax

J

Cwiczenie 1. Dlakazdej z funkcjif i g, okreslonychwzorami f(x}=2"1i g(x)=log, x
oblicz stosunek przyrostu wartosci funkeji do przyrostu argnmentuod x;, =1 do x, =4

1 poréwnaj te ilorazy.

Definicja

Jezeli funkcja fjest okreslona w przedziale (a; b) oraz x, € (a;b) i x;+ Ax e (a3 b),

gdzie Ax =0, to iloraz

f(qurAx)_f(xﬂ) nazywamy ilorazem roéznicowyin

funkciji f'w punkcie x; dla przyrostu Ax zmiemmej x.

R
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Uwaga
R Af Ay Af_ flx+h)—fx)

e (Oznaczenia ilorazu roznicowego: ] )
Ax Ax h h
e [loraz roznicowy nie zalezy od porzadku argumentow w mm wystepujacych,

n, FO)=F (o) _ fr)=F ()

Xy — Xy Xy — X

FPrzykiad 2. Oblicz iloraz réznicowy funkeji okreslonej wzorem f(x)=x" —4x w punk-

cie x,=—L gdy: a) Ax=2 b) Ax=-1 &
y

Rozwiazanie -
Ay _f(_xn +Ax}—f(xn) ,
Ax Ax i 1o
gy S0 AP, ¥
Ax g
:f(l)_f(_l}:—3—5:_4 Ax=L1413
2 2 ’ ||
by Ky FlA-= 1)
Ax -1 1_.0
FlFE B8 [ [ ] AT
I NA T

Cwiczenie 2. Oblicz iloraz réznicowy funkcji okreslonej wzorem f(x)=—x"+3x
w punkcie x, =5 gdy: a) Ax=2, b) Ax=-2.

f Przyktad 3. Oblicz iloraz réznicowy funkcji okreglonej wzorem

x> +2, gdy x<1
x)= ? w punkcie x, =1, gdy: YA
/(%) {x+2, gdy x>1 R =R \ T |
a) Ax=-1, b) Ax=1 X—Axl==1 Ay=1
Rozwiazanie Ay —1 hxl=1
- a2 (1742
s LR s W EENRVESE
Ax 1 -1 11T
Ay_f(z)—f(l)_2+2—(12+2]_ | s >
Q b) = = =1 | o 1 *
Ax 1 1 | | J
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Cwiczenie 3. Oblicz iloraz réznicowy funkcji okreslonej wzorem »R

1= |

AL ey ased ke 3, gdy: a) Ax=—2 b) Ax=2
W cie x,=-3, gdy: a) Ax=— x=2
_x2+5, gdy _?CE—B p 0 gy

Cwiczenie 4. Oblicz iloraz réznicowy funkeji fokreslonej wzorem f(x)= |x‘ w punkcie
x,=0,gdy:a) Ax=-3, b) Ax=3

r Przyktad 4. W Instytucie Badan Meteorologicz-
nych obserwowano zmiany cisnienia atmosferycz-
nego w ciagu 12 godzin, a wyniki przedstawiono
w postaci diagramu liniowego.

Jednostka cisnienia jest paskal. Cisnienie mierzy-
my w hektopaskalach [hPa].
a) Oblicz przyrost cisnienia przypadajacego na

L.

jedna godzine, czyli sredmi przyrost cisniemnia 0 12345678910112 ¢
w godzinach od 3¢ do 6°° oraz od 6°° do 8°°,
b) Oblicz éredni przyrost cidnienia w godzinach od 8°° do 12°,
Rozwiazanie
Aby porownac szybkos¢ wzrastania cisnienia w czasie, nalezy obliczyc przyrost tego
cismenia przypadajacy na jednostke czasu.
Cisniene p jest funkcjg czasu ¢, co mozemy zapisa¢ p= p(¢).
_p(6)-p(3) 1001-998 3

a) W godzinach od 3% do 6"°: ;
) We Pe™ g 3 5 3
8}— p(6 s
w godzinach od 6°° do 8% p, = r(8)-p( }: 10051001 :E:E.
ol 8—6 86 2
Ci$nienie wzrastalo szybciej w godzinach od 6% do 8°° niz w godzinach
od 3% do 6%,
12})— p(8 =
b) W godzinach od 8" do 12°: p, = pii2)=pl }: Ar-lts . 2 ==7.
=X 12—8 4 4
- - - - P[hpa]jk
W godzinach od 6% do 8% cisnienie wzrastalo  1ous
1004
przecietnie o 2 hPa na godzine, a w godzinach od 1003
1002
80 do 12° malalo o 2 hPa na godzine. Szybkos¢ s
zmian cisnienia jest taka sama. :: ]
o7

' HEEER"
0 1:3455739101112:&]J R
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Q Cwiczenie 5. Droge s (w km) przebyta przez pociag w czasie ¢ (w min) opisano wzo-
rem s(¢)=>5t—0,1#°. Oblicz srednig predkos¢ pociagu (w km/min) miedzy chwila
14 +AL gdy: a) 1, =0, At=25 b) t, =25 Ar=125

Uwaga

o Kazdy iloraz réznicowy funkeji rosnacej w przedziale (@ ») ma w kazdym punkcie
tego przedzialu wartosc dodatnig.

o Kazdy iloraz réznicowy funkeji malejacej w przedziale (@ b} ma w kazdym
punkcie tego przedzialu wartosc ujemna.

Cwiczenie 6. Uzasadnij, ze iloraz réznicowy funkcji stalej f(x)=m, gdzie m< R,
w przedziale (—oo; +o00) jest réwy 0.

Przykiady zastosowan ilorazow roinicowych w fizyce:

o Srednia predkos¢ v, poruszajgcego si¢ punktu na drodze s w przedziale czasu At

, _As_ s(ty+At)—s(ty)
A At

e Srednia moc P, wykonanej pracy Ww przedziale czasu A¢
AW Wt +At)-W (1)
YAt At

e Srednie przyspieszenie a,, poruszajgcego sig punktu z predkoscig v

f+AfY—v(f
w przedziale czasu Ar:  a., :E: Wb tA) vln ) .
At At

Przyktady zastosowan ilorazow roinicowych w chemii:

e szybko$¢ reakcji chemicznej v to ubytek steze-
nia substratu { Ac,) lub przyrost stezenia produk-
tu ( Ac,) w bardzo malym odstepie czasu At
Ac, Ac,

?

At At

Zmiana stezenia podczas przebiegu reakcji chemicznej
(A — B), w ktérej 1 mol substancji A przeksztalca sie
Q w 1 mol substancji B.

czas t[8]
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Cwiczenie 7. Wyszukaj w literaturze lubw internecie przyklady innych zaleznosci opi-
sujacych zjawiska zachodzace w przyrodzie, kiorych tempo (szybkos¢) zmian mozna
opisac ilorazem roznic Owym.

Uwaga
e Geometrycznie iloraz rOZmcowy Fx+A XJ)’
Ay _ [l +Ax}—f(x)
Ax Ax
jest réwny tangensowi kata, jaki z osia x f(=)

tworzy prosta przechodzaca przez punkty
A=(xy, f(x,)} i B=(x,+Ax, f(x,+Ax})).
e Prostg 48 nazywamy sieczna wykresu
funkcii f. Jej] wspolczynnik kierunkowy
jest rowny ilorazowi réznicowemu.

0 [

‘.‘
r Przyktad 5. Funkcja fokreslonajest wzorem f(x)=—. Oblicz kat ernachylenia sieczne;
X

wykresu funkeji £, ktéra przechodzi przez punkty o odcietych x, =-3 1 x, =—1.
Rozwiazanie
Obliczamy:

NAyperpe—poees] g e

Ay=F(x +Ax)~ f(xg)= F (342}~ F ()= (D)= F(3)=3+1=-2
tgo =i—y=_?2:—l, skad o =135°.

X

Gdp. a2 1380

.

Cwiczenie 8. Funkcja f okreslona jest wzorem f (x)=—3x" Oblicz kat « nachylenia

sieczne] wykresu funkcji £, kidra przechodzi przez punkty o odcietych x, = —% ia =0

Odpowiedzi do cwiczen

A 14 A 2 o A ezl = Ay
. —f——, F e A 28 ik AL 22 Bg_logyd-Togy2 2.a) ——-9,

Ax 37 Ax 3 Ax  Ax Ax  4-1 Ax 4-1 Ax

Ay Ay Ay km
) ———5. 3.a) —~1 il .a) — . S.a) 2,5—,ten,, : Spiesza,
b) Ay 3.a) T 8 b) Ar 4.a-1, b1 a) i tzn., ze poeiag przyspiesza

km
b) _Z’SH’ tzn., ze pociag zwalnia. 6, Wskazéwka. f(xg+Ax)—f(xg)—m—m. 8.45°
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Zadania utrwalajace

10.1. Oblicz przyrost wartosci Af funkeji fodpowiadajacy przyrostowl A x argumentu
od x, do x, gdy:

a) flx)=3x-2 %=1 % =3 b) F(x)=2x"-3 %=1 x=2,
C) f(x)szJrl, X5 =5 Ax=35, d) f(x)zz—xl iy =2 A=Y,

10.2. Oblicz iloraz roznicowy funkeji £, gdy:
a) f(x}z—xz + 2243 me==lL.x=2, D) f(x)z x 2w, e

1 x* =3
C =—— X, =2 Ax=1, d =——— %, =1L Ax=—
Yy f(x) 53 X5 X ) f(x) = X i
10.3. Naszkicuj wykres funkcii f. Oblicz wspolczymnik kierunkowy « siecznej przecinajgce;
wykres funkcji w punktach o odcigtych x; 1 x. Podaj kat nachylemia ¢ tej siecznej do
osl x, gdy:

a) f(x}:xz—frx—l-ﬂr, W=l =3 b) f(x)=

10.4. Droge punktu P przebyta w czasie ¢ opisuje wzor S(¢)= 21 —3¢. Oblicz $rednia
predkos¢ punktu P od chwili f;, do chwili #, + Az, gdy £, =2 1 A¢t=0,5.

10.5. Na rysunku przedstawiona jest m [ke] A

krzywa wzrostu masy ciala Jasia " “E EEEEEEEEN ERS A EE R
od chwili jego narodzin. L) EEEEEEE RV 4 }mﬂp
Odczytaj z wykresu dane i oblicz &> ol ] zﬁmwmfa
odpowiednie ilorazy roznicowe. % , P
Ocen, czy Jas szybciej przybieral sl /
na wadze w okresie niemowle- 'F-?“f—': -/7 mw |
cym czy w okresie dojrzewania. , .,._,/ me 1 >
0 3 4 10 14 18 20
10.6. Przy swobodnym spadaniu ciala, czas [lata]

bez uwzglednienia oporu powietrza, rownanie drogi s, jaka pokonuje cialo, opisuje
WZOr s(r}z % grz, gdzie ¢ to czas mierzony w sekundach 1 g to przyspieszenie ziem-
skie. Sredniahpr@dkos’é v, swobodnego spadania to wartos$¢ ilorazu roznicowego E
Oblicz srednia predlkosc spadania ciala w czasie od #, do 1, gdy:

a)1,=014=35 =314 =1 Q) =2 14=10

W obliczeniach przyjmij g =10
b
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Pochodna funkcji w punkcie i jej interpretacja
Definicja

Jezeli funkcja fjest okreslona w pewnym otoczeniu punkiu x,, to gramice wlasciwg
SO +h)— 1 (%)
h

(jezeli istmieje) ilorazu rozZnicowego , gdy przyrost argumentu /
dazy do 0, nazywamy pochodna funkcji fw punkcie x, 1oznaczamy symbolem f” (x,] }

(%)= lim Flxg+h)— f(x)

PR fli

r Przyktad 6. Oblicz z definicji pochodna funkcji fw punkcie x;, gdy:

a) f(x}zxz ix=2 b) f(x)z 41, ¥ =35
‘x"_

Rozwiazanie

o FRAR-F2)_ (24RY -2 h(h+4)
VAT T A g et

4 4

,  SB+R)-F3) . 3 p1 3.1, 2 -2
b 3: = = = == = T
) S 2 o= h i T S )

Cwiczenie 9. Oblicz z definicji pochodna funkcji fw punkcie x,,
gdy f(x}=x"+2x" i x,=—L

r Przyktad 7. Wykaz, ze funkcja f (x)= x| niejest rézniczkowalna w punkeie x, =0

Rozwigzanie

f(xﬁh;—f(xo) I L e |

f}]irb B> 0 h raoh
g 2 iy, T
]m_: —
h, gdy h=0 oot B aoet T
e , wiec , czyli lim —# lim — .
—h, gdy h<0 . —h PEN I SN
lim —= lim (~1}=-1

h oo h R0~

f(x0+h)—f(x0) .
h

Zatem nie istnieje granica lim
0

Funkcja f(x)=|x nie jest rézniczkowalna w punkcie x,=0.  cnw.

] R
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+2 gd =0
R Cwiczenie 10. Wykaz, ze funkcja Xp= oL B X nie jest rozmczkowalna
¥ 1 ]
2 gdy x<0
w punkcie x, =0.
Uwaga

e Jezeli funkcja fma pochodna w punkcie x;, to mowimy Ze jest rézniczkowalna
w tym punkcie i jest w nim ciagla.

e Jezeli funkcja f ma pochodna w kazdym punkcie przedzialu (a; b}, to funkcje f
nazywamy rézniczkowalna w przedziale (a; b).

e Kazda funkcja majaca pochodng w punkcie x, jest w tym punkcie ciggla.

(Przykiad 8. Prosta o réwnaniu y=2x—35 jest styczna do wykresu funkcji fokreslone;
wzorem f(x}=x"—4 wpunkcie P=(x,, y, ).
a) Oblicz wspohzedne punktu P.
b) Oblicz pochodna funkcji fw punkcie x, 1 sprawdz, czy jest ona rowna wartosci
wspolczynnika kierunkowego tej proste;j.

Rozwiazanie

y:?_,x—ﬁ y:2x—5 xr=1
a) 5 = 5 = ;
y=x"-4 (x—1)" =0 Pres=—3

Zatem P=(1,—3)
FAeR)-F(1) . (L+h)f -4-(PP-4)

R SRRL
2
—1im 225D i iy 2) =2
B0 h h0

Wspdlczymnik kierunkowy a proste] o rownaniu y= 2x—5 jest rowny 2 oraz

F(x)=F'(1)=2 wiec f'(x;}=a
Odp.:a) P=(L-3)} b) f'(1}=2=f(1). J

Cwiczenie 11, Prosta o réwnaniu y = 4x +6 jest styczna do wykresu funkcji £ okreslo-
nej wzorem f(x)=2-x" wpunkcie P =(x,, y, ). Oblicz pochodng funkeji fw punk-
Q cie x; 1 poréwnaj jej wartos¢ z wartoscia ¢ wspolczynnika kierunkowego danej proste;.



Pochodna funkall w punkcie | jgf inferpretacia 351

Interpretacja geometryczna pochodnej Q
Pochodna f'(x, } jest réwnatangensowi kata ¢ jaki tworzy z dodatnig czescig osi x styczna
do wykresu funkcji fw punkcie o odcigte] x;.
+h)—
tgor = f'(x,)=lim f(x+h)- /(%)

P h

YA
f(xD = hl ) -

y—f(x)=f(x)(x—x) — rownanie styczey do wykresu finkoy f
w punkcie (x{;,, 5 (x,:,)), ktoref wapdtczynnik Henimkowy a= f ’(xu)

Styczna do krzywej to prosta, ktéra jest granicznym polozeniem siecznych tej krzywe;.

Przyklady polozenia stycznej do wykresu funkcji fw punkcie A.

PR A »
A=(=1rF3) A d\/ '\'A:(LO)
BANE

VI 4r’41

Cwiczenie 12. Prosta wyrézniona na rysunku kolorem pomarariczowym jest styczna
do wykresu funkcji f'w punkcie P =(x,, y, }. Odczytaj z rysunku odpowiednie dane
i podaj wartos¢ f'(x; ).

a) f(x)=4—2 b) f(x)=2, O fFlx)=21—2
yA VA * 7 A
LN N
o v i G A Y




R

R
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Przyklady interpretacji fizycznej pochodnej
e Predkosc chwilowa v w chwili £, poruszajacego si¢ punktu na drodze s jest granica
(o ile istnieje) ilorazu réznicowego funkeji s = s(¢)

, . os(t,+Ar)—s(t
v(ty)=s (fo):‘r}}l_l}ﬂ Ly Az ' 0}-

e Przyspieszenie chwilowe @ w chwili 7, jest granicg (o ile istnieje) ilorazu
réznicowego funkeji v =v(z)

o) = (ty) = tim Lo+ A=v(t)

At =0 At

Cwiczenie 13, Wyszukaj w literaturze lub w intemecie przyklady par zaleznosci fi-
zycznych, ktorych jedna jest pochodng drugie;.

E! f?ll'rnu tedz do cwiczen

l f( 1) 10. Nie, poniewaz lim M—U, lim M—l.
,' BFa0 H h 0t h

l

1. 7= (2,—2), f'(—Z)—él,a—f'(—l). 11. a) f'(l)——z, b} f’(Z)——l, c) f’(O)—O.

Zadania utrwalajace
10.7. Oblicz z definicji pochodng funkeji f'w punkcie x,, gdy:

a) f(x)=—2x+1 x,= .

l, b) f(x}:?:xz—ﬁx, x =1 ) f(x}:—, K=,
X

2

10.8. Skorzystaj z definicji pochodne;j 1 zbadaj, czy funkcja fjest rozniczkowalna w punk-
cie x;, gdy:

B d <0
%) f(x}:|x+1|, xy=—1, b) f(x):{ x, gdy x=0

1. %=,
—x, gdy x>0

10.9. Oblicz wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkceji fw punkcie x,, gdy:
a) f(x)=0,5x" x,=-3, b) f(x)=35x"—2x, x,=1.

10.10. Prosta k jest styczna do wykresu funkcji fw punkcie P=(x,, y, }. Oblicz pochodng
funkeji fw punkcie x; 1 poréwnaj jej wartosc z wartoscig ¢ wspolezynnika kierunko-
wego prostej k, gdy:

a) k. y=-2x-5, f(x)= x>—4 bk y=2x-2 f(x)= F
Ok y=4x—4, f(x)=x", d)k: y=12x-16, f(x)=x".
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10.11. Prosta wyrozniona na rysunku kolorem pomaranczowym jest styczna do wykresu
funkeji fw punkcie P = (x,, y, ). Odczytaj z rysunku odpowiednie dane i nie obliczajac Q
pochodnej, oblicz f*(x, )

a) f(x):xz—l, b) f(x}:x2—4x+6, c) f(x}:x4—2x2+l.
. A
y = f (ﬂ

\/D\ 8

sy

I
ol V23 | | |
|

Pochodna jako funkcja

Lucyna obliczyta dla funkcji okreslonej wzorem f(x}=x"—1 ¥ A
wartosci f(x,} oraz f'(x ) iprzedstawila wyniki wtabeli, ana- |
stepnie zaznaczylate punkty wjednym ukladzie wspohzednych. " 1 4

% S RIS o (| O A

fix)[3]|o]|a]lo]|3

il 4| 2|0 | 2|4

Zauwazyla, ze punkty o wspohrzednych (xﬂ, f '(xo}) lezg na wykresie funkcji okreslone;
wzorem y = 2x.

Definicja

Funkcje, ktora kazdej liczbie x, € D, przyporzadkowuje liczbe f'(x, } (oile
istnieje /' (x, )), nazywamy funkcja pochodna funkeji fTub pochodna funkcji f

i oznaczamy f~.

» Dziedzing D, pochodnej funkcji f° jest zbior tych punktow x; € D, dla ktérych

istnieje f'(x; ) D.cD,
o fllxl= j!l_“} (_x+h})t—f(x)’ gdzie xe D .
Pochodng foznacza sie réwniez: —, (x} L : Q

dx  dx ~ dx
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Q r Przyktad 9. Wyznacz pochodng funkeji okreslonej wzorem f(x}=x"—2x+6.

Rozwiazanie
Obliczamy pochodng funkcji dla dowolnego punktu x, analogicznie jak dla ustalonego
punktu x;.
[(x+RY - 2(x+R)+6 )~ (* - 25+ 6)
! - = 1é e s f(x+k) f(X}
—2
B | S WO
B0 I B0

Odp.: Pochodng funkcji f(x)=x"—2x+6 jest funkcja f'(x)=2x-2 gdy xe R. J

Cwiczenie 14. Wykaz, ze pochodng finkcji okreslonej wzorem f(x)}= ax+ b jest funkcja
majaca wzdr f'(x)=a, czylize {ax+ .J’::)r =
Wiele problemow praktycznych taczy sie z koniecznoscig obliczama pochodnych réznych
funkcji. Postugiwanie sig¢ w kazdym przypadku granicg ilorazu réznicowego jest mewy-
godne i czasochlonne. Przedstawiamy wigc twierdzenia i wzory, ktére ulatwiajg obliczanie
pochodnych funkeiji.

Twierdzenie

x) =1 (¢} =0 (pochodna fumicji stalej)

[f(x)+g(x)]' = f'(x)+g'(x) (pochodna sumy funkcji)

—— ——
=
[35)
St
Il
-2
-
&

[f(x) - g(x)]r = f’(x)— g’(x) (pochodna roznicy fimkeji)

[c.f(x)]r =c- f'(x) (pochodna iloczynu stalej i fiunkcji)

]
—_—
L

£
S
Il
Ea
-
T
]

Cwiczenie 15. Oblicz pochodna f* funkcji £, gdy:
a) f(x) =x", b) 7 (x) =x’, ©) Flx)= x°, d) £ (x)=100.

rPrzykiad 10. Oblicz pochodna f* funkcji £, gdy:
a) f(x)=5" b) f(x)=-x" © f(x)=5x*-322+2 d) fx)=Ux".
Rozwiazanie
a) Fi(x)=(5") =5.(+*) = (e 08)) —e- 73
Q —5.2x=10x (xz)'_zx
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by f'(x)= (—x3 ]f = —1-(x3]r =—1-3x* = —3x%,

O f(x)=(5x* -3 +2) =(52*) - (32"} +(2)= [ (2)+ ()] - F'(x)+£(2)
:5-(.1:4]1—3-(,?3]!—!-0': (2) -0
=5-4x" —3-3x =205 - 9x°, (x*) — 42, (x*) - 327
TR ) D= R oz Dy~ R\).
) f(x)—( X ] =| X —3-x —3-,1: _3%’;_ skqufJ—R\{O}

Odp.: a) f/(x)=10x b) F(x}=-3x> ¢ f'(x)=20x"-9%" d) ff(x):%%_
X

J

Cwiczenie 16. Oblicz pochodna f* furkdii £ gdy:
a) f(x)= —%xﬁ, b) £(x}= st E e ) Flx)= 5Pt

Twierdzenie o pochodnej iloczynu dwoch funke;i
Jezeli funkcje figsarozniczkowalne wzbiorze D, to funkcja f - g jestrozniczkowalna

w zbiorze Di [ £(x)-g(x)] = £/(x) g(x)+ f(x) g (x) gdy xD.

Zaloienie: x € D oraz | Teza
7= tim LT () g0 = £ ()3} £ ()80
+h)—g(x |
g,(x):;lﬂg(x h}}I 2(x) |
|

Flx+ ff}-g(x—l— h}—f(x}- g(r}
h
dodajemy wyrazenie g(x+4}- f(x)—g(x+A} /(x} i grupujemy wyrazy.

0

glx+h) -[f(.a'Jr h)-f (\'A:)]+ F(x})- [_g(erh)—g(x}]

Do licznika wystepujacego w ilorazie TOZnicowyim

[£(x) g(x)] = lim - .
:iiﬂ{f(x+h}2—f(ﬂ _g(x+h):|+%iﬂ{g(x+hg—g(x) _f(x)}:

- 7))+ (x) 1)

R
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(Przykiad 11, Oblicz pochodna # funkciji 7, gdy A(x)=(x*+3x}(2—x*}
(x)

Rozwiazanie
I sposob : [£() ()] = F(x) g(x)+ &' (x) £ (x), geeie
()= (7 +3x)-(27) ] - P+ 8(a) =2

= (x2 - ';’y.*c]r (2 5 ]4— (.: X )f (.\:2 + 3x] =

=(2x+ 3](2—x2]—2x-(x2+3x]=
=4y - 0x® 1 4x 16
II sposob ]
Hix)= [(xz -+ 3x] : (2 —x° ﬂ :[sz —x*4+6x —3.1:3]f =
= (2x2 ]r - (x4 ]r + (nfix)r - (33:3]r =
—dx —4x’ +6—9x" =—4x" —9x* +4x+ 6

Odp.: B (x)=—4x" 95" +4x+ 6

Cwiczenie 17, Oblicz pochodna /' funkeji 4, gdy:
a) hx)=(x"—4x"+2x-3)(2+32}  b) h(x)=x>(Vx+1}

Twierdzenie o pochodnej ilorazu dwaoch funkeji
Tezeli funkcje fi g s3 r6zniczkowalne w zbiorze Di g(x}# 0, to funkcja / jest

g
rozniczkowalna w zbiorze D1 [f(x)] = f(x)glx)-f(x)-8 (x) gdy xeD.

#(x) [e(x)]

rPrzykIad 12. Wyznacz pochodng funkeji f1 podaj jej dziedzing D ., gdy:
e 1
a) f(x)=2"22 b) f(x)= ) f(x}zx—4.

x> —1

Rozwiazanie

3 [ 4+ 2x ) _ (+"+ 2} (2 =1) =+ +2x) - (x* - 1y

x—2

R e E ]2 = ]2 Dpix? =120
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o3 _354—5,%2—2i _ B
f(x}——(xz_l]g Dy =R\{-1,1} R
4 f_(4)'(, }—4-(s )’_0.(x_g)_4.1 Dpix-220
B R
ff(x):(x_iz}g i D, =R\{2}

¢) I sposob
Stosujemy wzor na pochodna ilorazu.

Y (=1 () oot a8 4
(-t o e
11 sposob

Stosujemy wzor na pochodna funkcji (x"ﬂj

!

[i#] :(x_d')! =4 x =gy = -

59
X

gdy xe R\{0}

xt—s5x* -2

i D, =R\[-1L,1}, b) f'(x)=—

(-1) (x-2

9 f’(x}:xjsin:R\{G}.

Odp.:a) f'(x)=

Cwiczenie 18, Wyznacz pochodna funkcji £i podaj jej dziedzine D, gdy:
-2 ] x°
X

D f(D=— W= 9=

rPrzykiad 13. Oblicz pochodng funkcji £, gdzie m jest parametrem.
a) f(x}z mex —2(m—1)x+4m—], b) f(x)zl.

X—

Rozwiazanie
a) f'(x):mz-(xz)f—Z(m—l)-(x)jzzmzx—Z(m—l),
(m}!-(x—m)—m-(x—m)jZG-(x—m}—m-l_ —m

(x—m) (x—m)  (x—m)

Odp.: a) f’(x):fEmzx—Z(m—l}, b) f'(r}:(x:?:;)z J Q

b) f'(x}=

, gdzie x = m.
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R Cwiczenie 19, Oblicz pochodna funkcji £, gdzie m jest parametrem.
a) f(x)=mx’—dmx+2 b) f(x)=

T S Sl = _mr— =S TS T B Mt ST T g -, ST, s 1 3t

mx—2

Odpowiedzl do ¢wicz en
15.9) f(x)=3", b) f(x)=5", 9 fix)=6x", d) fi{x)=0
16.2) f'(x)=-3x%, b) f'{x)=—8x+2, O f'{x)=5x"—6x>

, 5
17. a) H{x)=15x" —48x" + 245> —34x+4, b) h’{x)=§x\E+ 2.

P f2x-3
7 DfIZR, C) fr[}.’.)Z [ }, DfIZR\{l}

A
(xz +l) l:x_l)z

mx2 +dx— m2

19, 8) f'(x)=2mx—4m, b) f'(x)= —gdzmx—m:t[}

(2=

8. a) f'[x):xiz, Dp=R\D}, by f1(x)=

T T Tr— T r— . rm— e pr— "

Zadania utrwalajace
10.12. Oblicz pochodna funkeji 1 podaj jej dziedzine, gdy:
a) f(x)=—2 b) f(x)=2x  © f(x)=54" dy f(x)=—>

9[- DiW-= oS- WS-

X

10.13. Oblicz pochodng funkeji £, gdy:

a) f(x})=n—2x b) f(x}:2x—8x2, C) f(x}:x3+-§f§,
a) f(x):3—4x+§x3, o =i ¥ fla=le-1P
10.14. Oblicz pochodng funkcji 1 podaj jej dziedzine.
a) f(x}=2x4—3x2+9’r, b) f(x)=—x8+2x6—x+5,
Q) f(x)=7x"+5Jx+5, d) f(x)=4x+6x"
10.15. Wyznacz pochodng funkcji £ 1 podaj jej dziedzine.
a) f(x)=(2x+1)-(3x*+2) b) f(x)=(x"—3x"}-(x" +3x+1)
&) f(x)=+x(3+2x), d) f(x)=x"(3-+x}
10.16. Wyznacz pochodna funkcji f1 podaj jej dziedzine.
3x 2x—35 2x —3x+1
2) f(x)=—7 b) f(x)=2"— 0 flx)=""—
R 5 X =3 (2x-1)
) f(x)_xg—Ex’ © f( } x> +3 D f(x}— ©41

|
S
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10.17. Wyznacz pochodng funkeji /; a nastepnie oblicz f'(-2} i f/(2), gdy:

3% —4
a) f(x)=2x>—3x+4 Mf&kﬁ%ﬂ&hﬂ,Qf@$:;+y
10.18. Oblicz f'(x; ) gdy:
2 FlE) =32 4545 1= b) F(x)=—2 i x, =32,
X
2x+7 . 1 2x* +13
9 f(W=5— in=—5 @ f(x)="— i %=1

10.19. Uzasadnij, ze:

D
_ra) S'(0}=0 gdy flx}=—— i xeRV{-L1j
b) f’[—gjz—g, ody f(x)ziij i xeR\{%}.

10.20. Oblicz te wartosci x, dla ktérych:
a) f’(x)z f()»), gdy f(x)z (x+3)2, b) f’(x} < f(x}, gdy f(.m}z X,

10.21. Oblicz pochodng funkcji £ gdy:
a) f(x):ax2+bx+c, b) f(x):2mx2—(m—2}x+m2+2,
Q) f(x)=(4k—2)x" 2" +(3k+ 1) x—k +5,

(m—E)f +4

mx+1

d) f(x)=—" & f(x)= . B f(x)=

x mx—2

Fiz) _mx+2
-1

10.22. Oblicz wspdlezymniki @, b, ¢ wielomianu W'(x)=x"+ax” + bx+ ¢, wiedzac,
ze W(l)=2 W' (-1})=31wW'(1)="7.

Funkcja ztozona i jej pochodna
Przypomnijmy
Jezeli f(x)=3-2xto: f(l-x)=3-2-(1-x)=2x+1
f(F —4x)=3-2-(x" —4x} =—2x" + 8x+3.

Cwiczenie 20. Funkeja fokreslonajest wzorem f(x)=x” + 2. Napisz wzor funkcii g, gdy:
a) glx}=f(x+1) b)Y g(x)=F(3-5x) © g(x}= f(x2 — 1].
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Q Definicja

Jezeli f: A—> B 1 g:8B— C, toistnieje funkcja h: 4 — C okreslona wzorem
p(x)=(g°f)(x}=g( f(x)) zwana zlozeniem funkcji z funkcja g

2T oy

A A
| |
| |
| |
| I
: I

h —ztozenie funkcji fi g

plx)=g(f(x))

f=funkcia wewnetrzne g —funkcja zewnetrzing

Przykltady wzorow funkceji zlozonych:

p(x)=(x*+3, edzie g(x)=1’,  gdy u=f(x)=x>+3
p(x)=(2x+1Y -3 gdzie g(x)=1>—3 gdy u=f(x)=2x+1
p(x)=v>—4, edzie g(x)=vu,  gdy u=f(x)=x"—4.

Cwiczenie 21, Okredl wzdr funkcji zewnetrznej gi funkceji wewnetrznej £ gdy
p(x)=g(f(x)) oraz
a) p(x}:(l—xf, b) plx)=~x+3, c) p(x):4—(2x—1)3.

Uwaga
Ztozeme funkcji cigglych jest funkcig ciggla.

Uzasadnienie

lim f(x)=f(x;) oraz lim g(f(x,)}=g(f (%)} ig(f(%))=p(n).

e

wiec  lim p(x):p(xo).

X =g

rPrzykI'ad 14. Sprawdz, czy g(f(x))=f(g(x)} gdy:
a) f(x}:xz—l i g(x}:Ex—i-l, b) f(x):v'x2+1 ig(x):xz.
Rozwiazanie
) g(f(x))=g(x® -1}=2-( -1}+1=2x"-1

7(e ()= 72+ H=(ar- |)2-1:4x2+4x}:’ 8/ ()= 7(5(2)
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fixi=sldr +1)=(« g
g( ] g( ) ( ) — g(f(x}]¢f(g(x)]

Pat)= s ()=l 1= |

Cwiczenie 22, Sprawd?, czy g( f(x))= f(g(x}}, gdy:
a) f(x}=2x2 i g(x}=4—x, b) f(x)z\flrz—k?» ig(x}zx.

Twierdzenie o pochodnej funkgji zlozonej

Jezeli w funkeji zlozonej g f funkcja fma pochodna f'(x} w punkcie x i funkcja
gmapochodna g'(u} wpurkcie u = £ (x), to funkcja zlozona g f ma w punkcie
x pochodng [g- f(x}] (x) taka, ze [g(f(t))] =g'(f(x)) f'(x).

Pochodna funkcji ;ioionej jest rowna iloczynowi pochodnej funkcji zewnetrinej
i pochodnej funicji wewnetrinej.

Z (zalolenie):

= f'(x), gdzie A to przyrost argumentu x

- —

me(erh)—f(x_]
h

— 0

limg(“k;_g(u) = ¢'(u), gdzie u=f(x)ik=F(x+h)—7F(x}.

k=0

T (teza): [g (f(x))j =g’(f(x}) (%)
Szkic dowedu:
g(f(x))=g(u) wiee

g(f(x+h))-2(f(x)} g(u+k)-g(x)

h h
s/ (1) -/ (3) et B)-5() sty v on
h h réwnasct przez 1= -
g(fG+h))-g(f(x)} g(u+tk)-g(u) &
h i h
g(f(x+h))-g(f(x)}) glu+k)-g(u) fx+h)}-f(x)
h k h

Jezeli h— 0, to réwniez k — 0, wiec [g(f(x})j =g'(f(x))-f'(x) enmn
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1 Aby obliczy¢ pochodng funkcji zlozonej, najpierw ustalamy wzor funkcji zewnetrznej,
:z a nastepnie wzor funkeji wewnetrznej. Po okresleniu tych funkeji stosujemy wzdr na po-
chodna funkcji zlozonej. Pokazemy to na przykiadach.

rPrzykI'ad 15. Oblicz pochodng funkcji £ gdy:
a) f(x}= (4x2 —x)z, b) f(x)= (5x2 —2x—4]3, & fla)= NxP+2.

Rozwiazanie
Zakladamy, ze f=geh czyli f(x)=g(h(x}}, wiec

f(x)=g(h(x}}] =g (h(x)) K (x)
Zatem f (x}=g'(u)-H(x}=g (u}-u, gdy u=h(x).
a) Pochodng funkeji f(x}= (4x2 L x]2 mozna obliczy¢ na dwa sposoby.

I sposob
Przeksztalcamy wzor funkeji f'tak, by
nie stosowac wzorll na pochodng funk-

I sposob |
|
U |
f'(x):[(uf] = 2.u-u, gdzie : cji ztozone;.
|
|
|
|

Flx)=(42® - x)

f(x}: (4x2 —x]2 =16x" - 8x* + x*
f’{x):(léf — 8’ +x2]f =
=4.16%° —3-8x* + 2x =
= 64x” — 24x% + 2x.

w=4x> —x,

!

f’(x)zg.(4x2 —x)-(-’ilxz—x] =

=2-(4x" —x}-(8x—1)

b) f(x)=(5x*~2x—4Y, gdzie u=5x"~2x—4

f’(X)=[(zf)3]l = 3u° -u’=3(5x2 —2x—4]2 -(5x2 _gx_4]1 —

—3(5x% —2x—4) -(l0x—2)

c) f(l}=4£t2 gdzie u=x"+2

7 )= () = g =y g (7 42)-
Odp.: a) f'(x}=2x(4x—1)(8x—1), b) f'(x}=6(5x—1)(5x

Q ) fr(x):m J

2
—2x—4],
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Cwiczenie 23. Oblicz pochodna funkcii £, gdy: R

a) f(x)=(3+x2), b) f(x)=(42 -x+1), © f(x)=v227 +1.

E Odpowiedz | do ¢wiczen
| 20.a) glx)=x*+2x+3, b) g(x)=25x"—30x+11, o glx)=x"-2x*+3.

| 219) glx)=u’, gdy u=1-x, B) g(x)=, gdy u=x+3 i x+3>0, O g(x)=4-« gdy u=2x—1
2x

N

: 32 a)Nie b)tak 23, 3) f'(x)=4x(x2+3), b) f'(x)=3(4x2 —x+1)2~(8x—1), O fi(x)=

Zadania utrwalajagce

10.23. Okresl wzoér funkcji zewngtrznej g i funkeji wewnetrznej A, gdy f(x)=g(h(x})

oraz:
a) £(x)=(3x—4), b) f(x)= (2" —dx+1),
C) f(x):\}4x2+l, d) f(x}:\o‘axz—ﬁerl,
0 f{x):[%], b 7()-({7 1)
10.24. Utworz wzory funkejii 1 g(f(x)) 2 f(g(x})) gdy:
a) f(x):xg+2): i g(x)=4x—5 b) f(x):x—3x2 ig(x)=3x+2,
C) f(x):-dx2+2 ig(x):x2+2, d) f(x}:\fx2+x+1 ig(x}=4x-3,
e) f(x):i i g(x):xz, 1) f(x):xx—_zll g(x):x+1.

10.25. Oblicz pochodng funkcji £, gdy:
a) f(x)=(2x—5), b) f(x)=(3—4x), &) f{x)=(3x+7),
d) £(x)=(22 —4x+1}, @ F(x)=(4 +3x-4), D flx)=(62+27) .

10.26. Oblicz pochodna funkcji £, gdy:
a) f(x)=(2x-5)" b) f(x)=(3x+2)" o fx)=(x*+3),
d) f(x)=(5 —zf]‘l, ; +1 ™

: 3 7
: h xd= 5 =
3—2x D7) (x+1} (2_x2] R

e) f(x)z

g) f(x)=
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Q 10.27. Oblicz pochodng funkeji £ gdy:

2) f (x)=(2x-1)5 by £ (x)=(6—x)a

0 1()=(+-2): D 7()=(4-2)"

&) f(x)=E—3, 0 f(x)=3+3.
10.28. Oblicz pochodna funkeji £, gdy:

a) f(x)=(x*+x-1}, b) f(x)=x—6x,

c) f(ﬂ=ﬁ, d) f(x){%—lj,

5
»

e) f(x):(x4—2x2+3) f) f(x):(l+x)2-(x—2}3.

10.29. Rozwiaz rownanie f'(x}=0, gdy:

a) f(x}: (3x—1}4, b) f(x}: (x2 —Tx+ 6]m, C) f(x} = (x2 —4x+5]7.
— 2x° +1
10.30. Wykaz, ze f'(x)= cedy Flx)=x-x*+1.
oI b= o = il
Zastosowanie interpretacji geometrycznej i fizycznej pochodnej
funkgji
Przypomnijmy
Jeshi funkcja f ma pochodna w punkcie x, y A /ag"fb
to wykres funkcji fma w punkeie (x,, f(x,)) 7(x%) f?<y = Fi(¥)
st ktorej Olezymnik kierunk jest l
’ycznaf, ! drej wspolczy erunkowy je J | .
rowny 1 (x, ) L 0 x, x
Rownanie stycznej do wykresu funkeji f
w punkcie (xo, iz, }) ma postaé a=tgo=f(x)
9= £ ()= £ ()= ,) ezl y—sa—alx-x) g

. F—(x,, ¥y ) puniz stycznodei
Q = (ID )(}C —Xg ) Tl (xtl ) a — [ x) ) wspdlczynnik kienmbkowy styczne)
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r Przyktad 16. Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkeji okredlonej wzorem f (x} = e R
X
w punkcie P o odciete] x, =2 1 podaj miare kata, jaki tworzy ta styczna z osig x.
Rozwiazanie D, =R\ {0}

¢ no=flm)=f(2)=3=2 eapli P=(2,2)

° f:(x}:[i]r :_i2, gdzie xER\{G},

o tga=-1 wiec a=135°,

y—2=—1-(x—2), wiec y=—x+4.

Cwiczenie 24. Napisz rownanie stycznej do wykresu fankcji fw punkcie P o odcietej x,,

gly: ) £ (x) = —3x+L =0, b) F(x)=—2

X
x—2

=L

rPrzyHad 17. Prostaoréwnaniu y =x—2 jest styczna w punkcie P do wykresu funkejif
okreslonej wzorem f (x}=2x" —3x. Oblicz wspohzedne punktu P=(x,, y, ).

Rozwiazanie
y=x—2 wiec a=1, skad f'(x,}=1

Fi(x)=(22"=3x) =4x-3.
4x-3=1, skad x, =1, wiec y, = f(1}=—1
Odp.: P=(1,-1). J

a—wspdlczynnik kierunkowy
prostef ¥ —x—2.

f'(xa) -1

Cwiczenie 25. Prosta / jest styczna w punkcie P do wykresu funkcji £, Oblicz wspdl-
rzedne punktu P, gdy:
a) [:5x+y=01 f(x)=4x"-5x, b) :6x+y+9=01i f(x)=6-3x"

Cwiczenie 26, Sprawdz, czy do wykresu funkciji fistnieje styczna o wspotczynniku
kierunkowym «. Jezeli stycznaistnieje, to napisz jej rownarie.
2

a) f(x}:xj—Zx—S, a=1 b) f(x)=4x+2 a=-1 Q



R
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Cwiczenie 27. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=2x"+3x. Napisz réwnanie
styczne] do wykresu funkcji f

a) rownoleglej do proste) o rownamu 7x—y+7=10,

b) prostopadiej do prostej o réwnaniu x—5y+12 =0.

r_Przykiad 18. Uzasadnij, Ze prosta / o réwnaniu 5x— y—9=0 jest styczna do wykresu
funkcji / okreslonej wzorem f(x)=x"—2x"+x-1
Rozwiazanie
Sx—y-9=0, wiec y=5x-9.
Uzasadnic, ze prosta o rownaniu y=35x—9 jest styczna do
wykresu funkcii f; tzn. wykazac, ze:
1 istnieje taki punkt P=(x,, y,} nalezacy do wykresu
funkeji £, ze f(x,)=5 yy=5{x)

2 punkt P lezy na prostej / o rownaniu 5x—y—9=10.

Ad 1 f’(x}:(f—2x2+x—l]r:3x2—4x+l
F(x)=5 wigc 3 —4xt1=5
3x? —4x—4=0 A_64E_8 |

2 3 2y 2V 2
Wy wee S [ﬂ(ﬂ ‘z'f‘ﬂ 3"

Zatem B :[—g ?T}

>

37 27
x,=2 wigc f(2)=2"-2:22+2-1 il I
zatem B =(2,1). | Ji4 |
Ad 2 a:(—g,—ﬂj i 5-[—3]+E—9¢0, wige Bel, Sx—p-9-0
37 27 3) 27

B=(2,1} i 52-1-9=0, zatem P, €/.
Prosta o réwnaniu 5x—y—9=0 jest styczna do wykresu funkcji fw punkcie P,.

C.H. HJ

Cwiczenie 28. Uzasadnij, ze prosta /o rtéwnaniu 10x— y+9 =0 jest styczna do wykresu
funkeji f okreslonej wzorem f(x)=4x> —2x+1.
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Uwaga

Ozmaczenia:
s S(t" + AI) _ S(t") t—czasi £ 20, 5—droga, v —predkosé,

droga przebyta w przedziale czasu A¢ | a —przyspieszenie, s— s(f) —réwnanie drogi

- _Ez S(tn +At)—s(fu) v(t) = S'(l‘) "(In)zsf(tu)

sr
At At
srednia predko$¢ w przedziale czasu A funkcja predkosci predkosé w chwili
_.&v_v(fu+.&t)—v(tu) ,
m At a(0)=v'(0) a(t)=v'(1)
. A - : - . . . przyspieszenie
Srednie przy Sllf:szﬂf w przedziale | funkcja przyspieszenia wohrh &

rPrzykiad 19. Przy swobodnym spadaniu ciala, bez uwzglednienia oporu powietrza,
réwnanie drogi s, jaka pokonuje ciato, opisuje wzor s(¢ )= %grz, gdzie g=9,8 IE;.
5

a) Napisz wzor opisujacy predkosc v.

b) Oblicz predkos¢ ciala w chwili ¢, =100 s.

¢) Napisz wzor opisujacy przyspieszenie ai oblicz przyspieszenie w chwili 1, =100s.
Rozwiazanie

, . 1,y 1 ,
a) v(f}zs (r) wiec v(r):[;gﬁj :;-g-(rg] =gt

b) #,=100s, wiec v(100}=g-100=100g, czyli v(lUG)HQSI%,

¢} al(t)=v'(z), wiec a(r)z(gr)f =g -(r)' =g,
2(100)= g, wiec a(100}~9,81 =
s

Odp.: ay v(r)=gt, b) v(100}=981°", ¢) a(f)=g. a(100)~9,812.
S 8

Cwiczenie 29. Fragment paraboli przedstawionej na wykresie <A

okresla zaleznosc drogi s wyrazone] w metrach od czasu ¢ . e i

poruszajacego sie ciala. /

a) Oblicz predkosc poruszajgcego sie clala w pierwszych A - / L 2
dwoch sekundach ruchu. T 7 s(t)= 5

b) Oblicz predkosc poruszajacego sie ciala w chwili £, =2. sl L]

¢) Oblicz predkos¢ poruszajacego si¢ ciala od drgiej do 1+ / T
czwarte] sekundy ruchu. 0 12 4 l,_)[;]

d) Oblicz predkosc poruszajacego sig ciala w chwili 7, =3.
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Q rPrzykiad 20. Droga s przebyta przez wyrzucony pionowo do gory kamien okreglona
2
jest wzorem s(t)= 203‘—%, gdzie g~ IOE;.
s
a) Wyznacz wzor funkceji predkosci v1 przyspieszenia a.
b) Oblicz predkosé, z jaka poruszal sie kamien w chwili ¢, gdy: #,=1 £ =2, t,=3.
¢) Oblicz, na jaka wysokos¢ wyrzucono kamieni i podaj, po ilu sekundach kamien za-
cznie spadac.
d) Oblicz, po ilu sekundach kamien spadnie na ziemie.

Rozwiazanie s(¢)= 20:—— i g10° 7 wiec s(r)=20t—5¢
a) v(t)=s(t)= ( 2]!, czyli v(r) 20-10¢,
a(t)=v'(r)=(20-10¢), czyli a(¢)=-10

by 1, =1 wiec v(1}=20-10-1=10,
1, =2, wigc v(2)=20-10-2=0,
t, =3, wiee v(3)=20-10-3=—10.

¢) Funkcja s(¢)=—5¢ + 20t ma najwigksza wartos¢ rowna 20 R e
(wysoko$¢, na jaka wyrzucono kamien), gdy 1 =2. o % - ﬁ
Kamien zacznie spada¢ po uptywie 2 sekund.
s(t}=01t>0, wiec —5t>+20¢=0, skad + =4.

Kamier spadnie na ziemi¢ po uplywie 4 sekund. J

Cwiczenie 30. Droga s (w metrach) przebyta przez pojazd w czasie # (w sekundach)
okreslona jest wzorem s(¢)=1" — 6.

a) Wyznacz wzor funkeji predkosci v 1 przyspieszenia .

b) Oblicz predkos¢ poruszajacego sie pojazdu wchwili 1, gdy: #,=1 #,=3, {,=10.
¢) Kiedy predkosc poruszajgcego sie pojazdu bedzie rowna 0?

Odpowiedzi do cwiczen
24, 2) y—-3x+1, b) y—3x+2. 25.a) P—(0,0), b) P—(L3). 26.a)Tak, y—x—14, b)niec.

27.a) y—Tx—2, b) y——5r—8.  29. a) %—13, gdzie As—s(2)—s(0), b) v(2)—5'(2)-22,
i 8 8

A . '
c) &—j—3?, gdzie As—s(4)-5(2), d) v(3]—3(3}_3?_

Q 30. ) v(r)—s'(r)—2t—6, a(t)—v'(1)—2, b) v(1)——=4, v(3)-0, v(10)—14, ©) t5=3.
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Zadania utrwalajgce

10.31. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji f'w punkcie (x,:,, 7 (xo)), gdy:

a) f(x)=—4x+31ix,=-4 b) f(x}=6x—3x" 1 x, =0,

C) f(x):x3—3xix0:l, d) f(x}:x2—5x+lix0:5,
. 2% .

€) f(x)zxizlxozl, t)f(x)=x2—f11xo=2-

10.32. Sprawdz, czy istnieje styczna o wspolczynniku kiermmnkowym «a do wykresu funkcii £
Jesli styczna istnieje, to napisz jej rownanie.

a) f(x)=4-3x a=-3, b) f(x}:xz—erZ, a=0,
C) f(x):% a=-2, d) f(x):%f—%xz, a:—%.

10.33. Napisz rownanie styczne] do wykresu funkeji £, kidra jest rownolegla do proste) /,
gdy:
a) f(x)=—x"+xil:y=3x-2 b) f(x)=9—x"1i1:27x+y=0,

Q) f(x)=-5x"+3x+8il:x—y+17=0

d) f(x):i 11:2x+y+4=0

10.34. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkceji £ ktora jest prostopadta do prostej /,
gdy:
a) f(x)=4x"43 i l:y=x b) f(x)=4x"-2x+1 i I:y=-01x—4

Q) f(x)=x"-2x i L:x+y+2=0, d) f(x)=E il:x—2y+8=0.
X

10.35. Uzasadnij, ze prosta / jest styczna do wykresu funkcji £ gdy:
a) [1y=12x+12 i f(x)=2x"-3x"+5
3x—1 x -1

b) l:y=Tx+3 i f(x)= e Ql:y=2x-11i f(x):(erl)z.

10.36. Napisz rownania stycznych do wykreséw funkeii f1 g w ich punkcie przeciecia, gdy:
a) f(x)=x2+4x+8 1 g(x)=x2+8x+4,

b) f(x):x3 i g(x):j;—g, c) f(x):x4 1 g(x}:—i.
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R 10.37. Do wykresu furkcji f okreslonej wzorem f(x)= %xa + x>+ px+ ¢ nalezy punkt
M = [—1, - %) Styczna do wykresu funkcji f w punkcie M jest nachylona do osi x pod
katem 135°. Oblicz wspolczynniki p i g.

10.38. Wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x)=x"+kx—2 jest styczny do osi x.
Oblicz wartosc k.

10.39. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x styczna do wykresu funkcji fokreslone;
D | wzorem:

a) f(x}=x"+2x-12 tworzy z osig x kat ostry,

b) f(x})=10—x—x" tworzy z osigx kat rozwarty,

sy

ey f(x)= (x3 + x]s tworzy z osig x kat o e <(}; %)

10.40. Prosta o réwnamiu y=kx przecina parabole o rownaniu y = %xz —% w dwoch
D | -
punktach 4 1 B. Wykaz, ze styczne do tej paraboli w punktach A4 1 B s prostopadte.

10.41. Droga s, jakq porusza sie w czasie ¢ ruchem jednostajnym punkt materialny, okreslona
jest wzorem s(#}=5¢+ 3. Oblicz predkos¢ tego punktu w chwili 7, gdy:
a) 1, =0, b) 1,=1 c) 1, =10, d) 1, jest dowolng chwilg.

10.42. Pewne cialo porusza sie w czasie ¢ po drodze s z predkoscia v i przyspieszeniem a.
Napisz wzor opisujacy: 1 predkosc v, 2 przyspieszenie a, gdy:
a) s(t)=40¢—5¢% b) s(z}=30¢+2¢7, c) s(t)=100:—7.

10.43. Pewne cialo porusza si¢ w czasie { Z predkoscia v po drodze s okreslonej wzorem
s(t}=2¢ —3r. Oblicz:
a) srednig predkosc poruszajacego sie ciala, gdy t (2; 2,5),
b) predkosc w chwili ¢, =2,

¢) predkos¢ w chwili, w ktorej to cialo zmienia kierunek ruchn.
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10.44. Pewne cialo porusza sie w czasie ¢ po linii prostej z predkoscia v [E} tak, ze jego Q
s
odlegtos¢ od punktu poczatkowego po ¢ sekundach okreslona jest wzorem:
a) s(r)zéﬁ—zﬁﬂ, b) s(t)=5¢ -3¢ +2t—4.

Napisz wzor opisujacy predkosc v tego ciala w dowolnej chwili £1 oblicz jej wartosc
w chwili ¢, oraz odleglosc tego ciata od punktu poczatkowego gdy:

1 IDZO_. 2’ ID:??, 3 ID:5

Zwigzek pochodnej z monotonicznoscig funkgji

Wprowadzajac iloraz rozmcowy, wskazalismy na jego role w badaniu monotonicznosci
funke;ji.

Przypomnijmy

Af

o Jezeli funkcja f jest rosngca w przedziale (a; b), to e > 0.
X
o | | Af
e Jezeli funkcja f jest malejaca w przedziale (g &), to e <0.
x

Efektywniejszym narzedziem do okreslama, czy funkcja w danym przedziale jest rosngca
czy malejgca, jest pochodna funkcji. Pokazemy to na przykiadach.

rPrzykiad 21. Na rysunku przedstawiony jest wykres yA
fonkeji f(x)=x"+1 . 1] } y=F(%)
a) Okresl dziedzine i monotonicznos¢ funkeji £ T I S
b) Wyznacz pochodna funkcji £ 1 naszkicuj jej wykres. L] _/ |
¢) Okreél znak pochodnej f' wzbiorze R. /:_ ¥ >
Rozwiazanie / N
a) D,=R Funkcjaf jest rosngca w zbiorze R. o YA _
by F(x}=3x" i
(o} y=7"(x)
¢) Z wykresu funkcji ' odeczytujemy, ze i
F(x}=0 gdy x=R. | [ lol Y | | % J
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Cwiczenie 31. Funkcja f okreslonajest wzorem f(x)=—3x+2.
a) Okresl dziedzine i monotonicznos¢ funkeji £

b) Wyznacz pochodng f* funkcji £ i narysuj jej wykres.

¢) Okresl znak pochodnej f* w zbiorze R.

Twierdzenie o pochodnej funkgji rosnacej

Jezeli funkcja £, okreslona i rézniczkowalna w przedziale (a; b), jest wtym
przedziale rosnaca, to jej pochodna ' wkazdym punkeie przedziatu (a; b)
przyjmuje wartosci nieujemne ( f”(x) > 0).

Z (zaloienie): Dla kazdego x (@, b) istnieje pochodna ¢ | T (feza):

oraz funkcja fjest rosngca w przedziale (a; b) : F(x}20, gdy xe(a b)

Dowéd. 7 zalozema funkcja fjest rosngca w przedziale (a; b]. Dla kazdego argumentu x

oraz h, takiego ze x € (a; b) oraz x+he (a; b), iloraz réznicowy f(“h})l_f(x) >0,
zatem ;in%ftx+}2_f(x) 20, czyli f/(x}=z0 C.ILIL
=¥

Twierdzenie o pochodnej funkcji malejace)

Tezeli funkcja f; okreslona i rézniczkowalna w przedziale (a; b), jest wtym
przedziale malejaca, to jej pochodna f* w kazdym punkcie przedzialu (a; b)
przyjmuje wartosci rniedodatnie ( f'{x) < 0).

Cwiczenie 32. Narysunku przedstawione sa wzory 1 fragmenty wykreséw funkeiji £ (kolor
zielony) i f'(kolor czerwony). Podaj przedzialy argumentéw x, dla kiérych:

e f'(x)=0 i okresl rodzaj monotonicznosci funkcji fw tych przedziatach,

o f'(x)<0 i okresl rodzaj monotonicznosci funkeji f'w tych przedziatach.

a) f(x):xz—B, b) f(x}:—x3+], C) f(x}:Z.
YA yA FA
| / . v e
| 1
»

uy

| 1 | N
0™ | >
1 * 0 x
y=F1{x) /yf() . f’“ \ ] T T T el ®
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Twierdzenie o pochodnej funkeji monotonicznej Q
Jezeli funkcja f jest okreslona i 16zniczkowalna w przedziale (@ b} oraz jej

pochodna jest w kazdym punkcie tego przedzialu dodatnia (ujemna), z wyjatkiem

co najwyzej skonczonej liczby punktéw, w ktorych przyjmuje wartosc zero,

to funkcja f w przedziale (o b} jest funkcja rosnaca (malejaca).

rPrzykiad 22, Na rysunku prosta jest wykresem funkcji 7,

pochodnej pewnej funkeji £

a) Podaj przedzialy, w ktorych funkcja f jest rosnaca oraz prze-
dzialy, w ktorych funkcja f jest malejaca. Wynik przedstaw
w tabeli przebiegu zmiennosci funkeji.

b) Podaj trzy przyklady wykresow, ktdre mogg by¢ wykresami
funkeji f.

Rozwiazanie

a) Analizujac wykres pochodnej f funkcji, zauwazamy, Ze:
o f(x}>0 gdy xe(=2;+o0}, wiec funkcjaf

jest rosnaca w przedziale (—2;+ o0},

x |(—o=2) 2 [(-2;+)
f(x) - 0 9
o f'(x}<0, gdy xe(—o0;—2), wiec funkcja f 0| ~—a [F2)| —
jest malejaca w przedziale (—oo; —2}.
b) ¥ A Ay

1,
P—ext+0x
e e
y_lx2+2x+3 . f ' >
2 lf('—Z) ! V‘ I L x
T L1 7t2)

1%

YA
Fei Cwiczenie 33. Na rysunku prosta jest wykresem funkeji £/, EEERN
- pochodnej pewnej funkcji f HEREEERE:
a) Okresl monotonicznosé funkcji f'w zbiorze R. [T [ PETS
b) Narysuj w zeszycie trzy przyklady wykresow, ktore moga
by¢ wykresami funkcii f.

Przy okreslaniu monotonicznosci funkeji korzystamy z rozniczkowego kryterium badania
monotoniczno$ci funkcji, ktore jest szczegolnym przypadkiem poprzedniego twierdzema. Q
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Twierdzenie o pochodnej funkeji monotonicznej

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w przedziale (a; b} oraz dla kazdego
arguimentu x e (a; b

o f'(x)=0 to funkcjaf jest stala w pizedziale (& b),

o f'(x)>0, to funkcjaf jest rosnaca w przedziale (a b),

o f'(x)<0 to funkcjaf jest malejaca w przedziale (g b).

rPrzykfad 23. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji £ gdy:
a) f(x)=x+3x"-1 b) f(x})=—x"+9x"-27x.
Rozwiazanie
Funkcja f* jest wielomianem trzeciego stopmnia, wigc D, = R.
a) 1° Wyznaczamy pochodng (i okreslamy jej dziedzing D .
F(x)=(2* +32° 1) =32> +6x czyli
f(x}=3x"+6x, D.=R.
2° Wyznaczamy zbiory argumentow, dla ktorych
#1(x)>0 omz f'(x)<0. J’Zﬁf@
F(x)>0 < 3 +6x>0 < xe(—oo—2)u(0;+x), 44 _Kl_ _};T/_l_ r
=2 0 x

F(x)1<0 < 3x°+6x<0 < xe(-2;0).

3° Okreslamy przedzialy monotonicznosci funkcii £ Strzatki wskazujg prze-
f’(x} >0, gdy x e (—co; - 2) 3 ((}; +oo}, wiec funkcja f dzialy monotonicznoci
Junkgji f.

jest rosnaca w katdym z przedziatow (—oo;—2} (0:+o0})

F(x} <0, gdy xe(-2;0), wiec funkcja fjest malejaca w przedziale (—2; 0).

b) 1° f'(x)=(~x*+9x% - 27x) = 32" + 1827, czyli yT F=F s
f(x)=-3(x"—6x+9)=—3(x-3), D.=R. =

2° F'(x)<0,gdy xeR\{3} i F'(x)=0, gdy x=3.
3° f'(x) <0, gdy x < R, wiec funkcja fjest malejaca w przedziale (—oo; + 20}, bo

o

o
TN

w tym przedziale pochodna f'tylko raz przyjmuje warto$¢ réwna 0.

Odp.: Funkcja f jest: a) rosnaca w kazdym z przedzialéw (—oo;—2}), (0;+o0);
malejgca w przedziale (—2;0), b) malejgca w zbiorze R. J
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Cwiczenie 34, Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkciji f okreslonej wzorem: R
a) f(x)= —2x" —6x°+3, b) f ()= x° —3x" +3x.

Cwiozenie 35. Wykaz, ze funkcja okreflona wzorem f(x}=x"+3x+6 jest rosnaca
w swoje] dziedzinie.

rPrzyld'ad 24, Wyznacz pizedzialy monotonicznosci funkcji f° okreslonej wzorem

1
f(x):x+f1.

Rozwiazanie
D, =R\ {1}
1° Obliczamy pochodng f” funkcji f1 okreslamy jej dziedzine D .

!

7=+ -

x—1

I S

(1Y (-1
(x=1-1_ -2
(x - 1)2 (x - 1)2,

Dy=D =R\{1}

2° Zauwazamy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x e R\ {1} .J"T : :Jj_f —2x
wyrazenie (x— 1}2 przyjmuje tylko wartosci dodatnie, wiee  + +‘|:-L —i;'"-l- a
¥ ; Z 1 - 0 ‘-‘i-l'" :2 X
znak pochodnej zalezy tylko od znaku licznika - . T >
: _ 3 o 0 Py 0
Fiix)=0 & s (z-1) o | & xe (- 0)u(2; 40},
-+
xeRY {1} :
; : ) < () . < ()
f’(x)<0 = (x—l) = i = xE(O;l)u(l_;Z}.
-
xe R\ {1}
Odp.: Funkcja £ jest rosngca w kazdym z przedzialow (—oo; 0), (2;+00), a malejaca
w kazdym z przedziatéw (0; 1}, (1;2). J
wiczenie 36, Wyznacz przedziaty monotonicznogci funkeji £ gdy f(x)=

1+ x*
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Odpowiedzi do ¢wiczen

b) rosnaca w zbiorze R.

wspélezynnik kierunkowy jest réwny —2.

31.a) D = R, funkeja f jest malejgea w zbiorze R, b) £ (x)—-3, ¢ f'(x)=0.

32.a) f'(x)=0,gdy x =0, funkeja jest rosnaca w przedziale (0; +oo); F(x) <0, gdy x <0, funkeja jest
malejaca w przedziale (—o; D}, b) F(x)=0, gdy x=0, f(x}<0, gdy x € R, funkeja jest malejaca
wzbiorze R, ¢ f'(x)—0,gdy x e R, funkcja jest stala w zbiorze R.

33. a) Funkeja fjest malejaca w zbiorze R, b) mozliwym wykresem funkeji /jest kaida prosta, ktérej
34. Funkeja [ jest: a) rosngea w przedziale (—2; 0}, malejaea w kazdym z przedzialéw (—oo; —2), (0;+e0),

36. Funkcja fjest: rosngea w przedziale (—1;1), malejgea w kazdym z przedziatéw (—oo;—1), (L +m).

Zadania utrwalajace

10.45. Ponizej przedstawiony jest wzdr funkcji £1 fragment jej wykresu. Okresl przedzialy
monotonicznosci funkeji £

a) f(x}=—x+2

VA
g ES ]
"i\

o[ 1N %

10.46. Parabola przedstawionana rysunku jest wykresem

pochodnej funkeji £

by f/(x)=x>—5x+4,

1=/)

¢) f'(x)=x"-2x>—5x+6.

YA

a) Podaj przedzialy monotonicznosci funkeii £

b) Ktory sposrod wykresow 1, 2., 3 moze by¢

wykresem funkcji ?

mEy L omal
> 1\
N EJE
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10.47. Na rysunku przedstawiono wykres fiunkcji £, ktora
jest pochodng funkcji £
a) Podaj przedzialy, w ktorych funkcja fjest rosnaca oraz
przedzialy, w ktorych funkcja fjest malejaca.

;J’ L Ji"(-i’f) |

b) Ktory sposrod wykresow 1 1 2 moze by¢ wykresem
funke;ji £7?
1 y A 2

N
J

10.48. W tabeli okreslone s3: znak i wartosci funkcji pochodnej f'. Podaj przedzialy mo-

notonicznosci funkcii f

a) x [(—o-3)| 3 | (-3 [1 [(L+eo)| Y | x [(—o0;0)| 0 [(0;2)]2 [(2+e0)
x| - ol + [o] - &+ ol - |o| +

O « [(==l) [1]L+) DI T(=o4) [a] (h+e0)
f'(x) - |0 - =+ o +

10.49. Przerysuj tabele do zeszytu i w miejsce [l wpisz znak 7 lub ™y, .

—  Naszkicuj wykres funkcji f.

By
==

x |4 (40} o] (0:4) |4 (410} |10
() DD
= |- I o [

10.50. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeiji £ gdy:

a) f(x)= B

c) f(x):x2

b) f(x):ixd'—

2

e
3

d) f(x)=x"—4x’ +4x> —24x45.

10.51. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcej £ gdy:

a) f(x)z

1-2)
2_
eV

C) f(x)z

29
1—x

=Y

7

d) f(x):x+2+l.

R
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Q 10.52, Wyznacz maksymalne przedzialy monotonicznosci funkeyi f; gdy:
a) f(x}:4x3—2x2—x+5, b) f(x):(x+1}2-(5—x},

c) f(x):eré, d) f(x):x4—4x3+4x2.

10.53. Okresl, dla jakich wartosci parametru s funkcja f okreslona wzorem:

a) f(x)= x° +mx® —mx+2 jest rosnaca w zbiorze liczb rzeczywistych,
b) f(x)=mx’+2x>+3mx—1 jest malejaca w zbiorze liczb reczywistych,
) f(x)=x"+3mx"+3x jest rosngca w zbiorze liczb rzeczywistych.

10.54. Wykaz, ze funkcja fokreslona wzorem:

Bl—a) f(x}=x"—12x wprzedziale (3;5) jest rosnaca,

b) f(x)=x"-2x" wprzedziale (-20; 10} jest malejaca,

€. f{z)= % w przedziale (3;+o0) jest malejaca.

10.55, Wykaz, ze funkcja fokreslona wzorem:

a) f(x)=1+x+x>+x" jest monotoniczna,

b) f(x}=1+x+x"+x"+x" nie jest monotoniczna.

Ekstrema lokalne funkgji

Omawiajgc wlasnogei funkeji kwadratowe), obliczalismy
najmniejsza (y,q, ) oraz najwieksza (y,, } jej wartosé
w przedziale domknietym {a; b).

Obecnie zajmiemy gi¢ tymi punktami charakteryzujacy-
mi wykres funkcji, w ktdrych funkcja z rosnacej przecho-
dzi w malejaca lub odwrotnie — z malejace] w rosnaca.
Przyjmujemy oznaczema:
Vi — Minimum lokalne funkcji
(ekstremum lokalne funkcji),

Yax —Maksimum lokalne funkcji
Q (ekstremum lokalne funkcji).
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Minimum lokalne y ;.

Maksimum lokalne p_

Bp—& X
k—,_\r,—i
ofoczenie X;

______ o
|
TR
b— & & »

£ N xte X

ofoczenie X

y=f(x)

xe(xo—s;xn)u(xu;x0+£) iz>0

oraz f(xp)< f(x) to yu, = f(x)

xe(xu—s;xo)u(xu;xo+£) ig>0

oraz f(.xq]]‘;-f(x}, to ym:f(xn)

Badanie wlasnosci pochodnej funkcji pozwala na wyznaczenie argumentow, dla ktdrych

funkcja moze miec ekstrema.

r Przyktad 25. Narysunku przedstawiono wykres L g g
funkcji £ Przeanalizuj ten wykres i podaj wartosci N T D B i
argumentu x, dla ktorego funkcja ma ekstrema |

lokalne, nazwij je 1 podaj ich wartosci.
Rozwiazanie
Funkcja fma dwa minima lokalne, tj.

Yinin :f(—2)=—5 1 Yo :f(?’}:l
oraz dwa rozne maksima lokalne

Yinax :f(_4):_1 1 Yroax :f(z}:?)

¥ A

r=F=)

an

n¥Y

Uwaga

¢ Funkcja moze miec¢ wiecej niz jedno minimum lokalne 1 wiecej mz jedno

maksimum lokalne.

e Wartos¢ minimum lokalnego funkcji moze by¢ wieksza od wartosci maksimum

lokalnego tej funkcii.

Cwiczenie 37. Naszkicuj przykladowy wykres funkeiji /spelniajacej warnnki:

e dziedzing funkcji fjest przedziat (-5;7),
e funkcja fma tizy ekstrema lokalne:
(D Y = F(3}=4,

() P =7 (4)=5,

() Y = S (0)=-3.
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Uwaga
Z istnienia ekstremum w punkcie x, nie wynikaistnienie pochodnej funkeji w tym
punkcie.
Funkcja fciagla, ale
Funkcja fnieciagla i nierozniczkowalna w punkcie x; nieroZniczkowalna
w punkcie x;
| |
Frin [+ f )_____+ f(xn b max
VN VAN T oy
Flx) - | | | : /\
I ; > I I
o\ I 0 \xl v % \F o/ =% VF
Funkcja nie
Vi =F (%) | maeksremum | Yuw=7(%) Vonase =1 (%)
! w punkcie x;. !

= Cwiczenie 38. Przerysuj wykres do zeszytu i w miejsce il wpisz znak:
'J'!:;,, 111b '!'!{,,P 11Jb 'J'J:,,

r=-3 =2 =106

\\H » /’} M _F_’,/ ] /

= (—13,' —8) | x e(—S; —3j_f xe (—3; 2) _ _x E(Z’ 6) —; 5 (6; 12)
f(x) o | f(x) O ||| 7 (x) O |\| /()Mo | 7(x) o
I yA

B _ow 6 \jz,i'

'T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
I
I
|
|
|
|
I

| I

|
|
I
I
:
|
|
|
|
|
a) Czy funkcja fw punkcie x, =—8 jest rozniczkowalna?

b) Czy funkcja fw punkcie x, =—8 ma maksimum lokalne?

W dalszych rozwazaniach skoncentrujemy sie na zagadnieniach dotyczgcych funkcji roz-
Q niczkowalnych (a wigc rowniez ciaglych).
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Zwiazek pochodnej z ekstremum funkcji
Warunek konieczny istnienia ekstremum funkeji rézniczkowalnej
Jezeli funkcja fjest rozniczkowalna w punkcie x; € D, i ma w tym punkcie
ekstremum, to f '(xu) = 0.

Funkcja f'nie ma ekstre- | Funkcja f'ma dwa ekstre- | Funkcja f nie ma ekstre-
mow i rownanie f'(x)=0
nie ma rozwigzamna.

mow, arowname f'(x)=0
ma jedno rozwigzarie.

ma i rownanie f'{x}=0
ma dwa rozwiazania.

f(x):%f -

VA

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| THSE
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

f(x)=0 —bl'akrozwiqzarlia|f’(x)=0, gdy x, =-2, x,=2 S (x)=0gdy x,=1

Uwaga
Jezeli f'(x,)=0, to punkt x, nazywa si¢ punktem stacjonarnym.
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Q Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkeji rozniczkowalnej
Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w przedziale (a; &) oraz gdy:
® xe(a;xo)if’(x)‘:;ﬂ, | xe(a;xﬂ)if’(x)<0,
o xe(x;b}i fi(x)<0, Lo xe(x,:b)i f'(x)>0,
to funkcja fma maksimum w punkcie x,. | (o funkcja fma minimum w punkcie x;.
yp Y=1"x) y=f'(x)
K L
: e £+ 4

ny

I
. minimum
maksimumit

£(x) AL

|
|
|
ot =N | -
a |U &N x | MV;;D b
|

Cwiczenie 39, Narysunku przedstawiony jest wykres

ik

funkeji £ Naszkicu) w zeszycie przykladowy wykres
funkcji, kiora jest pochodna funkeji £

y A
- . . _ _ | gl _ 'Jf"zf’(x)
. Guiozenie 40. Narysuskuprzedstawiony jest wylkres | /,\{7
" funkeji ", ktéra jest pochodna funkeji . Naszkicn FOmES Y
w zeszycie przykladowy wykres funkeji £ - / - j\

rPrzykiad 26. Wyznacz ekstrema funkcji fokredlonej wzorem f(x)=x"—2x"+x—5.
Rozwiazanie
1° D, = R.Funkcja fjest wielomianem, wiec jest rozniczkowalna w zbiorze R.
2° Obliczamy pochodna [ okreslamy jej dziedzine D - 1miejsca zerowe.
f(x)= (x3 s —l—J'c—S]I =3x" —4x+1, D.=R,
f'(x)=0, gdy 3x*—4x+1=0, skad x:% lub x=1

Q Funkcja fmoze miec¢ ekstrema lokalne w punktach o odcietych x, = % x, =1
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3° Okreslamy znak pochodnej w jej dziedzinie. y= P
f’(x)>0 & 3t dx+1x0 = YA Tt

1 I: + 4+ :——_:++}

o —m,g u(,+m)> 0\ %;\/;1 >

f’(x}{@ & 3t _dx1l<0 & xe[%;lj' /;L};\\A Iu;,ﬂ

4° Sprawdzamy warunek wystarczajacy istmenia ekstremum w punkcie
1
L x 25 oraz w punkcie 2 x, =1 1jesl ekstremum istnieje,

to okreslamy jego rodzaj, a nastepnie obliczamy jego waitosc.

1 !
1 xe [—m; 5} to f'(x)>0 W punkcie x, =% Simkcja f L%,
1 X

I maksimim

I , 23 3
xe[g,l}tof(x}<0 f[g]‘“4§ e

max
1 ,
2 xe[;l)tof(x}<0
W punkcie x, =1 funkcja f — A
ma minimum (1) =-5. /1 ’x
xe(li4+oo)to f/(x}>0 it
~aY

Odp.: Yy =f[%]=—4% Vuin = F (1)=-5. y

Cwiczenie 41, Wyznacz ekstrema funkcji okreslonej wzorem f (x}=x* —8x",

2

Przyktad 27. Wyznacz ekstrema funkcji okreflonej wzorem f (x)= 5 X -
L=

Wyniki przedstaw, sporzadzajac tabele przebiegu zmiennosci funkceji.
Rozwiazanie
1°  D,=R\{3}

Ix—6)—x° - _
2 f(x)= 2x(2x—6} 2x 2 _ 2x(x 62}, D, —R \3)

(Zx - 6) (Zx — 6}

2x(x—6) _ 2 _0,gdzie b#0, gdy a=0
"(x}=0, gdy —— =01 x=3 b
f ( } b=y y (2.}:—6}2

Zx(x—é)z(} 1x=3 wiegc x=0 lub x=6.

Funkcja fmoze miec ekstrema w punktach x, =0 i x, =6.
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3° Zauwazamy, ze znak pochodnej f‘zalezy od znaku liczmika 2x(x—6),
bo gdy x =3, to mianownik (2x - 6)° > 0. e

f’(x):}[),gdy zx(x—ﬁ)b-ﬂ'iJC?fl W

skad x € (—oo;, 0} (6,4 o0), —
0N\ 3
F(x)=<0, gdy 2x(x—6)<0 i x=3 | I
skad xe(0;3)u(3;6) max min
40 ” (—0;0) [0 (0:3) [ 3| (3:6) | 6] (6;,+0)
F(x) + 0| - — |o +
fx) | o g a6 P
lurl?':ﬁle lull;n;klle
Odp.: Yy = S(0)=0, Yoy = f(6)=6. J
Cwiczenie 42. Wyznacz ekstrema funkcji f okreslonej wzorem f(x)= 24 o .
gl

Odpowiedzi do cwiczen
38.Kolejno: =, =, =,<,=,>,= <. a) W punkeie x; ——8 funkeja nie jest rézniczkowalna, b) tak.

. Yin —F(2) = F(2) =16, Yuax — F(0) 0. 42 Yoy = F (1)~ =2, an —f (1) 2.

Zadania utrwalajace

10.56. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji £, Przeanalizuj ten wykres, podaj
punkty, w ktorych funkcja ma ekstrema lokalne 1 okresl ich rodzaj.

Q) yA  y-fix) b)  ya ) yA y—F(x)

| LTy L Lyl
o / 7S —7
ST T
10.57. Narysunku przedstawiony jest wykres pochodne;j
Sffunkeii £ gdy xe{—4;7). Przeanalizuj wykres
funkcji pochodne; 1:
a) podaj te wartosci argumentdw, dla ktorych funkeja £
moze miec ekstremum,

Q b) dla argumentu, dla kidrego funkcja ma ekstremum,
okresl jego rodzaj.
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10.58. Okresl, czy funkcja fokreslonai rozniczkowalna w podanym przedziale ma w tym
przedziale ekstremum lokalne, gdy: Q

a) f(x)=x"-2x (0;4), B Fx)=—n"4+3x—1 (—4;0)
¢ fx)=x—3x" (10;20), d) f(x)= 21 ; (—1:1),

x =
Jesli funkcja ma ekstremum, to okresl jego rodzaj.

10.59. Narysunku przedstawiono fragment y y=1"(x)
wykresu pochodnej funkeji foraz tabel- T /ﬂ
ke, w ktorej podano wartosci funkeji £ - 3

dla wybranych argumentow. Podaj war- e 1 2\/6 * £ (x} s
tosci ekstremow lokalnych funkeji £
10.60. Wyznacz ekstrema funkciji £ gdy:
a) _f(x):8x3 —12x% +6x+10, b) f(x}:?:xs —5x,
C) f(x):?yx(x—S}z, d) f(x}:%xd'—xa.
10.61. Wyznacz ekstrema funkeji £, gdy:
2 2
a) f(x):w, b) f(rf}:m,
x+1 x—1
2 2
x°+4 X +x—4
C Xj= ] d Xj=———-—.
)f( ) i )f( } X +x—2
10.62. Wyznacz ekstrema funkcji f okreslonej wzorem:
*—1, gdy x<2
x2, gdy x<2 S
a) f(x)= ; b) f(x}=1 1 :
4x—4, gdy x>2 —?x+4, gdy x>2
—x+3, gdy x<2
10.63. Uzasadnij, ze funkcja fokreslona wzorem f(x )= 3, gdy x=2
D[ ¥ —4x+43, gdy x>2

ma w punkcie x, =2 maksimum lokalne.

10.64. Dlajakiej wartosci parametru m funkcjackreslonawzorem f (x}=mx’ +6x" +12x -8
ma ekstremum lokalne w punkcie x, =2? Okres] rodzaj tego ekstremum.

10.65. Wykaz, ze funkcja okreslona wzorem f(x)=6x"—15x*+10x’+7 nie ma Q
D | ekstremum.
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10.66. Zbadaj monotonicznosc¢ i wyznacz ekstrema funkceji £ gdy:

a) f(x}:x3—3x+3, b) f(x}:%xd'—%xz, C) f(x}:x+l+§,
2 5
@ £(x) - 0 _f(@:izi.

10.67. Wykaz, ze jezeli x> 2,to x’ —2x+2> 0
D[

Najmniejsza | najwieksza wartos¢ funkcji — zastosowania

Cwiczenie 43, Przeanalizuj wykres funkcji fokreslonej w przedziale {a; b) i podaj jej

wartos¢ najmniejsza y,,, orazjej wartosc najwieksza y,,, .

a) {(a; b)=(-5;5), b) {a; b)={(-6;6).

\J\ ;

Wyznaczanie najmniejszej (v, ., lub y,n.) albo najwiekszej (y . lub y,.,.) wartosci
funkcji ma bardzo duze zastosowanie w matematyce, a takze w innych dziedzinach wie-
dzy. Pozwala obliczy¢ np. odleglosc punktu od krzywej (w fizyce np. odleglos¢ komety
od orbity Ziemi), wyznaczac zbior wartosci funkcji, obliczac liczbe pierwiastkow rownan,
szacowac produkceje, przy ktore) koszty sg najmmiejsze itp. Zastosowaniami w geometril
zajmiemy sie w klasie czwartej.

(Przykiad 28. Wyznacz najmniejszg i najwiekszg wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
flxy=x" +%x2 —12x+5 w przedziale {—2;2).
Rozwiazanie
1° Obliczamy wartosci funkeji fna koficach przedzialu (-2; 2).
F(=2)=(=2) +%-(—2)2 _12-(~2)}+5=39,
9

oy

o

N0 54520

[ f(2)=2"+
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2° Badamy, czy funkcja fmoze mie¢ ekstrema lokalne w przedziale (—2;2).
f(x) =3 +9x-12
Fl(x)=0 < 3x*+9x-12=0 422}

x=—4 x, =1 le(-22)

3° Badamy, czy w punkcie x, =1 funkcja fma ekstremum i obliczamy jego wartosc.

x, =1 wiec y_._ =f(1)=13+%-12—12-1+S=—1,5.

ve(-2;1)to f'(x)<0 W punkcie x, =1 \ yT I
: funkcia fma entleicat » e O
xE(l; 2): to f (x)‘;—-[) minmimum lokalne. = : S
£(-2)=39
4° Porownujemy wartosci: f(1}=-15}, zatem f(l}< f(2}< f(-2}.
— _—
f(2)=7 Y adi Yiddx
Vagy =S (1}=-15 to najmniejsza wartos¢ funkcji fw przedziale {-2; 2},
Var =F(-2)=39 to najwieksza wartos¢ funkcji fw przedziale (—2; 2).
Odp.: yypgy = F(1)=-L5 yyur = f(-2}=39. J

Cwiczenie 44, Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji fw podanym przedziale,
gdy: a) f(x}=x"-3x"+6x—2 {(-2;3) b) f(x)=x"—4x" +2 (-1 4).

rPrzykiad 29. Funkcja fokreélonajest wzorem f(x)=x°. Wyznacz wspohzedne punk-
tu P znajdujacego sie na wykresie funkcji £ ktéry lezy najblizej punktu A = (3, 0)

Rozwiazanie g T 7(x)
Punkt P lezy na wykresie funkcii f; wiec Pz(x,xz]. "’1\ 4 /
1 | | | _!'J': i : ¥
A() = APl = (=37 +(* 0] skad ) -ETT ‘\\]- Jd (x-X)
L N/ [N A4=03.0)
d(x):\/x4+x2—6x+9,gdzie xeRig(x)z0. | [ e[ 1 [ 3 )x£
&lx)
Obliczamy pochodng funkcji d.
d'(x)=

0 -g'(x). gdy g(x)>0.
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(x—1)(22" + 2x+3)
x4 x> —6x+9

g(xy=0, gdy (x—1p(2x" +2x+3}=0 Réwnzane 2 + 2%+ 30

[ d'(x)= . (4x’ +2x-6) =

2\/x4+x2—6x+9

rie me rozwigzania (A < 0l

x—1=0 lub 2x* +2x+3=0

x=1

xe(—ol}, to g'(x)<0
xe(l+o), to g'(x}>0

x, =1 wiec y, = f(1) =1 wtedy dygy =d(1)=f2(1) =+5.
Odp.: P=(11). J

}, wiec o =g(l)=1"+1"-6-1+9=35.

Powyzszy przyklad mozna rozwigzad, korzystajac z tego, ze funkcja d(x)= ,/g (x) ma
najmniejszg wartos¢ dla tych x, dla ktérych najmniejsza wartosc ma funkcja g.

Cwiczenie 45, Funkcja f okreglona jest wzorem f ()= x* +1 Wyznacz wspdtzedne
punktu P znajdujacego sie na wykresie funkcji f; ktory lezy najblize] punktu A = (—3, 1).

rPr..'!ykiad 30. Wyznacz zbior wartosci ¥, funkcji fokreslonej wzorem f(x}= f‘x 7
x4+
Rozwiazanie
D.=R " +1+0,gdr xeR
I sposob
Okreslamy, czy rownanie —; ; =m, gdv me R, marozwigzamie.
X+
6.?C a
———=m /[{x"+1
x+1 ( ]

® mx” —6x+m=0
Zbiorem wartosci funkeji fjest zbior tych wartosci parametru m, dla ktorych rowna-
nie & ma rozwigzanie.
1° m=0, to —6x =0, wiec rownanie & ma rozwiazanie.
2° m # 0, wiec rownanie @ ma rozwigzanie, gdy A = 0.
A=36—4m’.

3 *y—36—4m2
36—4m’ >0 < me(-3;3), /T\
——A++ [+ +H— =
— s »
m

R 0 e(-3;3), wiec ¥, =(-3;3). 7 0‘ 1
/
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II sposob
Zbior wartosci funkeji odczytamy ze szkicu wykresu.
W tym celu obliczamy najmniejszg 1 najwieksza wartosc¢ funkceji fw zbiorze R oraz
granice na koncach przedzialu (—oo; 4 o0},

Fx)=0 < i) ):0 & 1= =0
(x2+1]

& ==l %=1

b a0

(

E(—l;l}, to f'(x)‘:»()
(
(

~L1), to f'(x}>0 ) )
1;—|-DO): to f’(x)f:()} ymax_f(l}—?}

6x . 6x aykres

| x4 x° 4] Jurecyi

0e(-3,3) wigc ¥, =(-3;3).

Z2x—1

Cwiczenie 46. Wyznacz zbiér wartosci ¥ ' funkcji fokreslonej wzorem f (x)= 2 d
ok

f Przyktad 31. Okresl liczbe pierwiastkéw réwnania x° —6x° +9x—6 =0,
Rozwiazanie
Liczba pierwiastkéw réwnania x° — 6x° +9x —6=0 jest réwna liczbie miejsc zerowych
funkeji f(x}=x"—6x°+9x—6. Aby to okredli¢:
1° obliczamy granice na koticach przedziathi (—oo; +20), bo D, = R,
2° obliczamy najwieksza 1 najmniejszg wartos¢ funkeji fw zbiorze R,

3° gzkicujemy przyblizony wykres funkcji £

X —=—m X —=— &= x X

Ad.1° lim f(x}= lim (x'—6x”+9x—6}= lim x3[1—é+%—£3j:—oo
X
6
3

lim f(x}= lim (x’—6x"+9x—6}= lim f[l—%%_x j:m

X =+ £ —=+0 e



R
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Ad.2° f(x)=(x’ 627 +0x—6) =3 —12x+9 s\ /e
. o

fr(_x)zo E = 3x2_12x+9:(} /3 ]_\/3 x

X —dx+3=0 “Thadh i JOHL

=1 ay=3

(—oo;1), to f(x)>0
xe(l;3), to f(x)<(}} =y =f()==2
xe(l;

3), to fl(x}<0
xe(3,+m}, to f’(x}‘:»(]

X e

} — J’mm:f(?’):_e

Ad. 3° Obliczamy wartog¢ f(0}=—6 iszkicujemy wykres
funkgcji £
Z wykresu odczytujemy, ze funkcja fmajednomiejsce
ZEIOWE,

Odp.: Réwnanie x° —6x° 4+ 9x—6=0 ma jeden pierwiastek.

Cwiczenie 47. Okresl liczbe pierwiastkéw rownania:

a) 2x" +3x°+6x-2=0, b) 2" +2x°+3=0

Odpowiedzi do cwiczen
43.2) yagy — F (1) =2, Yagx —F(-3)=5, B) yagw — F(-4) = F(6) =3, ¥pux — F(-6)—5.
4.2) yumy — F(-2)= 34, ypr — F3) 16 B) yagy —F(3) =25, yppx — F(-1) -7

45. P—(-1,2). 46. s —(—%; %) 47. a) Jeden pierwiastek, b) zero pierwiastkéw.

Zadania utrwalajace

10.68. Wyznacz najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkceji fw podanym przedziale, gdy:
a) f(x}:x3 3" —24x i xe((}; 6), b) f(x):xs —SE" 541 i xe(—l; 2),

C) f(x)=5+2x2—x4 1 xE(—Z;Z), d) f(x)=x3—3x2+3x 1 xe((};4).
10.69. Wyznacz najmniejszg i najwieksza wartos¢ funkeji f'w podanym przedziale, gdy:
2 2
a) f(@:ﬁ i xe(3:4), b) f(x):;;i i xe{-L1),
7 2
O f(x)=—2_ ixel-L1), dy f(x)= (& 32 xixe{-1,0)

(x+2) X+
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10.70. Wyznacz wspohizedne punktu P znajdujgcego sie na wykresie funkeji f; ktory lezy
najblize] punktu 4, gdy:

a) f(x)=x"-214=(-3-2), b) f{x}=—x*+1i A=(3,1).

10.71. Wyznacz zbidr wartosci ¥, funkcji fokreslonej wzorem:

9 7= w5 0 s @ =5

+1 o] X 4+2 x> +1

10.72. Dla jakich wartosci parametru m suma kwadratow pierwiastkow rownania
x*+(m—3)x+m—5=0 osiaga wartos¢ najmniejsza?

10.73. Dla jakich wartosci parametru p suma odwrotnosci kwadratéw pierwiastkow row-
namia x° —242x + P~ +1=0 osiaga wartos¢ najwieksza?

10.74. Wydajnos¢ pracy pewnego robotnika zmiemia sig w ciagu8-godzinmego dnia pracy. Za-
leznosé wydajnosci od czasupracy #(wgodzinach) okreslafunkgja f (¢} = 500+3¢+4¢> ¢
O ktore) godzinie wydajnos¢ robotnika jest najwieksza, jesli rozpoczyna on prace
0 godzinie 7°%7

10.75. Przy jakie) wielkogci produkeyi zysk przedsigbiorstwa bedzie najwiekszy, jezeli
funkcja kosztu K w zaleznogci od wielkosci produkcji x wyrobow okreslona jest

wzorem K (x}= —3—10;52 +3x+600?

10.76. W pewnym zakladzie produkowane sg podzespoly do dZwigow. Caltkowity koszt K

wyprodukowania x sztuk podzespoléw okreslony jest wzorem K (x )= x° +100x+ 2000,
Dla jakiej liczby x podzespoldéw koszt P wyprodukowania jednego podzespolu bedzie
K(x)
Cx

najmniejszy? Oblicz wartos¢ kosztu P, gdzie P(x)=

10.77. Koszt catkowity K wyprodukowania x jednostek pewnego wyrobu okreglony jest
WZOTeln K(x} =0,01x" +10x+ 160. Tle sztuk tego wyrobu powinno sie wytwarzac, by
produkcija byla najbardziej oplacalna?

10.78. Wyznacz ekstrema i przedzialy monotonicznosci funkeji f okreslone] wzorem

f(x)=
x
1 Nieréwnos$¢ f(x)=3 jest spelniona, gdy x e (0;+o0)

)
i 1sposrod zdan oznaczonych cyframi 1, 2 1 3 wskaz zdama prawdziwe.

2 Nierdwnos¢ f(x)23 jest spelniona, gdy x (—o0; 0},
3 Nierdwno$¢ f(x)23 jest spelniona, gdy x=0.
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1
Q 10.79. Punkt E o dodatnich wspohrzednych lezy na hiperboli o rownaniu y = — Punkt P,
X

jest obrazem punktu B w symetrii wzgledem punktu O= (0, 0}. Funkcja d zmiennej x
okresla kwadrat odleglosci punktow A 1 B. Wyznacz najmniejszg wartos¢ funkeji 4.

10.80. Okresl liczbe pierwiastkow réwnania:
a) X'+ 5%+ x-2=0 b) ' +4x* -8 -1=0, © 2" +5x" +1=0.

10.81. Wyznacz najmmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji f(x)=(x— 1)2 AxE—2x+3
w przedziale (0;3).
—  Zestaw powtorkowy
1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwqg odpowiedz sposrod podanych.
Funkeja f(x}=x"+4x" jest malejaca w przedziale:
A. (—o0; +oo}, B. (—oo; —3), C. (-3;0), D. (0;+00).

2. Funkeja fokreslona jest wzorem f(x}=

L 7> gdzie x € R\{-5%
(x + 5)
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.
Styczna do funkcji fpoprowadzona w punkcie x, jest nachylona do osix pod katem:

rozwartym, gdy x, =—1 P|F

ostrym, gdy x, =—6 P|F

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwq odpowieds sposrod podanych.
Jezeli funkcja f(x)=mx—x* ma ekstremum lokalne w punkcie x, =2, to wartogé
parametru /m jest rowna:
A, m=-32, B. m=0, C. m=38, D: m=32

4. Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwq odpowieds sposrod podanych.
Wspétezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f(x}=+4x* -3 w punk-
cie x, =1 jest rowny:
|

A. > B. 1, c 2 D. 4.

S. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Najmniejsza wartos¢ funkcji £ (x)=x" —3x w przedziale {0;2) jest réwna:
Q A. 2 B. 0, S (X D.2.



Odpowiedzi i wskazowki

1. Funkcja wykiadnicza

Potega o wyktadniku rzeczywistym

1 T :
1.1.a)5, b) ——, © =, d)2, €125, f)10,5.
)5, W) - © 2 B2, 125, 1

L

1
12.9) —x, b)Y i —n, € a-b, d) B+
4 74
13.9).>", b).>", 0, @).=". Wskazdwka. b) 322 >31?, 0 5?>518_

3

Ld.a) et b a2, o1, a9 {3

-

L

X
] , & abl, na, g 27tk
L6, Wakazowho. Patrz przyldad 5. Zauwaz, ze ofrzymasz rdéwnanie: a) X 43r—4= 0, b) xd —6x—40=0.

1
a2+l b) 2245, o 2% d) 22—2\5, ¢) 2»..5—1, 0 2‘5*5’ g) 2245, h) ahZ-2

»

1.7, a)
1 1 = 1 .
1522, b 5 02 99, ¢ DE 1.9.a) 8- 2415, b) 5 9729

s s
1aLa) 325242 By 2% g6 4, @10 L6,

1.12.9)36,5, )67, 027, 4)6,1, €366

Funkcja wykiadnicza i jej wiasnosci

1

1.14. Wkazdwka. a) (—1, ﬂ, (0,1), (1,4), B (-1,4), (0,1), [13 ¢) {—l,g, (0,1), [l, %]

@ [_1,%], (0,1}, [1, g

1.15. a) a= %, funkcja malejaca, h) a= %’ funlkcja rosnaca, ¢) 2= ]%, funkcja rosnaca,

d) a=%,funkcjamalejqca. L.16.4) x=20, b) x <0, ¢) x=0.

11 1 1 2 T

3

o & Z = - — —Af3

1.17. a) 3292 374 30 230 <3 W) {1]2 -{1]2 -{l] : <[1] : <[1J s
3 3 3 3 3

1 L
0 6V <626V <626, @ (0.2)2 <(0,2) 2 < (mz]_ﬁ (0.2

1.18. @) D, =R, ¥, =K', (0,1), D, =R, ¥, =R, (0,1),

X

X
h) 1 {%] >2% gdy x<0, 2 [%] < 2% edy x 20.

1.19. @) Dy =R, Yf=R+, (0,1), D, =R, ¥,=R", (0,1),

1Y 1y Ny 1y
b) 1 {E] E[E] ,edy x=20, 2 {5] >[E],gdy £<0.
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1.20. a) f(—2]=%, 7(2)=1, f(log,5)=5, b) f[—%}=§, f(«ﬁ)=3\5, F(2logs 4)=16,
1 1 1 1 1
0 f(-2)=25, /(logs 3]:? f{logﬁﬁ]zlz, d) f{—E]Zza f(logy 3]:§= f(logﬂ):?

Wakazowka. €), d) Skorzystaj z wzor a%8s? = p,

1.21. a) x=4, by x=—4, ¢)x=-3, d) x=6, ¢ 3+log,3. I) x=4+logs5.

Wekazéwka. € log, 24=].0g2(23 -3)=Log2 2 4 log, 3.
3 2 3
1.22. a) x=E, by x=—6, ¢©) x=§, dy x=-4, e) :::=—E, N x=-2+log,, 2.

1.23. aym>=0, bym=1, oo m=<2, )y m=3, e m>-">5, N m=0.

Przeksztatcanie wykresu funkcji wykiadniczej

1.26. a) b)

funkcja jestmalejgea funkcja jest malejaca funlcoya jest rosngca funkcja jest rosngca
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4. o

127. a) 1.28. Wskazdwka: a) f(x)
by f(x)=2"" 7 (0)=18,

o F(5)=(L5), £(0)=%

1.29. a) Wykres funkcji fprzeksztatcono symefrycznie wzgledem osi v,

b) wykres funkcji "przeksztatcono symetrycznie wzgl edem osi v,

¢) wykres funkcji /przeksztatcono symetrycznie wzgledem osi y,

d) wykres funkgji /"przesunieto réwnolegle wzdhuz osi x 0 2 jednostki w prawo.

1.30.a) (0,1), b) (0,1). 131 a) (-3,2), b) [z, %]
.
1.32. a) x=-—6, bh) x=0. 1.33.9) x=0, b) x=—§.

134. 1 -C, 2-D, 3 -B, 4 -A.

1.35. 8) g(x){l]m, b g(le:[%]x_z—l o g(x)=[1]x+l—2.

4 4
1.36.8) £=[-1-3], b) @=[4.1], © &=][4,-2], & Z=[-6,0]

137.a) pA

b)

AR =
7 o5 | =




Od powiedz( | wskaz dwki

139.) #=[10], b) Z=[-10] o i=[-50], & Z=[0,-1], & #=[-1-1], ) i =[-3,4]

0 g(x)=2-2"=2",

v

L v=gx)

0 Y

Wokazowka, @) 2 —r sy % (L0 yomal gy ox &, ox [LO] | ,xd
C) 2.}:' Sy z—x [—5,0] 2—x+5, d) 2_}:’ Sx _2x [D,—].] _zx_],
e) 2}:’ Sy 2—)‘.’ [_]-,D] 2—x+l [D,_]-] 2—x+1_1 l-) 2x S—; _2):' [_3,4] _2X—3+4
gdzie S, —symetria wzgledem osi x, S;, — symetria wzgledem osi y.
1.40. a) by yaA c) v A
I 3 K EHA
! \g‘ Ll | JrJ | |
'\t A4 ’Jr . H
t\?" { y:[l
- .‘,%_ !j. ¥ ]
- EIOREEE

Funkcja wykiadnicza w zastosowaniach

1.41. | Nezwatoywaru | Obecnacena | Wakaimik rocznego wzrostu cemy Cena po ¢ latach
przescieradto 29 7t 2% 26-(1,02)°
samochéd | 32000 zt 10% 32 000-(1,10)
syrandal 270 71 7% 270-(1,07)
1.42. | Obecna wiclkos¢ populacii | Czas podwojenia | Wzrost populacji po # Iatach
1000 10 lat 1000.2%4
1 000 000 25 lat 100 D00 2204
250 000 100 lat 250 000- 2004
1.43. Pierwiashek Czas polowicz- | Obecna ilofé materisty | Wielkoé materiatu radicak-
promienigtwlnczy | nego rozpadu radinaktywnego tywmego po czasic §
¢
otéw: “°Pb 22 lata 10 10-(0,5)22 lat
I
polon: 29Po 140 dni 100 100-(0,5)140 dni
tal: 2°T1 2 minuty 500 SUD-(D,S]D‘ﬁ‘t minut
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t
1.44. 2) 400, b)102 400, ¢ 100-2*, 145 a) y =1000000- [%J . by y(3)=1953125,
1.46. 2) Ok. 11576, b) 2 miesiace. 1.47.a)30000 #&, b)10%, «¢) 24300z, d) po 4 latach.
1.48. 2) 100°C, b) ok.67°C, c)tak, bo garnek z zupa osiagnie temperature ok. 30°C.

3
1.49. @) O caty ton, b) 220-212 = 22042 Hz. Webawowka Weor funkei okredlajacej czestotliwoic
14

d#wigku wydawanego przez klawisz odlegly o ¢ mi¢jsc od klawisza A ma postaé:  f(¢)=220- 212,

Zestaw powtorkowy

Nr zadania | 1. | 2. 5. 6. T
Odpowiedz| B | A | D | € | Kolgjno: P.P.P.F | Kolgjno: F,P.F [N-A

-
b

2. Funkcja logarytmiczna

Logarytm i jego wiasnosci

5 3 5 8 32
2.0.a) -3 b5, o= &=, &=, D2 22.a)15, b)30, ¢ —, d) —.
) ) )3 )4 )3 f) ) ) )3 )3

[
t~3|lt3|

23.8) x=—4, h):::z%, ¢ x=43, &) x1=-—=, ) 1=8 l‘)x=i.

24.8) x=5 b) x=25 ¢ x=64, d) m=_, 5,=9 25.a) log;135 b) log,510, ©) log, (65).

I

9’

26.a) x=8, b) x=100, <) x=0,00L 27.aya+l, D l-a, o 3a+l, d) 1-3a.

28.9) (1), b (L2), o (23), @ (=2-1), ¢ (1,2).

210.a) 2a+b, b) a-2h, © 1(@4—.5], d L 2.11 q) l, b)0. 2.12.9) Tak, b)nie, c)nie
3 a+2b 3

Funkcja logarytmiczna i jej wiasnosci

213 8) F(x)=2%, b) f(x)=log,x, © f(ﬂ{%}, & f(x)=log %, © F(x)=(+2),
3

1§ f(x]=10g\51.
Wikazdwka. a) al=2, b) log,2=1 ¢© a_l=2, d) log,3=-1, e) a2=2, N log,2=2.

2.14. a) Tak, b)tak, c)tak.
2059 a=4, b) a=9, ¢)a=4, d)a=2, e QZ%’ N a=125.

2.16. a) log, 0,1, log4%, logy 3, logy5, b) log, 5, log 3, ngI%, log, %,
4 4 4 4

c) log, 4, logy, 4, logs4, logz4, d) log; %, logs %, logl%, log
3 5

Lg
3
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4

2.17. Np. a) [%,1], (5,—1], (L,0), B (L0), (2,2), (4.4), © (12,2), (144,4), (1,0),

d) (2,3), (4,6), (89).
2.18. a) Df=(—oo;0), b) Df=(—2;+oo], ) Df=(5;+oo). 2.19.a) 21, b)12.
220.8) 1 me(2+w), 2 me@;Z],

b) 1 me(—m;—ﬁ)u(ﬁ;+m), 2 me(—ﬁ;—l)u(];ﬁ), o1l meR', 2 me(—m;—l].

Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej

_ pt
Dg—R

Wskazdwka. d) g(x)= logl {%x] = logléﬂn}glx =1+ logl x.
2 2 2 2

¥ 9y

ogalo bl

24 4
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223.8) F(x)=—log,x, B) F(x)=log,(2x), ) f(x)=log2%, @ f(x)=log,(x—1),
= A s A A
pmien, Mo@err P L
| l't. ;| /ﬂ,,f." | | ; . | e T | r.'.,,f:;: il
1 -_\}L./,J S S X 1 /{{, N Il _H(r,- P f-;"';_‘_ 1 ;’,// I _
AT A s A LTI A=
H | \\“\_ﬁ |- ir ! //F/. | ! { B |
s i SeiR L2 ! ,'&

—
-
—

224.a) f(x)=3logyx+1, b) f(x)=6log,x—5.

225.9) Dy=(L+w), b) Y,=R, ¢5, d) (13).

226.4) x=-1 lub x =1, b) xe(-10)u(0;1).

v A

| et

g | N T
\

0

Funkcja logarytmiczna w zastosowaniach

i

1

227 8) f(t)= [—]“, b) émg lub 0,015 625 mg.

2

2.28. a) 103razy (1000 razy), h) li}srazy {milion razy).

229.9) A=102cm, b) A=1cm, ¢) A=10"" em, A~5cm, @& A=10"" cm, A ~316000 cm,

e) A=10° cm.

2.30. Gloénos¢ dZwieln wzrosnie o 101og 3, czyli o okoto 4,17 decybeli.

2.31. a) Nie, b)nie.

232.9) pH =29, b) 10758,

0

Zestaw powtdrkowy
Nr zadania 1. 2. 3| 4. 5 6
Odpowied? | BiD | D | C | B |T-B| P,P,P,F

Iy Io}.

skazowka., L(31)—L(J) =1010gi—lr—1[}logfi= I[Dr-ltzrg[£ :i
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3. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Miara tukowa kata. Kat jako miara obrotu

3.1, | 6° [ 9° |12°|15°] 27° | 36° | 72° | 80° |105°| 310°
T T T T | 3 T 2 4 i 31

— | —=l=1l—=|==]| = — | —=

|20 15 |12 | 20 5 5 g 12 18

5 7 5 7 7 35 H 8 7 16 |11
3 2. |—al|l—n|l-=a|—al-=z|—nrn|—a|—-=n|—-a|—a|—=n

18 |18 g 12 9 36 5 5 4 9 6
50° | 70° |100°(105°|140°|175°)216°|268°|315°|320°|330°

3.3. @) | Miara stopniowa [30°|45°|60°|20°(15°|90°( b) |Miara stopniowa|120° [135°|150°|160°]180°
Miarahkowa |~ | Z|Z 22X : 2. 13 (158..|8..] »
slalaleliz]z Miara tulzowa 3 4:"r 6:":7 e
©) |Mizra stopniowa| 200° [ 210°|225° |240°|195° [270° | ® |Miara stopniowa|300°|330° [315° [340° [ 360°
biara ik owa L_U—E E;.r EE "_I;.r EE E;I Miara tukowa i}: E}r EE I_—E 2x
9 ] 4 3 12 s 3 ] 4 g
e _ _ _
34 S 3.5.9) —15° b)-45°, ©) -225° d)-540°.

3.6.4) —90°, b)-150°, ¢ -570°, d)—1020°.

3.7 b d
Yy ) yA )y
& =810°
}
x o x
4
5 3 13
3.8.a) 40°, 130°, 200°, 120°,350°, b) ~m, —, ~x, —m
3 24 12

3.9. Kolejno: TV, I, I, IT, TV, TTT, 11, T1, na ujemnej pétosi x, na dodatniej potosi y.

Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

213

3.10. a) st =——, cosr=——) tgr:x=—§, b) sin[x=i cosa=—§,
13 13 2 3 5

o =—
a5 V5 : V3 6 V2
C) sm.cz:T, coscz:—?, tpe=2, d) smcz:?, coscz:T, tgcx:?.

E.-

526 V26

3.11. a) sinr:z:——z, cosa=—£, g =1 b) singe=——, coSx=——, tpax=>5
2 2 26 26

T T

c) sina=—2, c05a=——2, tpr=—1, d) sino:=—3—, COS
2 2 1 10

tpee =3



3. Funkeje frygonometryczne dowolhego kafa

401

2

Sm

3.12.9) co8—=———, SIn

4 2

3.13.2)0, h)0, €0, 4 —2, &2, 0.

S

2

4 2

97 N2
2

S . 97
, tlg—=1 b) cos—=—, sin
'8 4 ) 4

3.14. 9) —g, b) g

2

>

2

4

9

tg—=1.

4

o 93, @ -243.

3.15. =a) i 3 1] rh ] rh
.......................... I N O O
1L I AE:.-# NN T A A N | o ! | O ol
D Y Y | | 5 O R | | o [ ] ol I

% < i P e My <
[ | N Y S L L1 |
gA | Leted | fopl | A N Lit LA NI
g M’ ! { _L/ R { e
' I I RIS R — e T e T
(4 [1 [ lel a1 1lall% T T ] 1% 3 T4 L oht i 1] sl [5
] \\. I ] 4 P;\ < L L4 .;E. IS 1 \\I I S
A [l il Pasyg I ] ] L]y [ 0, S |
5 T 19 = 7 = £ ! K
\x T .") 1 \\ T B Lot '\\ T T | _a'/ T
e ~ \-\.‘_‘ _d_v -‘-\._\_‘_\____ |
I [ | 5 :pz
........................... .5 L2
d) e) 7 A f) v A
EENRENE NN P
O . . (O R 1 I b= S Y O O
Il ;f | /IS ERE S - | . | \'\ | - . .f/ . B = [ | \'--‘
[A | LAl [ ] 77 I D S
I-’ 'z:' "\ ] T Pty | & |
sl | il :_’ﬂ‘ :\ Y |
T 0 R T (e L) ) Py
N ,____-j:" ol [ T[T 5] [ = 7 s e O I
) \ ’ Folal T
| .\\ ......... 5 \\. \\\-\H—- 1- =" 1
] - P L e | ]
\\ )/ '\L\ T—]— //
—Fo] T I e | =
".-\._\_ 1 ™~ "'\-\_\_\_‘_ o f
I -8 T S Y I F:ANEEN
3.16. a) b) g |

| ok
—

g
Wartosci funkcji trygonometrycznych wielokrotnosci kata E

347 sin2x =0, cosZr =1, tg2a =10, sin%?r =-1, cos%rz =0, tg% 7 —nieistniegje, sinl000z =0,

cos1000x =1, 1gl000x =0, sin(—900°) =sin180°=10, cos(—900°)

1, 1g(-900°)=0, sin[—% n] -1,

cos(—%n] =10, tg[—%n] —nieistnigie, sin{—180°)=0, cos(—180°)=1, tg(-180°)=0, sin[—g] =1

T T — ..
cos{—:] =0, tg {—7] —nieistnieje.

i L

3.18. a) kolejno: 0,0,0, M0, -1, @0, e)1.

3.19. a) cwiartka I, b) ¢wiartkal, c¢) cwiartka I, d) ¢wiartka ITT, e) ¢wiartka OI, ) ¢wiartka IV.
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3.20. a) liczba vjemna, b) liczba ujemna, c) liczba dodatnia, d) liczba dodatnia, e) liczba ujemna,

f) zero, g liczbaujemna, h) liczba dodatnia.

3201 a) singe =0, bh) cosx <0, © stne>0, d) tge =0

3.22.9) %sinas, b) dtger, © —2(cosc+2sine), d) Yigen 323.a) -1, b) —%, 0, @0.
Wzory redukcyjne
3.24. 8) 140°=180°—40°, b) 200°=180°+20°, © 280°=360°—80°, d) %-f::n—g, ¢ %?r=?r+%,
11 T
2 B
W g
3.25. a) g, b) % ¢) % d)—%, & 1-+3. 326.2)0, b)-1, &) V3-2 d)0.

3.27.a) 097, b)-0,97, ©)-18, d)0,67, €057, §-0,29, 225 h) -1.73.

328 Np.:a) o=168" o=372", o=-348" a¢=-372°, b) o=50° o=410°, o =—410°, o=-—770"°,
€) ax=20° a=160° a=-340° o=-200° d) c=20° o=380° a=-340° o=-T00°
e) x =47 o=407° xu=-313% x=—673° 0 =53 a=413° o=-307°, a=—H67"

20:, e)—1, 0 1—cos .

3.29. a) cosce —singe, b) —sinecose, © —tgza, d) —sin
330, a) cosa—sing, MO, ¢ —sinex, d) tge.

3.32. a) —%, b) 2Zcosa, ©) 1.
gix

o T {:fr ] T [:"r ] ; [;.-; ] 1
IShrowin. € g+—=n—| ——@ | oraz g —=—| ——e |1 g ——o |=——.
2 2 2 2 2 g

Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata
1,33 a) Nie, b)tak, o) tak, d)nie

3.34 a) cose=0,6, tga =§ lub cose =-0,6, tgcz:—%,

A7 T J7 J7
b) singg=—— tpar=— lubsineg =——, tgax=—1o,
4 3 4 3
: 213 313 : 213 313
¢) siher=——, cosx=———— lubsiner=— , COSfr=—-—,
13 13 1 13
. 310 V10 . W0 N0
d) sinee=——, cosz=——" lub sing=———, coSr=—"-"-—
10 10 10 10
3.35 a) cosa=—£, tgcx:&, b) sinex =—0.§, tga=—i, c) smcz:ﬁ, cosa=—ﬁ,
3 5 3 28 29
W10 310

d) singe=————, cosx=———.
10 10
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1
3.36.9) —cos? e, Ml g —— d ]—tgga, e)
cose 8in“ o

5 04

3.38. a) Tak, cosx #0, b)tak, smee =0 i cosx #0, cytak, cosex #0, d)tak, cosae =10,

e) nie, coser =0, Dnie, cosar =0, g tak, sine =0 i cosee =0, h)nie, coser =10
Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow

V62 b) V246 0 2-+3, 4 V2-1, ¢ "'8‘2"@‘2‘5, D V6 +42-3-2.

3.39. a)

4 7 4 4
gka. 7,5° 2=15°.
340.21, B2, © ﬁ d) £ 341 9) ¥ b) E o) A d)y-1.
2 2 2 2 z:
7.2
3.42. a) sina=@, b) sincz:—%. 143, 2)0, b) “"_4“/_ )—ﬁ, d) /3.
7 24
244,90, by —, 0, d) —
) )25 ) ) 5
n"r
3.45 3) —4;{:, b) —g, ©) g, d) % Wekazdwha. d) sin3e =sin (20 + ).

3.46. a) Tak, b)tak, ¢ tak, d)tak.

Suma i réznica funkcji trygonometrycznych

347, a3) 4cos{]5°+%]ms[15°—%], b) sin(e+ B)sin (e — ), © sin(ex+ £ )sin(f—ex ).

d) —cos(ex+ B)cos(x—f£), € CDS;?'OE, f) 4sin2acos[%+30°]cos[%—30°],

cos” &

2) 4::050:sin(lS“—%Jms(lSo+%} h) 2sin® (o +45°), ) V2sin(ex—45°).

Hﬁ:)£,b)£ £ d)%.

3.49, Hskaowka, L=sind7°+sinhl1®—sinll1®—sin 25% =2sin 54% cos7°— 2s5in18%cos 7° =
=Zc.os?o(sin54°—sin]8°]=Zcos?°-25in]8°cos36°- =

TS T Lo EOEFT cos7®
= -8in36°cos36°=—— s T2%=—— _¢pslEc

coslE® coslE® coslg”

1.50. Tak: a), b), ), d), e), I).
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Wykresy | wiasnosci funkcji trygonometrycznych

3.51. a) g(x)=—sinx, ¥y ( ]1) b) glx)=—sinx, ¥y ( 1]) c) g(x]=|sinx|, Yg=((};l),

/\T/\

352 a) g(x)=cosx, ¥, =(-1;1}, b)g(x)=—cosx, ¥, =(-1L1), 0 glx

ANEEF ANNAV AW /\T/\
NN NS

a) g(x]=—sinx, Y, ={—1;1), Z ]:CDS[I_Q.
¥y

\/ [t‘\/” LT #NAE XL

3.53.a) g(x)=—tgx, Ep =2, b g(x)=—tgx, Y. =R, ¢) g(x)= "
| y-“ | | y.“ | | y.‘k |
I I I I I !
| [ | | | |
I I | I I |
| I | I | !
A N TN~ x T g Zx
2 5 2 2 2 2
i | i | i .
| | | | VA | |

3548 1 7(x)=0,gdy xe{0,n,2n}, 2 vapgy=-1, ady x=%,

1 T 5 0
3 y=—o, x=— lub x=—m.
=g B z :
T T YA
h) 1 f(_‘,[):[:l, gdyngn 2 yMINZOD gdyxzz,
3 y=—% —nie ma takiego x. 1
0 | =

ba | o
o
I
El
b
H
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Fi
3.55.8) Yr=(0;2), b) y=1, gdy xe{—%,%,%x}, % \*‘ylzlftfus:_x |
¢) funkcja mal ejgca w przedziale (0; ). ! \/
SUNE ARF LR
2 2 % P
Ya
y=-l+tgx | o)

3.56. a) y =0, gdy I=—%:fr lub ng,

b) y=-1, gdy x=—m lub x=0,

3 T T -
=0, gdy ——— —i— .
c) ¥ . B xe[ 4?@ z]u[‘q‘,zj

————— b
=
|
k]
\t:\ ;
|y
SRR Mlk’l e e e o s
MY

asne o Y b)

1 I

B |
b
#

nY
[ars

Réwnania trygonometryczne
i 3 T 2
3.58.a) x=z—|—2k?r lub x=E;fr +2%km, keZ, ) x=§+2k:r lub x=§ir +2kw, kelZ,

¢ x=—%+2fcrr lub x=§¢r+2fm, keZ, 4 x=—%+2k:rr lub x=%x+2k?r, keZ.

n"r
3.59.a) x=2kn, ke Z, b) x=n+2kn, k€Z, ¢ x=§n+2kn lub x=—§?r+2k7r, keZ,

) x=%+2k9‘r lubx=—%+2k?r, keZ.

3.60. a) x=%+kn, keZ, b) x=%+k?r, keZ, o x=—%+k:r, keZ, @ x=—%+k:fr, keZ.

3.6La)3, B3, 02, 0, )0, N2, 0.
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3.62, x=—£+2k:¢ lub x=£:fr +2km, a) i:fr, é:r, b) —E:fr, —E, C) E;fr, E:fr, d) —ngr, ——7.
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Wskazdwka, ) i:n'r+-¢l-:-'r, E:u'r +4x, d) —%:n'r -2, I o
3 3 3 3
i i T i
363, a) x=E—|—k7r, ke, h) x=1+k:r, keZ, c) x=—§+k:fr lub x=§+k:fr, ke,

Wskazowka, a) sin2x=1, wiec sinx =1 lub sinx=—1.

3.64. ) x=%r, keZ, b x=2k7”, keZ, © x=—%+2k:¢, keZ,

d) x=—£+k7r lub x=£7z—|—k7r, keZ, & ;rc=—£—|—2k—?r lub x=—in+2k—?r, keZ,
24 24 36 3 36 3

1§ x=—%9‘r+3k;‘r, kelZ.

3.65. 2) x=%k ub x=0,1-7+0,2 kr, ke Z, b) x=%k lub x=0,2-kr, ke Z, © x:k%, kez,
T T 2 T T 2

dy x=——+2kmw lub x=—na+—kn, keZ, € x=—+2kn lub x=—+—kn, kel
6 18 3 3 9 '3

) x= —%+ kn, keZ. 3.66.3) me{-1;1), b) me{l;2), ¢) meR\[0}.
3.67. Réwnanie nie ma rozwiazania, gdy m =(—0; 0) (1, +c0), ma 3 rozwiazania, gdy m =0,

ma 4 rozwiazania, gdy m =1, ma 6 rozwiazan, gdy m = (0;1).

Roéwnania trygonometryczne — ciag dalszy
3.69.9) x=kr, keZ, b) x=kn, ke Z, © x=k%, kez, @ x=§—|—k:rr, x=—§+k:rr, keZz,

€) x=%+k?r, keZ, ) x=—%+kﬁr, x=—%+kﬂ> keZ.

3.70. 1) x=%+2k;‘r lub x=%;‘r+2kﬁr, keZ,

b) x=—§:fr+23m lub x=§7r+2k7r lub x=2kx, keZ, © x=%ﬁr+2k:¢, ke Z,

B e Bl i peteBlen bl B x=%+k9‘r lub x=%+k:¢, keZ,

f) nie ma rozwiazania, g) x=—%+2k:¢ lub x=%+2k:fr lubx=§+kﬁr, keZ, h) x=ni2kn, keZ,

§ gt e S Bl fol
4 2 2

3.71 a) x=£+%fc:rr, x=§?r+2j’c?r, keZ, h) x=£+k:rr, x=£—|—lj’c:rr, keZ,
12 3 4 6 12 2

(‘)x=—£+lk:¢, ke, d _x=i:fr+k:fr, ke, & x=_—5:fr+2k:fr, x=i:¢ +2km, kel,
12 36 3 12

3] x=§?r+3k:fr, ke Z.
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3.72.9) x=—§+2kn lub x=2kn, ke Z, b) x=kr, ke Z,
¢) x=kn lub x=%+2kﬁr lub x=%:fr+2k7r, keZ,
T T T T )
d) x=z+k-5, keZ, e x=kn,keZ, ) xeR, 9 x=5+k:¢, x=g+2k:¢, _x=gﬁ'r+2k:fr, keZ,

h) x=kn, x= 3+2fc:fr keZ, Iy x=2kn.keZ.

37%9) x=—tkn, keZ, B) =tk lub x="uk-Z keZ © x=k-_, keZ,
3 6 3 42 2

) x=%+2k:¢ lub x=n+2kn, keZ.

3.74. 9) x=%:rr+k:r, keZ, b x=%—|—2j'm lub x=%x+2k:¢, ke Z (albo x=;+k:rr, ke,

Ox=—tkl keZ, d x= R\{E+k:¢}, keZ.
§ 2 2

3.75. a) cos£=—£, b) tg£=—3_ 5, c) ws[:c+?r] J_+J_ Wekazowka. a) cosx=20052£—1,
2 6 2 2 + 4 2
Z . i
wigc 20032£—I=—f,skqd 0032£=1, b) tg£=1 'cosx, C) cos x+2 | =cosx-cosZ—sinx-sin .
@ 3 2 6 2 sinx < <4 4

L

3.76. a) x=£—|—k:fr, keZ, b) x=£+k:fr, x=i;?r—|—k:r, keZ, © x=—£+kﬁr, x=—§?r+k;7r, FeZ,
4 12 12 8 8
5
d) x="tkn, keZ, e) x=£+zk:¢, x=—£+£kﬁr, keZ, ) x=£+lkﬁr, kelZ.
3 15 3 18 3 B 4
i, 4) sin6x =sin (4o +2x)=sindxr-cos2x+cosdr-sin2x, wiec sindr-cos2r—cosdr-sin2x=1,
skad sin(4x—2x)=1, €) 2cosTx=2cos(5x+2x)=2(cos5x cos2x —sin5x-sin2x), wiec
: : 3
—2sin5x-sin2x —2cos5x- cos2x =3, skad cos(Sx—Ex)=?.

Nierdwnosci trygonomefryczne

3.77.a) 1 xe<0;3 ol Zioz) 2 xe(—in;—E} 3 xeRVZ 4 2kzl keZz,
2 s 4 4 %
3 T 3 T
b) 1 xE{U;E:fr), 2 xe —E:fr;—z ., 3 xeR, o 1 xe{(}j?r (:u'r ?r}, 2 xe _EK;_E ,

Ju
3 xeR\({n+2kn}, keZ, a1 xe{i;2x), 2 xe(——u,,—%> 3 xeR.

T

e ?
3.78. a)xe[zfc?r;——l—ék:fr],kez, h)xe[ +— !'CFE ?I—!—Zk?r] ke lZ,
3 3 3 33 '3 3
) xe(;c%;%rk%} keZ, d) xe(2knin+2kn) ke Z, ¢ xe{ln+dkn;dn+4kr), keZ,

1§ xe{—:fr+4k:fr;?r+4k:fr), FelZ.
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3.79, a) xe{—%n,—%,%n}, b) IE(—3K;—2H)U{—E; D)U(?‘I;ZFE}, C) xe{—3:fr,—:fr, :n'r},

d) xe U;En]u{ingzn , €) xeL—E; E)u(zg ifr>, Nxe D;E]u[zn;in]u EH;ZE).
3 3 273 23 Z 4 "2 4
: T T 7 T T T 7
3.80. a) xe(ﬂ;—)u{zﬁr}, b) xe(—n;——)u(—?r;?r), c) xe[—;n], d) xe[(};—]u[—;—n].
! 12 12 2 18 6 18

3.81. a) xe(%x+k?r;]1—zfr+k?r>, keZ, by x=kn, keZ, © xe(—%x+2kn;—%+2k7r), ke Z,

L

d) xe R.
T 3 3 T
3182.a) xe E+2k:¢;z:¢ +2kn |, keZ, h) xe —Z:fr+2k?r;z+2kﬁ'r . kelZ.

3.83. a) IE(E+IC;7I;E?I+;CH>, keZ, b) xE(E—Fk‘E;EK —H’c‘E], keZ,
6 6 8 2 8 2

c) IE[—E+kK;—£+kﬂ>U<£+k?I;E—l—k:ﬁ?], reZ.
5 4 4 9

F Ao

Zestaw powtorkowy

Nr zadania | 1. 2. 3. 4.
Odpowiedz | AiD | AiD | Kolejno: F,F,F. | BiD

4. Twierdzenie sinusow i twierdzenie cosinusow

Twierdzenie sinusow

83

1.1.9) R=153 cem, b)R=—"m, © R =362 dm. 42, R

a8

" 2sin(B+y)

43.3) a~985cm, b=30cm, c» 84 cm, y=7T0° b) a=50cm, b= 70,9cm, c~42,3 cm, o =44°

d4.3) a~12 64 cm, c»~23,56cm, y=99°, b) g =1,28m, b =6,5m, o=10% ¢) c=19 4cm, 8 =25°,
ya113°, d) B~60° o=B84° g =865 lub B=120° o=~24° a =355

4.5, Istnieja dwa frojkaty spelniajace warunki zadania:

trojkat I |48|=81,24 cm, |«.4|=24°, |« B|=32°, |« C|=124",

trojkat I: |4B|=13,64 em, |« .4|=24°, |« B|=148", |« C|=8°

4.6, r = (652 —3WG). Wrkuzowka. Z warunkéw zadania [« ABD|=30°, |« DAB|=15°, |« ADB|=135".
Z twierdzenia sinuséw dla trojkata 4 5: |42] = [4D) stad |AB|= 2.

sin135°  sin 30°

W tréjkacie AZO: tg|< mﬂ:@ i 1g15°=2—Af3.
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J305

, O R=3, @) R=—"

16415
15

4.7.8) R=1, b) R=
Wskazdwka, b) Najpierw policz z wzoru Herona pole frojkata ABC, a nastepnie promien A.

45.9) 5,9107km, b) 1,1-10%m.

4.9, Wekazdwin. Wyznacez sinusy katdw o, 8, ¢ w zaleznofci od promienia R okregu opisanego na tym tréjkacie.

4.0, WEkasdwha, Skorzystaj z twierdzenia sinusow i zapisz a’® =4R%sin® £, B =4R* sinz,ﬁ',
P =4R%sin’y iy =180°—(cx + £). Zatem
232 4R? (sin2 o —sin® ﬁ)

5=

_ sin® o —sin® g _ (sine +sin B )(sin e —sin §)
e 4R sin”(180°— (2 + )

sinz(a+,8] sinz[a+,8]

Twierdzenie cosinusow
413 a=+37 dn, b a=242 cm, ¢ b=~34 cm, d) =093 cm.
4.2 ) o=30°, £=30°, y=120° b) a=28°, B~4° y=108° ) =33° B=69° y=T78°
d) o =~23°, Ba34°, ya123°
413, o =44°, B=15°, y=121°. 4.14. a) 120°, P=83, b)105°, P =5 46.

4.15. a) Prostokatny, b) rozwartokatny, c) ostrokatny, d) rozwartokatny.

4.16. » " - P 5
3 23 b A3 30° 60° lub 120° | 90° lub 30°
NE-2 b 6442 242 15° lub 105° 30° 1359 lub 45°
4 43 30° 30° 120°
10 7 g3° 53

1 1) Jezeli sinf

4.17. |BC|= 245 - 4.

?, to 8=60° lub g=120°.

4.8, |BC|=8. Wakuzdwka PMBC=%|AB|A|AC|sin(<:CBAC}.
4.19, |AC|=52 lub |4C|= 2108, i 420, d =15,907km. Wkazdwha N
14", Y
pskaztwi. Bugsc=]ABJ-[BClsin(< 4BC). | |41z
o e

421.2)139,104 km, b) 0,637 km.

Wrzadania 422 4.23 4.24 425 4.2¢ i
A 4 B X b
B X X X X
© b 4 5 b b ¢ x
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Zastosowanie twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinusow

4.27. a) a=60°, b) =75

4.28. |DE|=¥~JE+J§ lub|DE|=3f3. Wskazéwia. 1przypadek II przypadek

3 ip
¢ M

Dmﬁ“

3 3 EE

ol 7
A B

3

i)

e Wekazowlka. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.

JMB| = %a.

4.29. sin(CAM ) =

[Co|+ |38 = 2, wige |ch=Za,

Z twierdzenia cosinuzow dla tréjlkata A B0

2
|dm|? = & +{%a] —2@-%@-0036[}", skad |4M|= g
Z twierdzenia sinusow dla frojlkata 404"
2 T
Eﬂ |A_ﬂﬁr| —a'SIIlfS-U
= , skad singp=—-———
singg  sin@0° | 40|
4.30. Wekazowka. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku oraz
Ry —promieni okregu opisanego na trojkacie ACD,
f; —promien okregu opisanego na tréjkacie ADE,
Z twierdzenia sinuséw dla trojkatow ACD1 ADE: 28 = |AD| i 2R, = !ﬂ, skad R =R,
sin 60° sin 60*

4.31. Wikazowka. Zauwaz, ze jezeli o =|« CAB), to |« DCA| =% i | BCE|=450—%.

4.32. \B? + be. Wikazdwka. Z twierdzenia sinuséw: ——=— < , czyli 2
sin 8 sin(x—38) g
,b —— 5 oraz sin3f=sin(28+ ), wigc sin3pf=3sinf—dsin’ B, 4 b
sin £ sin3f !
Zatem _b = = s skad é=;2, wiec si:rlz,B:%_C. ﬁ 4
sinff 3stnf—4sin” 8 c  3—4sin” 8 4b B c

Z twierdzenia cosinuséw &> =c> +5° —2bc-cos2f i cos2f =1-2sin’ B

Zatem a® =c +b° —2bc- C_b.

Zestaw powtdrkowy

Nr zadania 1. 2. & . :
Odpowiedz | BiC| D | D |BiD| D PF

w
b
th
&
~1
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5. Obliczanie diugosci odcinkow i pol trojkatow
Zwiazki miarowe w trojkacie
51. R=2. 8.2, Wekazdwka. 217 »122 +16°.

5.3. 26, Wekazdwia. Zauwaz, ze trojkat ABC jest rozwartokatmy.

Najdluzzza wysokosc¢ nalezy poprowadzi¢ na najkrétszy bok.

2543

5.4. Okoto 15,04, Wskazowka. B, = PR
cos

.cos4D®

5.5.61 4+ 23, Wekazowka.

5.6.7 =?(ﬁ—1). Wskazowlke. r= a+b—c’ gdrie a= ?, b= %’ =11
5.7, Wekazowia, =227 i c=2R 5.8. 45°, 45°, 90°,
S o @+ -
89, Wrkazowka. Z twierdzenia sinusow — =—, z twierdzenia cosinusdw Zcosy=——"-—"—,
sinfi & ab
1. & é yakl 2
z warunkéw zadania —- s%na =cosy, wiec 2 u, gkad B2 =2
2 sinf b ab

5.10. P=215 +J21. Wkazowia. Zauwaz, ze frojkat A5C jest rozwartokatmy.

Przyjmij oznaczenia jak na rysunku i oblicz: 180°—(a+53)
|AC|=2R-sin,6‘ i |BC|=2R-sinr:x oraz cosc i cosf.

Skorzystaj z wzoru sin(e + £)=sine cos f+coscsin £ i oblicz pole P tréjkata

c 4

zwzorn P= %|AC|‘|BC|‘sin(a+,B}.

5.11. Wskazdwika. Uzasadnij, ze w trdjkacie o bokach 4, 5, 7 cosinusy wazystkich katdw sq réwne —%, g, %

Wzory na pola trojkatow i ich zastosowanie

512.8) P=420, W) 15, © r=7. 5.13. 1) 28, b) 14%, ¢ g.

5.14.9) [4C|=|BCl=43+6, [4B=6J3+12, b) R=6+43, ©) B, =36+4213.

Wakrazowia .

a) W ,&OLC:i=sin6(}°, skad |OC|=3:§=2J§,

loc]

wige |CK|=3+243.
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49410
40

5.15. a) r=%-\f1_0, b) R="—

5.16. 15°, b) 75°. Wikazowka. Zauwaz, ze [CO|:|OD|=3 :4/Z,

|fJ: ACD| =45°, Srodek okregu wpisanego w tréjkat lezy na przecieciu

dwusiecznych katow tego tréjkata, zatem 4 jest dwusieczna kata JAD.
40 _loc|  l4d]_+B

Z twierdzenia o dwusiecznej kata w A 4CD: |AD| = |OD , sta |_4D| 7
Z twierdzenia sinusow do — [49 & |AD| , stad [ ADC|= ﬁ
sm|¢:fiDC| sin45*® 2

Zatem |4 ADC|=60° lub |« 4DC|=120°,

-d:CAD| =180°—(120° + 45°) =15°,

< 4BC|=75°,

5.17. ) r=+3, R=%, b) =45, =215, © r=1142—3, R=72J‘ﬁ, d) r=4, R=10.
3 23 23
E _— ) ) £y abre - - a+b+c )
Wekazowika. a) Skorzystaj z wzorow r=—=, RZ-IP ; PA=Jp(p—aj(p—b](p—cJ, B , czyli
B TEA
=%=15 oraz By = f15-(15—6)(15—10)(15-14) =154/3.
Zatem R=6‘]0‘]4,czyli R=%.
41543

5.18.8) P=257—-24, b) P=12J10-6,47, © P=8J§—%n_

5.19. R=5. Wrkazowka. ACDSE jest prostokatny, wigc % = sin 60°,

skad x = %Ji . |4B|=2x, czyli |4B|=55.

1 52 ﬁzéﬁ

P ol

323 3 481 1
£.20. ) P=Tn=40§x, b) P=100z (vZ-1), ¢ P=F:¢=3UE:¢.

5.21. P=2J10010 cm?. Wikazdwia. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.
Z twierdzenia cosinusow dla trojkatow ADC 1 DEC:

272 =52 1 27> _S4x.cose i 292=x2+2?2—54x-cos(]8(}°—a] oraz

’ 0=x> —54xcosc 2
cos(180°— g )=—cos e, wige , skad x°=36.
2.56=1x°+54rcos

2
Buwe =%-Zx-}z=x-h=s}12-k2, gdzie w tréjkacie CEE: 7° =292—[§+1] =292—%-56=?15.

5.22.a) R=1, b) Pﬁ=%+§.
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CoSex cos,tj'

5.23. Wrkazdwia. Z rownosci wynika, ze —=

a b coser

i) L. @ sing cosff  sinec
wynika, ze —= em =

Z twierdzenia sinusdow ———=— . -
singe  sin 8 b cosfl cose  sinf

, skad sin2or=sm2f.
5.24. Nie.

S28. m = 2242, my=2, M= 22 +2. Wekazowka. Korzystajac ze wzoru na pole frojkata ofrzymasz

réwnanie %‘(m P 4‘ =2, skad (m—-2)°—4=4 Ib(m—2)>—4=—4.

Zestaw powtdrkowy
Nrzadania | 1. | 2. 3 4. 5
OdpowiedZz| D | D | PP |BiD |BiC )
5 J19
2452 (yiEY 3
3. Wehazowka, cosir = ==
2-3-5 2 . 05\ 5 B

B
6. Obliczanie diugosci odcinkow i pol czworokatow

Klasyfikacja i pola czworokatow wypukiych. Prostokaty i kwadraty

6.1.a) 1643, b) 8. 6.3.9) x=40° b) x~T74°, ©) =106
6.4.9)31 33, b)11,47116,38, ¢ 338i7,25. 6.5. P=73cm?, L~37cm.
6.6.210 cm. 6.7. Okoto: ) 54°, b)101°, ¢) 50°. 6.8. L ~33,5, P~68,5.

6.9. HJSJLGLZOW.'LEI b) ABCD—48 PAASD—IE P&ASD—%:SzSIHII

6.10. Wskazowka. a) KC||AM i AN |LC oraz |« BAD|=|« BCD|=60°, N M
nC
by |EC|=|dC|+x i |BC| = \F st NG . |4C|=3-2x, |
z 2 3| b TF B
skad |4C|=3 ( —]). DE jest bokiem tréjkata réwnobocznego DEC (DEA) |
1 V] x[*
o wysokosd FC, gdzie |FC|= —|AC| i |FC| =—‘|DB|. K £ L
1 1 Z
Zatem — 3|+3-1 — -1)-—.
som L3(51)=8 L 2

6.11. P=4-2f3.

Wakazdwiza, Trojkaty MAK, KBL, LOM i M DN sa prostokatne i przystajace.
2 2 2 1 2

22 4 (1-x)° =(2x), skad x:E(ﬁ—l). Beame={2e )"
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Réwnolegtoboki i romby

6.13. 3) 83, 1)35, ) 242, 6.14. 40. 6.15. V10 i 58,
6.16. 8) 24, b)24, ©) %. 6.17.40°i 140°,  6.18. P~ 8,0, 6.19. 45°,

-

f , gdzie crjest katem ostrym rombu.

7
L

6.21. sina=§ lub sinee =

Wekazdwlka, Przypadek 1. 2 ¢ Przypadek 2. ;
Is 5

A Es B A5 F

6.22.9) L=48, b) P=110,5 6.23.60°. 6.24. 16410343 cm. 6.25. P=9.

6.26. 319, Wekazdwka. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku.

. E14/3
PABCD=92‘sm60°=—j_,
1 273 . 1 ¢ m

Z twierdzenia cosinusow w tréjkacie A DF oblicz x.

6.27. Wekazowka. Trojkaty ABC i AC' D maja rowne pola,
 ldclpa) _|4c] |poy
"1'

-
L

, czyli |BB|=|DDy|

Latwo wykazac, ze trojkaty OBB) i ODD, sa przystajace, wige |OB|=|0D|
Z nier6wnosdi pdl tréjkatéw ABC i BDC wynika, ze [40|=|0C|.
Przekaine czworokata dziela sie na potowy, wiec czworokat jest rownolegtoboki em.

6.28. a) [BD|=10, b) P=120, c) sin({DABJ=%, d) cos(< ADC}=—%.

x(x+2)

6.29. Wakazow k. =7,5, skad x =3, gdzie x jest dlugoscia krotszej przekatnej rombu.

6.30. Wrkazow k. Porownaj pole rombu wyrazone w zaleznoéci od przekainych rombu z polem wyrazonym

w zaleznosci od boku rombu.

6.31. @) [AC|=24/5, b) |BD|=45, ©5, @) sinax= %. 6.32.a) Tak, P=5, b)nie.
6.33. a) Tak, b)tak, c)nie Wikazdwha. Sprawds, czy &rodek odcinka AC jest rowniez frodkiem odcinka B2

Trapezy
6.34. a) 5 =138, y=145°, b) a=60° B =60° czyli 120°,120°, 60°, 60°.

6.35. ) & ~53°, b) e =~27° ¢ o =90 6.36.8116.
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6.37. Okoto: a) 31,2, b) 6,8, ©) 147,8. 6.38.2) 6, b) 1843.
D 16 ¢
6.39. |AK|=28. Wkazowka. By g, =%ﬁzx § . T—— =$-k, ;
{h

wiec rozwiazuyjeny rownanie lkx—w-h |

i et 2 2 ' 4 x K 40-xz B
6.40.9) P=21, h) P=289, ¢) P=6. 6.41. P=64f3, L=8(5+3).
6.42. a) P=6(9—+3), b) P=4243, ¢ nieistnige.

1200 150° B
Thazdwie. b) Dl8[C 3 ; ) nie istnigje, bo |BC| = 42, a wysokos¢
f el
y=nf3h trojkata 04 poprowadzona z punktu 2 ma

i I

I I

) ) 30° .
4553 F ¥ B x+v+8=20 dhugosc 4.8.

6.43. Wekazowka. P.r'_‘\ MBC = PI.P‘@EZHABCD =z (PAABM + P_& CDM)

6.44.C=(0,-2), D=(2,4). Wskazowka. Z warunkéw: |MC[> =10 (bo |48 =10), a punkty C'i Dleza
na prostej o réwnaniu y=3x—2 (CD|| AB), to otrzymujemy réownania {xq —]]2 +(ye —1)2 =10
i yo=3x-—2, skad (xz—1F +(3x-—3)" =10, wigc 10(x- —1)° =10, zatem (x-—1) =1.

6.46. D=(1,3).

Okrag wpisany w czworokat
6.47. Np. 5 cm, 6 cmi, § cm, 7 cm lub 1 cm, 1 cm, 12 cm, 12 cm. 6.48. e =270°.
6.49. 9) [4B|=3, |BC|=5, |CD|=6. [D4|=4, b) |4B|=6, |BC|=5, |CD|=3, |D4|=4,

c) |4B|= 20, |BC|=|4D|=15,

CD|=10.
6.50. 21 cm, 14 cm, 7 cm i 14 cm. Wskazowka. Czworokat opisany na okregu, wiec stosunek dlugosci jego
bokéw to: 3:2:1:2.

6.51. P=125. Wrkazowka. a+b=25, gdzie a i b to dlugosci podstaw trapezu.

i)

6.52. Wskazowka. i i . 6.53, r=35.
2a

3a
4(3+4f3) -

6.54. . Wekazowka. E Zauwaz, ze a+b=c+d, n I )

E .om . kR .m . atbtotd 2c+d) o h! d
—=sin— i —=sin—, wigc = 2 7z | b

£ 6 4 3 Y h 5 , ¥

A ' B
60 a

6.55.8) r=7,2, b) gy ¢ r=—.
2 13
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6.56. Wekazowka. P=%pg i P=a-h gdeie i=2r oraz a=%1’p2+q2. Zatem %pg=%\}p2+q2 2r.

6.57.9) P=2mr, b) P—i a>. Wskazdwika. b) |AG|
6.58. Wrkazowka. E & ' 6.59. Czworokat jest deltoidem, P=18,
Zauwaz, ze ramie trapezu : pzlc | 3
’ 2P & | z=2(5+J13) r=(5-13)
s oS 16 a+b |
HR st 2 | 6.60. L =34 cm.
- I
a E a
3 z
2543 + 60 > 2 4 2 3 289
6.6l r=—— 6.62. b -2 H{yv-3) =—. 6.63. (x+1) +|y—=| =—.
7 ) -2l =3 =< (R (| =55

Okrag opisany na czworokacie
6.64. a) B=90° y=145° b) a=110°, B=100°, y=80°, ©) a=70°, B=60° y=120°
d) o =90°, B=110° y=50° &=70°

6.65. a) 45°, 108°, 135°, 72°, czworokat wpisany w okrag, h) 20°, 60°, 40°, 240°, czworokat nie jest

wpisany w okrag.
6.66. a) Tak, b)tak, c)nie. 6.67. 80°, 100°, 110°, 70°, na czworokacie nie mozna opisa¢ okregu.
6.68. 626 mm. 6.69. 513 m.
5 5 325
6.70. h) [I—I—E] —l—(}’—FE] = Wekazdwia. a) Zauwaz, ze AB||CD oraz ADJBC i |4D|=|BC).
6.71. 4R Wrkuzdwka. Oznaczamy |PG|= =y, |PE|= Lo - .C
P U'-X——J'r—— i

gdzie P to punkt lezacy na okregu. |AC|=2R. Zauwaz, ze |4B|=u—v, =x+y, i N Ay \i }
|PK|=v+—— i i . [KO|= x;y —x= sz;x Zastosuj twierdzenie Pitagorasa | o
dla A4ARC i A PKO,l przeksztal¢ olrzymane roéwnosci, tak by ofrzymac ;,! 4 B
w v+ 2% +y2 =4R2,

1 b 10 c
6.72. a) 3 lub B, b) 61, ¢) 3. Wskmzawik. 4) Rozwaz dwa przypadk, “ @

o

gdy bok A5 jest: 1° krétszym bokiem prostokata, 2° dhuzszym bokiem prostoleata, | -
b) zauwaz, ze siner =06, skad tgeo =%, ¢) zauwaz, 7e tpe =%, skad singe=0,6. A= 5 B

6.73. b) 19, Wekazdwia, Zauwaz, ze tréjkaty prostokatne DER i DF B majg wspolna przeciwprostokatna,

ktora jest érednica okregu opisanego na kazdym z nich.
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Rozwigzywanie zadan optymalizacyjnych z planimetrii

6.75. Ramka ma ksztalt kwadratu o bolku 1 dm. Wskazdwia, a+b=2, skad b=2—g, gdzieai b =a
diugosciami bokow prostokata. £(a)=a(2—a), gdze a=(0;2).

6.76. Prostokatna szyba ma wymiary 1,5 mil,5m, =223 m?. Wskazowka. 2x+ 2y=6,skad y=3—=x,
gdziex iy sa dugosciami bokéw prostokata. P(x)=x(3—x}, gdzie x=(0;3) i P[%] =%-{3—%J.

6.77. Prostokatny ogrodek ma wymiary 9 mi 18 m. Wskazdwia. 2x+v=736, skad y=36—2x, gdziexiy
sq dlugoéciami bokow prostokata, P(x)=x(36—2x)=2x(18—x), gdzie x (0;18).

6.78. x=5cm, P=625cm?. Wikazdwka. Nowe wymiary prostokata to: 20+ x i 30—x.
P(x)=(20+x)(30-x), gdzie x (0;30).

6.79. Prostokat o wymiarach 0,5 dmi 1 dm. Wskazowka. P(x)=x(2-2x)=2x(1-x), gdzie x = (0;1).
6.80. r =?m i a=350m. Wskazowkn. L=14001 L=2nr+2a, skad a=700—xr.

P(r) = 2?’(7[}0— :frr), gdzie 7 = [[}; @J

T
; 25 o 1 410
6.81. Pierwsza czes¢ drutu ma diugosc 395(:111, a druga GDEcm.
Wakrazdwiza, Drut dlugosgci 100 em podzielono na dwie czesci xi y, czyli 100 =x+ y, skad y=100—x,

gdzie x =(0;100). Obwod kwadratu jest réwny x cm, czyli bok kwadratu jest rowny %

100-x . 4-(100-x)
] .

Obwad prostokata jest rowny 100— x, a boki prostokata maja dlugosc T0

x> —&x + 400,

2
: _x 4(100—
Pole figury wyrazone jest wzorem (IF&] +1n§)[} 2 £ 10 1}241110

{8
Najmniejsza wartos¢ pola tej figury jest dla x= M = 39i i 39i =(0;100).
5,41 41 41

400

6.82. Podstawy trapezu maja diugosci 913, a ramie 3+/2.

Wakazowier, h+a=12, skad a=12—-% i a=x+2k, skad x=12 -3}k, gdzie A

o
:-<
i S
ot
Lh
vV &

he(0:4). P(h)= W‘k = 2h(6—1). Najwigksza wartos¢ funkcja P B h _Ji
przyjmuje dla h=3 i 3<(0;4). Cr‘ ’ )
6.83. 2. Wakazowka. Przyjmij oznaczenia jak na rysunku. §
4B =22 +(6-x), sdzie x>0 i x<6, flx)=yo+(6-x). °
A B
Zestaw powtdrkowy
Nrzadania [ 1. | 2. | 3. | 4. | 5 | 6. 7. 8.

OdpowiedZ | B CI|IFEFlC|C|C|N-A|T-B
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7. Ciaggi liczbowe

Pojecie ciggu liczbowego. Przykiady i sposoby okreslania ciggu
1 1

70a) 1024 —2 5512 —2 5 . 64, 32, b) 52 ——2

7 e e SN |3 )
93— 6 A, 4 09

+4

+3 +2

d) 21 25 28 9 1y g1 o FD 9y

7.2.2)30,31, h)

0 | L

\ l Webazowra ay 21+ 4, 2543, 28+ 2, .., b) 1, %,
2 BB
7.3.8) D={1,2,..,12}, 1) (5,5,5,5,3,2,1,0, -3, -3, -3, -3).

7.4.a) Tak, h)nie, ) 2441245, Wisbnrowko Kwartal T ||| v
Liczha dniwrokuzwyllym | 90 | 91 | 92 [ 92
Liczba dni w teku preestepnym | 91 | 91 | 92 | 92

7.5.9) (0,3,8,15,24,..), b) [E,E,E,E,z,m} 0 (1,3,6,10,15,..), ) (—4,16,— 64, 256,—1024, ...},
- - 2°3°4°576
11 11 1

& i e L I (SR TBh:

){24 816 32]1)( )

7.6.4)1,4,9,16, a,=n°, b)1,8,27,64, a,=n. 77 a, =2 gdy ne N7,

n+l’

7.8. Podpunkty a), c), d), ) —nie, b)tak, a,, =100, e)tak, a, =100,

7.9. Nie, np. a3 =80.

0. 9) a), a; b)Y 4y, a,, as, 44, ds, €) Nie ma ujemmnych wyrazow,

d) wszysikie wyrazy ciagu sa ujemne, €) @, a;, I) as, as dq, ...

7.12. a) a4, b) brak takiego wyrazu, c) brak takiego wyrazu, d) a,.

T8 a) a, a3, b) g, © ay, az as, ap. Td.a) a,=3n-2, b) g,=n ¢ q,=10-2n.

T8, ap = 265,
Ciag okreslony rekurencyjnie

Taeoay a =1, ay=—1, az=1, ay=-1, as;=1, by a;=1, a, =1, a;=2, a3=06, as=24, ¢ a =1,

3 g 1 15 g
=2, a3=06, ag =24, as=120, d) qy=—, @ =—, a3=—, G4=—, ds=—.
2 3 4 5 ) a) 2T g BTy T Iy
a1=—2 al:ﬁ .JE
7.17. a) 5 ,neN*t, a;=140, b) 1 ;neN', a;=—,
Ly = dy — Gy =Ean 16
a =10
c) sap=1 . HEN+, as =16

fyia = 2 (an+l o+ an)



7. Ciggl licz bowe

419

7.18.

7.20.
N a,

721

722,

F235.

10. 7.19.9) a,=#n°, b) .
.y =a, +2n+l

n

a a,=3n+l, b) a,=5-2n, ¢ a,=10x, d) an=(—1)n+l‘~JS_, €) a, =(—1]n+l-2(_lj ,

=23n 1.
:5 :—1 o ="|
a) {al L reN", W) {al . nedN", c){l “ nenN'.
Gy =a,+5 Ay =y =& Byl = 33}1

Monotonicznosé¢ ciagu liczhowego

(0,4,0,8,0,12), ciag (a,) niejest monotoniczny.

a) a,,=n>+2n b a,,=2n"+3n+l, © QP,H_]_:%: A) @y =—n" +n+2,
n

—in—1 _n® _2n

€ ay=— D ay
H

7.24.

F28,

7.26.

T2

728,

7.29.

T

+2 T2t dna2
Ciag (an) jest: a) malejacy, b)rosnacy, ¢)rosnacy, dd)rosnacy.
a) (3,6,7,12,11,18,15,24,19,30), b) ciag nie jest monotoniczny, bonp. a3 >a; i as <ay

a) (5,5,54,3,2,1,-2,-3,—4,-5,-5), b) ciag jest nierosnacy, a wigc jest monotoniczny.

Wakazdwike. Ciag (an) jest: @) rosnacy, b) rosnacy, ) rosnacy, d) malejacy, €)rosnacy, f) rosnacy.

Pojecie ciggu arytmetycznego
a) Tak, b)nie, c)tak, d)tak.

»

Kolejno: a) 13,17, b) 20, —48, © 13,5, -3, d) -

Lh | b2
Lh | b2

&
?5'

.a) @, =4n+l, b) B, =17-Tn, ¢ ¢, =+2(n-2), d dn=€(2—n).

LA a =3, r=15 b) ay=—11, r=-14, ¢ g =2, r=-6, &) a;=7, r=3.

2

ay, =1 4] r i a, 733, a;=—5, az="9.
2} & 20 41 7.34. Ciagi arytmetyczne: a,, &, f. B
63 —2% 16 28 e, B m o
—200 2 15 _28
05 ] ©° 21 | 105 7.36.3) ag=12, a;p =30, b) a3y =21, a4p=1,

a) ag=—3, b) ay=-2, © a,p=49, d g =-3

C) 611:16, CI]_DDZ—ISE, d) tls :ng%, am=log8_
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7,38, Liczby, ktdre: a) przy dzieleniu przez 7 daja reszte 1, b) przy dzieleniu przez 6 daja reszte 3,
c) przy dzieleniu przez 6 daja resztg¢ 3, d) przy dzieleniu przez 9 daja reszte 7,
¢) przy dzieleniu przez 9 daja reszte 7, [) przy dzieleniu przez 8 daja reszie 5.
7.39. a) Tak, h) nie, c)tak. T.AD WyTazZy: appl, 9oz 9103, 9104 7.42. Nie.

1A%, Uskazowlka, sprawd?, czy a, —a, jestliczba.

Wiasnosci ciagu arytmetycznego

7.44. Wskazowka rz—%. 748, r=-1, ciag malejacy.

7,46, a) R b) A , © & : 7.47. a) 31, 53,8, 1[}1, 123, p)3,5,7,9,11, 13.
r=—4 r=-0.5 r=2 3 3 3 3

TAS.a) x=45 b)xeR, ¢ x=0lubx=1, d) x=i, e) x=3 lub x=4, f) x=5.

149, Wikazowka, SprawdZ, czy a, = ] ;a3_

7.50, El) as +a]_3=5, b) a2+a5 +a7+a]_0=12, C) CIS +a8+all=15, d) 614 +EIJ?+G9 +a12=4.

7.51. Kolejne odezyty: (7121, 7127, 7133, 7139, 7145).

7.52. 13 333% lat. Wekazdwka, qp=0,0003,r=0,0003, a,=1.
7.88, Wekazow ko, WyraZ rozmice b,y —b, za pomoca réznicy » ciagu a,, gdzie a, =a +(n—1)r.
7.54.3,4,51ub4, 4, 4. 788, r= —i.

15
T.86. Wikazowlka, Przyjmij oznaczenia jak na rysunku, gdzie 2 =0 i » =0. P
a2+(a+r]2 =(a+2r]2, wigc 3r2+2ar—a2=[}, gkad r=§. a
Zatem boki tréjlkata maja dlugosci: a, ia, %a i promiefi okregu wpisanego B—

L

w trojkat prostokainy wyrazony jest wzorem %[a +§a —%a].

Suma n poczatkowych wyrazéw ciaggu aryimetycznego

757.8) -2, b) 42, ©12.
7.58. a) 165 150, h) 123300, ¢) 41400, d) 70950, €)45223.

Wokazowka, dy ey =102, n=129, € a; =106, n=82.

7.59. 4) 37 107, b) 250042, €655, d) —269,5.

z(ﬁn—}}n (5n+]]n, o Sn=(2}‘1+5)?2, @ Sn=(11n+9)n.

2 2
7.61.8)0, b)10, ©92, @435, €215, D) (2n-1)x

7.60. a) 5, ., b S, =
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Te A g =16, r=—4, by g =—4, r=-2, ¢ g =4, r=—%, d) o) =-200, r=7,

e)a =5 r=-2, Ha=4 r=1

Thia) a =9, r=2, by g =5 r=3 ¢) a =1, =3, d)nieskoriczenie wiele ciagéw, ktérych wyraz

ag=T,czyli ;;eR i r=?_5al, ) ay=2, r=3, Da=3 r=-1
sica i

b4 a) g, =—b6r+9, b) g,=4n+1, © a, =3H—E, d) a, =Tn-6
765 4) n=33, b)nieisniejetakier, ) nieistnieje takie f.

Th6a) x=3n—-5, h) x=9%-2n, © x=0,52—0,6

LH7.9@) n=5, by n=11, ¢) n=9, d) n=50, ey n=12, ) n=31

zdwka. a) Sn=(1+;)n=3n, b n*=121, ¢ (2n-1)n=153, d) 2n>—Tn—4650=0,

) n2+n—156=10, D n° —2n—899=0.

THB. A x=63, b) x= c) x=-0,4.

b,

Wekazdwka. ) ay=1+2x, ar =4+ 2x,skad r =3; a, =28+ 2x, skad n=10.
769, a; =31, ajgy =328 Wekosdwka, ap=3n+1, app=a +(100-1)-3. 7.70. 10 bokdw.
7.71. 30 cm, 40 cm, 50 cm, F= 600 cm
Pojecie ciagu geometrycznego
772 8) -1, -0,1, —0,01, —0,001, —0,0001, b)5, -5,5, -5,5, ©) —3,3, -3J3,9, -9.3,

ay 10'°, 10°, 10%, 107, 10°.

5
A 3 243
773 a) a;= 2742, ayy =729J6, b) a; =%, dy =(E] = g ¢ ay=2, a;=8

. 4
774 ag=— B g=2, §n=5 4 a =—2.

PR : L yel | e e
T8, Wetazdwko. Oblicz iloraz i wyciagnij wniosek.
i}
e _ T uyl ; s ;
6. Watazowka. Qblicz iloraz i wyciagnij wniosek.
aPi
VAL H= (AT WY BT 68,0, wia =Y, o8 =,

12

| _ 1 = =
f) an=a-2” L=2%7 b an=a-(—z]” =(=2)*",
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178, @) a, =447 b) @, =125-5""L o an=l6-6n_1, @ a,=-2:-(-2)"", ¢ a, =—;—?(—3)”‘l,

N a —100-(—10)”‘l ) a e rl]ﬁ_l h) a —rl]n_l
" > BT L3 i " Lz '

2 9 2 g g
P g 425 5[5] |
7.80. 2%, Wekazow i, Przedstaw wszystkie wyrazy ciagl za pomoca wyrazu piatego.

Wiasnosci ciaggu geometrycznego

TSLNp. g<01ia <k -2,4,-8,16,-32, ... cdag niemonotoniczmy;

g=11ia <bk-2,-4,-8,-16, ... clag malejacy.

7.82. 9) 641256, b)32,64,128,256,512 lub -32, 64, —128, 256, —512.

TN 1 lub 1.
1 1 z z
&) 471296 1ub 4™ 129.
lg=06 g=—0
7.54. a) Tak, b)tak, c)tak.
7.85. a) :c=E lub :c=—é, 1, E, 1i lub1, —E, li, b) x=3, 3,4, E,
< 4 4" 16 4" 16 3
c) x=% lub x=§, %, —%,4 lub %, %,4, dy x=3, 8,42, ¢ x=0 lub x=5, 4,2,11lub9, 27, 81.
2
7.86. [az,laz,lag,lazj, g=l, Pm=i.
2 4 K 2 512
7.87. Wskazdwka, Uzasadnij, ze m=c:0nst,
a}’;‘
a I 3ﬂ+2‘21‘?+]._61‘?+]. 3‘3}’?—#1‘2‘2%_6‘6}? 6.(3”4-]'.2”_6”}
Bl £ — 1
b) an - 3PI+].‘2.P?_6.P? - 3P’R+].‘E.P?_6PI - 3.PI+].‘2M_6M

788 a 1 111, 2 1111, 3 11111, b) po 10 godzinach.
7.89.9) g=2—+2, b) al=%, C) a;—as = asg> — as =362 — 2564/2.

7.90. a) a;=3, b) a, =65, o tg=2, d) ap=1
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Suma 7. poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego
665 13 5187
78La) S.=—, b) Se=—(343), ¢ 5. =—1.
) Sg 48 ) g 3( ) ) S 20
1844 11 245 78925
T82 a) S:=62, b) Si=——— czyli 5 x-0,58, ¢ Si=—", d) =25 = :
) 55 )5312523’5 )532)5 3 0
1 121
8=, 0 B=T
) S5 o b 55 77
_.Q.:(. a} S].D=]U‘?'3’ b) S].D =—682, c) Sj=%= 0.68’?5, d) S6=909 090, E) Sﬁ =4],68,
f) 5'6:—%, g) S;=40+133, h) 5. =7-W2.
- 2
84 =2, 5§, =-5,555, g=§, n=48.
381 128 2 242
795 a) 55=33135 b =—lub Sh=——, ) 53=10, Y g, =2 1 g=31ub gy =—— 1 g=-3.
) g )8716[} 716[})4 ) 4 g 1= A
7.96. 2% 1.
797. (7,7, 7) ub (3,6, 12). Wkazswix S3=al+alg+alq2=al(l+q+g2),wi§c al(1+q+g2)=3‘7‘.
Zatem o =3 i 1+g +g2=? lub a; =7 i 1+g+g2=3-
798, Nie, bo &, +ay+dg+ag+ap =§(cxl +ag +as +ay+ig ).
2,4, 6 .8
ng=a2+a4+a5+ag+am=alg(l+g +q +g +g ],
Szn_l:ﬂl+ﬂ3+ﬂ5+ﬂ7+ﬂ9:ﬂl(]+g2+q4+q6+q8),
Ty 4 By B
agll+g+g +q +q
S _ ( )=q i g=£, wigc %=5<1, =T
S2n-1 al(l+g2+q4+g6+q8) 3 S2-1 3
12
81 1 1 1 1
799, S5 =—:[1-|=| | Wskazdwka. Z =—ia;=——=skad g=—.
12 8[ [3}} auwak, fe dg=- -1 dy = o dad g =2
. 1 19602 | 1 . 242 .
TA0, g =162 1 g=— lub g, = ig=—lubag=21ig=31lubg=—1g=-3.
1 g 3 1 o1 g 3 1 o L= ]
4 8
. A tae B2, o ‘31‘1 4 _oun.
3
4
1 ]+f =§, czyli 9g% —82¢%+9=0, skad g =43, g=i1.
o g 3
4
$i 4 allll_q 1
7.101. g=-2 lub g =2. Wskazéwka. -t =—, czyli —_g=—, gdzie g =+, wiec g3—17g4+16=0.
Sg 17 ]—gg 17
a]-‘
l-g
1102, 5y, = 9841, Wskazowka. Oblicz sume 5], wyrazéw ciagu 3D+3l+32+..,+39,wkt6rym m=1lig=3.
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Ciag arytmetyczny i geometryczny w zadaniach

r—1
7.103.9) b, =(-1)", b) a, =%n—%, c) bn=486‘[%] , ) a, =3in+2%, &) a,=2n-35,

5 n—l
f) bnzﬁ‘q'{z] =
. IZTY 4372 781
7.004.9) S, =2601, B) So=""" ) Sh=—"— ) S-=256518, € S:=93, 0 Se=——.
) 53] )75]2 ) 5 oyt B ) S DS]DS
50 26 1 1 1
7005, a)250, b) —, © —, @ =, e —, b —
) )5] )31 )6 )61)2
. - 3
A06.8) a) =1, ay =4, a3=5, h =1 B, =5, b3=12, ¢ =1, i
3n-1 Zn 200
b) @, =r% B,="——n, c,=———, ¢€) a5 =144, b3y =1335, cypp=——.
) &, n =% " O 2 30 100 = 50
= T A ; 2 o i y i) +ds
A07. Wakazowika, 4), b) Przedstaw wyrazy ciagu w prostszej postaci i zastosuj wzor o =T.
7.108, a) 17, h) 2505 =b403 220]7 7.109. b'}':z?
7.110.2) 55, b) 5050, ) 500 500. Wsbasdwka. Przedstaw kazda réznice 107 —9° = (10—-9)(10+9)
i oblicz sume utworzonego ciagu.
_ L. B . N .
11, -1,0,0 lub = g e Wekazdwia, Z warunkow zadania: liczby x, v, 1 tworza ciag arytmetyczny,
wiec y=IT+1,aliczbyx,y, x+ y+1 tworza ciag geometryczny, wiec y2=x(x—|—y+1].
7.112.4, 8, 16 lub g, g, @
i 3 3
T3, Wekuzdwka. Zauwaz, ze (a—b) 20, wiec a®+5° 2 2ab, skad (a+5)” = 4ab.
TN Wekasowika. Skorzystaj ze wzorn na sume #2 poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego:
2ay +(n-1)r|- Zay+(2n-1)r|-2 Zay +(3In—-1)r|-3
Sn=[al (H JF]H,SM:[GI (H ]r] Hisn:[al (” ]?’] HiW}’ZIlElCZ?r(Szn—Sn].
2z 2 2
. 2ay+2pr—r)-2 Zay+nr—r)- "
38—, ) =3 e nrorydn ey R P |
2 % 2
T8, b) pe(—e;—2)(0;2). Wekazdwka. a) Przy zatozeniu: [j_p]eﬂ\{(}} da peR\{-2,2},
+7

{Z_PJEP’;‘—].
T 2
wyznacz iloraz: Tl _ il :[2—;?] =const. =g, czyli ciag (an] jest ciagiem geomelryczimym.
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: : g =gl g=1
b) Ciag geometryczny jest malejacy, gdy: lub 3
a =0 a <0

2 2
D<[ | =1 :
i+ e(—o0,—2 -2 0
P

=(=2;2 (-0 =2V (2: 400
E+p <0 2+ p - pe( ) ( Ju( )
2-p 2-p
7.116. Wiekazowka. Aby liczby: sin’ o, cosel, tge dla r:xe([}; %] byly trzema kolejnymi wyrazami ciagu

geometrycznego musi by¢ spelniony warunek: cos” o =sin” o - tger.

7417, Wskazowka, Zauwaz, ze b, =2%4 = 2%+ =% .oF,

Ciag arytmetyczny i geometryczny w bankowosci

7.118. Kapital Roczna stopa Liczbalat | Odsetkipo uplywie| Stan konta po
poczaticowy pragentowa lakeatty » #lat uptywie % lat
Ala 3000 4 10 1200 4200
Beata 1000 5 ] 250 1250
Robert 100 1 99 99 199
7.119. Nie.

7.120. Nie, poniewaz roczne oprocentowania w kazdym z bankéw sa rowne 12%a
7021, 20,03z, MHlz, o3z

7.122. a) Nie, b) tak, podwaojenie nastapi juz po uplywie 8 lat, bo (1,])S =214,

7.123. Eapitat Roczna gtopa Liczha n lat Stan konts po
Winiciciel lokaty ;
poczaticowy X procenlowe p loksty uphywrie  lat

Bogdan 300 8 3 377.91
Czestaw 400 5 4 48620
Damian 200 10 2 242

7.124. Lokata ITL. Wikazdwka: 1—24217 2, I1—281,96 z, IIT—320 z.

Zestaw p owtdrkowy

Nrzadania | 1. | 2. | 3. 5. [
Odpowiedz| C | D | C | D |Kolgino: BEPRP,PF|T-A

*
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8. Granica ciggu liczbowego

Ciagi zbiezne do zera i ich wiasnosci

8.1 a) Dwadzie&cia dwa wyrazy, h) dwiedcie dwadziescia piec wyrazow.

8.2. (an)’ (bn)’ (dn)'
: 2
8.3. Wskazdwka. 2) = =

1 1 =2
Q) a,=2-4""=2.|=
) ay, [4J

1 n—1
[5] ,gdzje g=

ONo

Ciagi zbiezne i ich wiashosci

i %E(—l;l), b) a, =—0,6-(-0,6)"",

lad | bt

Il
)

54.3)3, b) -2, 03, )0, ¢ %, 1) 2.
85a) -3, o, o2, d) -1, ¢ -1, ©)3.
3 1 5 16
S6.a) -1, by —, ¢) ——, ) —, &) —, DO,
) )2. ) > )? ) R

$..a)1, b1, ©0, dl.

11 1 1 {1](11]{11}
) —+——+—+..+ =|l== || === || === |+
1.2 23 3.4 p(r+l) 2) k2 3)73 4

8.8.a)2, b) ? A1, d % )0, fl.

8.9.9) k=-3, b) k=-2, © k=—-2lub k=6, d) k=4.

8.10.8)10, b) —17, © g ) g.

~ it vl
8.11. Wskazdwha. ). Np: a, =[%J : b,,;[%] it g = | g BT

Twierdzenie o trzech ciagach

1 . 2 _ 2
$.12 Nuprzyldad @)0i — py 2—iq ol .1 g 1. 3o iU 2 p 2“”1.
B 2n+3  Zn+3 n+3 n+l An° +n d4n° 4 i

$.1%.a) 8, b)10, )10, d)11, €8, N6.
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81522 B3, 02, d1.

Wskazowka, ) 145+9+...+4n—3=20" —n,

1 5 4n -3 1 5 4xn -3
5 g sk e e
no+dn—3 n +4dn-3 n+4n-3 nm+1 o+l o +1
1+54+94...+4n—3 14548+, +d4n—3
- xS 5 s
e rdn—3 e +1

1 < 1 1 1 1

1 - < + L <. .
Jﬂ2+n -Jrz2+1 Jrz2+2 \1’:124—?'1 \,n2+]

Szereg geometryczny i jego suma

B.16.a) 3+6+12+244..., ) 4+2+1+l+l+..,, ) —3+]—1+1—L+,.., d) ]+(:>:—]}+(x—]}2+,.,,
2 4 38 2

e) X+ x2+x3+x4+..., 0 0,17+ 0,0017 + 0,000017 + ...

7. a) —S+[—m]+{—EJ+[—£J+..., b) 3+i+ - — 21 s 1) 7+{—E]+§+[ 56]+
3 9 27 10 100 10[}0 5 )25 125

4 g 23 +3 » 9(437—1]_

S8 a)4, b) —
W B > 2
5.19. a) E, b) 15, 0 ﬂ, a2 1 ;.E 5 Kkt
94 99 95() 990° 300 3300

820. 2 s=22+2, 3 s:-%, 5 s_—?, 6 S=%(2J§+3).

8.21. Nie, bo g =101.

- Ji 1
822.a) 4(¥5+2), b) V3. Wikazdwka ) o =|44)|= J_ T b) ay =|dd)|=— g i3
823, 124/3. 824, 2242 825 8) na(2442), b L
24 2

826, a) xe(01)u(2;3), D) xe(—; 1) (3;+0).

827.a) x==, b) x=-6, ¢ x=2, @) :c=—% lub x=1.

W ke

328.a) xe(—0;0)U(S+0), b) xe(34), o x E<3; +ew), @) xe [—%; %J

Granica niewlasciwa ciagu
8530.a) 40, B) —0, € +wo, d) —o0, &) 4o, ) —o
S3La) 4o, b)) —o, € 4o, d) —oo, e) 4o, ) oo

8.32. Ciagi w punktach a), b) i d) sa rozbiezne.
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1 1 1
8.33.4) —, b) ~o, 00, d) —, &) ——, N32.
) 5 ) ) ) 0 ) 2 f)

8.34.9)1, b) -1, €0, d)0, € 4o

n+2
3 z z 3 g F ; 3 bn n+1 H(H+‘?‘]
Wekazdwla., Wykonaj dziatania na ciagach, a nastepnie oblicz granice, ¢ —= = :
a, 3 3(n+1)
1
8.35.4) 4o, b) +o0, €)0, d) +0, €)0.
2 1
E 3 3 R —
T T e . W T = oo,
M M w—4m 0 B — 4@ 1
8.36. a) 40, b) 40, €) 40, d) —0.
8.37.a) k=2, b) k=-1, © k=1, d)nieismieje talde k.
Zestaw powtdrkowy
Nr zadania 1. 2 3 4. 5. 6. | 7
Odpowiedz| AiD | B |BiD [FE,P|N-B| C o
9. Granica i ciggtosc funkcji
Granica funkcji w punkcie
9.1. a) b) o5k
| =, 3=

! v y=x®+2x+4

e

lim f(x)=3 lim £(x)=1 lim f(x)=12

x —0 xr—-l xr—2

02.3) lim £(x)=2,tak, b) lim f(x}=%, e of f(x]=—%,tak, @ lim f(x)=0 tak

¥4l x—=0

xo——

9.3.2)3, b) —%, &0, d) %, e)2, N3 9.4.9)2, h) %, ¢) 0.

8 1 4 3
9.5.4)0, b) -, ¢ —, @2, € —, O —
) )3 )4 ) )3 ) 5

Sknzdwka. €) Pomndz wzor funkeji przez dwie jedynld

Jir2x+3 | x4 Ni2i442 . 21943

= o= = omnoz wzor funkcji przez dwie jedynki 1=
J+2x+3 Jx+2 ae 33 Jedy

1

Jx2+4+2’ _Jx2+9+3.
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Granice jednostronne funkcji w punkcie

9.6. a) yA b) \J’J‘ ONS 7
wE Mo
>
X

o1 x Es i |

S ) Em G2 L i (243)-3, . lim (2 +1)=1,
x—0 g X—35 : =0
lim (x*-3)=-3 i o1 lim 1=1
x — 0% r—dt X x—0*

9.7.a) xl_i}nigf(x)=], b) xliinlf(x)=3, c) xliin4f(x) nie istnieje.

9.8.a) xp=1 lim f(_x):?,, lim fl:_x)=4, b) xp=1, lim f(x)=—2, lim f(_x]=—],
x—l x—olt xr—ol

P

© xp=2, lim f(x)=1, lim f(x)=3.

x—=2 x=2

99.a) lim f(x)=-2, b) lim f(x)=0, ¢ lm fix)=4 @ lim Fix)=-2

x—2 x =0 e s $—4

9.10. a) Nie, b)tak, c)nie, ) tak

911 8) m=2, b) m=-3, my=1 Wkazowka. @) lim (mx+3)=m+3 i lim (x2+zm]=1+zm,
o1t xr—1

wigcm+3=1+2m, b) lim (mx+1)=2m+11 lim (2x—m2)=4—m2, wiec 2m+1=4—m?.

x—2 =2

Granica niewlasciwa funkcji w punkcie

9,12, a) lim f(x)=2, lim f(x:l=3, by lim f(_x}:z, lim f(x)=—oo,
x=327 x—-3"

xr—2 x—-3

¢ lim f(x)=+w, lm f(x)=—c.
x—3 x— 3

913.a) —, b —0, ) +xo, d) 4w, e) —o, ) —o
9.14. a) 4o, b) 4o, € 4o, d) —o0, €) —o, )1

A5 i =—0, li ) li =—go, I =
9.15. a) x_n;nl 7Flx) ,x_nﬁ+f(x} +o0, h) x_)II.‘I_lq Fx) ,x%m_zvf(x] +a0,

¢ lim fx)=+w, lim f(x)=-w0, @& lIm F(x)=+e, lim f(x)=-wm,
x— 8 x— 8 x—2 ’ vt

¢ lim f(x)=+m, lim fix)=-o0, lim f(x)=—o0, lm f(x)=4ew,
x—-l1 r—-1* x—1 x 17t

0 lim f(x)=+0, lim f(x)=—0, lim Flx)=-e0, lim f(x)=-+mo.
x—-3 x -3 x—3 x— 3
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PR 8 TGl e p e
b lm f(x)=se, lm f(e)=—e, lm f(x)=—
O lim f(x)=2, lim f(x)=sm, lim f(z)=—
W Sl s Sl =0
8 By Tl il e MG
D lin f(x)=—2, lim f(x)=—o, lim f(x)=4e
9.17. 8) —0, h) +w, €) —o.
Ciagtos¢ funkcji

9.19. a) Nie jest ciagta w punkcie x;, b)jest ciagta w punkcie x;, ¢) nie jest ciagta w punkcie xp,

d) nie jest ciaglta w punkcie x.

9.20.a) m=0, bym=-1, g meR, d)y m=-2, my=2.

9.21. a) Funkcja /° e YA i
= i R
jest ciagta y=xf 5 A
1
w zbiorze R. | i
o ] e
i
i
i
fr N
. y = ol

9.22. a) Nie, b) tak.

b) Funkdcja /

| nie jest ciagta

9.23.a) xp=-2 ,b) x5=2.

w zbiorze R.

Wtiasnosci funkcji ciagtych

9.25. a) x=-3, ;=1 x3=2, f(—4) F(4)<0,
¢ x=0 x=3 7(-2)-/(4)>0.

9.26.8) fagn = F(a) faax=F(B), O fumw = F(B), fraex = Fla).

9.27. a) Nie, b) nie.

9.28. Wykazdwika, Oblicz wartodei 7(0,5) 1 7(0,75), f(1) i f(2) oraz f(2,25)1 f(2,5).

9.29. 05.

2
e

b) x=-1, I2=1, X3 =4:~ f(_‘?’)f(s):}o:
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Granica funkcji w nieskonczonosci

930.a) lim f(x)=x£m+mf(x]=(}, by lim f(x)=—o0, lm f(x)=+ox,

X ——m X ——m X — 40

¢ lim f(x)=-1 lim f(x)=1, d) xgrimf(x)= lim f(x)=+e.

X— —m X—+w X —3 +m
3L a) 4o, b)) —0, € 4w, d) —0, e) o, ) —o
932.a)0, b) —o, ©)1, 0, €2, H -242.

93%.a) -2, -1, ¢ -, 4)2, &0, ) -

9.34.a) k= %_. b) k= %, ¢) k=1, d)nieistnieje takie k.

Zestaw powtdrkowy

Nr zadania 1. 2. 3.
Odpowied? | PP FP

i | &=

------

lloraz réznicowy funkcji i jego interpretacja

5
247

10.La)15, 6, l, &) —%. 0.2 a1, b1, o -
103, 3) 1, e=135", b) a=-2, =117 10.4. v. = 6.

10.5. Jag przybierat szybciej na wadze w okresie dojrzewania.

shazowiea . W ookresie niemowlecym i—T =435, w okresie dojrzewania ﬁ—T =495,

m m m
10.6.a) 25 —, b) 50 =, © 60 —-.
32 32 32
Pochodna funkcji w punkcie i jej interpretacja
- 1 ; ;
10.7. a2, 4, © —E. 10.8. a) Nie, b)nie.

10.9. a) -3, b)13.
10.10.9) P=(-1,—3), ["(-1)==2, a=7(-1), b) P=(2,8), /"(2)=12, a= f'(2)

10.11.a) /'(-2)=—4 b /'(3)=2, ¢ f(0)=0.

d)

1
=
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Pochodna jako funkcja
10.12.8) f(x)=0, Dp=R, b) f'(x)=+2, Dpy=R, © f'(x)=15+", Dy =R,

a) f'(x)=-3x", Dp=R, & f'(x)=21x"", Dp=R, ) f’(x)z_—g, Dy =R\{0),
X
t _L L= t :_L L= +
g f(x)_ﬁ_z, Dy =R\0), W) f'(x)=—5— Dy =K"

X
10.13. ) f'(x)=-2, b) f(x)=2-16x, © F(x)=3x% &) F(x)=2x"—4, € f(x)=—
f) f(x)=2x-2.
10.14.3) f'(x)=8x" —6x, Dy =R, b) f'(x)=-8x +12° 1, Dy =R,

re s 5
c)f(xj=2112+ﬁ, Dp=R*, & f'(x)= T+241 , Dp=R".

10.15. ) f'(x)=18x" +6x+4, Dp=R, ) f(x)=12x"-33x" +18x° —40x" 122", Dy =R,
6x+3 vy 12x—5xlx
0 f'(x)= ENFL Dp=R', @) f(I)ZT, Dp=R".

3
10.16. xl=————, Da=RVI-1L, B Fx)=
-’a)f(](ﬂ)z i =15 by f(x)

—2x+2

1 7
. Da=RV
(3x—7)2 4 {3}

10(1-x)

9 flix)= - , Dp=R\0,2}, @) f'(x)= 5> D =R\{0,2},

(f ) (#-2s)

4 = 2
& F(x)= , Dfr=R, 0 f’(x}=_4x +8x —3x +8x—4, Dfr=R\{—]}.

12x
(12 +3)2. (x3 —l—])2

0.17.3) f'(x)=4x—3, f*(—z)=—11, r(2)=5, by F(x)=36-10x—3 f(-2)=29, 7'(2)=—-11,

14x g 28 28
a2 S @)=

o f'(x)-

10,18, a) f’(—]]Z—]D, b) fr(—ﬁ]:], c) f*[_%]:%, d) fr(:”:%

10.20. ) x;=-3, x;=-1, b) xe(3;+o).

1021, a) f'(x)=2ax+b, b) f(x)=4mx—-m+2, © f'(x)=3(4k—2)x2—4fcx+3fc+l,

- —4m
d A= x#l & )= mx 20,
& (x-1)° B —C
2
n fp(l)zm(m—?_',)x +Z(m—2]x—4m, S D

(mx+1]2

10.22. n=1, b=2, c==3,
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Funkcja ztozona i jej pochodna
10.23. 9) g(u) =u6, h(x)=3x—4, b) g(u) =u5, h(x) =2%° —4x +1, ©) g(u) —ofu, h(x) =4x° +1,

2
d) g(u}=vz_£, h(x]=x2—5_x+], €) g(u)=u3, }z(x]=x—:1, 1 3] g(u}=u§, k(x]=12+].

1024.2) 1 g(#(x))=4x"+8x-5 2 F(z(x))=16x"—32x+15,
D) 1 g(f(x)=-9x"+3x+2, 2 f(g(x)=-27x"-33x-10,
o1 g(f(x)=2>+4, 2 flg(x)=vr'+4:> s,

O 1 g(F() =P +x41-3, 2 fg(x))=Vi6x 20047,

_x—1

01 £(f()=— 2 fle()=3 D1 (/)25 2 fls(x)

i :(x+]]2.

1025.3) f(x)=4(2x—5), b) F(x)=-12(3-4x)", O F(x)=15(3x+7)",
d) f'(x)=1z(x—1](2x2—4x+1]2, e) f*(x)=6(sx+3](4x2+3x—4]5,
 §] f'(x]=2[}x(9_x+]](6x3+x2]9.

10.26.9) f'(x)=—6(2x—5)", B) £(x)="3(3x+2)> © f’(x)=—4x(xz+3)_3,

—4 Froh . A
(3+4x)% . f(x]_(4_12]2,

10 HNE e I
o2 VT YTy

d) f'(x]=6x2(5—2x3)_2, e f(x)=

g f(x)=

1

. .. 1 8 2(.3 N
10.27.3) f'(x)=(2x-1)"2, b) f'(x]=—§(6—xj 3, € f(x)=2x (x —2) 5

6
0 7= (4-2]5, & SR =g 0 F() =243

2
0280 () =4 421 B S

@) £'(x)= —%[%—1]3, O f(x)=20x(x* —1)(x* -2+ +3)4,

2

0 f(x)=2(1+x)(x-2) +3(1+x) (x-2)"
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10.29, a) x0=%, b) 5;=1, x,=3,5, 53=6, ¢ x=2.

‘ ' ; 1
10.30. Wkazdwka. f'(x)=(x) "\"x2+1—l—x‘(\l_x2+]) =Jx2—|—1+x‘—‘2x.
wx? 41

Zastosowanie interpretacji geometrycznej i fizycznej pochodnej funkcji

10.31.a) y=—4x+3, b) y=6x, € y=-2, d) v=5x—24, ) y=—x+4, ) y=—%x+%.
7 i 1 1
10.32, a) Tak, y=—3x+4, b)tak, yZE’ o tak, y=—2x+4 i y=—2x—-4, d)tak, y=—E_x+£.

10.33.8) y=3x+1, b) y=—27x+63, y=—27x—45, © y=x+8%, d) y=—2x+2+2, y=-2x-272.

10.34. a) y=—x+21—2, b) y=10x—7, y=10x+9, ¢ y=x+2, v=x—2,
d) y=—2x-16, y=—2x+16.

7

s oo &) (2]~ 86 L7 a)=10 Y #m T
X+

i fﬁ(xo] = 79

2

) fp(x}z(xfl]z L1 (n)=2

0.3, ayy==6x+7, y=10x+3, P=(1,13], b)) v=12x-16, y=—8x+ 24, P=(2,8), c) y=—4x—13,

y=x+2, P=(—1,]).

10.37. p=0 i g=—§.

e - [ f(x)=0
10.38, k=-3. Wikazdwia. Rozwiaz uklad rownan 4 ;
f'(x)=0
- . t + ' 3 4 2 .
10.39. Wskazowka. @) £(x)>0, b) £1(x)<0, € £(x)=5(x*+x) (3241} i f1(x)20
IuAﬂﬁﬁn¢1qu.foA}foB]z—l,gkﬁ_fﬁjz%xz—% oraz x, =k— VK> +1, xp=k+VE> +1.

1041 a) v(0)=5, b) v(1)=5, ¢ v(10)=5, @) v(¢)=5.
1042, a) v(t)=40-10¢, a(t)=—10, b) v(£)=30+4, a(s)=4. © v(t}=100-2¢, a(¢)=-2.

10.43. a) vjr(t)=%=6, b) v'(2)=5, © v(¢)=0, gdy r=%.
Wokazowro, €) Zmiana kierunku ruchu nastepuje w chwili {; rownej pierwszej wspolrzednej wierzchotka

paraboli okreélonej rownaniem S(t] == {tﬁ =HE= _@(—_j)J
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10.44. @) 5'(t)=v(t)=F 41, 1 v(0)=0, 5(0)=1, 2 v(3)=-3, s(3)=-8,

22
3)
b) 5 () =v(r)=15—6t+2, 1 v(0)=2, s(0)=—4, 2 v(3)=119, 5(3) =110,

3 v(5)=5, s(5)=-

3 v(5)=347, 5(5)=3556.

Zwiazek pochodnej z monotonicznoscia funkgji
10,45, Funkcja fjest:
a) rosnaca w przedziale (—o; 2), malejaca w przedziale (2;+0),
b) rosnaca w kazdym z przedziatow (—ao;1), (4; +o0); malejaca w przedziale (1;4),
c) rosnaca w kazdym z przedziatow (—2;1), (3;+c0); malejaca w kazdym z przedziatow (—e0;—2), (1;3).
10.46. Funkcja fjest: a) rosnaca w przedziale (—4; 0} malejaca w kazdym z przedziatéw (—o;—4),
(04}, b) 3.
10.47. Funkcja fjest: a) rosnaca w kazdym z przedziatéw (—2;1), (4;5); malejaca w kazdym z przedziatow
(-3;-2), (14), » 1.
10.48, Funkcja fjest: a) malejaca w kazdym z przedziatéw (—e0;—3), (1;+0); rosnaca w przedziale (—3;1),
b) rosnaca w kazdym z przedziatéw (—eo; (1), (2;+e0); malejaca w przedziale (1% 2),

¢) malejaca w zbiorze R, ) rosnaca w zbiorze R.

10,49, Kolejno: / \ /’
10.50. Funkgja fjest:
a) malejaca w zbiorze R,

b) rosnaca w kazdym z przedziatow (—1,0), (2;+o0), malejaca w kazdym z przedziatow (—o;—1), (0 2);

¢) rosngca w kazdym z przedziat ow [—00; —%J, [0; g] malejaca w kazdym z przedzi atow [—%; ,

[%; i oo], d) malejaca w przedziale (—co;3); rosnaca w przedziale (3;+w).

10.51. Funkcja fjest:

a) rosnaca w kazdym z przedziatow (—0;—2), (=2;2), (2;+),

b) rosnaca w kazdym z przedziatéw (—oo; 0), (05 +e0),

¢) malejaca w kazdym z przedziatéw (—eo; —1), (—1L 0); rosnaca w kazdym z przedziatéow (0:1), (1 +e0),
d) rosnaca w kazdym z przedzialéw (—eo;—1), (1:+); male¢jaca w kazdym z przedziatow (—1; 0}, (0;1).
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10.52, Funkcja [jest:

a) rosnaca w kazdym z przedzialéw [—oo; —%), <%, +oo] malejaca w przedziale (_%; %>

b) rosnaca w przedziale {(-1,3), malejaca w kazdym z przedziatéw (—oo; 1), (3; + ),

¢) rosnaca w kazdym z przedziatow (—oo; 1), {I; +), malejaca w kazdym z przedziatow {—1,0), (;1),
d) rosnaca w kazdym z przedziatéw {0;1}, {2; +0), malejaca w kazdym z przedziatow (—eo; 0), {1; 2).
1053, a) me(-3;0), B) me [—Go; —%), o) me(-1L1).

10,54, Pikazowia, Zauwaz, ze: a) (3;5)c (2i+90), b) (-20;-10) = (—o0; - 1),

¢) funkcja f jest mal ejaca w kazdym z przedziatdéw (—o0;3), (3;+=0).

10,55, okpzowis, Funkcja jest monotoniczna, gdy jest rosnaca lub malejaca, lub nierosnaca, lub niemal ¢ja-

ca w catej dziedzinie.
Ekstrema lokalne funkciji

10.56. 8) yo = F(2)=—1, b) yum = F(-2)=2, ymn =F(2)=-2,

- =f(—]]=2, Voin =f([}]=[}, .~ =f(]] =2,

10.57.a) x;=-2, x=4, b) yuo = F(-2).

10.58. a) tak, yum = F(1)=—1, b)nie, ¢ nie, d)tak, ymay = F(0}=-1

10.59. v = F(2)=3, Y = F(6)=—4.

10.60. a) Nie ma ekstremum, b) y5 = F(1)==2, ypu = F(-1)=2,

5 5 3 27
) Yumin = F(5)=0: Ymax =f{ﬂ=55§, &) Ymin =f[ﬂ=_£_

10.61.8) Y. = F(—4)=-7, Ymin=F(2)=5, b)nie ma ekstremum,

O Ymax = F(2) = Yo = F(2) = @) Y =f[—%] -2

10.62. 8) Yy = F(0)=0, B) ¥y = F(0)==1, Yo = F(2)=3.
10,63, Wslazdwia, Naszkicuj wykres funkgji 7.
10.64. m=-3, ynax =F(2)}.

10.65, tazowia, Zauwaz, Zze warunek konieczny istnienia ekstremum jest spelniony, ale nie jest spelniony

warunek wystarczajacy.
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10.66. a) Funkcja rosnaca w kazdym z przedziatow (—oo; —1), (1;+90};
funkcja malejaca w przedziale (=1 1) yp.c = F(=1)=5, yum =F(1}=1,

b) funkcja rosnaca w kazdym z przednalow —J_ U) ( 34 oo) funkcja malejaca w kazdym z przedziatow
(~0:=B), (0:33): Yomax = 7(0) =0, 3 = £ ()= F(VB) =,

¢) funkcja rosnaca w kazdym z przedziat6w (—eo; —1), (1, +c0); funkcja malejaca w kazdym z przedziatéw
(=30}, (%1} yimax = F (1) ==L Yo = £ ()=

d) funkgja rosnaca w kazdym z przedziat 6w (—o; ), (4;+0); funkcja malejaca w kazdym z przedziatow
(0:2), (Z4); ymax = F(0)=0, yuin = F(4) =8,

¢) funkcja malejaca w przedziale (—o; 0); funkcja rosnaca w przedziale (04w ); y, = F(0)=—

10.67. Wikazow k. Wystarczy wykazac, ze funkcja f(x) —x° —2x+2 gdy x>2: 1 niema ekstreméw,
2 jestrosmaca, 3 [(2)=0
Najmniejsza | najwieksza wartos¢ funkcji — zastosowania
10.68. ) ypgy = £ (4)=-80, yagr = F(0)=0, B) yagrw = F (1) =-10, ypeer = f(1) =
©) Yamw =F(-2)=F(2)=-3, Ypx =F (D) =F(1)=6, &) ypgy=7(0)=0, yppax = F(4)=28.
g 16
10.69.2) yuoy =7(3) =5 Yaax = f(4) =73 P Yaan = F(0)=-L ypux =7 (-1)=r(1)=0,

©) Yaan =F(0)=0, ypgex =F(-1)=2, d) yMINZf(U]=%> J’M=f(—%]=5%.

L

10.70. a) P=(-1,-1), b) P=(1,0).

10.71. 8) ¥y ={-2;2), b) Y= {0;:2), © ¥ ={-12). @ ¥y ={-11).

10,72, m=4. 10.73. p=0.
10.74. O godzinie 10, 10.7%. Przy produkgji 45 sztuk.
10.76. Fimy = P(10)=400. 10.77. Powinno sie wytwarza¢ 20 sztuk.

10.78, Funkcja fmaleje w kazdym z przedziatow (—eo; 1), (0;1): funkcja frofnie w przedziale (L+);
Ymin =F(1)=3; 1.

10.79. dyy, =d (1) =8. Wokazowhka, d(x)=4x +— ,gdy R= [xﬂ i P2=[—x,—ﬂ.
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10.80. Réwnanie ma: 9) frzy pierwiastli, b) dwa pierwiastki, c¢) jeden pierwiastek.
Wekazowka. Przyblizony wykres fimkgji /2

a) f(x}=x3+512+_x—2, b) f(x}=x4+4x3—812—1, ) f(_x:l=_xs+5x3+1-
}..A.

vh

(x-1) (3}52 —Bx+ ?)

\p‘xg —2x43

10.81. yymo = F{1) =0 ypzex = f(3) =46 Wakazdwka. f'(x)=

f'(x)z[(x—l]z:[ "sz —2x43 —I—(x—])z‘(\‘xz —2x+3)r-

, adzie

Zestaw powtorkowy

Nr zadania | 1. | 2. 3. 4
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