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Garsc formalnosci

- co warto wiedzie¢ o maturze od 2023 roku

Wraku 2023 po czrerolemim liceum | w roku 2024 po piedioletim technikium zdajesz mature na podsiawie wymagar
egzaminacyjnych opracowanych na czas pandemii COVID-19. Znajdziesz je tu: gov_pl
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Wymagania egzaminacyjne ohowiarujgce na egzaminie maturalnym w raku 2023
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Materiaty

Egzaminy zdawane obowiazkowo pisemnie to:

ne
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Fjezyk polski 0 Matematyka Jezyk oboy nowoz ythy Wybrany przedmiot
dodatkowy
Poziom podstawawny Poziom podstawmany Poziom podstawmeany Poziom rozszerzony
Priag zdania 30% Prag zdania 30% Prig zdania 30% Prag zdania - w 2023 T
ber progu; od 2025 r. 200
£} 240 min (3180 min £43120 min (% 0d 180 do 210 min
{w raleinpiciod wybranego
prredmiolu)
. e .. = i A -

Egzaminy zdawane obowiazkowo ustnie to:

Jezyk polski

Ber akreslania poziamu

Priag zdania 30%

Jezyk obey nowozythy

£¥330 min

Ber akredlania poziomu

Prig zdania 30% 15 min

Egzaminy zdawane dodatkowo to:

»
Wybrane przez ucznia przedmioty

dodatkowe od 1 do Swytypowane do
rekrutacji na studia

Poziam rozazerzary

-~

Wazre rerminy dolyczace wybory

przedmiotdw Zd awanych na maturze:

Egzamin 2 jezyka obcego

na poziamie dwujerycznym (jako
przedmiat dodatkoay) zd awary
abowigzkowo przezucznia szkalf
addziatéw dwujezycznych

Dyplom zawodowy lub dyplom
potwierdzajacy kwalifikacje
zawodowe przezucznia technikum
uprawniajacy 2o do zwalnienia

z obowigzkowego przedmiotu
dodatkowego na poziomie
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Matematycznie o matematyce

- struktura i przebieg egzaminu z matematyki

W roku szkolnym 2022/2023 oraz 2023/2024:

» uczef alrzyma za zadania zamkniete 29 punktdw, za zadania atwarte 17 punktdw; faczna liczba punktdw za poprawne
rozwigzanie catego arkuszato 48 punktdw;

» warkuszu egzaminacyjnym bedzie od 7 do 13 zadad atwartych; wowymaganiach egzaminacyjnych ustalono, deuczed ma
do rozwigzania jedno zadanie na dowodzenie; usunieto zadania na dowdd geomelryczny oraz wzory skriconego mnozenia dla
poteg trzecich, ograniczona wymagania dotyczgce wielomiandw, a takie wymagania ze stereametrii, m.in. catkowicie usunietao
zagadnienia dotyczgce bryl

Zadaniaitredcitearetyczne dotyczace zagadnied parminietychw roku szkolnym 202272023 araz 202372024 wte) publikaci
Qznaczonowyszarzeniem. Mozesz wykanad te zadania, ale nie musisz;

Datahcs sdanis, 7aznacs whaic fag ad pawied$ apadidd padanycn,

Liczbeg F3 maremy rapzad |aka
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W roku szkolnym 2024/2025:
» za zadania zamkniete uczed atrzymuje 25 punktiw, za zadania otwarte kolejne 25 punktdw;
lgezna liczba punktdw za poprawne rozwiazanie catego arkuszata 59 punktdw,
» arkuszegzaminacyjny zawiera od 29 do 40 zadad jod 20 do 25 zamknietychiod 9 do 15 abwartych)
z Cate] podstawy program owej.
e g
o S
Rodzaje zadan:
3 typy zadaih 3 typy zadarh
zamknietych: otwartych:
» zadania wyboru wiglokrotnego » zadania z luka, wymagajace uzupetnienia zdania albo zapisania odpowieda jedmym
» zadania typu prawda-fatsz wyrazem lub kilkarma wyra zami, symboalami lub wyrazeniami materm atyczmymi
akretlajgcymiwtasnosco abiektdw matematycznyeh, w bym wykonania lub etnienia
» zadania na dobieranie e I_ ; .I ! o : R A Eb e
wykresy, zaleinosd, diagramu, tabeli
» zadania kratkie] odpowiedzi, wyrmagajace wykaonania prostego obliczenia lub
bezpofredniegn zapisania rozwigzania albo zapisania przeprowadzonego
rozumowania lub abliczenia zwykle w dwach lub trzech etapach
» radania rozszerzong odpowiedzi, wymagajace ubworzenia strategii roawigzania
problemu matematycznego i przedstawienia jgj realizacii
L A
' Ty
Wiazka zadaf - moize wystapii warkuszu jedna lub kilka, a sklada sie z zestawu od 2 do 4 zadaf wystepujacyeh we wepdlnym
kantekscie termnatycznym, pray czym kaide z zadafiwigzki mozna rozwigzad niezaleinie od rozwigzania innych zadarw danejwiazce.
Wigzka zadar moie sie sktadal zardwno z zadari zamknigtych, jak i z zadar atwar bych.
L F
Fir iy
Karta odpowiedzi - 1 sztuka, na nigj zaznaczasz odpowiedz do zadan zamknigtych.
e -
i )

Materialy i przybory pomochicze - mozesz karzystal z 4 rzeczy:

- linijki - cyrkla - kalkulatora prostego ' Wybranyc.h el ma[ema[ycznyc.h
na egzamin maturalmy z matermnatyki

(znajdziesz je na karicu tej publikacii)




pamietaj © ]ednostkach
i miarach porzy ahliczeniach.

Zwr

acaj

rysu;:‘%}g‘? Na kolorow

! Fich oznaczen; =
Fia.

1
' .'
‘ N
¥
|

Niezbedne i wazne na egzaminie 2
~zmatematyki |

b

,‘_-—r.—-_‘_
-

Uwzgm{:lmal punktacla 73 Cate
s gdanie | [€g° pod punkty:
dopmw;\dza] rozwiazanie
tak daleko, jak si€ uda - 10K
azumowania [ pok{:mame
isrotrych erapow 102 wigzania
zadania rakie 58 punktowane.




Repetytorium OPERONU

Ucze sie tego, czego naprawde potrzebuje.
Jak chce, gdzie chce i kiedy chce.

: " -
Czego potrzebujesz?
Teoria z przyktadami I
Przypomniec sobie najpierw teorie Sk e
H = B Iokvan K20 AaTuralmicn adyed v Jobr K2 0|0 L 2 24 | loenaosa vy e nrobe prve B

W plgu*ce Z danegg dZIa*U? BIoky k2o pkeomsmpon @ 35 TIUIZ T B2S e pdiy 2 pode obebay 2obrg B2 onarara by on.
chbal:zyli H.EIJW.EIZHIEJSZE |r|fc|rma|:_|e I.I::‘h.‘l.:.'ll:ul'ill'ﬂu’\ wrnd ol ra kel ko nacu @ ing oo ¢20 Ernkye IE70a rarura kg b dB ohee) 2acrecte] daered

: . ; s fapk Flélmmm_w k7 T bl k2og 2L panbwas Zle -2,
w Zestawienid, na grafie w tabeli, na wykresie? 1e2011 [l 0 B B 12 4 4] PR 6t 45 bk — B 2.

y . . Preykiady ZADAN MAT URALNMTYEH
A mozewolisz zaczad od konkretnych

Praykiad

przyk}ad@'w FO Wi azaﬂy(_h Fadari matural My Fp? ertaz, 3 db £azck) kehy narura k| o -0 IE703 3 - 27 4 37 — 2 st wh kacrarnad: b bty 10,
Roowalqzank::

Znajdziesz to na poczatku kazdego dzishy Lile e dipelte sl NG

wmodule Tearia z przykiadami. Sl auareren

1k70a 37 =2 420 =2 e whkelatrarnascly 2oy 10,

Z peT- pap@ywene 7apk nk vy 89 Nk w pasracll 04, gk b e
Y 1 pvT- 2apka nk Wy 9 Nk WD&EHI.’I:'ID-n:B' 2-‘]
Sy i _,.,.7 0 peT- rawe TNk, W mAry m7 2SI ra ik pOpraeng Mook, 3160 oran ramw g zank
- e Praykiad

‘wyraz, & b7 BN —5.59 - 1.2 pa padel Ing praer 33

Rovalgaa ik

17w B7 —2.87 - 7.2 prvemraa e da pasrac |23k ar bk G i
o E

Iadania maturalna do samodzialnago rozwigzania | 7

Zadaniakritsze

wradd nben L2, 20 nac? way Ttk papravne adpovkdzl - B

Zxtank LEETTE oo, = ~
Dataher 2 ik ke wiako g adpos R o Spadnad pocany o, 1 h
Bard 7 T par ey L4 N
al g7 c.a? 0.2 ! ; P, _ .
[ [ | | P NHJWBZH|EJSZE tresci pamletaSZ, a UCZYys2Z
|

sie przez rozwiazywanie zadary

Wolisz zaczac od zrobienia zadan krotszych

Zadan k = [T
:::::Ihgjl.'.l;lngl.::-::z\':‘afmmmkd}spﬂmnu‘hwfn. I prgstgz};ch?
ns B o b Masz jewyrdznione w kazdym dziale.
i e "

Zadania dtutse

Tadan kW [EFTH
‘w3 Ibcdy neal| rpon K20 narund bys nod 1o L2 padeke by praes 2.
I [ I
| | |
- |
QL[]
Czujesz sie pewniej po rozwiazaniu zadar —- : =
krotszych? L ' L
Tl b "t [T
Zapewni] sobie dogodne warunki | przejd? da ety w20 e 12 5] o5 2w naprcan sl
ostaniego etapy praygotowari da matury. T
Zadnia dhuzsze rakze 53 wkazdym dziale.
N\ =
N,
- T 1 T
. HH HH
e
™ s i -7 Zadan k% T
PR e BT Onlbzwa macluey @39 h.
fibg T by Z-hag 4 mh@.%




ERDN Ackcrarmrincal dac s poar i b olcailni
L i mmb apeordan g .
WIPEENLA ZDAJ AT
EOD PESEL
Chresz sie przekonacd, ze arkusz da sie SINRENENENNNENE
rozwiazac!
_ _ _ _ EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI
Poznaj zasady | dobre prakiyki. Rozwigzany e C Tl PR A i
arkusz znajdziesz na korcu publikacji.
WEPENIY ZESHOE M DFRTTACY
A T pren jeng 2dfe 520 dor
. [Jdesouanmni zeed cce rian
" ':7 e R o) I:ldwmnrhwzw zdmlalkulg
e i - LICZEaA PLIMEIW DO T HRA LA : di [(Jnipmencesnizamas i .
b S0 .- =1
- Inptrukeia dla zdsjaeago
1. bymwlé &yadase spamisacriay mawisn 1T stma [sadasia 1-25.). Bweatialay brak
Exh &y mavwndaicaicomu asyoh sad enr e o 8 pramia.
3. Hatejstmad ok aa kosci od jowid g wyis seoj aumes PBEBL iy myldsj 2aldsjln
& lndem.
3. Hiwysrjtadapcleaalnvw w aqiciy moraacen 10§ dla o yea misainsa .
4. Roreiqraaia cadadind yowisdeiwying wmisisa 1240 JereaaEnaym.
5. Bpmiol ¥ camisman ay waarfivio cadaai neacks, Es mEWKEQLis cad aeia -
mla gt m musi=x § waaiské 22 karts od Jowied el
§. Odyowideido sadad camleiotydl maraax 12 kacds od yo wisdeiw cegleilntyy meosaa-
senasjdla el ajsesm . Zamah [ yolado tam 3 o. Bidan 418 nin &
15 flciem .-:i. BaE1aE wiikcire .
T. Pamixtai Eo yo0miziecs armumeataciilil =08k o 1hicsed w merieasin sad aeian dras-
tam moEe sjowodovwad B B 0 mEwiEaeis 4 pbEymase Jeodej iy g raliow.
E. PEx ceptelaie inépeajtylo divgmyis Ind pifo 6 cearapm hmem bl atamea o m
9. Hisvepwajlnelin, a i 40 gay By wrma s 3 melomE]l
10, Pamictai £o sayisyw boud any i ade ¥ g nceaiaan.
11. Min fasE knmy= & & EostavL WED W matematwearcl, oroda ilaild ome lnlinkin
1msem .
ek s prmmrmar prm s Wl arm v b dufujimn O IZOX.
Feapnrmis ik bk Brmjim bk bt mmd ey mbennimas
o =
Odpowiedzi do zadan
1. Liczhy Tzecywiste Zadank 2= [FE
demhhd?:EGEh
Zadania krittsze Eardank: 24 FEFTTE
106 o bt 2500000
Zadan k2 FETTE ke 5, [
e S 152
L 'P 5 Szybkie sprawdzenie wyniky - U
b zweryfikujesz, czy udato Ci sie dobrze
. L7 rozwigzad zadanie. Zestawienie kratkich
Y il adpowiedzi jest na kofcu ksigzki.
. e H : : :
= i Wyrdzniono jew kazdym dziale.

Jesli napotkasz trudnost w roZwigzaniu zadania, 8 wynik sie nie zgadza, mozesz w serwisie skorzysrad zZ zasad
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Jak chcesz sie uczyé?

z ksiazki Z serwisu

Walisz wersje drukowang, Z whasnymi natatkami? - Masz j4 przed soba.
Preferujesz farme elekironiczng? - UCzZ sie Z serwisy.
Wibierz te forme nauki, krdra Ci odpowiada.

Kiedy i gdzie chcesz sie uczyd?

o b
-,
F
f
L s
""-... #"d'
na korytarzu szkolnym, w aUtobusie lub pociggu,
na przerwie, na okienku lekcyjmym w drodze do szkoty

w bibliotece W sWioim pokoju

Mie stresy) sie w nieoczekiwarnych sytuacjach - g2dy zapomnisz ksigzkl, spdini sie autobus,
wypadnie Ci okienko lub po prosty masz trudniejszy dzier. Telefon masz pod reks.

Kontyrnuu) nadke zgodnie ze swoim rylmern. UCZ sie fak, jak lukisz i mozesz - nie tracac Czasy
I dopasowl)ac Lo do akolicznosci.



Liczby rzeczywiste



Teoria z przyktadami

prEypominam
hawadhle |sze t redel

Zbiory liczbowe

I Zbiorem liczb naturalnych nazywamy zbidr liczb {0,1, 2, 3,4, _} i 0znaczamy ten zbidr przez M.

I Zbiodr liczb pierwszych {2, 3, 5, 7, 11,13, 17,19, 23, __} jest jednym Z podzbiordw zkiory liczk naturalnych.

Liczba naturalna nrdzna od zera dzieliliczbe naturalna m, jesli istnigje liczba naturalna k, dla kidrej zachodzi rdwnosd
rm=r-k

Zapis 7|21 oznacza, zeliczba 7 dzieli liczbe 21, poniewaz 21 =7 - 3.

jezeli 8|16 araz 8|48, to 8|(16 4+ 48), poniewaz 1o+ 48 =64 =8 - 8.

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

Przyklad 0-2 pkt
Wykaz, 7e dla kazdej liczby naturalnej n = O liczlba 37 — 27 437 — 77 jest wielokrotnoscig liczby 10.
Rozwiazanie:
Liczbe 37+ 37 4 37 37 przeksztatcamy do postaci 10k, gdzie ke M.
3R R B =L P9 = 3R ) 2 P =37 10-27 5 =3 10-2"" 10 =
=10.(3 = 2")=10.k gdziek e N
Liczha 3+ — 27+ 4 37— O7 jest wielokratnoscig liczby 10.
2 pkt - poprawne Zapisanie wyrazenia w postaci: 10k, gdzie ke N
1 pkt - zapisanie wyrazenia w postad:10-{3" 2"}
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowano niepoprawng merode, alko brak rozwigzania
Przykiad 0-2 pkt
Wykaz, ze liczha 8% — 3.8% — 7.8 ject podzielna przez 33,
Rozwiazanie:

Liczbe 8% —3.8% — 7.8% przeksztatcarmy do postaci 33k, gdziek e M.
B¥_3.8%¥_7.8¥ =8% -(82 —3-8—?-1):8‘” -(64—24—?):33-8‘” =33.k, gdziekeN

Liczba 8% —3.8% —7.8* jest podzielna przez 33.
2 pkt - poprawne Zapisanie wyrazenia w postac: 33k, gdzie ke N

1pkt - zapisanie wyrazenia w postac: 33.8%9
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Dla dowolnej liczby naturalne) o i dowolnej liczby naturalne) b istnige tylka jedna para liczb naturalnych &1 rtaka, ze
a=k-b4rgdziel=z=r<b

Reszra zdzielenia liczby o przez Swynosi 4, 8 reszia z dzielenia liczky b przez Swynosi 2, Zatermn reszia z dzielenia liczby
G+ b przez 5wynasi 1. Zapisujerry:

a=5n+4 1 b=5m+2 wieca+b=5n+4+5m+2=5n+5m+5+1 =5(n + +'I)+'I =5k+1.mnkeN

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

Przykiad 0-2 pkt
Udowodni], ze dla kazde] liczby naturalnej n liczlba 200 + 30047 przy dzieleniu przez 5 daje reszie 2.

Rozwiazanie:

Liczbe 20n* 4300+ 7 przeksztatcimy do postaci 5.k + 2, gdzie ke &
2017 +30n+7 =547 +5.6n+5+2 =5(4n* +6n+1)+2
Wikazemy, ze 4n? +6n+1 jest liczbg catkawita.

Poniewazne N, o4 e Zorazbne Zile &, wiec suma 4 +6n+ 1=k € Z, zaternliczba 20n* 4+ 30n+ 7 przy dzie-
leniu przez 5 daje reszie 7.

Tecria z prayktadarmi

2 pkt - poprawne zapisanie wyrazenia w postaci: 5. k47, gdziek e &
1 pkt - Zapisanie wyrazenia w ROsLAad: 5(4n2 +6an +’I) +2
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania
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> I Zbiorem liczb catkowitych nazywamy zbior liczh {___.—3.—2,—1,0,1,2.3....} i nznaczamy 2o jako Z
I Zhiodr liczb wymiernych mozemy zapisad w postaci Q=qx X =%. nmed, n=0;.

Przykiady obliczen na liczbach wymiermnych:
—125+443.(-2)+199=199-211=-12

?ﬂ+33=?§+3i=111=1’%

1224 24 i4 24

oAl [ 22) s [z e
9 Tie | 918 | o | ss,

I Rozwinieciemn dziesietnym nazywarmy Zapis utamka Zwyklego w posiac dziesierng).

Zarmieri Utamek zwykly na utamek dziesietry:

Sxi HAE S w :
=7000 = (0,625 - rozwiniecie dziesietne skoriczone

5% me Ay (4285?1) - rozwiniede dziesietne nieskofczone okresowe o okresie szesdocyfrowym

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

Przykdad 0-2 pkt

Leon Zainwesiowat 40 000 zhw akde firm X1 Y. Po roku wartoss akaji firmy X spadia 0 10%, 8 wartosd akdi firmy Y wzrosta
0 15%. Inwestycja Leana o Dych Zmianach byt warta 44 000 24 lle pieniedzy ulokowat Leon w akdjach firrmy y?

WY S

Rozwiazanie:
Kwore Ulokowang w akdach firmy Y oznaczamy jako i
Zarermn kwota Ulokowana w firmie xXwyniesie 40 000 — v,
Wiy Zrnaczarmy wartosd akdi firmy X po raku: O, 9(4[] 00 —y) (’I 00%—10% = QD%)
Wiy Zrnaczarmy wartosc akdi firmy Y po roku: 115y (’I 0% 4+15% =11 5%)
Wiylanujermy abliczenia:
0.9(40 000 - y)+115y =44 000
36 000-09y+115y =44 000
0,25y =8000, stad y =32 000 (2t
Cdpowied?: Lean w akcjach firmmy Y ulokowat 32 000 2t

2 pkt - poprawna metoda | poprawne obliczenie wartosc ulokowanych pieniedzy: 32000 zt
1 pkt - poprawne wyZnaczenie wyrazenia: 0.9(4[] DDD—y)—i—‘I,’I Sy =44 000

0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

I Liczhami niewymiernymi nazywamy liczby majace rozwiniecie dziesieme nieskonczone nieokresowe | 0Znaczamy
przez IQ. Liczbami niewymiernymi 54 ﬂp.\ﬁ. V13,435, .

I Zbiorem liczb rzeczywistych nazywarmy zbidr wszystkich liczb wymiermych | niewymiernych oraz aznaczamy licerg |

Patega liczby o o wyktadniku naturalnym o = 2 jestiloczynem n c2ynnikow, 2 kidrych kazdy rdwny jestliczbie o

gage.a=0" dlanz=7
2y
=1 daog=0

Gli=0
| Liczbe o nazywamy podstawa potegi, aliczke b -wykladnikiem potegi.

Przyklady

DOblicz.

2 E]
el mpkad AILTL TRl o0 o A IR T
3 T8FT 33 9 %9 7 R O T

Tecria z prayktadarmi
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Prawa dziatan na potegach

Dla o, r catkowitych 1@, & ==0 marmy:

a".0m = g™t o" i gn =g (a"]" =g [0-b] =a" 6"
al” o o 1 L
[ﬂ—ﬁ' s @ =4 ar = (4a)
Przyklady
Oblicz.
52,50 =57 7B =7 = (3 =360 =3 2-6.7°6 = (2.7) " =14
455 (45) | . 1T i b
—=|—| =5 473 =—m=—0 811 =481=3 9 =9
o [ g ] 4* R4 Y1 ¥
PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH
Przyklad 0-1 pkt

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarnych.
Potoweg liczby 2404 jest liczba:

A EII:III =3 12022 [: 2202! 0 1202|
Rozwiazanie:
Obliczarmy wartosc wyrazenig 2404 - 7 = 3202271 = paon

Cdpowied?: C

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - odpowied? niepetna lub niepoprawna albao brak odpowiedz

Przykdad 0-1 pkt

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podanych.
Liczba (IQZJ.IillI:l’I)"Z -1000¢ jest rdwna:

AT B. 1000 C. 0,00 EE
Rozwiazanie: i
Obliczarmy wartosc wyrazenia (I:l.[j[j’l)"2 - 10004 =[ﬁ] S1000F =1000° 10004 =1
Cdpowied?: A

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - odpowied? niepetna lub niepoprawna albao brak odpowiedz

Wartosc bezwzgledna liczby

| Wartosc bezwzglednga liczby rzeczywiste) g definiujermy wzorem:

d :{a. gdy =0

—a, 2dy o <0
Liczka |a| jest ro odlegtosd na osi liczbowe] punkiu g od punkou O

Na przykiad:

[34=3.|-3/=3 jo| =0

Dla dowalnej licziy o marmy:

Tecria z prayktadarmi

6| 0|—a| =|g| 6| =0 wredy i tylka wredy, gdy e = 0

Dla dowalnych liczk rzeczywistych o oraz b =0 marmy:
[x—a|= bwtedy i tylka wredy, gdy e—b= x < g +b
[x—a|= bwredy i tylka wredy, gdy x < a—blub x = g +b
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> T

FozwigZ nierdwnosd.
[k—4|<10, zatem 4—10< x <4410, czyli —6 < x <14, stad x {614}
k3|29, zatemn x <5—9Iub x = 9+5, czyli x £—4 lub x 2 14, stad x € (—ca—4} U{14,0)

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGD

Przyklad 0-1 pkt
Dana jest nierdwnosc [x— 3= 5.

Ma krdrym rysunky prawidtiowo zaznaczono na asl liczbowe] Zbidr wezystkich liczb spetniajgoych powyzszg nierdi-

nosC? Wybierz wiasciwg odpowied? sposrad podanych.

|

I

I
b3
(=]
el

H

|

I
b3
f:.._
el
H

E. —t l —t ;
0o 2 8 3
D ! ! l ! ! 1—4—4—4—.
0o 2 8 &
Rozwiazanie:
RozwigZujemy nierdwnoss.
k=3 =5

x=3-5Ubx=345 caylix<-2lubx =8
Zarem: x € (—oo,—2}U(8.00)
Cdpowied?: &

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - odpowied? niepena lub niepoprawna albo brak odpowiedzi

I Logarytmem liczhy dodatniej & przy podstawie o, dodatnig) i rozng) od jednosd, nazywamy liczbe x, do krore) nalezy
podniesd podsiawe g, aby atrzymacd liczbe b
log, b= xwrtedy i Dylko wredy, gdy o* =b

Przyklady

Oplicz.
log, 16 =4 log, o125 =§ log. 9=—2
3

Zapisylogx orazlgx 0znaczajglog, , k.
Dla dowalng] liczly dodatnig) g rdznej od 1log, 1=0arazlog,a =1
Dla dowolnych dodatnich liczk rzeczywistych B ¢ araz p prawdzivwe 53 rownosd:

log, (b-c)=log, b+log, ¢

Iog0%=loga b—log,c
log, b° =p.log, b

Tecria z prayktadarmi

Przyklady

Oblicz.

Iogz(16-256)=I0g216+I0g2256=4+8=12 3

log. 9% Loz 64-log 05=23-|-'|=35 e

gd[:l.il_ gd gd e S 2 e E
)

Iogb[{ﬁ‘_i)&:ﬂogb@:i%:g i

1%



Tecria z prayktadarmi
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> PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH
Przyklad

Uzasadni] rdwnosclog, 18 —log, 2= 3It:1g3%)"§—|—lu::1gEL 4.5,

Rozwiazanie:

PrzekszratCamy lewg strone rdwnosci, nastepnie wykonujermy abliczenia:

log, 1 8—|og32=|og3§=|og39 —z

Przekszratcamy prawg strone rdwnosd, nastepnie wykonujemy abliczenia:

3lag, ¥2 +log, 4.5 =log, [35)3 +log, 4.5=l0g, (2-4.5)=l0g,9=2
Cdpowied?: 7 uzasadnienia wynika, Ze rdwnosclog, 18—10g, 7 = 3I0g3%5 +og,4.5]est prawd ziwa.
2 pkt - przeprowadzenie petnego dowodu Z Uzasadnieniem, ze rdwnosd jest prawdzivag
1 pkt - przekszratcenie wyrazenia do pnjztan:i:Imgﬂgﬂmg3 (2-4.5)
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak roZwigzania
Doprowad? da najprastsze] pastaci wyrazenie [x +3—|x—5 dla x € (3,5).

Rozwiazanie:

ZalUwazamy, ze:

43 =x+3 dla xe(35)

k=5 =—(x—3) dlax(35)

Wikonujemy abliczenia:

pe+3— k=3 =x+3—[-[x—5)| =x +3+x—5=2x-2
Odpowiedz: [ + 3 —[x —5|=2x—2 dla x € (3.5).

2 pkt - poprawne doprowadzenie wyrazenia do najprosisze) postaci: 2x—2
1 pkt - przekszratcenie wyrazenia do postadi: x+3—[—(}<—5)]

0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak roZwigzania




Zadania maturalne do samodzielnego rozwigzania

U Sle rzwlarywad
Tadlalila

Zadania krotsze

W zadaniach 1.-3. zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Zadanie 1. [EFTN

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
lloraz 644 1162 jest rowny:

A B..244 Tt 0.8k

Zadanie 2_EEITA

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
=215

Liczka TJESE W A:

A A B. & C. G2 0.36

Zadanie 3. BETTY

Cene oward obnizono o 20%, 8 po miesigcl nowa cene abnizono o dalsze 25%.
Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Woanyniku obu obnizek cena towary Zmniejszyta siew stosunku do pierwotng) o:

A 40% B. 45% . 50% D. 60%
Zadanie 4. BETTA
Miech x =—3 0raz ¥ =3 ObliCZ warlosc wyrazenia i: _j; 3

fadania krotsze

Zadanie 5. EETT
Spodnie po obnizce ceny 0 30% kosziujg 252 #. Oklicz cene spodni przed abnizky.
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Zadanie 6. EETTH

Poparcie dla parti x w kwietniu byto rdwne 15%, 3w maju wzrosto o 3 punkty procentowe.
Dokorcz zdania. Wybierz odpowied? sposrdd A-D oraz odpowied? sposrdd E-H.

61, Poparcie dla parti X w maju wynasiho:

A 150 B. 20% C.18% 0. 12%
0.2, Popardie dla parti X w maju wzrosho:

E. 0 18% F.o 30% G.012% H. 0 Z20%
Zadanie 7. [ETTA

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
LicZhe \-‘355 mazermy Zapisad jaka:
A2 B 2% C.2m D28

Zadanie 8. EEITY

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Jezeliliczbalog, 3 =rm to liczbalog, 81]est rdwna:

Aom44 B .46 . 2m 0. 4

Zadanie 9. EEITA

Dane s liczby x =98 107 araz y =1,4.107,
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

X ;
loraz — jest rowry:

A 707" B.7.10° C.7.10° BRrEr e

fadania krotsze

Zadanie 10. BT

Wikaz, ze liczba 7% 4+ 7% — 7%% jest podzielna przez 11,
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Zadanie 1. [ETTY

Pierwsza rata, krora stanowi 12% ceny rowery, jest rdwna 287 zt Oblicz cene roweru.

Zadanie 12. [ETTH
Niechlog, 2 =g ilog, 3=50. Wykaz, zelog, 108 =20 +3h.

Zadanie 13.

Dokorcz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Liczbe 1*!234\-@ mazemy zapisad jakao:
13

A7 B. 2 C.ZE 024

fadania krdtsze
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Zadania dtuzsze

Zadanie 14. (BT

Whykaz, ze iloczyn kalejnych liczk naturalnych od 1do 12 jest podzielny przez 2'°.

Zadanie 15. EETT
Zapisz wyrazenie ‘\E—\E‘— ‘2\-@—3\5‘ W Najprostsze) poskac.

Zadanie 16. [ETT
ObliczZ wartosc wyrazer.

a}log32?+log2%—logs4 b}logzgﬁgzz

Zadanie 17. EITY
Wikaz liczbe, krdra spetnia rdwnanie |1 2 3}<| = X.

Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podarych.
Ak =—4 B.x=4 C.x=86 D.x=-6

Fadania dhuzsze

L)
-
-

2

=y

o

N

=

=
]

o
=
=

20



Zadanie 18.

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd padanych.
Jezeli x'*'* =5, to liczbe ¥***mozemy zapisac jako:

Al B. & C 52 0.5

Zadanie 19. BT

Dane sg dwie liczby, z kidrych pierwsza pray dzielenid przez 7 daje reszle 5, a druga pray dzieleniu przez 7 dajereszie 3.
WyZnacz reszle z dzielenia przez b sumy Dych dwach liczk.

Zadanie 20. [ETTH

gebiggind

Oblicz wartosd wyrazenia CWiynik ZapisZ 23 pomocy pierwiastka.

2

)

Zadanie 21. BT

Zapisz surne 25% +25% 4+ 25" 4 25" 475" w postaci pategi.

Zadania dhuisze

L)
-
-

2

=y

o

N

=

=
H

o
s
2]

21



Fadania dhuzsze
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Zadanie 22. (=TT
33:2.5—63;[_11

3
o
4= — 4357537
38 *

A0% liczby x jest rdwne tyle samo, co 5% wartosci wyrazenia ] Oblicz wartost liczby x.

Zadanie 23.[EBTTQ

Liczka dodatnia b jestwieksza od liczby ¢ 0 50%. O ile procent liczka gjestmnigsza od liczby b7 Odpowied?Z uzasadnij.

Zadanie 24. [ETTQ

Cere samachodu podriesiono o 35%, 8 po pewnym CZasie cene panownie podwyZszono o 25%. Obecna cena wyrnosi
607 500 zh Wyznacz cene tego samochodu o pierwsze) podwyZce

Zadanie 25. (BT
Oblicz wartos¢ wyrazenia (log, 1.5 +log, 24)—(log, 2+log, 4.5}




Zadanie 26. [ETTY

Uzasadnij, zeliczbalog, (chg”.,él)—i—lmgB (Iogmﬁ)jezt liczlzg catkowirg.

Zadanie 27. EBTIR3

Zapisz wyrazenie|d — x| +x — 2 - 2|x — 5 w najprostsze) postaci, wiedzac, ze x € (2.4).

Zadanie 28. EFTTA

Darny jest prostokat o bokach i b oraz prostokat o bokach ¢ ¢ DhgosE boku ¢ to 80% dhugosa boku a. Dugosc boku d
to 120% dhugosd boku b, Oblicz, ile procent pola prostokata o bokach a1 b stanowi pole prostokata o bokach o d.

Fadania dhuisze
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Zadanie 29. [ETTA
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

i LS

Liczba L_Ljezt rawna:

A Bb B. 44 E.22 )]

Zadanie 30. FETTA

Liczba dziewczat stanowi Z20% liczby ucznidw catej klasy.
Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatszywe.

DziewcZera stanowig 25% liczby chtopc dw.

2. | Chtopcy stanowig 40% liczky dziewczat.

Zadanie 31. RN
Dare sgliczby: o =log, 64, b =log, 4. ¢ =log, %

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
LicZkwy Le spetniajg warunek:
Aa<bac B.r<haa Cha<t Doa<c<h

fadania dtuzsze
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Zadanie 32. BETTY

Whykaz, ze liczba 1315 —13'*1 — 133" jest podzielna przez 31.

Zadanie 33. (TG

J8kg reszre z dzielenia przez 5 daje kwadrat liczby niepodzielng] przez 57

Zadanie 34. [ETTY

Wyznacziloczyn liczb a. b, ¢ wiedzac zelog, o =—1.log gb=4.log,,c =—2.

Zadania dhuisze
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fadania dtuzsze
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Zadanie 35. (BT
Uzasadnij, ze liczka 2‘3— E\E‘ —4J§je5t liczkg wymierng.

Zadanie 36. [T

Par Jan wptacit na swoje konto w banku 12 000 zk Oprocentowanie w stosunku rocZiym wynosito 3,5%. Oblicz:

8y |8ka kwole bedzie miat pan Jan na swoim koncie po roku?

ki jaki bedzie stan konta pana jan po dwoch latach, jezeli w drugim roku oprocentowanie oszczednosc zmalato o 0,5
pUrkea procentowego?




Wielomiany



Teoria z przykladarni

28

prEypominam
hawathle|sze tredel

Kwadrat surmy dwdch wyrazeri: (a —H&J)‘Z =’ +2ab+ &

Kwadrat raznicy dwdch wyrazeri: (a— Jitl)‘Z =t —Zob+ &

Raznica kwadratdw dwdch wyrazer: of — & =(a—b)(a+b)
Szedcian sumy dwdch wyrazen: (a + 5)3 =0®+3ab+ 300 +
Szescian roznicy dwdch wyrazeri: (o— 5)3 =o' —3¢*b+3at’ — &
Roznica szesciandw dwdch wyrazert: a* —b* = (o —b){a* +-ab + & |

Raznica n-tych poteg dwdch wyrazeri: o” —b” =(a—b)(a"" +a"* b +a™> b +_+a' 672 +a.67 4+ b7}

Przyklady
Przekszratd wyrazenia, stosujac odpowiednie wzory.

a}[1+~.5)2 i +2-'|-\:'§+[\(ﬂ‘2 =3+2/2

b) 2 —9y* = (x=3y)(x +3y)

C) (x—By)a = 3. -3y+3-x-(3y)2 —(Byf =x*—Ox Y+ 2Tx — 27y
d)Bx® — 2 =(2x)3—y3 =(2x—y)(4}<2 +2}<y+y‘*)

elg? —16 =(c;"Z —4)(@2 +4)=(a—2)(a+2)(a‘* +4)

. ) y=ox", gdzie g jest dowalng liczkg rzeczywisty rozng od Zera oraz f jest
naturalng liczkg dodatmia.

Przyklady
y=—2x y=0312 y=5 y=+3x

x nazywamy funkcje postac:
wixi=a x"+a,_x"" +._+ax +ax+a,
adzie g, @, . 4y, G, 0, 58 UsLalornymi iczkami rzeczywistymi, i jest nacuralng liczkg dodatnig oraz g, jest razne od
Zera.

nazywarmy jednamiany wystepujgce wwielomianie.
nazywarmy Gzt ., @ o Gy Oy Gy
MAZywarmy wipatczynnik g,

MAZyWwamy [ednamian o wartosd rawnig) 0.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGD

Przykiad 0-1 pkt
Wypisz wepdtczynniki wielomianu wix) =2x* — x* +3x*—1.

Parzadkujermy wielomian w: wix) =3x* —x* +2x* —1
WipisUjemy wepdtczyrnniki: o, =3 0, =6 =00, ==1. 0, =2 g,=—1

1 pkt - poprawne wypisanie wsZysikich wapdhczynnikdw
0 pkt - odpowied? niepetna lub niepoprawna albao brak odpowiedzi

Dvea wielarmiany Zmienng) x 54 rowne wiedy | ylko wedy, g2dy oba 53 zerowe |ub gdy oba majg ten sam stapier | takie
same wspotczynniki przy odpowiednich potegach zmienneg) x.



Przyklady
Dodawanie: [2x* —5x® 4 x* = 3) 4 (=x" + 76 = Zx +-4)=x* + 2 +x* —2x+1
Odejmawanie: (—3x* +2x* — x = [—x* — x* +4x +2) =25 + 3%’ —5x -2
Mnazenie: (x—2)(¥* +1)=x*—2x* +x=2
Dzielenie: (2 +x —3): (x—1)=2x+3

I nazywamy przedsiawienie 2o w postaciiloczynu wiglomiandw nizszych stopni.

Przyklady

wix)=—4x? +2x=—2x[2x—1)

¥)=3x —6x+3= 3(}8 —2}<+1)=3[x—1}2
Xi=x*4x—6x= x(}r* +}<—6)= x(x=2)(x+3)
wixi=x>—2x +3x—6=1x (X—E)-I—B(x—z):(x—z)(f +3)

b

=

(
[
(
[

Przy dodawaniu | odejmawaniu wyrazer wyrmierrych sprowadzamy je do wspolnego mianownika, pamierajgc o okre-
sleniu dziedziny wszystkich wyrazer bioracych udziatw dzigtaniach.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przyklad 0-1 pkt

i oo 3
Uprascwyrazenie —— :
sy X+5 ' x5
2 3 2{x=5)+3(x+5] 2x—1043x4+15  5x45

x+5+}<—5_ (X +5)(x =5 B x?—25 T oxt—25

Z

D=R\{-55}
Sx+5
¥ =25
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania
Przyklad 0-1 pkt
X 3

1 pkt - poprawne wyznaczenie najprostsze] postad danego wyrazenia: | podanie zatozenia: 0 =R\ {-5,5}

|

Uprosd wyrazenie: —

Wl e e
x 2k 3k x(xHN=Zx(x=1=3x  xd4x—2x42x—3x -
s i e = i .D=]R\{—’I.‘I}
¥—=1 x4+1 xi=1 e ey ¥ —1

2
> i n podanie zatozenia: D=1} {—’I, 1}

0 pkt - rozwigzanie, w kidrym Zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

1 pkt - poprawne wyznaczenie nNajprostsze] postad danego wyrazenia:

Ay pomnozye dwa wyrazenia wymierne, mnozymiy icznik przez licznik, a mianownik przez mianawnik.
Wiyrazenia wyrmierne maozermy skracad, dzielac licznik | mianownik przez to samo wyrazenie rdzne od zera.

Parmierajmiy o okresleniu dziedziny kazdego z wyrazer.

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

Teoria z przykladarni

Przyklad 0-1 pkt
¥—4 x+3

Uprosd wyrazenie —— ==
P ¥ =9 x-7

Xz_4.x+3_M ) ey b D=R\{-32.3}
x!—9 X—E_(}c—B)M =T, x=3" -

1 pkt - poprawne wyzZnaczenie NajprosisZe] posiad danego wyrazenia: % I podanie zatozenia: O =R {—3. 2 3}

0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

29



Teoria z przvkladarni

30

Przylkdad 0-1 pkt

A—xt d—x
¥ H4x4+4 k42

16— 12 _4—}<=M(4+X)Ix\|‘21=x+4 D=R\{-2.4)
¥ Ax44 k42 (""H)M A=%, x+2 '

1 pkt - poprawne wyZnaczenie nNajprosisze) postaci danego wiyrazenia: % | padanie zatozenia: D= 1{—2. 4}

Uprase wyrazenie

0 pkt - rozwigzanie, w kLdrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania



Zadania maturalne do samodzielnego rozwigzania

U Sle rzwlarywad

Zadania krotsze

Zadanie 37. BRI
Wielormian wjestroznicg wielomiandw gix)=x* +3x* —4x—1ihix)=x" +2x* +x* — 4.
Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe.

Wielomian w jest wielomianem stopnia trzeciego.

2. suma wszystkich wepdtczynnikow wielamianu w wynosi 0.

Zadanie 38. [(EIT3

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Wartost wielomianu wix) =—2x" —3x" + x+4 dla x=—2 jest rdwna:

A =16 B. —Z C.16 D. 36

Zadanie 39. BT
Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd padanych.

2
: — 1
Po przekszratceniu wyrazenia [}c _E] OLrZyImarmy:

1 1 1 1
b Wyl B x!—x4+— i o s Bl
4 4 4 4
Zadanie 40. (BT
Dane sg wyrazenia *.N},fr"r*lierﬂeﬂ i X—H_
¥+3 x-3

Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. 2aznacz F, jesli zdanie jest prawdzZiwe, albo F - jesli jest fatszywe.

1. | SUma tych wyrazer jest rowna %
. e . 2
2. | Roznica tych wyrazer jest rowng ——.

fadania kratsze

=
A
£
=
b
%
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Zadanie 41. CEIaa
Krdry z wielormiandw nalezy dodad do wielamianu gix)=—2x* +3x — 4, aby otrzymad wielomian fix)=2x* +5x* —x +1?

Wiybierz whasciwg odpowied? sposrad podarnych.
A2V 478 —x+5 B.2x* +7x*—3x —x 45 C2x"—3x'—x+45 D 2x* +7x%—3x* +5

Zadanie 42. (BT

Oblicz wartase paramerr m, dla krére) punke P(—‘I, 4) nalezy dowykresi wielarmianu
wix)=—3x"+x* +1—-2mx* —x* +3.

Zadanie 43. BT
Wiybierz whasciwg odpowied? sposrad podarych.

(V3+5)(3-5] j
[(¥5-+3)(¥5-3)

A 245 B. 23 o fe—as

Warross wyrazenia est riwn a:

Zadanie 44. (BT

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarnych.

Pa przekszratceniu wyrazenia (a —H&J)‘Z —(a —b)‘z QLF Zyrmarmy:

Aot — b B.a’ + & C. 4ab 0. g*b?

fadania kratsze

=
A
£
=
i
=
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Zadanie 45. (BT
2
Oblicz wartosd wyrazenia [3\5—? 3] +4521.

Zadanie 46. BETW
2
Oblicz Jz—JE—JBJr.E]_

Zadanie 47.

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Wielarmian wix) = —x[x* —2Zmx)+x (x* +4) przyjmuje wartos¢ stale rdwna 0 dla m réwnego:

AZ B.0 C. -1 0. -2

Zadanie 48. BEI'T
Wibierz whascivwg odpowied? sposrdd podanych.
Krdry z wielomiandw nalezy dodad do wielomianu wix)=3x* —2x* +5x —1, aby otrzymad wielomian wix) = x* +2x* — x?

A =3+ +2 —6x +1 B.—3x* +3x* +2x* —6x +1
C.—3x* +3* +2x2 —6x +1 0. 3x" —3x* —2x' 40x—1
Zadanie 49. BT

Oblicz (245 - ?)2 (35 + ?)2_

fadania kratsze

=
5
£
=
o
=
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Zadania dtuzsze

Zadanie 50. (BTG

Wielomian g jestwynikiemn dzielenia wielormianu w(x) =x*+2x* — 5x —6 przez dwumian x +1. Wyznacz wielomian g.

Zadanie 51. PETT
Od szescianu dowalnegj liczby nieparzysie] odejmij szescan poprzednig) liczky nieparzyste). Czy olrzymana liczka dzieli
Sieprzez 47

Zadanie 52. [BTTY
Dane sg liczkby a =2+410 1 b=2-410.

2
Oblicz wartoss wyraZzenia [%—%] dla podanych aib.

Zadanie 53. (BT

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Doktadnie trzy czynniki stopnia plerwszego wystepu|g w rozktadzie wielomianu:

A fl=x" +1' —6x B.glx)=x"—1 Chx)=x"—2" +2x—4 D.w(xi=x"—2x* +6x

fadania dtuzsze

=
A
£
=
-
=
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Zadanie 54. [ET

Wiglarmiany gix) = ax* (}c —H&J)‘Z | Al =" 46> +9%° 54 rdwne. Wyznacz wartasd g araz b,

Zadanie 55. BT

Dany jestwielamian wix) = ax® +x* — bx — 4. Wartosd wielomianu wdla x = Zwynosi 0, a dla x=—3 jestrdwna 2. Oblicz
wepdtczynniki ai b wielomianu w

Zadanie 56. PETT4

Dla jakich wartasci parametru a7 suma wepdhczynnikdw wielomianu wix) =4x* + (x— 2)2 +mjest liczbg dodatnig?

Zadanie 57. (BT

Wielomian wix)= g(}c)—ﬁh[x}. gdzie glx) =1 —Zx araz hlx)=x* +2x =1 Oblicz wartosd wiglamianu wdla x =—%_

Zadania dtuzsze

=
A
£
=
b
=
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fadania dtuzsze

=
E
£
2
i
=
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Zadanie 58. (BT

Dane s3 wielomiany glx)=—2x*+x* +3x =2, hix)=ax +b, wix)=—2x" +x* +x =3 Wyznacz wspdtczynniki a i b wielo-
rmianu £, dla kdrych wielomiamny glx) + fix) oraz wix) sg rdwne.

Zadanie 55. FETT4

Wiyzrnacz wielomian A, dla krdrego spetniona jest rdwnosc Alx)- (}c +3) =x*4+5x* +5x—13,

Zadanie 60. (BT

Udowodnij, ze rdznica czwartych poteg dwadch kalejnych liczh naturalnych parzystych jest podzielna przez 1a.

Zadanie 61. (BT

Dtugost jednego Z bokdw prostokara jest rdwna i. gdzie x =3, a pole powierzchni wyraza sie wZorem F =

e . x—3 ¥ =9
Wyzrnacz dhugosd drugiego boku tego prostokara.

Zadanie 62.[BTTd
Zapisz wpostadiiloczynu x* — x.




Zadanie 63. =TI

Zapisz wpostaci loczynu x* +3.

Zadanie 64. (=TI

Uprosé wyrazenie 0* —(o —2)3_

Zadanie 65. [EITY

Dane sgwielomiany fix)=x*—2x* —4x+8iglxj=x* —2x" +2x—4
8y sprawd?, czy fl2)y=0.
By Wielormian wjest sumg wielomiandw fi g Rozidz wielomian wna czynniki.

Zadanie 66. (A

Dane 53 wielomiany: fix)=3x—2, gixj=x"+ax+b, hix)=3x +x* +4x—4_ Wyznacz wartosc parametrdw a i b tak, by
fx)-g(x)=hix.

Zadanie 67.
Po podzieleniu wiglamianu wix) = 3x" —x* +2x+2 przez dwumian glx) = x +10trzymana wielamian plx) i reszre 4. Wy-

Zrnacz wielomian p.

Zadania dtuzsze

=
A
F
=
e
0
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fadania dtuzsze

=
A
£
=
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Zadanie 68. (B4

Wyznacz wyrazenie algebraicznew = 4h—3u. Obliczwartostwyrazeniawdlax=—1 y=—2z=—1jedlih =3x* - Zy* +
u=2x" -y +22

Zadanie 69. [
WyZrnacz wielamian zmienne) x w postad ogdlne) opisujgcy objerosd prostopaditosciany o krawedziach o=x-73
b=Zx+4c=10-x

Zadanie 70.

IUzasadnij, ze dla kazdej liczby catkawite] n wartosd wielomianu win) =n® —n? jest liczbg podzielng przez 6.

Zadanie 71. (BTG

WyZnacz wielomian zmiennej x apisujacy pole:

ar kwadratd o baku g =3x —1,

b rajkata prostokanego o preyprosokanycho =8—x, b=x —n,
Cjrrapezu o podstawacho=x—b b=x4+7 orazwysokosd h=x—2.




Rownania i nierownosci



Teoria z przyktadami

prEypominam
ha|wadhle|sze tredel

Réwnania z jedng niewiadoma

I Rownaniem z jedna niewiadoma nazywamy rdwnosd dwach wyrazen algebraiczrych, w kidrych wystepuje doktadnie
jedna niewiadoma.

I Rozwigzaniem rownania lub pierwiastkiem rownania nazywamy liczbe spetniajaca dane réwnanie, jezeli o
podstawieniu je) w migjsce niewiadome) i wiykonaniu dziatar po obu stronach rownania, otrzymamy prawdzivg rowv-
nosE arytmetyczng.

I Dziedzina rownania z jedng niewiadomg nazywamy zkior tych wszystkich liczk rzeczywistych, dla krorych wyrazenia
DwQr ZgCe rownarie majg sens czhowy.

Przykiad

Dziedzing rownaniay — 7 = 3x+5 jest zbidr B, dziedzing rdwnaniaz—x? =32 [acr zbidrR‘a{?}_
b

I Rownania z tymi samymi nigwiadamymi 53 rownowazne wowczas, 2dy majg taka samg dziedzine i taki sam zbidr
roZwigzan.

Przykiad

Rawnanie x* = x(x + 2) — 4]est rdwnowazne rdwnaniu 2x — 4 = 0.

I Rozwigzac rownanie z jedng niewiadoma [0 znaczy znalezd wszystkie liczby, kidre speniajg to rownanie, Uk wiyka-
zac, Zerdwnanie Lo nie ma rozwigzania.

Aby rozwigzad rownanie, Zapisujermy rodwnania rdwnowaznie danemu, pamietajac o tym, Ze
-do abu stron rdwnania mozemy dodad lub od obu stron rdwnania odjad te samg liczbe lub wyrazenie,
- opie strony rdwnania mozemy pomnozye Uk podzielic przez e samg liczbe rozng od zera.

Rownanie pierwszego stopnia Z jedna niewiadoma moze:
- Mie mied rozwigzania,

- mied doktadnie jedno rozwigzanie,
- mied nieskorczenie wigle rozwigzar.

I Rownaniem sprzecznym nazywamy rdwnanie, kidre nie ma rozwigzania.

I Rownaniem toZsamosciowym nazywamy rownanie, kidre jest spetnione przez kazda liczbe rzeczywista.

Nierownosci liniowe

I Nierownoscia liniowa nazywamy nierdwnoss, kidrg mozna zastapic nierdwnosdg rownowaing majgcy posiac
ox+b=<0 albo ox+ b0, albo ow+ 6 <0 albo o+ 620, gdzie o ib 53 ustalonymi liczbami rzeczywisiymi, a x jest
nigwiadama.

Liczba spetnia dana nierdwnosc Z jedna niewiadoma, jezeli po podstawieniu j& w migjsce niewiadome) | wykonaniu
dziatar po obu stronach nierdwnosc alrZymarmy prawdzivwg nierdwno st arylmeryczng.

I Dziedzina nierdwnosci Z jedng niewiadoma nazywarry Zbior Dych wszystkich liczk rzeczywistych, dla krdrych wiyraze-
nia bwarzgce nierdwnose majg sens Hozbowy.

Przykiad

< 3jesr Zbidr B ‘a{%}

Dziedzing nierdwnosci
2x—1

Tecria z prayktadarmi

I Nierdwnosci z bymi samymi nigwiadamymi nazywamy rownowaznymi, 2dy maja te samg dziedzine i taki sam zbidr
roZwigzan.

I Rozwigzac nierdwnosc z jedng niewiadoma to wyznacZyd Zbidr wszysikich liczl, ktdre spetniajg te nierdwnoss, [ub
wylazad, Zenie istrigjg liczby spetniajge e nierdwnosd.

Aby rozwigzad nierdwnost, Zapisujemy nierdwnosd rownowazne danej, pamielajac o bym, Ze:

-do abu stron nierdwnosc mozemy dodad lub odjgd te samag liczbe lub wyrazenie algebraiczne,

- opie strany nierdwnosd mozemy pomnozyd ub podzielid przez e samg liczbe dodatnia, pozostawiajac Zwrol nierdw-
Moscl ez zmiany,

- opie strany nierdwnosc mozemy pomnozyd lub podzielic przez te samg liczbe Ujemng, Zmienisjgc jednoczesnie Zwrol
Mierdwnosci Na prZecivy. >
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>| Nierownoscia toZsamosciowa nazywamy nierdwnosd, kidra jest spetniona przez kazdg liczbe nalezacg do dziedziny
e nierdwnoscl.
I Nierdownoscia sprzeczng nazywamy nierdwnosd, kidrej nie spetnia zadna liczbanalezacg do dziedziny te) nierdwnosd.

Mierdwnosc podwdjna Zjedng niewiadaomg to nierdwnosd, kidrg mozna zapisad za pormocg ukkadu dwach nierdwnosd.

Przyklady

2x—T1=2
2r—T=4

I Réwnanie kwadratowe z niewiadama x jest to rdwnanie postad ax’ 4+ bx4c =0, gdzie a,b,c 534 dawalnymi liczbarmi
rzeczywistymi oraz o = 0. Postad ax? 4+ by 4 c =0, gdy 7 = 0 nazywamy postacig 020lng rdwnania kwadratowego.

-7 35452, {

| Twierdzenie o liczhie pierwiastkow rownania kwadratowego.

I Rozwazmiy rownanie kwadratowe ax? + by 4 c=0, gdzie 1= 0.

T Jesli & 0,00 rdwnanie ma dwa rozne pierwiastki: x, =—_bz_£. ), =—_b;£-
o Cr

2. esliA =0 to rdwnanie ma jeden pierwiastek nazywany podwajnym:x, = ;—b
cr
3. Jesli A = 0, to rdwnanie nie ma pierwiastkow.

Pamieta], ze A to wyrdznik trajmianu kwadratowego okreslony wzorem A = & — dac.

Nierownosci kwadratowe

I Nierownoscia kwadratowa z niewiadoma x nazywamy kazda nierdwnose postach ox + x4+ 0 lub ox + by 4+ c = 0,
luby o 4 B+ c= O, [Ub e 4+ B+ c< 0, gdzZie o, b, € 53 dowolrymi liczbarmi rzeczywistymi oraz o = 0.

W rozwigzywaniu nierdwnosc kwadratowych wykorzysiujemy Umigelnosc rozwigZywania rownan kwadratowych,
urmigjemoss rysowania wiykresy funkdi kwadratowe] | odczytywania whasnosd te] funkji 2 wykresu.

PotoZenie paraboli wzgledem osi X, w zaleznosc od wspotczynnika o i A
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Rownanie wielomianowe

Meroda rozwigzywania bardzie) skamplikowarnych rownan wielomianowych (SLopnia trzeciego | wyZszych) jest naste-
pUjgca:

3) prenosimy wszystkie wyrazenia na lewg strone rdwnania, tak aby po prawe] stronie Zostato zero,

b rozktadarmy lewg strone na iloczyn czynniki,

C) preyrownujerry kazdy nawias do zera,

dy rozwigzujermy kilka prostych rdwnan, 8w rezultacie alrzymujemy roZwigZzania poczaikowego rownania wielomiana-
Wwego.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO
Przykiad 0-2 pkt

Rozwigz rownanie x* —5x? = 7x —35.
Rozwiazanie:
Przenosimy wszystkie wyrazy na lewg strone rdwnania:
¥ =5 —Tx+35=0
Rozktadarmy lewg strane na iloczyn CZynnikdw (Np. metodg g2rupowania wyra Zow):
¥ (x—5]—7(x—5)=0
(x=5)(x* —7)=0
(x—i)[x—\ﬁ)[x +~ﬁ) =6
Przyriwnujemy kazdy nawias do zera:
x=5=0lub x—7 =0, lub x ++/7 =0
X, =5ubx =47, Iub X =7
2 pkt - poprawne obliczenie warto s pierwi astkdw wielormianu
1 pkt - zapisanie wyrazenia w postad: (x—5](x* = 7)=0
0 plt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

I Rownania dwukwadratowe rozwigzujemy, podstawiajac w migjsce zmienne w kwadracie inng Zmienng i roZwigzujac
rawnanie kwadratawe.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Rozwigz rownanie dwukwadratowe x? —x? — 30 =0.

Rozwiazanie:
Wikonujemy podstawienie x? =¢, ¢ > 01 rozwigzujemy rdwnanie kwadratowe ¢ —f —30 =0

A=(—1 —4.1.(=30)=14120=121
Poniewaz A =0, o rdwnanie ma dwa rozwigzania:

el
e
—(—1)+11=6

2.
Wracamy do podstawienia i alrzymujermy dwa rdwnania kwadralowe:

¥ =—5 - rdwnanie sprzeczne
araz x* =6, ktdre rozwigzujemy, stosujgc wzadr na raznice kwadratdw dwadch wyrazer:
x*—6=0

(i VB)(x++) -0
;s<=\-"§ Uk }<=—JF§

3 pkt - poprawne rozwigzanie rownania ¢* —¢—30=101 podanie rozwigzar

2 pkt - poprawne rozwigzanie rownania ¢ —f—30=0

1 pkt - poprawne wykonanie podstawienia | okreslenie dziedziny

0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

L=

Tecria z prayktadarmi
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Zadania krotsze

Zadanie 72. BEITY
Dokorcz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Rdwraniem sprzecZryim jest rdwnanie:

ﬂ.x«ﬁ—?=\5[}<—\/ﬂ B_Ex—i_;}{=3x—5 C(x=5)(x+7)=x'-35

Zadania maturalne do samodzielnego rozwigzania JOi:E.

[=]
i

U Sle rozwlarywad

Tadanla

Zadanie 73. [EITY

Dokorcz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Nierdwnoscg, krdrg) rozwigzaniem jest kazda liczba rzeczywisia, jest nierdwnosc

ﬂ_x2+2x«::x(x+2) B.}c‘*+25c:(}<—5)2 C.x =2y

D. mx? +3}¢r(}<‘2 —'I)

Zadanie 74. [EITA
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Rozwigzaniemn rdwnania x (x —2)(x* —3)(x +4)=0nie jest:

A7 .43 C.0 0.4
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Zadania krétsze
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Zadanie 75. (R4

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Rozwigzaniem rdwnania x(x* +2)(x* +3)(x* +4)=0jest:

A7 B.43 C.0

D4

Zadanie 76. [EITA
Dokorcz zdanie. Wiybierz whascdwg odpowied? sposrdd podarych.

Dziedzing rdwnania e Eje5t Zhidr:
3—x X

AR B_]R\{D} r:_mx{u. 3}

B mx{z}

Zadanie 77. BRI

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarnych.
Rozwigzaniem rdwnania x(x —2)(x —3)(x + 4) =0 niejest:

A7 B3 4

Zadanie 78. [EITA

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Rozwigzaniem rdwnania x(x —2)(x* +3)(x* +4)=0jest:

Ao B.\3 Co1

.34




Zadanie 79. EEITA
Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdziwe, albbo F - jesli jest fatszywe.

1. | Do zhioru rozwigzar nierdwnosci (x— 302 — x) = 0 nalezg dwie liczby pierwsze. B F
2. | Zbidr rozwiazar nierdwnasc —x! + 241 1x—11<0 jest Zbiarerm pusyrm. B F

Zadanie 80. (EITY
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Rdwnanie x* 4+16 =(;s<—4)‘2 +8x:

A Niema roZwigzan B. ma doktadnie dwa rozwigzania
C. ma doktadnie jedno rozwigzanie 0. spetnia kazda liczba rzeczywista
Zadanie 81.

Danes3 nierdwnoéciXT_]—L;{ 1 araz x[’l—i—-\ﬁ)«:x 3—|—4«E.

~8
Zadanie 81.1. BRI
Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. Zaznacz R, jesli zdanie jest prawdziwe, albbo F - jesli jest fatszywe.

1. | Rozwigzaniem nierdwnoéci%—ﬂiéjeﬂ zbidr (4.5, cal. P | F
Z. | Rozwigzaniem nierdwnasc x(‘l +J§) < xﬁ-l—él»ﬁjezt Zbidr [4\5 m)_ F F

Zadanie 81.2. EEI'T

Zapisz w migscy wykropkowarnym poniZze) w postaci przedziaty liczbowego zbidr wszystkich liczbh spetniajgcych jedno-

cZesnie obie nierdwhosc.
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Zadanie 82. (BT

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
2

. : 3 1 v
RozZwigZaniem rownania =|:|_|ESEI

A2 B.—2 g B4

Zadanie 83. (BT

Rozwigz rdwnanie 2x* —x? —%x +% =0

Zadanie 84. [ETT
Rozwigz rdwnanie 4x —4x +1=0.

Zadanie 85. [ETTA
Dokorcz zdanie. Zaznacz odpowiedZ A, B albo C oraz jejuzasadnienie 1, 2, albo 3.

O réwnaniach E[X —%](3;% +5)=00araz 32;;; =0 powiermy, ze:

A | nie majg wapolmych pierwiastkow, 1 | liczba %jESE rozwigzaniem Cylko jedrnega rdwnania.
. B. | maja jeden wopdlny pierwiastek, Oniewaz i Iiczby% i —% 54 rozwigzaniem obu rdwnari.
% C. | maja dwa wspdine plerwiastki 3. |liczba %jESE rozwiazaniem abu réwnari.
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Zadanie 86. [BTTW
Wyznacz dziedzine funkgj f(x)zJ—x‘* +3x+4.

Zadanie 87. (BT

Dane sg furkcje liniowe fi g okreslone wzarami f(x) =Zx+3] g(}c) =—%}<— 2. Znajdi wszystkie liczby naturalne nalezgce

do zbioru rozwigzar nierdwnosc —3 < f(x)+g(x) <3.

Zadanie 88. BETTY

Dana jest funkcja kwadratowa fokreslons wzarem f(x) =—(;s<—‘|)‘Z +4. Wyznacz wsZystkie argumenty, dla krdrych funk-

Cj3 prayjmuje wartosd co najmnig) rawne 1.

Zadanie 89. BT

RozwigZ rdwnanie6x” —19x° +19x% —6 =0.

Zadania krétsze
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Zadanie 90. [ETTH
Bx? +11x—10
Gx? +19%+10

Rozwigz rawnanie

Zadanie 91. (BTN

Rozwiaz rawnanie Zx' —7x* +5=0.

Zadanie 92. [ETTY

Wyzrnacz wartosc g, dla kidre) roZwigzaniem rdwnania a(E}c +’I)—Ea = 3+2(a}<— ‘I)jezt liczba —=.

éadﬁnia‘krﬁts 7=
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Zadania dtuzsze

Zadanie 93. (BT

St . 1 1
Rozwig? rdwnanie 3x° —§x2 — e

2

4

0

37

Zadanie 94. [ETT

Rozwigz rownanie ¥ —2x? —3=0.

Zadanie 95. [ETTH

FozwigZ rawnanie

2 +x—-21

3 —dx—15

Zadania dhuzsze
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Zadanie 96. (BT
. L R B S '
Dana jest nierdwnosd €+E < 5
Dokorcz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi tak, abyy dla kazde| z nich dokoniczenie zdania byto prawd zivwe.
LicZka 3jest:
A najmnigjszg liczkg catkowitg nalezgca do zkioru roZwigzan dane] nierdwnosd.
B.najwiekszg liczbg catkowitg, kidra nie spetnia danej nierdwnosci.
C. najmniejszg liczbg catkowita, kidra nie spetnia dang) nierdwnosc.
0. najwiekszg liczkg catkowitg nalezgcg do zbioru rozwigzan dang) nierdwnosd.
E. liczebnoscig zkiord tych liczle naturalnych, kidre spetniajg dang nierdwnosc.
F liczebnoscig zbioru tych liczb naturalnych, kidre nie spetniajg dang) nierdwnosd.

Zadanie 97. (BT

Razwigz rdwnanie (2x—1)(7 —x)=(x +1)(4x-3).

Zadanie 98.
Miech A bedzie zhiorem rozwigzan nierdwnosci (}(—2)(}(—1)} 20, a B Zhiorem rozwigzan nierdwnosdi (}c— ?‘)2 <25,

Zadanie 98.1. EEITW

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Zhioremn A jest Zbidr:

A1, 2) B.(—ca. —3)U(6. o) C(-38) D.(—ea YU(Z, oo

fadania dtuzsze
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Zadanie 98.2. [EFTY
Z2apisZ wmiejscl wykropkowanym ponize) zZbidr 8 w postad przedziahl liczbowego.

Zadanie 98.3. [T

Marysuj na jednej osi Zbiary Al 8, 3 nastepnie zapisz w postadi przedziatdw liczbowych zhiory ANEi ALVE.

Zadanie 99. [EITY

suma cy fr pewne) liczky dwucyfrowe] jest rdwna 9. Ponadro ta liczka ma takg wiasnosd, ze liczba dwucy frowa powstata
[0 przestawienid jej oy fr jest mniejsza od potowy lICZby poczatkowe). lle jest takich liczb?

Zadanie 100. [ETTH
3 43x—6

. . %

FozwigZ rawnanie

Zadania diuzsze
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Zadanie 101. EETT

Dokorcz zdania. Zaznacz odpowied? sposrdd A-D oraz odpowied? sposrdd E-H.
1010 NierdwnosE kwadratowa, kidre) zbiorem rozwigzar jest zbidr(—\@. J§> fa:

AxI 4520 B¢ —f5x <0 Cx —245x +5<0 D.5—x =0
1012, Werdd nierdwnosd wymienionych w podpunkiach A-D:
E. nie ma nierdwnoscl sprzeczne)
F jestjedna nierdwnost sprzecznad i jedna nierdwnost 0ZsamasCiowa
(3. nie ma nierdwnoscl L0Z5amosCiowe]
H. jest nierdwnosd [oZSamasciowa, ale nie ma nierdwnoscl sprzeczng
Zadanie 102.

-2

i

Dane =g liczby a =2—‘Z ib=%4 6.

25
Zadanie 102.1. BEFTY
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Qliczbach ai b powiermy, Ze:
Aa=b B.a+b=0 C.a=b D.a=b

Zadanie 102.2. (BT

SprawdZ, krdra z liczk - a czy b - nalezy do zbioru rozwigzar nierdwnosci x* —xf320.

Zadanie 103. [EFTS

Rozwigz rdwnanie x* —4x —45 =0.




Zadanie 104. [T

suma dwach liczk wynosi 34, 3 ich iloczyn [o 273 WyZnacz te liczhby,

Zadanie 105. [EITY

surma kwadratdw trzech kalejnych liczh catkowitych jest rdwna 149 Wyznacz te [iczby

Zadanie 106. [EFT

Dane sg dwa wielomiany W (x) =x?—2x*—4x+48 oraz U(x) =x?—2x? +2x—4. Dla jakich x ilaraz

W(x)

U(x)

=07

Zadanie 107.
RozwigZ rdwnanie x® —15x* =16 =0.
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Zadanie 108.

Dana jest nierdwnost -5 < 7 —3x <13,

Zadanie 108.1. EETTA

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Zhiorem rozwigzar tej nierdwnosc jest zbidr:
A (=2, 4) B. (2. 4) c (-2 4 D. (-2, 4)

Zadanie 108.2. [EITG
ZARISZ w mig)scl wykropkowanym ponize) wszystkie liczby catkowire spetniajgce te nierdwnosd.

Zadanie 109. [ETTY

Jeden z bokdw prostokata jest o 4 dluzszy od drugiego baoku, a pole tego prostokara jest wieksze od 4 | jednoczesnie o
nafwyZe) rawne 12 Wyznacz przedziatliczbowy, wjakim znajdujg sie mozliwe diugosci krdrszego boku tego prostokata.




Uktady rownan



Teoria z przyktadami

prEypominam
ha|wathle |sze tredel

Pojecie uktadu rownan

I Uklad réownan liniowych z dwiema niewiadormmymi Lo dwa rownania z dwiema niewiadomymi, dla krdrych poszukuje-
my wspdlych rozwigzan. Rozwigzaniem takiego ukfadu rawnar nazywamy pare liczk, kidra spetnia obydwa rownania.

Metody rozwigzywania uktadow rownan

| Metoda podstawiania polega na wyZnaczeniu z kidregos rownania jedne) niewiadome| | podstawieniu je) do drugiego
Fawnania.

I Metoda przeciwnych wspotczynnikow polega na dodawaniu rownar stronami, w sytladi gdy pry [e) samej niewia-
darnejw dwdch rdwnaniach mamy przedwne wipotczynniki.

I Metoda graficzna polega na narysowaniu prostych w ukiadzie wepdtrzednych | odozytaniu wspdtrzednych punkiu
przeciecia prostych, kidre 53 roZwigzaniem ukiadu rdwn an.

Liczba rozwigzan uktadow rownan

Proste na praszczyinie mogg sie przednad w jednym punkdie, mogg by rdwnalegre niemajgce punkidw wepalnych
I mogg sie pokrywad, majac nieskofczenie wigle punkidw wspadlnych.

Zarermn Uktad rdwnarn liniowych moze mied:

- jedno rozwigzanie (para liczb) - uklad oznaczony,

- nieskariczenie wiele rozwigzan - uklad nieoznaczony,
- Zadnego roZwigzania - uklad sprzeczny.

Przyklady

Rozwigzemy uklady rdwnan roznymi merodami | przedstawimy interpretadje geometrycZne poszozeadinych ukkad dv
8y meroda podstawiania

x+2iy=8
{Ex—y=’|
Z plerwszega rdwnania wyznaczamy niewiadama x, drugie przepisujemy bez zmian:

Ko =Ty

{2}(—};:1

Do drugiego rdwnania podstawiamy 23 x wyraZenie Z pierwsZego rawnania i wyliczarmy .
K=t

[2(8—2y)—y=1

=82

{’I b—4y—y=1

¥=8-7y

[—5;.»‘:—1 5 |: (—5)

x=g<2y

je

Obliczong wartosd v podsawiamy do pierwsZega rawnania i wylicZamy x
{x =8 73

Teoria z preykladarmi

{X = uktad 0znaczory
F=3

Incerpretacia geomelrycZna (na rysunku abok):
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> B metada przeciwnych wepdtczynnikow
ShE2y =T
Aby UZyskad przeciwne wspdtczynniki, mnozymy obie strory pierwszego rdwnania przez —2 1 dodajermy stronami:
3 +2y =7 |{-2)

- Ukfad nieoznaczary

=0
Incerpreraca geometryCzna (na rysunku obak):

¢} metoda graficzna

¥x—3y =25
{Ex Bl =5
WiyZnaczamy Z abu rdwnan v, aby doprowadzic do rdwnania prosie) w postaci kerunkowe:
T 2z
s
yoly 5
3 &

Uktad sprzeczny

Zadania tekstowe z wykarZystaniemn ukladdw rdwnar bedziemy roZwigzywad w nastepujacych erapach:

- analiza zadania,

- Zapisanie Ukfadu rdwnan | jego rozwigzanie,

- sprawdzenie rozwigzania uktadu rownar 2 wardnkami zadania,
- Zapisanie odpowiedzl.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przykiad 0-2 pkt
Antylawariusz kupit dwa przedmioly 23 tgczng kwote 2000 2 a nastepnie odsprzedat je z 24% zyskiem. Oblicz, za jak3
kwwale kUpit antykwariusz kazdy z tych przedmiotow, jesliwiadomo, Ze pierwszy przynidst mu 3a% zyskuy, a drugi - stra-
e wynoszgcg 14%.

Rozwiazanie:
Wirowadzamy niewigdome:
¥ — Cend kupna pierwszega przedmiotu w Zholych
v —cena kupna drugiego przedmiotl w 2oty ch
Zapisujerny Ukiad rownar | wyznaczamy nigwiadome.
¥+ y=2000
{D.BEK—D,M;.;:D.M-EDDD
014x 40,14y =280
{D.BEK—D,My:ﬁLSD

Teoria z przykladarni
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> {x-l—y:ﬁ[][][]
0.5% =760
=150
Yy =480
Sprawdzenie: 152044580 =2000, 0,30 1520 -0,14 . 480 =480

OdpowiedZ: Fierwszy przedmiol antykwariusz kupit za 1520 zk a drugi - za 480 zt.

2 pkt - poprawne rozwigzanie uktadu rownar
1 pkt - poprawne obliczenie jedne| niewiadame] x Uk v
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowano niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

SE.ad:{

Uktad dwadch rdwnan zdwiema niewiadomymi, 2 kidrych przynajmnig] jedno jest stopnia drugiego, nazywarmy Uktadern
drugiego stopnia. W szczegdlnosci ukiademn rdwnan drugiego stopnia jest uktad skiadajacy sie Z rdwnania linioweago

araz kwadratowego.

= — 2k 5=l
Takie uklady bedziemy rozwigzywali metods podsiawiania.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

— 2 2 1
Naprzykmdzﬁwyﬁ_q{m +x+ ' —y+2=0

Przyklad

Zerr ==l
¥ =2x+3y+1=0
WYZNaczamy ¥ Z pierwsZego rawnania | podsiawiamy do drugiego. Orzymujemy:

Rozwigz uktad rdwnarﬁ{

W= du Eh

X —2x+3(—2}<+5)+‘| =
= el g

¥ —8x+16=0

Drugie rdwnanie jest rawnaniem kwadralowym 2 niewiadoma x. RoZwigzujemy je:
¥ —8x 416 =0, stad (X_4)2 =0, czli x =4
=—2.445 Y=

Zapisu| = . srad
apisujermy {x=4 stad ¢ _,

2 pkt - poprawne rozwigzanie uktadu rdwnar
1 pkt - poprawne obliczenie jedrne| niewiadame] x Uk v
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowano niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Teoria z preykladarmi
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U Sle rozwlarywad

Zadania krotsze

Zadanie 110. BRI
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podanych.
PUMkE A= (—E;B)J'ezt rozwigzaniem uktadu rdwnari:

Zx+3y=5 5 Zx+3y =8 c ZKk+3¥=5 5 Zx4+3y=—b
3x=2y=17 B =Zy=—-17 |3x—2y=-12 3x=2y =17

Zadanie 1. RN

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podanych.

Zx+y)=3(x—y]=5
()35

Ax+y)-2(x—y)=5

A 0Znaczaony B. nieoznaczony C.sprzeczry D. [oZsamosciowy

Uktad rdwnari

fadania kratsze
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Zadanie 1M2. EETTE

Na abozie harcerskim byto x dziewczati y chtopcdw, razem 176 asdb. Stasunek liczby dziewczar da liczby chtopodw jest
oy 407,

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrad podarych.

Uktadern rdwnar pozwalajgcym wyznaczyd liczbe dziewczati liczbe chiopcdw jest:

— =1 =1

x—y=176 x+y=176 K4y =176 K4y =176
Agx_4 By 7 : L.

i e Tx=4y dx=7y

¥ ¥4

Zadanie 13. EEITR4
e iz
Dary jest ukkad rdwnar AR D_
Zx+3y=5
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwy odpowied? sposrad podarych.
Uktademn rdwnowazrym danemu jest:
A y=3x 41 Y=3x+1 4 y=3x 41 0 y=3x 41
ax+3e +1=5 2x+3(x* +1)=5 2% +9 +3=5 ax 49 +1=5

fadania kratsze
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Zadanie 114.
Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podanych.

Incerpreracg geometryczrng Ukkadu rdwnar

A

x+y=5
T jest:

=1

Zadanie 115. REIT
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podanych.

Na rysunkU przedsiawiono interpretace geometryczng uktadu rdwnar:

A Ix+y==1 . 2ty =1

Zx—y=3 Zx—y=3

c Ix+y=1 D, 2x+y =-1
Zx=N==3 Zhii=—a
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fadania kratsze
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Zadanie M6.

Hy=3y=12
Dary jest ukkad rdwnarﬁ{ s

—2x+5y=3
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwy odpowied? sposrdd podanych.
Uktadern rdwnan rawnowaznym do danego jest uklad:

x+2  y+3
x+3y =8 B{3X+6y=18 c T+T=4 0 (K+2)2—(y—3)2:5_(y2—}(2)
Zx—y=2 |Bx =3y =6 ) E_J"_—":1 ; (X—3)2+(y+2)2=11+(}c2+y2)
Z 3

Zadanie M7. BRI

suma cyfr liczby dwucyfrowe] wynosi 12, Jesli od te) liczby odejmiermy liczbe alrzymana przez przesiawienie cyfr dane|
liczbyy dwucy frowe], [o otrzymamy liczbe 3a.

Aby rozwigzad [0 zadanie, prayjeto 0znaczenia: x - cyfra dziesigtek, v - cyfra jednosd.

Odpowiedz na pytanie. Wybierz wiasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Krdre rdwnanie nalezy dopisad do rownania x + y =12, aby uklad rdwnan opisywat sytuacje przedsiawiong w zadaniu?

A Xy =36 B.10x+y =36 C10x+y—10y +x =36 D.x—y=4

Zadanie 8. EEFT
Dokorcz zdania. Wiybierz wiasciwg odpowied? sposrdd podarnych.
=B r43=0.

Rozwigzaniem ukkadu rdwnar jest:

¥—p=ual
A_paralicz dodatnich B. para liczk ujernmnych
C. para liczk przecivwrych 0. para liczk adwrotrmych

fadania kratsze
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Zadanie 118.

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podanych.

Uktad rdwnari

AL 0Znaczory

F5k==T0y =5
—14x+30y =21

jest:

B. nieoznaczony

C.SprZeczny

0. [0Z53moscowy

Zadanie 120.

Dary jest uktad rdwnar 4

}<+1+y+2:2

2 4

(;sc—'l)‘2 Jr(y—z)‘2 —[+y*)=—5

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podanych.
Uktadem rdwnan rawnowaznym do danego jest uktad:

I 5= 3
) 51’(—3_}":1

—3x+oy =7
|ax 43y =10

) e et
|—Ex 43y =1

|—5x—3y=3
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fadania kratsze
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Zadanie 121. EEETQ

Kawatek stopu miedzi Z cyng wazy x kg i zawiera 30% cyny. Ten kawatek stopiono z czystg cyng o wadze v kg i olrzymano

sfop o wadze 21 kg i 60% zawartosd Cyry.
Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. 2aznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatlszywe.

: : . i : oo | R =]
1| Syruac rredstawiong w Zadaniu mazna opisac ukadermn rdwnar : F F
¥ &P 4 b G3e V=126

2. | Dodany kawatek czyste) cyry wazy 12 kg,

Zadanie 122. EEITH

Jrezpesigh )

Y= —2x+3

Odpowiedz na pytanie. Wybierz wiasciwg odpowied? sposrdd padanych.

lle rozwigzar ma ten uktad rdwnan?
A0 B.1 Ci2 0.4

Dary jest ukkad

Zadanie 123. BB

Rozwigz Uktad rownar metodg podstawiania.
dx4+3y=3

7
EIX—_:y'r:E

Zadanie 124. (BT

Rozwigz Uktad rownar mertodg przecivwnych wipdhczynnikde
Zx4+3y =8
Sx+iy=17

fadania kratsze
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Zadania dtuzsze

Zadanie 125. [EITY

RozwigZz Uktad rdwnan dowaolng metods i przedstaw jego llustracje geomelryzng.

3

Sy sipeaen
il
Gx+2y=10

Zadanie 126. BB

Odlegtosd miedzy przystaniami A1 B jest rdwna 36 km. Kurs statku z A do B odbywa sie pod prad rzeki i trwa 3 godz.,
akursz BdoArwa 2 godz. Miech x 0znacza predkosd statku, a v - predkosd pradu rzeki.

Dokoricz zdanie. Zaznacz odpowiedZ A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2. albo 3.

Predkosc statky i predkosd rzeki s odpowiednio rowne:

il

A o 1 3(x—y)=36

L =

v - E{X-I—y) 36
c—3km

= 1 Ilm' ponie»alajr'zdzadanriejeg api- 3 X4 y=12
G sane Uktademn rawnari x—y =18
}<=1Dk—m

C kmh , 3 2{x+y)=36

fadania dhuzsze
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fadania dhuzsze
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Zadanie 127. BT

Rozwigz Uktad rownar metodg podstawiania.
7 .8 1

Lo Bl b

8 Tg g

Z
S sen
¥ 3;.»‘

Zadanie 128. EETT

Rozwigz Uktad rownan metodg przeciwnych wapdhczyrnikde.

Zx +4f3y =5
Vax—VZy =0




Zadanie 129. (BT

Rozwigz Uktad rdwnar metods podsiawiania.
2(x+y)+20=3(x—y)
1

1
gy
E}C-I-Eljf

Zadanie 130. [EBTTY

RozwigZ Ukiad rdwnan mertodg przeciwnyCh wspotczynnikow,
12x—7y =0
—bx+35y=—4
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fadania dhuzsze
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Zadanie 131. CEI'T4
Wiasciciele schroniska wysokogadrskiego majg zapas prowiantd dia x turystdw na y dni. Jesli w schronisku Bytoby o 6 -
Fystow wield], [0 ten zapas prowlantl skornczytby sie 7 dni wczesnie). |esli natomiast w schranisky Bytoby o 4 trystow

mniej, [0 [en Zapas prowiantl wystarczytly na 2 dni dhuze).
Ocer prawdziwosd ponizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jes|ijest fatszywe.

(x4+6)(y—2)=xy & | o
(k= (y+2)=xy

2. | Z8pas prowiantd w yrm schronisky wystarczy dla 24 turystdwe na 10 dni.

1. | Uktademn rdwnan opisujacym sytuadje jest

Zadanie 132. (BT

1=
Fozwigz uktad rdwnan By D_

xegre={

Zadanie 133. BETG

Rozwigz Uktad rownar metodg podstawiania.
TR g
Qx4+ y=—11




Zadanie 134. (BT

Rozwigz Uktad rdwnan metoda przeciwnyCh wspotczynnikow.
Hx—4y=2416
dx+3y=-07

Zadanie 135. [EITY

suma dwach liczb naturalnych razrych od zera wynosi 355 Jesliwiekszgliczbe podzielimy przez mnigszg, to otrZymary

wyrils 71 reszre 11 WyZnacz te [iczhby.
AZ+43=355

3N2=7.43411

Zadanie 136. [EITW
Rozwigz Uktad rdwnan dowolng metoda i oblicz liczbe bedacg suma jego rozwigzar.
Ix+3y=1

1
w+2y=2—
X+2y =22
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Zadanie 137. EETTA

Rozwigs Uktad rownar dowolng merodg i oblicz wartosc wyrazenia j—f—i—’l_

bx—7y=—=8
Qx4+35y =14
Zadanie 138. (BT

Przed 10 laty matka byta 11 razy starsza ad syna. Oblicz, ile lat ma abecnie matka, a ile ma syn, jesli 2za 10 1at matka i syn
bedy mieli wrazem a4 lata.

Zadanie 139 [T

lle kilogramdw soli nalezy dosypad do x kilogramdw rozbwaord soli kuchenng) o stezeniu 25%, aby otrzymad 2,5 kg roz-
bwarld o stezeniu 40%?




Zadanie 140. =T

Uzasadnij, ze parabola opisana rdwnaniemy =3x° 4+ 3x —6 oraz prosta o rdwnaniu ¥ = 3x — 9nie majg punktdw wapdl-

Mk

Zadanie 141. FEETT

Znajdz diugosci przekatnych rombu, wiedzac, ze jedna z nich jest o 8 diuzsza od drugig), 8 bok rombu ma diugosE 20.

Zadanie 142. [T

Rozwigz uktad rdwnan dowolng metadg i przedstaw jego ilustracje geometryczng.
Ll —sipiaead

bx+2y=—4

i
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2
o=

]
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Zadanie 143. (BT
suma cyfr pewne) liczhy dwucyfrowe) wynosi 8. Jesli miedzy cyfry te) liczkby wpiszemy Cyfre 7, to otrzymamy liczbe o 340
wiekszg od poczatkowe]. Wyznacz Le liczke dwucyfrowa.

Zadanie 144. (BTG

Fozwigz ulktad rdwnar §

Zadanie 145. BEEITRY

Haria brata udziakb w konkursie jezyvkowym, w korym kazdy z uczestnikow odpowiadat na 40 pytan. Za poprawng od-
powied? Uczestmik otrzyrmywat 10 punktdw, a 23 btedng odpowied? tract 5 punktdw. Hania odpowiedziata na wszystkie
pyrania i uzyskata 310 punkidw. MNa ile pytan Hania odpowiedziata poprawnie?




Zadanie 146. [T
Raznica dwdch liczh jestrdwna 30, a suma kwadratdw Dych liczb wynosi 500, Znajdz te liczhy.

Zadanie 147.
Obwiod prostokata o bokach x 1 yjest rdwry 20 om. Pole tego prostokata jest takie samo jak pole prostokata, krorego
jeden bokjest o 2 om diuzszy od boku x, 8 drugi - o 4 om krdtszy od boku W WyznacZ diugoscl bokow x iy

Zadanie 148.
Karal na treningu przebiegt 78 m. Gdyby biegt z predkoscig o 2% wigkszg przez 2 s diuze), o przebieghy 120 m. Oblicz
predkosd, z jakg poruszat sie Karol [w %] Qraz Czas pokonania rasy reningu (w sekundack). W abliczeniach wzgledni],

ze maksymalna chivdlowa predkosd, Z jakg poruszatsie Usain Bolt podczas swojego rekordowego biegu na 100 m, wyno-

cita 44.2%”_

i
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Zadanie 149 [ETTO
Harcerze podczas rajdu przeszli 90 km, przy czym kazdego dnia pokorywali taks samg liczbe kilometrdw. Gdyby Co-
dziennie pokarywali 0 5 kmmnie), wowczas byliby w drodze o 3 dni diuzej. lle kilometrdw dziennie pokonywali harcerze

8k dhugo trwatrajd?

Zadanie 150. [EITS

Rozwigs Uktad rownar dowolng metods i przedsiaw jego ilustracje geometryczng.
3(x+y)-2(x—y)=-5
2(x+y)+3(xk—y)=1
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Teoria z przyktadami

prEypominam
hawadhle |sze tredel

| Funkcja [ ze zhioru X w Zbidr ¥ nazywamy prayporzgdkowanie, w kiorym kazdemu elementow zbioru X odpowiada
doktadnie jeden element zbioru ¥,

Zhidr X nazywamy dziedzina funkeji, a kazdy element x zbioru X nazywarmy argumentem funkeji. Zkidr ¥ nazywamy
przeciwdziedzina funkgji. kazdy element i zbiaru ¥, kory zostat przyporzgdikowany okreslonemu argumentowi k, na-
Zywarmy war toscia funkeji [ dla argumentu x | Zapisujemy y:f(x)_ Zhidr ZW rych elementdw v nazywamy Zbiorem
wartosc funkgji.

Funkcje okreslamy za pomocg opisy stownego, takelki, grafu, a takze wzory lub wykresi.
wykres funkeji 2 X — ¥ to zbidr wszystkich punktdw(x, y) takich, ze x € X 1 y = f(x]
I Dziedzina funkcji jest zbidr wszystkich argumentdw x, dla krdrych funkcja jest okreslana.

I Kazdy argument, dla ktdrego wartos funkdi liczbowe] jest rdwna 0, nazywarmy miejscem zerowyim funkdji. Funkda
maoze mied wiele migsc Zerowych, ale moze rdwniez nie mied ich woale.

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH
Przyklad 0-1 pkt

Ex—1 x=-=7

Oblicz miejsca Zerowe funkcji dane) wzorem f(x) ={ AT

Rozwiazanie:

Wiyznaczarmy argument, dla kidrego wartosd funkdji fjest rdwna 0. Poniewaz funkeja jest okreslona dwoma wzo-
rarmiw dwach raznych przedzigtach, zapisujermy dwa rownania.

1. Orrzymujermy 3x—1=0,stad x =%. ale % & [—co, —2) liczba % e jest migjscemn Zerawym funkaji.

2. 0rrzymujemy —4x +9=0,sr3d x =2£. 2&6 (—2, oa) liczba Eéjeﬂ migjscerm Zerawym funkcji.

1 pkt - poprawne obliczenie wszystkich miejsc zerowych funkdji
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowano niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

I Funkcje nazywamy rosnaca, gdy dla dowolnych x, x, € X, takich, ze x, < x,, spetiony jest warunek f(m)c:f(xz )

| Funkcje nazywamy malejgca, gdy dla dowolnych x,, x, € X, takich, ze x, < x,, spetniorny jest warunek f(}g):} f(xz )

I Funkcje nazywarny stata, gdy dla dowalnych x,,x, € X spetniona jest réwnosd f(x, )= f(x,}

I Funkeje nazywarmy niemalejaca, gdy dla dowalnych x,.x, € X, takich, Ze x, < x,, spetniony jestwarunek f(x)< f(x,).
I Funkcjg nazywamy nierosngca, g2dy dla dowolnych x,.x, € X, takich, ze x, < x,. speftniony jest warunek f(}g)gf(}cz )
I Furkgje, kidre 53 rosngce, malejace, nierosnace, niemalejgce i state nazywamy funkc ami monotoniczrymi.

Przykiad

Dla funkgji przedstawione) na wykresie zapiszemy whasnosc:
1. Dziedzina funkgji 0; ={-6. 6).

2. Zbidr wartosc funkeji 2w =(—4. 6).
3 Migsca zerowe funkji: x =-51x = -1
4 Araumenty, dla kidrych funkda prayjmuje wartosc dodatnie:
xe(-6, —a)u(-1,6).
5 Argumenty, dla krérych funkca przyjmuje wartosc ujemne: x € (=5, —1).
. Przedziaky monotonicznosci funkdji:
— funkcja rosnaca dla: x e (—4. —32) K€ (—2. ixe (3. 4},
— funkcja malejaca dia: ke (6, —4) xe (1, 3yixe(s, 6),
— furkga stata dla: xe {3, —2}ix(4, 5).
7 Majwiekszawartost funkci: vy =6 dla x =1, najmnigjsza wartosd funkoji: ¥y = -4 dla x = -4.

I Funkcja liniowa nazywamy funkcje f okreslong wzorem f(x)zax +b& dla xR, gdzie o, be R, LicZhe g nazywarmy
wspotczynnikiem kierunkowym funkcji. Ma pravkiad: fix) =7x -3, fix) =3



>| Dziedzing funkdi liniowe] jest zbidr R, a zbiorem wartosd e funkdji jest zbidr B dla g= 0.

Wikreserm funkdi liniowe) flx = ax + b jest prosta, kidra przecing os ¥w punkde o wspdtrzedych (0, b).

I Monotonicznosc funkcji liniowej:
1.Jezeli g= 0, to funkcja liniowa jest funkcjg rosngca.
2. Jezeli g« 0, to funkcja liniowa jest funkcg malejgca.
3 Jezeli o =0, to funkcja liniowsa jest funkcjg stakg.
WiyZnaczamy miejsce zerowe funkcji f(x) =ax 40, prayrdwnu)ac je) wartost do liczby 0. 0rzymujemy: ax +b =0, stad
X ==b;
1.0la ¢ # 0, funkda liniowa ma jedno miejsce Zerowe rowne: x =—§_
2. Dlag=0b=0 funkdjsa liniowa nie ma migjsc Zerawych.
3. Dlag =0 b=10, funkga liniowa ma nieskoriczenie wiele migjsc zerowych.

I Wykresy funkji liniowych o wzarach f{x)=ax+b araz g(x) =a,x +b, sa prostymi réwnoleghymi wredy, gdy funkcje
maja jednakowe wipotczynniki kierunkowe (o, =a, ).

| Wykresy funkdji liniowych o wzarach f(x)=ax+b oraz g(x)=ax+b,) 53 prostymi prostopadbymi wdwczas, gdy
wepatczynniki kierunkowe spetniajg wardnek: ¢, -.a, =—1

I Funkcja kwadratowsg nazywamy funkde [ okreslong wzorem f(x)zaxz +bx+c dla xe R gdzien, b c €R. Ten wzdr
nazywarmy postacia ogolna funkcji kwadratowe|.

Wikiresemn funkdi kwadratowe] jest parabola. Kierunek ramion parabaoli okresla wspatczynnik a. Jezeli g =0, to parabo-
la ma ramiona skierowane do gdry, 3 jezeli o« 0, to parabala ma ramiona skierawane do dotu. Wspatczynnik ¢ wyzna-
CZa wspatrzedng ¥ punkiu przeciecia wykresy funkcji z osig OY

Whyrdznikiem trojmianu kwadratowego nazywamy Zapis A =6 —4ac, gdzie a, b, ¢ sg wspdtczynnikami postaci agdlne]
furkcji kwadratowe). Od wyrdznika zalezy liczba migjsc zerowych funkdi kwadratowe].

—b-—VA | _—b+dA
T
__b
el

lezeli A= 0, o funkda ma dwa miejsca zerawe: x, =

Jezeli A =0, o funkda ma jedno migjsce zerowe: x, =
lezeli A« 0, to funkda nie ma miejsc Zerawych.

Wepdtrzedne wierzchobka paraboli obliczamy ze wzordw: x, =;—b. V., =;—&_
G G

| Postac kanoniczna funkdji kwadratowe] opisana jest wzorem f(x)za(x—p)z +g. a=0 gdzie pi g o wspdtrzedne
wierzchohka paraboli.

| Postac iloczynowa funkcji kwadratowe] istnieje ylko wredy, gdy A = 0.
Jezeli A= 0,10 f{x)=a(x—x)(x—x,).
Jezeli A=0to f(x)=a(x— xﬂ)

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD
Przyklad 0-2 pkt

Funkcje kwadratowg w postad ogolng f(x) =2x*—2x—12 zapisz w postaci kananiczneg oraz lloczynowe.

Obliczamy wyrdznik trajmiany kwadratowego: &:(—E)z—4-2-(—12):44—96:10[]:}D. zatern funkcja ma dwa

e Z=10 10

& — =—2I =—=3 i

Mmiejsca Zerawe: x, =5 X, =3 :
Zapisujerny wzor funkdi w postad loczynowe): f( )=2 x—i—E ) E
B

5

Obliczamy wspotrzedne wierzchotka: p_z = q [1] [—] —Z ——12_—125 -
&

i

Zapisujermny wzar funkdi w postad kanonicznej: f(x) = 2[}(—%]1 —1 EE
2 pkt - poprawne zapisanie funkdji w postaci iloCzynowea] | kanoniczneg
1 pkt - poprawne zapisanie funkdji w postad iloczynowe] Uk kanoniczne)
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

1
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> Majac dary wyjsciowy wykres funkeji f(;sc). mazemy naszkicowad wykresy funkcji:
8) y = f(x)+b, przesuwajac wykres funkeji f(x ) wzdtuz osi OF o b jednostek,
b ¥ = f(x—0) przesuwajac wykres funkeji f{x) wzdhuz osi OX o o jednostek,
¢) ¥ =—f(x). odbijajac symetrycznie wykres funkdi f(x) wzgledern osi OX,
dy y = f(—x). odbijajac symetrycznie wykres funkdi f{x)wzgledemn asi O,

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przyklad 0-3 pkt

Naszkicl] wykres funkdi f(}c)=(}c+3)2 —4, przesuwajac wykres funkdi g(}c):}c‘* wzdtuz osi uktadu wspdtrzednych.

Nastepnie, na osobrym ukladzie wspdtrzednych, naszkicuj wykres f(—x) oraz —f(x).

Ze wzard funkdi odczytdjerny, ze wykres g(}c): i Szkicjac wykres funkcjif(—x). adbijamy symerryCz-
nalezy przesunac o 3 jednostki wlewo i o 4 jednost- nie wylkres funkei f(x)wzgledem asi OF, a szkicljac
ki v dot. wykres funkgi —f{x) odbijamy symetrycznie wy-

kres funkcji f{x)wzgledem asi OX.

R = (x437

flx) = (x4 3

fi=) = (x=3y'~4

3 pkt - poprawne przesuniede wykresy funkdi g(}c): x* oraz poprawne naszkicowanie wykresdw funkcji f(—x) araz
()

2 pkt - poprawne przesuniecie wykresu funkeji g(x)=x* araz poprawne naszkicowanie wykresu funkdi £ (—x) lub— f(x)
albo niepaprawne przesuniede wykresu funkdji g(x) = x* | poprawne naszkicowanie wykresdw funkdi f{—x)oraz —f(x)
1 pkt - paprawne przesuniecie wykresu funkdi g(x)=x* lub poprawne naszkicawanie wykresdw funkcji £ (—x) lub — f(x)

0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowano niepoprawng mertode, alko brak rozwigzania

| Furkgje postac f(x) =% x>0 a> 0 nazywamy proporcjonalnoscia odwrotna.
I Wielkosci x i ¥ nazywamy wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi x- ¥ =n.
I Stata o jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.
Wylkresem propaorconalnosd odwrotng jest jedna gataz hiperbali.
I Funkcja wylktadnicza opisana jestwzorem f(x) =, gdziea = 0.
Wiylresemn funkcji wylktadnicze] jest krzywa, kidra zawsze przecing os OYw punkcie 1.
I Funkcja logarytmiczna opisana jest wZorem f(x) =log,x gdziea=00=1 x> 0.

Wiykresemn te] funkdji jest kraywa, kidra zawsze przecina os OX dla argumentu x =1,




Zadania maturalne do samodzielnego rozwiazania

U Sle rzwlarywad

Zadania krotsze

Zadanie 151.

Pewre przyporzadkawania przedstawiono w postadi tabeli.
I I I

X ] 1 2 3 X 0] 1 2 3 X 2 1 7, 3
S| ¥ Z 4 flxy ] 1 Z Z i flxy | 1 Z

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podanych.
Funkcjg niejest przyporzgdkowanie przedstawione w:
A B. Il . R IRRI]

Zadanie 152. [EITY
Funkcja, krdre] dziedzing jest zbidr{—4. —3,—-2,-10.1, 2}. jest akreslona wzorem g(}c) =—x'—Zx+3

Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdziwe, albbo F - jesli jest fatszywe.

1. | Funkcja ma dwa migjsca zerowe.
2. | Zbiorem wartasci jest zhidr {—5,0, 3,4}

Zadanie 153.

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podanych.
Dla funkcji f okreslone] wzorem f(x)=|x—’l|+2 prawdzivwy Jest Zapis:

A f(=1)=0 B.f(1)=4 C.f(0)=3 D. f(=2)=—1

Zadanie 154. [ETTY

Funkcja fprzyporzgdikowdje kazde) liczbie naturalne) dwucyfrowe) mnigjsze) od 20 reszre z dzielenia te) liczby przez 3.
Sporzgd? tabelke i graf dia tej] funkdji oraz akresl jej zbidr wartosa.
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Zadanie 155. (BT

Oblicz, dla jakig) wartosci paramerru mwykresy funkdi liniowych flx)=—myx +31 g[x}:(B—Em)x—’l 53 prostymi prosto-

A dbymi.

Zadanie 156. (BT

Naszkicuj wykres funkeji kwadratowe] f(x)=—x* —8x—12, x €.

Zadanie 157. BRI

Dara jest funkcja kwadratowa v = f(x), ktdre) fragment wykresy przedstawiono w Uktadzie wepdtrzednych na rysanki
abak.

Dokorcz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied?Z sposrod podanych, jezeli wiadomo, ze jeden ze
wZordw podanych w odpowiedziach A-D to wzdr funkoji f£

Funkdja kwadratowa ¥ = f(x) jest okreslona wzaorem: )
Pﬁ-)f‘=(}<—1)2—4 B.y:(;sc—'l)‘2 +4
'C-Jf=—(}<—‘|)2—4 D.y:—(x—'l)‘* +4

Zadanie 158. [BTTH
Funkeja kwadratawa dana jest wzarem f(x)=2(x —|—2)‘Z +3.
Ocer prawdziwo st podanych zdan. Zaznacz P jesli zdanie jest prawdziwe, albo F — jedlijest fatszywe.

1. | Furkcja fw przedziale (—3. 3) asigga wartosc najwiekszg rowng 53.

2| Funkcja fw przedziale <—3. 3) asigga wartosc najmniejszg rawng 5.
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Zadanie 159. BEFTA
Dokoricz zdania. Wybierz whascwa odpowied? sposrdd podanych.

Dziedzing funkcji £ (x) =%
X K=

A RNV-5-22} B.RV{-5 4} C.RY{-5 2} D.RV-5 -2}

jest:

Zadanie 160.

Ma rysunkU przedsiawiono wykres funkci.
Wickaz zdanie fatszywe. Wibierz wiasciwg odpowied? sposrdd podanych.

A. Dziedzing funkdi jest Zbidr (—6, 2)U(3, co).
B. Funkcja jest malejgca w przedziale(B. m)_

C. Funkdja prayjmuje wartosd najwiekszg dla argumentu 2.
0. Migjscern zerawym funkcji jest tylka liczba 4.

Zadanie 161.

Wickaz zdanie prawdzive sposrdd podanych. Wybierz whasdwg odpowied? sposrad podarnych.

xt=25
jest:
5

Zbiorem miejsc zerawych funkeji hx )=

A {5} B_{—a. 5} C. {—5} D_]R\{—E}

Zadanie 162.
Funkcja jest okreslona wzorem glx) = (2 +J§m) R

Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. 2aznacz F, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe.

1. | Funkcja jest malejaca dla m > 2. Pl F

2. | Dla m = 0 wykres funkdji jest prostg rdwnolegta do prostej bedgce] wykresem funkdi fix)=—05x+5 | P F
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Zadanie 163. EEN4
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarnych.

—Zdlax <0

Funkdja jest opisana wzorem f(x): Odlax=0 .Zbioremwartosc te] funkdijest:
Zdlax=0

AR B.{-2.0. 2} Cif~2.2) 0.2

Zadanie 164. T4

s o ; |X|—1. XE(—o0, 2)
Wyznacz miejsca zerowe funke)i opisang wzorem f(x)=

=4, xe(2, 5

Zadanie 165. (BT
1

Naszkicu] wykres funkoji kwadrarawe f(x):—g(x—'l)(x—i). xeR.




Zadanie 166. (BT

Wiedzac, zewykres funkdi kwadratowe] ma wierzchotek w punkde (’I 1, 9) | przechodzi przez punkt A= (5. 261). WyZnacz

wzar tej funkdi.

Zadanie 167. [EITQ
Funkcja kwadratowa fjest okreslona wzorem f(x)=—6x2 +bx 41 dla kazdej liczky rzeczywisie] x Wepahczynnik b jest

liczbg rzeczywisty wiekszg od zera.
Dokoricz zdanie. Zaznacz odpowiedZ A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Furkcja |-
A | M3 dwa rZecZywiste migjsca Zerawe, L |A=8'424>0.
B. | majedno rzeczywiste miejsce zerowe, pOniewaZ 2. |a=b+24=0.
C. | nie ma rzeczywistych migjsc zerowych, 3. |a=b 424 <0

Zadanie 168. (BT

Wiedzac, ze funkcja kwadralowa |esl opisans wzorem f(x):—(x—i)(x—i— 3). mazZermy Z fatwosclg obliczyd w przedziale
<—2. 2) wartosd Najmniejszg oraz wartoss najwiekszg. Zapisz te wartos wiwyZNacZanym migscu.

Wartose najmnigjsza: ... Wartosd najwieksza:
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Zadania dtuzsze

Zadanie 169. (BT

Ma padstawie wykresu funkji f(x)=|x naszkicuj wykres funkcji y = f(x +3)-2.

Zadanie 170. (BTG

Na podstawie wykresu funkgji f{x)=—x* +2x 43 naszkicu] wykres funkcji y = f(—x].

Zadanie 171. BB

Na podstawie wykresu funkji f(x)=x* —4 naszkicy] wykres funkdi y =—f(x).

Zadanie 172. [EITA

Dokorcz zdanie. Zaznacz odpowiedZ A, B albo C oraz jejuzasadnienie 1, 2. albo 3.
Funkde f(x)=2x+3 1 g(x)=—3x+1 przyimuja te sama wartosc dla argumentu:

A |04, 1|l +gln =0
B. | —0.4, poniewaz ten argument jest pierwiastkiem réwnania 2| fl—gld =0
C.| -4 3. /B0 gld=0.

Zadanie 173. EEI4
Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Dziedzing funkcjif(x)=J1_je5t przedziat (=3, co). Wobec tego m jest rdwne:
K41

A9 B.—9 Co3 B.—3
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Zadanie 174. (BT

Wilres funkgji f[x}:%x—ﬁb przecing as ¥ w punkcie, kidrego rzedna jest rowna b, Wyznacz rzedng punkiu przeciedia

wykresu funkcji gix)=—3x +%b zasig ¥

Zadanie 175. (BT

Wiyznacz wzor funkdi liniowe] fixi=ax 40, 0 kdrel wiadomao, ze jg migjscemn Zerowym jest liczba % Qraz ze punkt

A=(0, 3) nalezy da je] wykresu.

Zadanie 176. (BT

Dane 53 funkcje okreslone wzarami fix)=2x 411 glx)=—2x* +5. Podaj przedziaty argumentdw, dla kidrych spetniona
jest nierdwnast f(x)< g(x).
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Zadanie 177. (EITW

Dokorcz zdanie. Wiybierz whascwg odpowied? sposrdd podarych.

Wykres funkdi f(x)=2(x —i—E)‘2 — 2 jest naszkicowary na rysunku:
B

A

o )

Zadanie 178. (BTG
Oblicz wartosE najmniejszg i najwiekszg funkei f(x) =21 —12x+23w przedziale (—6. 6)_




Zadanie 179. (BT

Wykres przedstawia zaleznosd miedzy ceng x zhotych za kilogram pewnego towary, b
a liczba kilogramdw v, kidre mozemy kupic 23 pewng statg kwote &

a) Oblicz warrtosd k.

B lle kilogramdw tego toward mozng kupic 2a kwote & jezeli 1 kg kosztuje 3 27

{3:5)

¥

Zadanie 180. BT

Wiedzac, ze okres potowicZnego roZpadu izotopd wegla M Cwynosi T =57001a0, oblicz wiek znaleziska, w kidrym zawar-
tosd izotopu M Cjest rdwna 40%.

Zadanie 181. BT

Naszkicuj w jednym ukfadzie wspdirzednych wykresy funkeji f(x)=log, x oraz g(x)=log, x.
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Zadanie 182. [EITA

Ogrodzenie typu elekiryczny pastuch ma dhdgosc 120 m. Gospodarz chee ogrodzid w ten sposob prostokatny kawatek
tgki o jak najwiekszym polu powierzchni. Jakie wymiary bedzie miat ten prostokat? e wyniesie pole powierzchni tego
[rosiokara?

Zadanie 183. (B4

Do ch pracownikdw, pracujac 8 godzin dziennie wykonuje pewng prace w5 dni. 23pisz wZdr odpowiednie] funkajii ob-
licz, w jakim czasie e samg prace wykonatoby trzech pracownikow, a w jakim - szescu. Wynik podaj z doktadnoscig do
Miruy.

Zadanie 184. I

Marysujwykresy funkcji f (x] =—|x|i i(x)=—3. Okredl maksymalne przedziaty monatanicznoscl tych funkeji araz odczytaj
wipotrzedne punkiow wipalnych Dych wylkres dw.
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Zadanie 185. [EITY

PURkE A:(—E,—E.) nalezy dowykresu funkdji liniowe] okreslong) wzorem flx) = (m—’l)x +2Z. Wyznacz wartast m. Okresl
manotoniczrnosd tef funkdi oraz padaj, dla jakich argumentdw funkcja przyjmuje wartosd niedjemne.

Zadanie 186. (BT
1

Oblicz, dla jakie] wartosci parametru s wykresy furke)i liniowych f[x}:(zm—‘l)x +81 g{x}=§x—2 53 prostymi prasto-

padbtymi. Wyznacz wspdtrzedne punkiu wspdlnego tych prostych prostopadbych.

Zadanie 187 [T

Funkcja liniowa [ prayjmuje wartosd Ujemne wykgcznie dla argumentdw wiekszych od 2. Do wykresu re] funkcji nalezy
punkt(—ﬁ. 4)_ Podaj wzadr funkdi fi okresl jej monotonicznosd.

Zadanie 188. (BT

Naszkicuj wykres funkdi kwadratawe] f(x)=2x* +12x+16,x€R.
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Zadanie 189. [T

Stwierdzono, Ze liczba bakreriiw pewnym doswiadczeniu potraja sie w clggu godziny.
Wiedzac, ze na poczatky byto 100 balkrerii:

8) Napisz wZdr funkdi opisuUjace) liczbe bakteri po uphywie (235U ¢,

By ablicz liczbe bakrerii po uphywie 3 godzin od poczatky doswiadczenia,

Cyoblicz, pa jakim czasie liczba bakterii osiggnie 1 968 300,

Zadanie 190. BT

Na wykresie przedstawiono funkcje fi g

fix)

Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatszywe.

1. | Funkcja f opisana jest wzorem f(x)=2x* —2.

2. | Funkcja g apisana jestwzarer g(}c)z—%}c‘* +32.

u
H
L
-F4
=
s}
o
B
sl
ol
I

an



Ciagi



Teoria z przyktadami

prEypominam
ha|wadhle|sze tredel

I Ciagiem nazywarmy funkcje okreslong w zbiorze liczb catkowitych dodatnich. Wartoscl rej funkcji dia kolgrmych liczl
catkawilych dodatnich nazywamy wyrazami ciggu.

Przykiad
Cigg szesciandw liczb catkowitych dodatnich: 1, 8 27 84,125, .

Jesli dziedzing ciggu jest zkidr {’I, A .ff}. o cigg jest ciagiem skonczonym k-wyraZowyim.

Jesli dziedzing ciggu jest zkidr liczh catkowitych dodatnich, to cigg jest ciagiem nieskonczonym.

Przyklad
Cigg kwadratdw liczk catkowitych dodatmich mnigjszych od 5 jest dagiem skofcZonym CZLerawyr 320w yIm: (‘I. 4,9, 16).

a cigg kolejnych poteg liczby 2 o wykkadniku naturalnym dodatnim jest ciggiem nieskon CZonym. Zapiszemy 20 nastepu -
jaco: (2, 4,8, 16,32, ...

I Wyrazem ogolnym ciagu nazywarmy wzor pozwalajacy obliczyd kazdy wyraz ggui majacy te whasnosd, ze kazdy wiyraz
fego ciggu jest uzalezniony od numeru tego wyrazu.

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH
Przykiad 0-2 pkt

H

2
Cigg nieskonczany (an) akreslary jest wzarem o = [H_E] .Obliczsumea, ia,,.

Rozwiazanie;
2 2
1 1 1 T T T T
g =|5—=| =20—-a,=[10—=| =90— a4 40, =20—4+90—=110—
5[2] 40[2] reliei 77 i
2 pkt - poprawna metoda | poprawne abliczenie sumy a, i q,,
1 pkt - poprawne obliczeniewartosc o i g,
0 plkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Jegli {a,) Jest nieskoriczonym ciagiem liczbowymn, wdwczas ciag (S,) o kolenych wyrazach: § =0, § =0 +a,
Sy=0, 40, +0, 5, =0 40, 4o, +. 40, 0, Nazywamy ciagiem sum czescowych ciggu (an)_

Przyklad 0-2 pkt
nZn43
Napisz wzor na n-ty wyraz nieskoriczonego cagu (an). dla krdrego 5 =¥_

Rozwiazanie:

Korzystamy zewzorl: g, =5 —5 ., dlanz=2
(n—1)[2(n—1)+3] (n=1){Zn+1)
3 E

1pkt - poprawne wyznaczenie wzoru.
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

_ﬂ(2ﬂ+3) (n—’l)(2n+1)_4n+1
T T 5 ==

WZnaczarmy 5, =

| Ckreslenie rekurencyjne ciagu (an) Zawiera pierwszy wyrdz [ego 4gu oraz wiar, jak obliczyd /4 1-wsZy wyraZ ciggu
Na podstawie wyrazu n-rego.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGD

P
Cigg (an) akreslary jest nastepujaco [ - Oblicz czwarty wyraz fego Cggau.

an+1=(—’|)”-an, ne

5
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=

=
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Rozwiazanie:
Obliczarmy wyrazy ciagu:a, =—2.a, = (—’I)1 (=2)=2a = (—’I)‘Z =20, =[-1)

a

G

1 pkt - poprawne obliczenie wartosci CZwartego wyrazu cggu
0 plkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania
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Monotonicznosc ciggu

Jesli dla kazde] liczbyne M, :
‘O, > 0, [0 Ciag (@, ) Jest rosnacy,
* O < 4, [0 Ciag (a,)jest malejacy,
O =0, [0 dag(a,)jest staty,
* O,y = G, [0 CI3g (a, ] ]est niemalejacy,
* O,y £ @, 10 CI3E (@, ) st nierosnacy.

I ezeli cigg jest rosngcy, malejacy, nierosnacy, niemalgacy luk staky, o mawimy, Ze ten cigg jest monotoniczny. O in-

mych ciggach mawimy, Ze nie 53 monotoniczne. Przykiad ciggu niemonotonicznego: —%%—%%]
PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH
Przyklad 0-2 pkt
Wilaz, ze Cigg (an) O Wyt azie ogalrym a, =HT+2je5t Ciggiern malejgcym.
Rozwiazanie:
. : = n+3
Zapisujermy wzar na n + 1-wsZy wyraz ciggu: a,,, =
nin43—n+Nn+2 —
Orrzymujemy: a,,, —a, sl ( 2 ) ( 2 )( * ) _
n+l N n(n+1) n(n+1)

llaraz n(;—il)jezt Ujernmy, poniewaz licznik jest ujemry, a mianownik jest dodami. Stad a,, —a, < 0.
Ht

Winiosek: Cigg o wyrazie 0gdlnym g, = —— jest malejgcy.
n

2 pkt - poprawne uzasadnienie, ze Ciag jest malejgcy
1 pkt - poprawne zapisanie wzord na 1 4 1-wsZy wyraz ciggu
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

I Ciag Iiczbowy(an) nazywarmy ciagiemn arytmetycznym, jezeli istnigje taka liczba r ze kazdy wyraz [OpraczZ pierwszega)
powstaje przez dodanie tegf liczhy dowyrazu poprzedniego: a,,, =a, +r dla kazdegone M.
I Liczhe rnazywamy roznicg ciggu (a, )

Przyklad

fn—5
g =—3n+lg =—=
frd el 2

Wzor ogdlny ciagu arytmetycznego (an) akreslonego dla nz 10 plerwsZym wyrazZie cag o, | roznicy rwyraza sie wio-

rema, =a +{n—1)r.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przyklad 0-2 pkt
Wiyznacz siodmy | dwunasty wyraz cggu arytmetycznego okreslonego wzorema, =10—n.

Rozwiazanie:
=l — =0 g ==

2 pkt - poprawne wyzrnaczenie wartosd siddmego | dwunastego wyrazu Ciggu
1 pkt - poprawne wyzZnaczenie wartosd siddmego luk dwunastego wyrazu dagu
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

W Clagu aryLmeryCcZrym (an) kazdy wyraz, Qpracz pierwszego, [est srednig aryimeryczng wyrazdw sgsiednich:

_ Ga t0,

n

dlanz=2
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Przykdad 0-2 pkt
WiyZnacz wartosc x, jesli liczby: 8, x, 2, Dworzg dag arymety CZiy.

Rozwiazanie:
842
A
Z

1 pkt - poprawne wyZrnaczenie wartosci X
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (an) akreslonego dla fnz=1, jest rdwna:
.o +a, _20‘14—(-"?—1)."

SR B Z

Przykdad ZADANIA MATURALNEGO

Ly

||

Ny

Przyklad 0-1 pkt
Oblicz sume dziesiediu poczatkowyCh wyraZdw Cggu arytmerycZnego (an). jesli plerwszy wyraz tego cagu wynosi 5,
3 roznica jest riwna 8.

Rozwiazanie;
2.54+010-1].8
= +(2 )8 10=a10

1 pkt - poprawne obliczenie sumy dziesiediu poczatkowych wyrazdw Cdggu
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

1 Cigz liczhowy (an) nazywarny cagiem geometrycznymm, jezeli istnigje raka liczba g, ze kazdy wyraz Ciggu, oprocz
pierwszego, powstaje priez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez e liczber ., =a, g dla kazdego ne M, Liczhe g
nazywarmy ilorazern ciggu (a, |

[ —(_j) =

Wzir ogolny ciagu geometrycznego (an) akreslonego dlanz1, 0 plerwszyim wyrazie Cigg o i ilorazie g, wyraza sie wzo-
Fenra =gl

Dla sgsiednich wyrazdw C(3gu geomelryCzZnego (an) prawdziwa jestrdwnosé: ol =a,_, a,, dlanz2.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przykiad 0-1 pkt
LicZhkwy: 2, %, 32, 53 kolejnymi wyraZami rosngoego Ciggu geomealryCZnega. WyznacZ wartost x.
Rozwiazanie;
¥ =2.32=64,x=8lubx=-8

1 pkt - poprawne wyzZnaczenie wartosc x
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowano niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (an) akreslonego dla nz 1 ollorazieg =1, wyraza sie wzorem:

S =a g
1—q
Przykiad
Oblicz sume szesdl pocZatkowyCh wyrazow Cggu geamelrycZnego O plerwsZym wyrazie o =—3iilorazie g =2.
Rozwiazanie:
55=—3-11__2; =—3.1__614 __189

1 pkt - poprawne obliczenie sumy sZescl pocZakowy ch wyrazdw g
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania




Procent sktadany

Jezeli kapitat poczatkowy & Zozymy na okres nlat na lokade bankowe], kidre] oprocentowanie wynosi rw skali roczne,
a kapitalizacja odsetek nastepuje po Uphywie kazdego roku trwania lokaty, to kapitat kofcowy K jest okreslony wZorerm:

K=k(1+r)

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGD

Przyklad 0-1 pkt

Kapitat w wysokosd 2000 zt zostat Zhozary w banku na czrery lata. Oblicz wielkost kapitatl po uphywie tego okresy,
jezeli kapitalizacja kyta roczna, 8 oprocentowanie wynosito 5.

Rozwiazanie:
K =2000(1+0.05)" =~ 243101 2}

1 pkt - poprawna metoda i poprawne obliczenie wielko s kapitaty
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania
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Zadania maturalne do samodzielnego rozwiazania O ]

ULze sle roTwlazywad

Tadanla

Zadania krotsze

Zadanie 191. EEITY
Ciag (o) jest okreslony wzarern agdinym a, = n—re.

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwy odpowied? sposrad podanych.
Pigtym wyrazem [ego Ciggu jestliczba:
A130 B.Z0 C. =10 0. —120

Zadanie 192. b=t

o =1
Dary jest cigg (g, ] akreslony rekurencyjnie 10, =3
Oy =0+, — 2 dlakazdegonz1.

Ocer prawdziwost podanych zdan. Zaznacz F,jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jedli jest fatszywe.

1. | Werdd pledu poczgtkowych wyraZdw [ego dggu nie ma liczh parzystych. P F

2. | Rdinica g, —a, jestrdwna Zera. P F

Zadanie 193. [EITH

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwy odpowied? sposrad podarnych.
Cigg (a,) o wyrazie ogdlnym a, =(14n)(1—n) jest ciggiem:

A_rosngcym B.malejacym C. stakyrn 0. MiemanotonicZiym

Zadanie 194. EEFTH
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Rdznica ciggu arytmerycznego (an) akreslonego wzorem ogalnyma, =4_sz dla kazdej liczby naturalne) n = 1jest rdwna:

B B.—E C.E Be—5

Z Z




Zadanie 195. EEITA
WEZystkie wyrazZy Ciggu geometrycZnego (an) ailorazie 3 sgrdine od zera.

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrad podanych.
Jesli podzielimy dwudziesty wiyraz Ciggu (an) przez dziesigly, alr Zymarmy:
A3 By CEa0 B3

Zadanie 196. [EITW
Odpowiedz na pyranie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

KEdry wyraz Cagu (an) akreslonego wzorema, = 3;+8 Jest rdwny 27
A drugi B. dziesiaty C. pigty 0. jedenasty
Zadanie 197,
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Czwartyrm wyrazemn ciggu (a, ) okreslonego wzorem ' jest liczba:
yrm wy agu (a,) eg b i ST
ol B 0 Gy 0. 10
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Zadanie 198. [ETTA
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Wiylres skaonczonego Ciggu (an). gdzien e{’l, 2 3.4, 5 6}. akreslonegao wzorem a, =(—’I)”_1 +2Z przedstawiona na rysun-

kL
A B. . .
¥ ¥ 'r" i
[ ] L} & - L ] [ ] ) ) [ ]
] ] & ] @ L ]
1 L ] 1 [ ] =5 1 8 [ ] 1 @ ) | ]
o X-’ o } X.F

Zadanie 199. [ETTY

Kredyr wwysokoscl 50 000 zHwraz z adserkamni nalezy sphadd jednorazowo po 5 latach. Co roku bank dolicza odsetki
wwysokoscl 8%. |aka kwate nalezy sphacic?

Zadanie 200. EEITH

SUMa 7 EoCZatkawych wyr azow Cggi (an)wyra'za siewzarem 5, =3 +1,
Dokorcz zdanie. Zaznacz odpowiedZ A, B albo C oraz jejuzasadnienie 1, 2. albo 3.
Ciag (a,) jest okreslony wzorern ogdlnym a,:

A3t 41, 1| rdznice S, -5,
B. [6n-3 poniewaz aby wyznaczydwyraz a,, obliczamy Z lsume S, +5,
C.|6n+3 3. | rdznice 5,,,— S,
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Zadanie 201. [EFT
Dany jest cigg (g, ) o wzorze ogdlym g, =—2.3".
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Ten cigg okreslany rekurencyjnie ma postad:
=+ =
A By
o O Ay e B G2 Oy 1 2]
=5 &, =—6
S e BL.i
BT d gy Az ] By == Bt i ]

Zadanie 202 [ETTA
A

Czy clgg (an) EOdany wyrazem ogolnyma, =2 (—’I) jest staky? Odpowied? uzasadnij.

Zadanie 203. (BT
Hn+1

Cigg (an) dary jest wZorema, ==3 Krdre wyrazy tego ciggu nalezg do przedziatu [’I a, 2?)?

Zadanie 204. PETTY
Miejsca zerowe funkeji fix)=x* —2x —24 53 plerwszymi Irzecim wyrazem rasnacego ciggu arytmetycznego (a, ).

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Drugi wyraz dagu (a,) jest réwny:
A B —Z C. =1 .1
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Zadanie 205. BB

Oblicz sume szesdd poczatkawyCh wyraZow Ciggu nieskorncZonego (an) awyrazie ogélnyma, =2 —|—(—2)”_

Zadanie 206. (YT

Darty jest cigg nieskariczorny (an) 0 wyrazie ogdlnym a, =6n* —17n—14. Wypisz wszZystkie wyrazy Ujemne tego ciggu.

Zadanie 207.
a, =—4
MNaszkicl] wykres ciggu okreslonego wzorem O =1§G‘n+2 dla kazdego E{'I. 5.3 4 5}_

Zadanie 208 (ETT

Pigly wyraz ciggu arymeryczrnego (an)jezt Fawry —5, 8 sUMa pledu poczatkowych wyrazdw [ego Cdggu jest rawna —20.

ObliCZ plerwsZy wiyraZ [ego Ciggu.

b
B
v
=}
5
E
-l

100



Zadania dtuzsze

Zadanie 209. EETTA

Uzasadnij, ze zaden wyrazZ clggua, = (n +5)(3n—’| D) Fie jesh rdwny Zero.

Zadanie 210. [ETTY

Cigg (an)je5t akreslany wzarem a, =0 —n—7. ZnajdZ takiwyraz tego ciggu, kidry jest wiekszy od poprzedniego o 30.

Zadanie 21 (BT

PierwsZy wyraZ Ciggu arytmerycznego (an) a raZnicy rowne —4 jest rawny 3.

Dokoricz zdania. Zaznacz odpowied? sposrdd A-D oraz odpowied? sposrod E-H.

2N Dla kazde) liczbky naturalng n =1 cigg (an) QpisUje wZor ogolny:

A g, =4n+1 B.a, =1—4n C.q,=7—4n D.a,=4n+7
211.2. Dziesigtym wyrazem dagu (o, ) jest liczba:

E:x23 F 41 (.47 H. =39

o

N
M
=
o
el
%
I~

101



Zadanie 212. [BTTY
Pierwszy wyraZ clggu aryimetyCZnego jest rdwrly 3, 8 CZwarly wyraZ tego ciggu jest rdwny 15, Oblicz sume dwudziestu
EOCZAtkowyCh wyraZdw tego ciggu.

Zadanie 213. (BTG

lUzasadnij, ze cigg (an) akreslory wZorem o, = 7—3njesl dagiem aryimetyCZnym.

Zadanie 214. [ETTA

Cigg (o, ) jest akreslony wZarem g, = ——
ag (a.)) y =
Wikaz zdanie fatszywe sposrdd podarych.

A WSzyskie wyrazy [ego Ciggu sg dodatmie.

B.Cigg (a,)jest malejacy.
C Sumawyrazow a, o, | a, nalezy do przedziatuy (‘I. 2)_
D. Dziesigty wyraz ciggu (an)jest 10 razy wiekszZy Niz wyraz seny.
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Zadanie 215. [ERT

Podaj rekurencyjne okreslenie ciggu (an) awZorze ogdlnym a, =342n, korzystajac:

BV FOZMICy g0 B zilorazu —=L
a

n

Zadanie 216. (BT

Pigty wyraz niemonotanicznega ciggu geometrycznego (a, | wynosi o drugi wyraz o o

Wyznacz ogdlry wzdr ciagu (a, ).

Zadanie 217.

Podaj wzdr ogdlny dggu (an) O wyrazie rekurencyjnym

s )
0,,=0 nzl

n

i
Le
i

=
=8
i
;g
r=1

103



Zadanie 218. [ETT
lloraz ciggu geometryCznego (an)je5t Fawy 2, 3 SUMA odwromoscl wyrdzu pierwszego | drugiego wynosi o.

Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatszywe.

1. | Pierwszy wyraz ciagu (a, ) wynosi 3.

2. | Ciag (@, ) opisuje wzor ogdlny(a, ) =2

Zadanie 219. [ETTY

Liczbwy 5, o 4 30 54 kolejrymi wyrazami rosngcego ciggu geomelrycZnego (an)_

Wiy Zrnacz wartasc .

Zadanie 220. BRI

Trzeci wyraz rosngcego dagu geometryCZneago (an)je5t Fawny 48, 8 SZAShy wyraZ [o 384 Wyznacz loraz g tego ciggu.

Zadanie 221. (=IO

suma trzech liczk g, b, ¢ tworzgcych Cgg geometrycZry (an)je5t rawna 14, a ich iloczyn jest rdwny 64 WyZnacZ wartosd

liczb o, b, o
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Zadanie 222. [ETTA

LiczZby 5, 11 worzg Cgg arylmeryCzry (an). aliczby o 24, b, ¢ - Cigg geomerryCzry (bn)_ WhyZnacZ wartosd liczb a, b, o

Zadanie 223. [EITA

Dtugosci trzech krawedzi prostopadbosciany bwarzg Cigg arylimeryCZny o roznicy 4 Oblicz objerosd tego prostopadto-
SCany, wiedzac, ze jego pole powierzchni catkowite] wynosi 184,

Zadanie 224. [ETTA

Sprawd?Z, czy Cigg (an) 0wzarze ogdlnym g = %jeﬂ Ciggiem geamerryCZryrm.
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Zadanie 225 [ETTA

SUMa Ciggu arytmertycZnego (an)je5t okreslonawzorem 5, =3n? —2n dla n= 1. Wyznacz wzor ogdlny tego ciggu.

Zadanie 226. [ETTA
Uzasadnij, ze cigg okreslony wzorema, =log, (3 -2”)je5t Ciggierm arytmety CZryim. WyZnacZ jego plerwsZy wiyraZ | raznice.
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Trygonometria



prEypominam
ha|wadhle |sze tredel

G
Eger === o
b . g
PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD
Przyklad 0-1 pkt

Oblicz warrosd funkcji trygonometryCzrych kaidw ostrych trojkata prostokanego o bokach dtugosc 6 am, 8 cm, 10 m.
= B Crm B s o € 5= 1o

Rozwiazanie:
SiﬂCE_E_E_E CGS{I—E—E—E Q—E—E—E
T ¢ 10 & ¢ 10 5T b 8 4

1 pkt - poprawne obliczeniewartosc funkji trygonometryCziych katdw ostrych trajkata prostokatnego
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Definicja funkcji trygonometrycznych kata wypukiego

: X :
sina =2 (oS =— tga=£.0|lex:[]
r r X

gdzie r=|0F| =

AV

! E} ‘I] t t + IX-_
PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przykdad 0-1 pkt

Oblicz wartosc funkdi trygonametrycziych kata a, jezeli do ramienia ko cowego tego kata nalezy punkt P = (—3.4)_

Rozwiazanie;

X 3
r=y(~3] +4 =016 =75 =5
. 4 3
SNgg=—, C0Sx=——

5 5

1 pkt - poprawne obliczeniewartosci funkji trygonametryCziych katdw ostrych trajkata prostokatnego
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowano niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

=

3 Wartosd funkeji trygonometrycznych dla wybranych katdw ostrych

g . Kata | Kate | Kata

: FHIKG] 300 | 450 | eoe

. . 1| 2| B
Sin e — —

2 Z Z

i

- T

; e | €| 21

9 Z Z

=]

o

- 3
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> PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przyklad 0-1 pkt
Oblicz wartosd wyrazenia sirf 45°+cas’ 30°—rg’ 30°

Rozwiazanie:

2 2

sire 45°+c0523[]°—tg‘*30°=[€ =

1 pkt - poprawne abliczenie warrosd wyrazenia
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Wybrane wzory redukcyjne

sine =c0s{90°— a) sin(180°— a)=sina

2

1T 11

5
& @ T B

3

(VB _2. 3 3
4 4 9 N

C0sa=5in90°—a) cos(180°—a)=—cosa

Eg('l 80°— a) =—Iga, gdZie g =0 a =180°

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

Przyklad 0-1 pkt
Wiedzac, ze sinZ3°=0,3907, oblicz wartosd cosa7®.
Rozwiazanie:
0567°=c05(90°—23%) =5in23°=0,3907
1 pkt - poprawne abliczenie wartosd cosinusa

0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przyklad 0-1 pkt
Oblicz wartosc cosinusa kata 135°%

Rozwiazanie:

cas135° =c05(’| 80”—45“) =—(0545°= _g

1 pkt - poprawne abliczenie warlosd cosinusa
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

I ToZsamoscig trygonometryczna nazywarmy rownosc prawd Zivg dla wszystkich wartosd kata, dla krdrych ta rdwnosd
jest okreslona.

Dla dowalnego kata astrego e prawdziwe 53 rawnosc:

: Siflex
S 005 =1 [ga=——
COSex

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przyklad 0-2 pkt

Sna+osa 1

Wiliaz, ze dla kata ostrego a rownosd —=— jestLOZsamaosciy.
1-200% ¢ SiNe—C0Se

Rozwiazanie:

Przekszratcamy lews strone fe) rdwnasd, korzysiajgc z jedynki Cryganomerry CZnej, 8 nastepnie ze wZorl skrao- 2‘%
Mego mnoZenia na raznice kwadratdv. =
QICrZy il jermy: 2
 Sine+cse Sine+C05a _ SiNa+C0sa SiNee+C0S e 1 E

C1-Zewode sifaetsfe-—IZeosa Sifa—cos'a  (Sine—cosa)(sna+cose) sine—cosa
{ =P, conalezato udowodnid.
2 pkt - poprawne | petne Uzasadnienie [ozsamosci

1 pkt - poprawne metoda uzasadnienia Zsamosd
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania
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Twierd zenie sinusow

W doweolrym trojkacie na praszezyinie stosunek diugosd boku do sinusa przeciwlegtego kata jestwielkascig statg i rowve-
ng srednicy okregu opisanega na tym rojkacie.

SN e

b —
sing
SiFy

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGD

Przyklad
Oblicz diugose bokdw &1 cw trdjkacie ABC wkidrym o =6, a=30°1 =45

Rozwiazanie:

b _ 6
sinds®  sin30°
WiyZnaczamy miare kara y. Orzymujemy: v = 180”—(a+ﬁ). CZyli v =105 | odczytujemy Z tablicy wartosd sinu-
sdw: 5in105°=sin(180°— 75°) =<in75°~ 0,97

Z twierdzenia sinusdw wyznaczamy diugosE boku b tego trajkata: . Stad: b=642

C 5

Wyznaczarmy dblgast boku ¢ tedgo trojkata; =
y Yite = Jd sin75®  sin30°

Srad:c w116

2 pkt - poprawne obliczenie diugosc bokdw B i ¢
1 pkt - poprawne obliczenie dhugosci boku & lub ¢
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowano niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Twierdzenie cosinusow (Carnota)

W dawolrym rajkacie kiwadrat dhugosci boku jest rdwy sumie kwadratow dhugosc dwdch pozostakych bokdw rego
trajkara pomnigszone) o padwojory iloczyn diugosc tych bokdw i cosinusa kata miedzy tymi bokami.

Dla oznaczer jak na rysunku mozna teze twierdzenia cosinusdw Zapisad: -
g =b* +02 —2becosa
b =o' +cf —Zaccoss

o =0 +b* —Zabcosy

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGD

Przykdad 0-1 pkt
Owea boki rajlkata maja dhugosci 30 5, 8 kgt miedzy nimi Zawarty ma miare 60 Oblicz diugosd rzeciego boku tego Lrdj-
lara.

Rozwiazanie:

Przyimujermy 0znaczenid:a =3, b=5 y=00%c="*
Zapisujerny twierdzenie cosinusdw: ¢ =g + & —2abcasy
Obliczamy: ¢? = 3 +5 —2.3.5.cas60% stad 2 =19, czylic =419

Teotia z przykladarni

1 pkt - poprawne obliczenie dhugosd trzeciego boku
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania
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Pole trojkata

Pole rrajkata jest rowne potowie iloczynu diugosc dwadch bokdw tego trajkara i sinusa kata zawartego miedzy tymi
Bakami.

Dla oZnaczer wprowad Zornych na rysunky Zapiszemy:

P=%bc-5ina

P=lac-5inﬁ
Z

P=lab-5inqr
i

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przyklad 0-1 pkt
Pole trdjkara rdwnaoramiennego wynasl 24, a miara kata miedzy ramionami tego trajkara jest rawna 30°. Oblicz dhugosd
podstawy [ego rajkata.

Rozwiazanie:
Przyimujermy 0ZnacZenia: g - podstawa rojkata, b - ramiona trajkala, e — miara kara miedzy ramionami trojkara.

Zewzoru na pole trajkara: P = %b -B-5in30% atrzymujery: 24 =%J&rZ % Srad b =96, czyli b =446
2 2
Z twierdzenia cosinusdw: o =b° +b° —2b.bcos30% otrzymujermy: o =[4-JF§) —|—[4J6_) —2-4@-4@-?.

Stad: o =192 — 9643, czyli a = 4412 — 643

1 pkt - poprawne abliczenie drugosd podstawy rajkata
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Teoria z przykiadarni
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fadania krotsme
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Zadania maturalne do samodzielnego rozwigzania 0

U£?e sle roTwlazywad

Tadlanla

Zadania krotsze

Zadanie 227. [EITG

Przyprastokatne trajkara prostokanego majg diugosd 6 ami 8 om.
Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
SinUs najmnigszego kara tego trojkata jesh rawy:

2.3 g2 e
4 g

WY S
4| L

Zadanie 228 EITH

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Jesli przeciwprostokama BOtrdjkata prostokatnego ma dhugosc 18 cm, a cosinus kata ABC jest rdwry 0,35, to bok AB tego
trajkara ma diugosd:

A48 Cm B. 7.2 cm C.5,8.Cm D63 cm

Zadanie 2289.
Oblicz wysokosc drzewa, ktdrego cierfi ma diugosc 3,8 m, 2dy promienie stoneczne bworzg Z powierzchinig ziemi kat o mie-
rze 68 Wynik podaj z doktadnoscig do 0,01 m.

Zadanie 230. (BT

Wiedzgc, ze sinZ7° =0,4540, ablicz wartosd cosa3°.




Zadanie 231. (BT
Wiadomao, ze kgt e jest karem astrym oraz [ge =+Zsine.
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Wiyrika Z [ego, Ze CoSe [est rowry:
V2

1 NE)
A= g ) D. 42
Z Z Z J_

Zadanie 232 [ETTY
Dary jest trdjkat ABC o bokach dhugosci |48 =10, |AC|=2J§ I cCaB| = 60",

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd padanych.
Pole trdjkata jest rdwne:

AL15 B.1043 C5d6 ENE]

Zadanie 233. EEFTY

W rdjkacie prosokainym przeciwprosiokaing ma diugosd 9, a dtugosd prayprosiokang) lezgce) pray kade g jest rowna
35

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

K.4r e M3 miare:

A mnigjszg od 30° B. nalezaca przedziatu (30° 40°)

C. nalezaca przedziatu (40° 60°) D.wiekszg od 60°

Zadanie 234. EETT
Na ramieniu koricowym kata e abrana punkt £ =(x, y).

Wibsierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

" _ 10 N
= 1 = L _IeREI ==
A.Jesli P=(1.3) to sine g (0se=—~ga=3

e =%. =74

B.Jedli P=(4.2), 0 sina =~ (0sa

V2 V2

C.Jeslip=(-55) to 5ina=—T. Cose =— [ga=—1.

¥ 35 1

D.esli P =(—6.3). X8 5iﬂa=?. com:—T. e =

Fadania krotsme
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Zadanie 235. (ETT4

Uzasadnij, e warrosc wyrazenia 4. (5ir13[]° —|—n:t:153[21“)‘2 —2rgel”® jestliczbg catkowita.

Zadanie 236. FETTRA

Orabine o dhugosci 4.5 moparto o mur tak, ze podstawa Znajduje siew odleghosa 2,5 m od muru. Oblicz miare kata, jaki
DwarZy draking Z poziomern Ziemi.

Zadanie 237. (BT

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Wartosc wyrazenia sin® 40°4-sin? 50° jest rdwna:
1 V2 e

Al B. - 2 Bl
Z Z Z

Zadanie 238 EEITH

Pole trajkara ABC wynosl 27, diugosd boku A8 jestrdwna 8, 8 miara kara CAB wynosi 607
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Dtugose boku AC jest rdwna:

B. ? C.12.5 p 2742

A45
8

Zadanie 239. REITW

Rdwnolegtobok o bokach dhugosci 50 3 ma kat ostry a o Lakig] mierze, Ze warlosc wyraZzenia ose jesl riwna %
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Pole tego rawnolegtobokUjest rowne:

A6 B. 3421 .12 D. 6421

fadania krotsme
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Zadanie 240. BETTH

2542
Z
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Obwidd tego rombsU wynosi:
A5 B. 102 C.20 D.20:2

W rombie o polu miara kara ostrego ramkbl wynosi 45°

Zadanie 241. BTG

V3

Cosinus jednego z katdw ostrych rajlkata prostokatnego wynosi —.
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Sinus drugiego kata osirego tego Crojkara jest rowny:

ﬂ.ﬁ B_E C.E IZJ_l
Z 4 4 4

Zadanie 242. [ETTA
Da koricowega ramienia kata e nalezy punkt P = (-2, 3).
Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. 2aznacz F, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe.

1| Suma sinusai cosinugsa kata e jest rawna —"1133 P F
Z. | Odwrotaost cosinusa kata e wynasi —%_ P F
Zadanie 243. [ETTY

Uzasadni], Zewartosd wyrazenia singl®+4cos30° —rgal® jest liczbg naturalng.

fadania krotsme
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Zadanie 244 [ETTH

S

Wiadomo, ze kal e jest karem ostrym Oraz sine +C0S o ==

Dokorcz zdanie. Zaznacz odpowiedZ A, B albo C oraz jejuzasadnienie 1, 2. albo 3.
Warross wyrazenia sine - COSe st rown a:

5 Ji 1 |snfet+osta=1
il
1 o : 1
B. — poniewa? dla kazdego kata e prawdziva jest zaleznosd i ’I+25ma-c05a=§_
Sine
£ 1, 2 =lga.
COSe =

Zadanie 245 EITH
Baki tréjkara ABC maja dhugosci 48| =5, |BC|=6i]4d| =8.

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarnych.
Cosinus najmnigjszego kata tego rojkata jest rawry:

53 75 1 1
A 30 533 C 35 D=5

Fadania krdtsze
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Zadania dtuzsze

Zadanie 246. [ETTY

WiyzZnacz wartosc funkeji trygonamerry cziych kata «, jezeli do jego korcowego ramienia nalezy punkt F‘=(—4. 6)_

Zadanie 247. (BT

Postugujac sie wzarem cosZa =205 a—1, ablicz cos15°.

Zadanie 248. [BTTY
Oblicz wartosc funkcji tryganamerry cziych katdw ostrych trajkara prostokatnego o prayprosiokanych diugasci 15 am
20 cm.

Fadania dtuzsze
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Zadanie 2489,
Oblicz wartosc wyrazenia sin31° 4 1g54° wiedzac, ze cos59°=0,5150, arg36° =0, 7265 Wynik podaj z dokladnoscig do

01

Zadanie 250. BEITY

B0
W rrdjkacie rownobocziym ABC 0 obwodzie 12 wybrano na boku BCaki punkt O, ze |Df_“| =%_
Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. 2Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatszywe.
1. | Drugose odcinka AD jest réwna 4ol =13, P | F
Z. | Praomiert akregu opisanega na trdjkacie ABD jest rdwny 2*‘2_9_ P F

Zadanie 251. [ETTG

, : ; 1 _ i . SNee—cos
Wiadomo, ze kal e jest kalem ostrym Oraz [da = ’IE_ Oblicz wartosc wyrazenia < -

SiNee+C0Sa

Fadania dhuzsze
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Zadanie 252.

W rozwarrtokatnym trojkacie rawnoramiennym podsiawa ma diugoss 5, a miara kata przy podstawie wynosi 40°. Oblicz
(w Zaokragleniu do czesd dziesighych) srednice okregu apisanego na ym trajkacie. W obliczeniach wykor zysta) informa-
Cje, Ze sin80° =0,95.

Zadanie 253. BEITH

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

(~2c0s135°— g 20”):
sin150%—cos120°

A.(07) B.(1.2] C.(-2-7) B.[2:3]

Wartass wyrazenia

nalezy do przedziatu:

Zadanie 254. (BT
W rrdjkacie prostokatnym preyprostokatne majg diugoscl 4 cmi 8 cm. Oklicz wartosc funkji irygonamerryCZiyeh wiek-
£Zegn 7 katdw ostrych tego trajkata.

Zadanie 255. B
Oblicz miary katdw 8 i trajkara ABC, wiedzac, ze dwa boki to g =6, ¢ =31 kar naprzedwko boku o wynosi e =135".

Zadanie 256. [T
Oblicz obwidd rajkata, wkiorym boki to =6, b= 4\.@ a kat miedzy nimi y=30%

Fadania dtuzsze

i
=
i)
E
(=]
£
(=]
o™
-y
=
-

(2
pere
Lo



Zadanie 257. (=TT

Wiyzrnacz przyblizang miare kata ostrego a, jesli:
g 7einae=73 b}%mza:% c}Etga=ﬁ

Zadanie 258 [EITA

Na podstawie danych Z rysunku oblicz obwad trojkata ABC

Zadanie 259. BT

PUnktA =(—5,10] nalezy do koricowego rarmienia kata «. 8 punkt 8 = (2, 4) nalezy do karicowego ramienia kata 8. Oblicz

WarLosc wyrazenia 2cosa+ 3503

Zadanie 260. EETTA

Oblicz wartoss wyrazenia (I:GS’I 20%—xgin 50”)- [g135%

Fadania dhuzsze
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Zadanie 261. (TG
W rdjkacie rawnoramienmnym ASC podstawa AB ma dhugosdE 10, a miara kata, jaki twarzg ramiona AC T BC wynosi 120°
Oblicz diugost srodkowe] AD.

Zadanie 262. [T

Oblicz diugosc bokdw rdwnolegtoboky, kidrego przekatne o dhugosad 6 8 tworzg kgt o mierze 60°

Zadanie 263. [T

W rajkacie ABC dane 53 cos 3 =§. Sife =5l 0raz|,f-’tf_“|=8_ Wyznacz diugosd odoinka BC araz pramier okregu opisanago

na trojkacie ABC

Zadanie 264. [EITA

Pole trdjkata rdwnaramiennego jest rdwne 16, 8 kat miedzy ramionami ma miare 30° Oklicz obwod tego trajkata.

Zadanie 265. (=TT

W rdwnoramiennym trojkacie ABC podstawa AB jest rdwna b, 8 wysokosd C0 poprowadzona na podsiawe ma dhilgosc 4.

W rrdjkagce tym poprowadzono srodkowg AE. Oblicz promien okregu aopisanego na trojkacie ABE.

Fadania dtuzsze
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Fadania dtuzsze
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Zadanie 266.

W trdjkacie prostokainym przediwprostokatna jest siedem razy diuzsza od jednej z przyprostokatnych, a dlugosd drugie)
[ Zyprostokame] wynos 843, Oblicz wartosci furkeji trygonametryczrych katdw astrych w tym trdjkacie. Padaj praybli-
Zone miary tych karde.

Zadanie 267. (BT
W trdjkacie razwartokatmym ABC o bokach dhugosci |AE|=6J§ i |EC|=6(J§ +’I) poprowadzano z wierzchatka 8 kata raz-

wartego wysokost B, krora podzielita ten trajkat na dwa trojkaty tak, Ze trojkat ABD jest rdwnaramienmy. Oblicz rdznice
dhugosc promieni okregu opisanego na rojkacie ABC | okregu opisanego na trajkacie ABD.




Planimetria



Teoria z przyktadami

prEypominam
hawadhle |sze tredel

Twierdzenie Pitagorasa

W Lrdjkacie prastokatrym suma kwadratdw dilgoscl prayprostokginych jest rowna
kwadratowi diugosd przeciwprostokalng).

e

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przykiad 0-1 pkt
Oblicz diugosd przyorostokang), jezeli dana jest diugost przeciwprostokatng ¢ =245 crn araz diugosc drugie) przy-
Lrosiakarmne) b=243 cm.

Rozwiazanie;

(] =0 4265

af =20—12 =8, stad a= 202 {crm)

1 pkt - poprawne obliczenie dhugosc przyprostokatneg
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Wzory na pole trojkata

1

F=—ah b
Z

B 1 ab-sin -

_E ok
Trojkat rownoboczny
Wiysokost [rojkata rawnobocznego: h=§ o o

2

Pole trdjkara rawnobocznego: P = = f
PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przykiad 0-1 pkt

Oblicz pole rajkata rdwnobocznego o boku dhugosc 62 Crm.

Rozwiazanie:

P=$=‘IBJ§ (e )

1 pkt - poprawne obliczenie pola rajkata

i 0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

B

5

" Czworokaty

- I Trapez — czworokar, krdry ma co najmniej jedng pare bokdw rownoleghych. B

- Wzdr na pole trapezu: i

£ C d
LT

£ o B

E 2 o
n

&

%
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>| Rownolegtobok — czworakar, kdry ma dwie pary bokdw rdwnoleghych. 2

Wzory na pole rawnoleghoboku: .

P =nh F=nbsina P=%Gﬂﬂt SNy

I Romb — czworokal, kidry ma wszystkie boki jednakowe] diugosci.

Wzory na pole romisu:

p=%d1.d2 P =ah e e

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przyklad

Oblicz pole rombu o boku diugosc 642 cmorazo kacie astryrm 60°

Rozwiazanie:
— (642 25in60°=?2-§=36q§ (cm?)

1 pkt - poprawne abliczenie pala rambu
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Pole kola o promieniu rwyraza sie wzarem: P =,

Obwadd kola o promieniu rwyraza sie wzorem: =2t

Dhugosc tuku okregu o promieniu rayZnaczonego przez kat srodkowy o mierze o wyraza sie

=2 I
wZarem: L= g I

Wycinek kota .

Pole wycinka kola wyznaczonego przez kat srodkowy o wiyraza siewzoram: P =

360”

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przykdad 0-2 pkt
Oblicz pole kota | diugosd tuku okregu o pramieniu 9 om wyzrnaczonych przez kat srodkowy o mierze 120°

Rozwiazanie:
120° 1207

2= 3 =27 e e O
3600 " 3600

2 pkt - poprawne obliczenie pola kota i diugosc bk
1 pkt - poprawne abliczenie pala kota Uk dhugosc ik
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Katy w okregu

Miara kara srodkowego w okregu jest dwa razy wieksza od miary kata wpisanego opartego
M8 LyIm sarmym fuki.

Tecria z prevktadarni

Miary katdwe wpisanych w okrag, opartych na ym sarmym tuky, 53 rdwne.
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> PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przykiad
Kar srodkowy ma miare 50 Wyznacz miare kara wpisanego o opartego rna tym samym k.

Rozwiazanie:
=58 =95
Z

1 pkt - poprawne obliczenie miary kata wpisanego o
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowano niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Karzawarty miedzy styCzng 8 dediwg okregu poprowadzong Z punkiu stycznoscl (kat dopisa-
iy do okreguy ma miare rdwng mierze kara wpisanego apartego na tuky wyZnacZornym przez
korice [e] Ciedivwy.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przyklad 0-1 pkt

Karwpisary okregu oparty na tiku cieciwy wyZnaczonym przez kofice [e) dedhwy ma miare 35°%. |aka miare ma kat za-
warly miedzy styczng 8 dedciwg okregu poprowadzong z punkiu stycznasc?

Rozwiazanie:
K4t Zawarly miedzy styczng a cleciwg okregu poprowadzong z punkiu siyCZnosd ma miare 35°.

1 pkt - podanie poprawne) wartosd miary kara
0 plt - rozwigzanie, w kidrym zasosowano niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Tecria z prezyktadarni
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U Sle rozwlarywad
Tadlatila

Zadania krotsze

Zadanie 268 [ETTU

Punkty A, 8, €, Dnalezg do akregu o srodku O, K40 wipisany ABC ma miare 142° (patrz rysunelk). Wy-
Znacz miare kata AJC araz miare kata ADC

Zadanie 269. BETTY

Diugost podstawy trajkata rdwnoramiennego wynos 643 Cm, 3 Wy SOkosSE OPUSZCZoNnAa Na [e podstawe jesh rdwna b Cm.

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrod podanych.
WiysokosSt OpUSZCZONa na ramie trajkara jest rowna:

12@ Crm B_u"E CIm C.mﬁ CIm D_’IE;E CIm

7 7 7

A

Zadanie 270. BRI

Purkry A, B, Cnalezg do okregu o srodku O Miara kata miedzy styczng do okregl w punkde A 8 decivwg AB wynosi 26
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Miare kata wiisanego ACE wyrnosi:

A.13° B.26° . 39° B, 5%

Zadanie 271. (BT

W trdjkacie rdwnoramientym ramie jest dwa razy dhiuzsze od wysokosd opUsZezong na podstawe. Oblicz pole tego
trajkara, wiedzac, Ze podstawa ma diugoss o om.

fadania krotsme
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Fadania krdtsze

L
'E
LT
E

=

]
&
0

128

Zadanie 2725174

Pole trajkata rawnaoramiennego rozwariokainego wyrosi 5043 cme, WhyZnacz miare kata rozwartego tego trajkata, jezeli
jego ramie ma diugosd 0vZ e,

Zadanie 273 [ETTA

Przekarne rownolegtobaku majg diugosc 10 cmi 12 cm, 8 miara kata miedzy nimi wynosi 30°. Oklicz pole tego rdwnole-
gtobok.

Zadanie 274. [EITA 02

Podstawy Irapezu ABCD majg dhdgosc 5 ami 2 cm, a miary katdw ostrych wynoszg od-
powiednio 3071 60°% (patrz rysunek). Oblicz wysokosd trapezy ABCD.

Zadanie 275. EETTH

Okrag o srodkUd w punkde AT promieniu 2 om ardz okrag o srodku w punkde 8 promieniu
3 Cm 54 stycZne Zewnetrznie. Prosta siyczna do okregu o pramieniu 3 omw punkcie C prze- ‘(‘
chodzi przez srodek okregu o promieniu 2 am (patrZ rysunek). Oblicz obwdd trajkara ABC

Zadanie 276. EETTA

Oblicz pole pierscienia kotowego, kidrego obwdd wewnetrZiy wynosi 16w om, 3 obwdd zewnetrzrny ma 40 cm.




Zadania dtuzsze

Zadanie 277. BETTA

Oblicz pole szesciokata foremnego, jezeli srednica okregu opisanego na ym sZesciokacie ma diugosd 8 om.

Zadanie 278 [EITQ

2

Pale rambu jest rdwne 24 ¢m?, 8 casinus kata ostrega wyrasi =

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd padanych.
Obwiod tego rombU Jest rowy:
A 1Zam B. 24 cm C.1242 cm D. 2442 cm

Zadanie 279 (EITY
Punkty A, 8, & D nalezg do okregu o srodku O. Kat wpisarny BCD ma miare 30° (patrz rysu-
nek.

Oceri prawdziwosd ponizszych zdar. Zaznacz P, jecli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

1. | Miara kara CAB wynosial®. P F

Z. | KarACE ma miare 30°. F F

Fadania dtuzsze
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Zadanie 280. (ETTA
Punkry A, 8 Cnalezg do okregu o srodku O, Miara kara wpisanego ABC wynosia8®. Wyznacz
miare kara e miedzy cedwd AB a siyczng do okregu w punkcie A

Zadanie 281. [EITH
Jedna z przyprostokatnych rajkara prostokatnego ABC jest dwa razy diuzsza od drugie), 8 wysokosE opuUsZCzona na

przeciwprostokatng wynosi Tﬂ

Ocer prawdziwo st ponizszych zdar. 2aznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatlszywe.

1| Dtuzsza prayprostokana rojkaa ABC ma dhdgosd NS P E

Z. | Paletrdjkata ABC jest rdwne 16. P F

Fadania dtuzsze
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Zadanie 282. [EFTY

Przekatna kwadratu ABCD jest a2 dhuzsza ad jego boku.
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Dhugost boku kwadrat ABCD wiynosi:

A7 B.2—7 i = IR 0. 27

Zadanie 283. [ETTY
Pole rombu wynasi 24 cm?, a jedna z przekatnych ma dhugos: 8 om. Wyznacz sinus kata astrego tego romibu.

Zadanie 284. [FTT

W okregu o promienia 9 om poprowadzZono ceciwe AB. KAt miedzy [3 dediwg a styczng do
akregu w purkce Awynosi 30° Oklicz dhugosd tuku wyZnaczonego praez ceciwe A8,

Fadania dtuisz=
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Zadanie 285 ETTA

Oblicz pole szesciokara foremnego, kidrego kratsza przekama ma diugoss 63 cr.

Fadania dtuzsze
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Geometria analityczna



Teoria z przyktadami

prEypominam
ha|wadhle|sze tredel

I Rdwnanie y=cax 4+ b, gdzie 0,b € R, to rownanie kierunkowe prostej. Liczba ¢ jest nazywana wspotczynnikiem kie-
runkowym.

Rdwnanierm kierunkowym mazna opisac kazda prosty, kiora nie jest rawnolegta do osi v

1L.Dlaa=0i0bel prosta o rdwnaniu kierunkowym ¥y =ax 40 jest nachylona do dodatnie] patosi osi x pod katem e,
takim, Ze @ =Ige. Prasta (3 przecing os ¥w punkde (0, ).

Z.Dlaa=01b=0 rdwnanie kierunkowe proste] ¥ =ax+0 prayjmuje postad: y==56, 8 prosta opisana fym rownaniem
jest rawnolegta do osi X

3. Prosta prostopadia do osi X nie jestwykresem funkdi liniowe], 3 wied nie mozna jej apisad rdwnaniem kierunkowym.
Te prostg mozemy opisad np. rdwnaniem x =k diak e R,

I Rdwnanie Ax+8y+C =0, gdzie A B Ce R oraz wspatczynniki AT 8 nie 53 jednaczesnie rdwne 0, jest nazywarne rowna-
niem ogolnym prostej.

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH
Przykiad 0-1 pkt

Przeksztatd rawnanie kierunkowe proste] ¥ =—3x 42 do postaci ogalng.
Rozwiazanie:
Przenosirmy wsZystkie wyrazy na jedng strone. Orzymujemy: —3x— y+2 =0 lub3x 4+ y—2 =0

1 pkt - poprawne przekszratcenie rdwnania do postaci ogalneg|
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Przykdad 0-1 pkt

Przeksztatd rawnanie ogdlne proste) 3x 42y —b =0 do postaci kierunkowe).

Rozwiazanie:
WyZznaczamy y Z rawnania. 2y =—3x 46, 5tad: y = —%x S

1 pkt - poprawne przeksziatcenie rdwnania do postaci kierunkowe)
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

I Rownaniem kierunkowym prostej o danym wspotczynniku kierunkowym ¢, ktora przechodzi przez punkt
P=(%. Yo)jest ¥ =alx—x,)+ .
| Réwnaniem kierunkowym prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A={x,. y,) 0raz8 =(x,. ¥ ) Jest:

y=y =alx—x.).gdze o =225 giyx, = x,

de o
I Rownaniemn ogolnym prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punktyﬂ:(x,,. ;.f,,) araz 8 =(;s<5, ys),jegt;
(=10 =x)= (Vs =y )x—x.)=0
Proste rownolegle:

1. Dwie proste o rdwnaniach kierunkowych: y=ax 48, araz y =a,x +5,, 53 rdwnolegte wowczas, gdy majg jednakowe
wepotczynniki kierunkowe (o, =a,).

2. Dwie proste o rawnaniach ogdlnych: Ax +8y +C, =00raz 4, x 48, v+, =0, 53 rdwnolegte wiwczas, g2dy spetniony
jestwarunek: 4 -8, —A, -8 =0.

Tecria z preyktadarni

Proste prostopadie:

1. Dwie proste o rdwnaniach kierunkowych: y=ax 46, oraz vy =a,x +8,, 53 prostopadie wiwczas, gdy wepatizynniki
kierunkowe spetniajg warunek o .o, =—1

2. Dwie proste o rdwnaniach ogdlnych: Ax + 8y +C =00raz Ax+ 8, +C, =0, =34 prostopadhe wiwczas, gdy spetniany
jestwarunek: A A +8-8, =0.
Odlegtosd miedzy punkami Al Bjest rawna diugosd odcinka AB. Diugosd odeinka AB o korcach w punkrach A= (}c,,.y,,)

]
R
)
=

=

"
=

n
=

v
7

b

o

|8=(x,.,) Jest réwna: |AE|=J(X5 —X,,)z +(¥a —J"A)z-
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Przyklad

Jedli dane sa punkty A=(4, 3)i8=(1 —1).t0|48 =.J(’I—4)‘2 —|—(—’I—3)‘Z =\’(—3)‘Z —|—(—4)‘Z =5

| Ckregiem o srodku 51 pramienid rnazywamy Zbior wszystkich punkidw P ptaszczyzny, kiorych odlegtosd od punkou 5
jest rdwna 1 Réwnanie (}c—a)‘z -I-(_}f—b)z =r! jest réwnaniem okregu o srodku S =(a, b) | promieniu r> 0 w postaci
kanaoniczre).

Przyklad

Rdwranie (}c —2)2 +(j.f —|—’I)‘Z =2Z5]esl rawnaniem okregu o srodku 5= (2. —‘I) | pramieniur =5,

Odlegtosc punktu od prostej

Odlegtosd punkou P(}cﬂ.yﬂ) ad proste) { o rdwnaniu ogolrnym Ax 4+ 8y +C =0 wyraZa sie Za pomaocg wZorw:

d:|ﬂxﬂ+5yﬂ+c|
NAL B

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przykdad 0-1 pkt
Oblicz odlegtosé punktu P(—1.2) od proste] k:5x—12y +3=0.
Rozwiazanie:
Obliczamy odleghosé punkiu Fod proste) &
d: 5 (—1)+(=12)-2+3] _|-5-24+3 _2%6_,
JE# +[-12] V169 =

1 pkt - poprawne abliczenie odleghosc punkiu od prosie
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Punkty wspolne prostej i okregu

|5P| < r15P| - r15P| =

Prasta moze mied dwa punkty wspolne z okregiem, czyli byd sieczna okregu. Odlegtosd sieczng) od srodka okregu jest
mniejsza ad jego promienia.

Prasta moze mied jeden punkt wspdlny z okregiem, czyli byl styczna do okregu. Odlegtosd stycznej od srodka okregu
Jest réwna jego pramieniow.

Prasta moze nie mied punktow wspalnych z okregiemn (4 roztgczne). Odlegtos proste) od srodka okregu jestwieksza
ad jego promienia.

Teoria z przyktadarni

lle punk tw wapdlnych z okregiermn o srodku w punkde 51 promienid 5 ma prasta 7 ]
8)S=(1-3) :6x+8y—1=0 B S=(-51)./:x=3y—12=0 S =[14)1:3x+4y+6=0 E
Rozwiazanie: 'rE

8 Wyznaczamy adleghosd punkiu 5 od prose) - E

: Ffeag R kT
d=|61+8( 3) 1|=| 19|:E:1,9{5 ¥
J62 + 52 100 10 3

>

Odlegtosc srodka okregu jest mniejsza od promienia okregy, wiec okrgg | prosta majg dwa punkly wspolne.
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Tecria z preyktadarni
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By Wiyznaczamy odleghaose punkiu 5 od proste) £

C=E)+ 30— |20 sodin
B - a L R

Odlegtosd srodka okregu jestwieksza od promienia okregu, wiec akrgg i prosia nie majg punkow wepdlmech.

¢ Wyznaczamy adleghosd punkiu 5 od prose) -
31+4.4+8 |25 25 .
N3 +4r Nfzs 5

Odlegtosd srodka okregu jest rowna pramieniowi okregu, wiec okrag i prosta majg jeden punkn wspadlmy.

0=

Punkty wspolne paraboli i okregu

Prosta i parabala mogg mied dwa punkty wspadlne, jeden wspdlny lub nie mied punkidw wspadlmych.

| Frosty przecingjgcg parabole w dwdch punkrach nazywamy sieczng paraboli. Prosta, kiara nie jest rdwnolegta do osi
QY i ma z parabolg doktadnie jeden punktwspolny, nazywamy styczna do paraboli.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przyklad

Rozwigs Uktad rownan | poda) jego interpreracje geamerryczng.
b

Y=x+7 i
Rozwiazanie:
Pordwnujemy prawe stramy rownari: =
X =x+42
¥—x—2=0,sgd x=—1lub x =2 -

Zartern rozwigzaniem ukladu 53 dwie pary liczb:

argd

Parabala y=x* i prosta y = x+2 maja dwa punkty wspdine A={—1,1)i =2, 4).

2 pkt - poprawne rozwigzanie uktadu rownar | podanie jego interprefadi geamerryczne
1 pkt - poprawne rozwigzanie ukkadu rdwnan Uk podanie jego interprefac)i geometry Czre)
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania




Symetria osiowa i sSrodkowa

I Symetria osiowg wzgledem proste) f nazywamy przekszratcenie kidre kazdemu punkiow pHaszczy iy prayporzadko-
wije punkt do niega symetryCzZny wzgledem proste). Prostg { nazywamy osig symetrii.

I Symetria srodkowa wzgledem punkiu O nazywamy przekszratcenie, kidre kazde-
mu punkiow praszczyzny przyporzgdkowdje punkt do niego symenryCzny wzgle- Al
dern punktu 9. Punkt O nazywamy srodkiem symetrii. Az Y %

Purkrem symetryCzrym dao punkiu A:(x.y) wzgledemn osi Ox uktadu wspdtrzed- |
mych jest punkt 4 =(x, — ). ,l

Y

Purkrem symetryCzrym do punkiu A:(}c. y) wzgledemn osi O uktadu wspdtrzed- T I B A PR
rych jest punkt 4, =(—x, y).

Purkrem symetryCznym do purkil A= (x. y)wzgled erm paczatku uktadu wspdtrzed- 5 5

=)

mych jest punkt A, =(—x, — y}
Podaj wepdtrzedne punkiu symetryczrnego do punkiu P =(—2. 5):
ajwzgledem osi OX bhwzgledemn osi OY Cjwzgledern poczatku ukiadu wepdhrzednych
Rozwiazanie:
8) Obrazemn punktu £ ={—2, 5 w symetrii wzgledern osi O jest punkt & =(—2, —5)
b Obrazem punkiu £ =(-2,5)w symetrii wzgledem asi OF jest punkt £ =(2, 5.
¢) Obrazem punktu P ={—2, 5) w symetrii wzgledem poczatku ukladu wspdtrzednych jest punke £ = (2, —5).

Teoria z przyktadarni

]
i
o
=

=

o
5

n
=

v
g

T

o

157



Zadania maturalne do samodzielnego rozwiazania O

UEze sle romwlazywad

Tadlanla

Zadania krotsze

Zadanie 286. (EITY
PunktO'=(3, 2) jest srodkiem odcinka A8, w krdrym 8={5,5).

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarnych.
PURkLA M3 wepohrzedne:
A=) B.(—11) C.(7.8) D.(87)

Zadanie 287. FEITH
Darty jest punkt A =(—4, 2)i prasta f: 3x — 4y +10=0.

Dokorcz zdanie. Wybierz whascdwg odpowied? sposrdd podarych.

Odlegtosd punkid A od proste) fjest rdwn a:

A2 B.—2 r:_% D.4

Zadanie 288. [EITG

Dany jest akrag & o réwnaniu (;sc—‘l)‘Z —i—(j.»‘—B)‘2 =5

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Okrag K1 a5 OX:

A_majg jeden punktwspdlny

B.majg dwa punky wspdlne

C. nie majg punkidw wspdlnych

0. majg nieskorczenie wiele punkidw wapdlinych

Ladania krotsme
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Zadanie 289 ETTH

Prasta k: vy =ox +b jest nachylona do dodatnie] pdtosi OX pod katem a0® i przecing os OY w punkcie o wspatrzedrych
(0.2).

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Rdwnaniem kierunkowym [e] proste) jest:

ﬂ.y:ﬁx-l—ﬁ B_y=2x+J§ C.y=—J§x—2 D.y:—ﬁx—\@

Zadanie 290. BRI

Danesgproste k:x+y—2=0,¢ y=—x orazn: y=—x+27.

Wickaz zdanie prawdzive. Wybierz whasciwg odpowied? sposrod podanych.
A Proste ki fsg prostopadhe.

B. Proste fin pokrywajg sie.

C. Proste k1 nmajg nieskaonczenie wiele purnkidw waepolmych.

0. Proste & {1 nmajg doktadnie jeden punkCwspolny.

Zadanie 291. [EITH
Dany jest okrag K o rdwnaniu (x —|—IEE|)‘Z —i—(j.»‘—S)‘2 =

Dokorcz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Odlegtosd srodka okregu K od asi QY jest rdwna:
AB B:5 C. 6 BER

Zadania krotsze

]
i
)
=

=

o
=

n
=

v
g

b

-

1349



Zadanie 292 BT

Napisz rawnanie praste] ¥ =ax+6 o danym wspdtczynniku b = =51 przechodzace] przez punkt A= (2, - 3)_

Zadanie 293. BB
Oblicz odleghos purko M:(E. —‘I) ad proste) f:y:l?x—él_

Zadanie 294 BTN
Oblicz odlegtos prostych rownoleghbych o rdwnaniach sx 12y —10=0110x + 24y 419 =10.

fadania krotsme
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Zadanie 295.
Oblicz odleghosd Cieciwy wyZnacZoneg) przez punkly wspdlne prosie) fo rownaniu 15y =20y —17=01 okregu & o rdwna-

niu (}C—E)z —i—(j.»‘—i—B)‘Z =160ad sradka rega okregu.

Zadanie 296. BEITH
Wiadomao, Ze prosta o rdwnaniu (rr# +2m—3)x +(m—1)y+2=0je5t rawnolegta dao osi OX

Dokorficz zdanie. Zaznacz odpowiedZ A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.
Warrass parametr m jest riwna:

i ; 1_ {m‘*wm—z:u
m—1=10
5 3 poniewaz mjest razwigzaniem wardnkdw Zapisanych 5 e +2m—3=0
E w Ukiadzie rdwnari | |m=1=0
m 4+2m—3=0
C.| Tub =3 3_{
m—1s0

Zadanie 297. RT3
Dane sg punkty A=(—8, 3)i 8=(5, 7). Punkt M jest sradkiern odcinka AB.

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Obrazem punkiu Mw symetril wzgledem poczatku uktiadu wepdbrzednych jest punkt:

3 3 3 3
A M =|-2,-5 B.M' =|=, -5 CM=|-2.5 D.M'=|2.5
[ Z ] . [ : ] [ ]

Zadania krotsze
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Zadanie 298.
Okres| liczbe punkidwwspdlnych okregu o srodkuw punkcie s = (2, ’I) | pramienid 5z prostg fordwnaniu 3x— 4y +5=0.

Zadanie 299. BRI
Prasta jest okreslona rdwnaniem ogdlnym Zx— v+ 2 =0.

Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarnych.
Wobed fego prostg prostopadty do dane) proste) jest prosta:
Adx—y=0 B.x—2y+5=0 Cx+2y+7=0 D.2x+y—1=0

Zadanie 300. BRI
Dare sg proste o rawnaniach kierunkowych y=x—41 ¥y =—x 46,
Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzive, albo F - jeslijest fatszywe.

1. | Wspdiny punke tych prostych ma wspdirzedne (5, 1), P | F

2. | Te proste przecingjg sie pod innym katem niz 90°. B F

Zadanie 301. (BT

MNapisz rdwnanie okregiu o promieniu 3 stycznego do obu osi uktadu wspdtrzednych. lle jest rakich okregdw?

fadania krotsme
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Zadanie 302. [ETTY

Dary jest punkt A= (2. 34)_ Punkr & jest symetryczrny do punkiu Awzgledern osi O, a punkt Cjest symelryc Zny do punk-

8 wzgledemn osi OF. Wyznacz wspdtrzedne punkid C C2y punke O jest symetryczry do punkiu Awzgledern poczatku
uktadu wspdtrzedrnych?

Zadanie 303. BEITO
Danesg punkty A=(—1-2)i8=(16).
Dokorficz zdania. Wybierz whascwg odpowied? sposrdd podanych.

Rdwnaniem ogdlnym proste) przechodzace) przez te punkty jest:
A —dx 4+ y—2=0 E.x—1=0 C.—Zx+y—4=0 D 2k— =0

Zadania krotsze
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Zadania dtuzsze

Zadanie 304 PEITH

Okrag o sradku 51 promieniu rjest styczny do asi OX, a punkt S nalezy do asi OF.
Ocer prawdziwo s panizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jes|ijest fatszywe.

1. | Srodkiem akregu spetniajgcega warunki zadania moze by¢ punke o wspdhrzednych 0.0},

5 |Jesli pramien akregu jest rdwrty 4, to warunki zadania spefniajg akregl o rdwnaniach e —|—|Ly—4)‘Z — i3
|2+ (y+4) =16,

Zadanie 305. BETTH
Dary jest okrag okreslany réwnaniem (x —|—’I)‘Z +(;.f—2)2 =36 oraz punkt #=(4,-3)

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Rdwnanierm okregu wspdtsrodkowego Z danym okregiem | przechodzgcego przez punkl P jest:

A+ +H(y-2) =26 B.(x+1)' +(y—27 =34
C (x+1) +{y—2} =50 D.(x+1} +(y—2] =17

Zadanie 306. ERITA
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Odlegtosd poczatky ukiadu wspdtrzedrych od proste) o rdwnaniu i =—%x +2 jest rdwna:
V5 43 V3 4
) N ~3 g

Zadanie 307. [ETTY

Purkty A=(1, 3), 8=(5, 5)1C=(m, 0) 53 wspdHiniowe. Wyznacz wartosc m.

Ladania dtuzsze
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Zadanie 308. [ETTY

PUrkL M = (3. —5)je5t wierzchotkiern rawnalegtoboku KLMNM kidrego bok KL zawiera siew proste) { o rdwnaniu y =2x +4.
Oblicz diugosd wysokoscl opusZczone] Z punkiu M na prostg £

Zadanie 305, (BT
Okredl liczbe punkidw wspolnych okregu o rdwnaniu (}c —|—4)‘Z —i—(j.»‘—B)‘2 =16z osiami uktadu wepdhrzedmych.

Zadanie 310. EEITE
Przekgme w kwadracie ABCD przecingjg sie w punkde O=(—3 0] a wierzchotek A ma wspdtrzedne A =(1, 2).

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Rdwnaniami prostych Zawierajgoych przekatne tego kwadratu sa:

ﬂ.y:%x—'l%iy:ﬁx—ﬁ B_y=%x+1%iy=2x+6
C.y:%x—l—’l%iy:—ﬁx—ﬁ D.y=—%x+’l%iy=—2x+6

Zadanie 311.
Dary jest okrgg K o rdwnaniu (;sc—’l)‘Z +(y+5)‘* —18

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Okrag K i as OX:

A.majg jeden punkt wepoly

B. majg dwsa punkly wspdlne

C. niemajg punkidw wspdlnych

0. majg nieskoriczenie wiele punkow wapdlnych

fadania dtuzsze
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Zadanie 312. [BTTY

MNa rysunku przedsiawiono wykres funkdi y:f(x). kbdre) migjscem Zerowym jest licztba —1 ¥
araz f(0)=2.

Wyzrnacz wzor funkcji i, krore) wykres jest symetryczny do wykresu funkdi fwzgledemn osi OF

¥ =%

Zadanie 313. [EITY

Trajkat jest ograniczomny osiami Uktadu wepdtrzednych | prostg o rownaniu 2x+5y —10=0. Oblicz promier okregu opi-
Sanega na Lym rojkacie.

Zadanie 314. [ETTY

Wyznacz rdwnanie akregu, krdrego Srednica jest odcinek A8 o karicach A=(-7.4)18 =(1,—2].

Fadania dtuzsze
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Zadanie 315. [EITY

Trzema wierzchatkami réwnalegtoboku ABCD sg punkty A=(1.3), C=(7.5) 1 0=(4.11). Wyznacz dtugosd przekatnych
tego rawnoleghoboku.

Zadanie 316. [ETY

Dane 53 punkey A:(’I, 5) i 8 =(—2. 8)_ WiyZrnacz rawnanie proste) bedace) abrazem proste] AB w symelrii wzgledern po-
CZarku ukladu wspdtrzednych.

Zadanie 317 [T

Wiyznacz wzor funkdi liniowe] A, kidrej wykresjest symetryCzry dowykresy funkdi f(x) =5—xwigledem osi OX. RoZwigz
nierdwnose A(x)=—2.

Zadanie 318. [EITY

Prasta o rdwnaniu x — v+ 2 =0przecing okrag, ktdrego srodkiem jest poczgtek ukfadu wspdtrzednych w punkiach A 8.
Oblicz diugose dediwy AE, jesli promier) akregu jesh riwry 5.

Zadanie 319. [EITH

Na proste) o rownaniu x4+ ¥ —2 =0wyznacz punkt B kiary lezy najblize) punkiu A= (’I. —2)_

Zadania dtuisme
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Zadanie 320. BEFT

WiyZrnacz rawnanie siyczrng do okregu o rdwnaniu (}c —|—3)‘2 +(;.»‘—2)‘2 =9 przechodzace] przez punke F‘=(—6. D)_

Zadanie 321. [FTT
Kalgjnymi trzema wierzchotkarni rombu ABCD 54 punkty A= (=10, 8 =(3,6) 1 C=(7.0). Wyznacz pole tega rombu.

Zadanie 322. [HITQ

Punkiy A= (5. ’I) i E=(—2. 2) =g dwoma wierzchotkami trajkara ASC. Wierzchotek C nalezy do osi OX a pole trdjkara ABC

jestrdwne 10, WyznacZ wspdtrzedne wierzchotka C tego trojkata.

Zadanie 323 [EITA

Punkty A=(—4,—1), 8={4,5) 1 C=(1,9) sg wierzchatkami trdjkata ABC. Wyznacz wysokosc trajkata ABC opUszezong
zwierzchotka Coraz oblicz jego pole.

Ladania dtuzsze
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Teoria z prevkladarmi
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Teoria z przyktadami

prEypominam
hawadhle |sze trede|

W przestrzeni proste maja nastepujace potozenia:
1. proste rownolegle — lezg wjedne| ptaszczyinie i nie majg punkidw wspadlnych lub pokrywa)g sie:

kI I

i [

Jezeli prosta {jest prostopadta do dwach nierdwnoleghych prostych m i n Zawartych w phaszozyinie B o jest ona pro-
stopadia do praszczyzny P

-1
*
1

m :<’
I
I
I

! A

K3t miedzy prosiy 8 phaszczyzng, o kat astry, jaki [a prosta warZy Ze swoim rzutem prostokatnym na fe phaszczyzne.




2

Owvie patptaszczyzny o wepolng) krawedzi dzielg przestrzer na dwie (Zescl. Kazdg z tych cZesd, +acznie Z potptaszczy-
Zrnami, nazywamy katem dwusciennym, 8 potefaszczyzny - scianami kata dwusciennago.

I Miarg kata dwusciennego nazywamy miare kata praskiego atrzymanego jako przekrd kata dwusdennego plaszozy-
zZng prostopadty do jego krawedzi.

W graniastostupach mozemy wyZnaczad i obliczad kary miedzy odcinkamii miedzy scianami.
Ma rysunkU widzimy:

a — kat miedzy przekatng sciany bocznej a krawedzig boczng,

8 — katmiedzy przekatnymi sgsiednich scian boczmych,

v — kat miedzy przekatng graniastostupa a przekang podsiawy,
katnachylenia przekatne) graniastostupa do pRaszozyzny podsiawy,

& — kat miedzy przekatng sciany bacznej 3 krawedzig podsiawy.

N

Katy miedzy scianami bocznymi

Na rysurkU widzimy: .

& — kgt miedzy scianami koczrymi. A

a — katmiedzy sciang boczng 8 ptaszozyzng podsiawy, :

’l‘

Kat miedzy odcinkami i kat miedzy odcinkami a plaszczyznami w walcach i stozkach

Ma rysunkach przedstawiono waled i stozek z narysowanymi przekrojami asiowymi.

a - katnachylenia przekatng przekroju osioweago do podsawy walca A e
8 -katmiedzy przekatng p przekroju osiowego 3 Dworzgcg walca o
ful H
A P
’ i’

a - kgt rozwarcia srozka

8 -katnachylenia tworzgce] stozka do phaszczy iy podsiawy

Teoria z prevkladarni

I Przekrojemn prostopadioscianu dang ptaszczyzng nazywarmy Czesc wipolng prostopadhasciany | te) praszozyzny.
Przekrd] prostopadiosciany pHaszczyzng majaca punkly wspdlne z tym prostopadtoscanem jeswielokgrem. >
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>-=- Opis sposobu poprowadzenia
ptaszczyzny przekroju Rysunek i nazwa figury, ktora jest przekrojem
prostopadtoscianu

Przekrd] praszczyzng prostopadig do do- Prascakar

wolnej ze scian prostopadioscanu.

Przekrd] prostopadhosciany pHaszczyzng
przecingjacg cztery rownalegte kraweadzie.

Przekrd) phaszczyzng przechodzacy priez
trzy krawedzie wychodzace Z jednego
wierzchohka.

Przekrd] phaszozyZng priecingjgcg dwie Trapez
krawedziewychodzace 7 jednego wierz- . !

| chotka oraz dwie krawedzie rdwnolegte do | o : \

| nich. i | B
Przekrd] ptaszozyzng przecinajgog dwie Pieciokat

krawedziewychodzgce Z jednego wierz- .
chotka, dwie krawedzie prostopadte do |
nich araz wierzchotek przeciwleghy dane- :
mu. |

Przekrd] ptaszozyzng priecingjgcg dwie
krawedziewychodzgce z jedrnego wierz-
chotka, dwie krawedzie prostopadte do
nich oraz dwie krawedzie rawnolegte do
krawedzi wychodzgoych Ze wepdlnego
wierzchohka.

Objetosci i pola powierzchni bryt geometrycznych

Graniastostup

Jesli £ jest polern podstawy, £, - polern powlerzchni bocznej i H - wysokosdig graniastostupa, to:
- pole powierzchni catkowite] graniastostupa: £ =28 +F,

- objerosc graniastostupa: V==~F,-H.

Qstrostup

|esli £ jest polern podstawy, £, - polemn powierzchni bocznej i H - wysaokosdig ostrostupa, fo:

- pole powierzchn catkowite] ostrostupa: £ =F£, +A,

Teoria z preykladarmi

o 1
- objeross astrostupa: V == B H.

Walec

Jezeli promien podstawy walca wyrnasi £ wysokosd - H, [0
- pole powierzchni boczne| walca: B =2rrH,

- pole powierzchni catkowire] walca: £ = 211’."(." —|—H).

o
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- objetost walca: V =wriH.
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Stozek

lezeli pramien podstawy walca wynash fwysokost - H, tworzgca - Lo
- pole powierzchni boczne) stozka: B =ar,

- pole powierzchni catkowite] stozka: B =«;rr(r+i),
- objetosd stozka: V = %«m’zH_
Kula

Jezeli promier kuli wynosi R, o:
- pale pawierzchini kuli (sfery) P =4aR?,

- objerase kuli-v =%«m?3_

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

Przykdad 0-1 pkt

Dane s dwa prostopadiosciany podobne: 8, araz 8, Objetosd prostopadiosciany B, jestrdwna V., 3 objerast prostopa-
dtasciany B, jest rdwna 27V Pole powierzchni catkowite] prostopadhosdany B, jest rawne B

Dokoricz zdanie. Zaznacz odpowiedZ A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole powierzchni catkowite] prostopadiosciany &, jest rdwne

ol Bt 1. | stosunkowi objetosc tych prostopadtosciand.
poniewaz stosunek pol

B. |97 powierZchini catkawitych | 2.

prostopadtasciandw
c. | 34Bp podabnych jestrdwny | 3 kwadrarowi stosunku diugosci oddnkdw odpowiadajgcych w abu

prostapadioscianach.

plerwiastkaw kwadratowemu ze stosunku objetosc bych prostopa-
drasciandu.

Rozwiazanie:

Obliczamy skale podobienstwa tych prostopadiosciandw, korzystajac 2z ilorazu ich objetascl. Oraymiujerrs:

e =2¥=2?. wiec k=3,

Stosunek padl powierzchni catkowitych prostopadiosdandw podobnych jest rowny kwadratowi stosunku dhugosd
adcinkdw odpowiadajaoych w obu prostopadioscianach.

P
Orrzymujerny % =k =9, wiecF, =9F.

Cdpowied?: B3
1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przyklad 0-1 pkt

Dary jest ostrostup prawidtowy czwarokatny, kidrego przekrd] ptaszezyzng przechodzacg przez wysokosc) przeciwle-
ahych scian boczrnych jest trojkatem rownobocznym o polu 2543 .

Dokoricz zdania. Zaznacz odpowied? sposrdd A-D oraz odpowied? sposrod E-G.

1. WysokosE [ego astrostupa jest rowna:

A 1043 cm

B. 53 cm

C.5am

0. 10 o

2 Miara kara nachylenia sciany boczne do pRaszozy iy podsiawy wynosi
E:30°

F 459

(3.60°

Rozwiazanie:
Sporzgdzamy rysunek pomaocnicZy. SosUjermy 0Znaczenia jak na rysunku.

KorZystajac ze wzord na pole trajkats rdwnobocznego, wyZnaczamy dilgosc kra-
wedzi podstawy osirostupa (jednoczesnie wysokasd sCiany boCzng ostrastupa).

N E)

43 =25J§. stad g =10 cm.

QILrZymidjermy:

Teoria z prevkladarni
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Teoria z prevkladarmi
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Obliczamy wysokosC ostrostupa, korZyshajac Z wzord na wysokosc trajkara rownobacznego. Orzymujemy:

H=§=@=5~J§ cm — odpowied? B
K4t nachylenia sciany boczne do phaszozyzny podstawy jest kartem trdjkata bedacego przekrojem (Lrajkara rdw-
nobocznego) a wied ma miare b0® — odpowied? G

Cdpowied?: BG

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zasosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

I Dwie bryty sa podobne, jesli odlegtosci miedzy punkiami jednej bryky 53 propordonalne do odlegtosci miedzy odpo-
wiednimi punkrami drugie) bryhy.

I Stosunek odlegtosc miedzy odpowiednimi punkeami bryk podobnych nazywarmy skalg podobienstwa.

I Stosunek pél powierzchni bryt podobnych
Jedli skala podabieristwa brytpadabnych jest rdwna &, to stosunek pol powierzchni tych bryk jest rdwny &2

I Stosunek objetosci bryt podobnych
Jesli skala podobienistwa brytpodobnych jest rdwna k, to stosunek objetosd tych bryk jest rdwy &2




U £Sle rozwlarywad
Tadlalila

Zadania krotsze

Zadanie 324. [EITH

Na rysunku jest przedsiawiony graniastostup prawidiowy pieciokatiny 2 23ZnacZanymi katami.
Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. Zaznacz R, jesli zdanie jest prawdziwe, albbo F - jesli jest fatszywe.

1. | K3t miedzy przekatng sciary boczne) 3 pHaszezyzng podstawy [0 kal . P F
2| Karmiedzy przekaing graniastostupa a sciang boczng to kar & P F

Zadanie 325. (BTN

Przekrojerm asiowym walca jest kwadrat o baku 4 cm.

Dokoricz zdania. Wybierz odpowied? sposrdd A-D oraz odpowied? sposrdd E-G.
3251 Pole powierzchni boczneg) tego walca jest rawne:

A6 omé B. 4 o C. 16w o 0. 8w crm?

3252 Miara kara nachylenia przekatng) przekroju osioweago do phaszozy iy Rodsiawy wyhosi:

E.30° F. 45° (3. 60°

Zadanie 326.

Dane s dwie kule K, 1/, 0 polach powierzchni catkowitych odpowiednio rdwnych £ 1R, oraz objetosdach odpowiednio
896w -

rawrych VTV, Stosunek promieni tych kol jest rdwny 321, 8 suma ich abjeroscl wynas

Zadanie 326.1.
Zapisz wmiejscl wykropkowanym ponize) stosunek ol powierzchni B iR,

Zadanie 326.2.
Oblicz objerosd kazde) kuli.
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Zadanie 327. FEITRA

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych. A G
W granigstostupie na rysunku krawedzie EF 1 DH 54
A_rownolegte B. prostopadte C. ckosne D.przecinajacesie i ’
B cods c
f g

Zadanie 328 ETTA

Na rysunkU jest przedstawiony graniastostup C2worokatny Z Zaznaczornymi karami.
Qcer prawdziwo st ponizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jecli jest fatszy-
e,

.| Kgtmiedzy przekatnymi sgsiednich scian o kil «. P F
2. | Karmiedzy przekalng graniastostupa 8 paszozyzng podsiawy [0 kgt i F

Zadanie 325, [EF

Obwvedd kota wielkiego kuli jest rdwny S Cm.
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Pole powierzchni te) kuli jest rdwne:
A B4 o B. 16w crr C. 4 crr? 0. 20 crrd

Zadanie 330.

Dokorcz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi tak, abyy dla kazde| z nich dokoniczenie zdania byto prawd zivwe.
Skala podobiefistwa dwdch kul jest rdwna 2, gdy stasurek:

A_dtgosci promieni tych kul jest rdwrry 4.

B. pdl powierzchini Dych kul jest rdwry 4.

C. abjerosci tych kul jest rawny 8.

0. pola kota wielkiego pierwsze) kuli do pola kota wielkiego drugie] kuli jest rdwny 2.

E. obwodu kota wielkiego pierwsze) kuli do obwodu kota wielkiego drugie) kuli jest rdwrry 4

F erednicy kota wielkiego pierwsze) kuli do srednicy kota wielkiego drugie) kuli jest rdwry 8.




Zadanie 331. (BT r o

G
Prostopadioscian ABCDEFGH przecielo plaszizyzng prostopadta do podsiawy ABCD przecho- derm /)
dzacg przez wierzchotkl C1 G araz punkty ! J, ktdre dzielg kazdg z krawedzi AB 1 EF na potawy ] J
(patrzrysunek). Oklicz dhugosd przekgme) fCrego przekroju, wiedzac, ze diugoscl krawedzi pro-
stopadtodcianu sg rdwne: |48/ =6 o, [AD| =4 cm i|Af| =8 cm. i
Berm E
S
A= ) o
Zadanie 332. BRI H G
Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych. :
W graniastostupie na rysunku krawedzie EF 1 DCsa: £ : 7
A rdwnolegte B. prostopadte C. skosne D. przecinajgce sie :
pheeenc] oo c
A g

Zadanie 333. [EITH

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
W osCrostupie na rysunku krawedzie AB T 5 53

A rdwnolegre

B. prostopadte

C. skosne

D. przecinagjgce sie
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Zadanie 334 [EITH

Ma rysunkU jest przedstawiony granigstostup prawidbowy pieciokatny 2 zaznaczanymi katami.
Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatlszywe.

1. | Katmiedzy przekatng sdany bocznej a krawedzig boczng o kit «. F F
2| KalwewnelrZny podsiawy [o kit 4. P F

Zadanie 335. BRI

Wiyzrnacz miare kata dwusciennego miedzy sdanami bocZnymi graniastostupa prawidtowego szesciokalnego.

Zadanie 336. (T

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

W osirostupie na rysunky kat miedzy krawedzig boczng 8 praszczyzng podstawy [0 kal:
Ao B. 3 Coy 0. &

Zadanie 337. [EITA % ;
Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych. i
W prostopadtoscianie na rysunkU krawedzie £F | FG, [ FB 54: £ | L
A_rownolegte B. prostopadte C. ckosne D. przecingjgce sie :
LI - :
A< g
5
:%'
™ Zadanie 338_EEITA
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Graniastostup, kidry ma 27 krawedzi, ma:
A9 wierzchohdw B. 18 wierzchotkdw C. 27 wierzchotkdw D. 54 wierzchokki
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Zadania dtuzsze

Zadanie 339 EEITH

Wiysokosc astrostupa prawidiowego caworokainego jest rdwna 4 om, 8 wysokos scany boczne) tego ostrostfpa ma

5 CM.
Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. 2aznacz F, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe.

1. | Pole podstawy tegao ostrostupa wynasi 9 cm?. P F
2. | Tangens kata nachylenia sciany boczne) osirostupa do pRaszozyZny podsiavwy wynos ’I%_ P F
Zadanie 340. [T

Obliczmiare kata nachylenia odcinka taczacego jeden z wierzchotkdw gdrme) podstawy graniastoshu-
a prawidtowego rajkamego ze srodkiem przeciwleghe] krawedzi dolng] podstawy na podstawie
darych Z rysunku.

p TOSa A

Zadanie 341. EEITA

Prostopadioscian o podstawie kwadratu przedeto ptaszczyzng przechodzacg przez srodki krawedzi wychodzgcoych
Z jednego wierzchotka.

Dokoricz zdania. Wybierz odpowied? sposrdd A-D oraz odpowied? sposrdd E-G.

300 Qrrzymary przekrd] jest:

A prastokarern B. trajkaremn rdwnobocZnym

C. rrojkarem rownaramienriyrm 0. kwadratem

3412 jesl krawed? podsiawy tego graniastostdpa ma 4 om, 3 wysokosd graniastostupa jest dwa razy diuzsza, to obwwadd
QLrZymanego przekroju wynosi:

E. 2(\5+J§) cm F. E[E-Eh.-@) cm G E[JEQJE) Crm
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Zadanie 342 [ETTH

Objetost ostrostupa prawidtowega trojkatnego jest rdwna 36 cm?, 3 krawed? podstawy tego ostrostipa wynosi 6 om.
Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

WiysokosSE [ego 0sirostupRa jest rdwna:

A64f3 cm B.8cm C.eam D. 443 cm

Zadanie 343.

Pawierzchnig boczng stozka jest pdtkole o promieniu 10 am.
Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. 2aznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatlszywe.

kAL rozwarcia tego stozka jest katerm prastym. P | F
Z. | Praomien podstawy stozka ma 10 cm diugosci. P F

Zadanie 344.

K3t miedzy sgsiednimi scianami Bocznymi w osirastupie prawidhowym czworokatnym ma miare 60° a wysokosE sdany
bocznej astrostupa poprowadzona na krawed?Z boczng jest rawna 8 om.

Dokorcz zdanie. Wiybierz whascwg odpowied? sposrdd podarych.

Pole podsiawy [ego ostrostupa jest rawne:

A3Zomd B. 64 crm? C. 16 am? D. 1643 crr?

Zadanie 345. (BT

Dokorcz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi tak, abyy dla kazde| z nich dokoniczenie zdania byto prawd zivwe.

Warrose tangensa kata e jest rdwna 2 wowCzas, 2dy kat « jest katem nachylenia:

A przekgtme] przekroju osiowego walca do praszozyzry podstawy, wysokosd walca ma 2 om, a promier podsiawy ma
Tem

B. bworzgce) stozka do ptaszczyZny podstawy, wysokosd stozka ma 10 cm, 3 promier podstiawy ma 5 om.

C. przekarne) szesciany o krawedzi 4 cm do plaszozyzny podsiawy.

0. krawedzi boczne) ostrostups prawidiowego czwarokatnego do phaszczyzry podsiawy, awysokosE ostrostupa | prze-
katna podstawy majg dhigosc 8 am.

E. przekarnej sciany boczne] do krawedzi podstawy graniastostupa prawidiowego rdjkatnego, korego wszystkie krawe-
dzie 53 rdwne 5 om.

F przekatme| przekroju osiowego walca do tworzace) walca, wysokosd walca ma 6 cm, a promien podstawy ma 1 cm.




Zadanie 346. (R
Dane 53 dwa sZesciany 5,15, o polach powierzchni catkowitych odpowiednio rdwnych B P, Stosunek diugosd krawedzi
tych szesciandw jest rdwny 7 -3, a suma ich pdl powierzchni catkowinych wynasi 312 cme.

Dokoricz zdanie. Zaznacz odpowiedZ A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.
Al wyZnaczyl pola B iR, nalezy rozwigzad ukkad rownari:

Bl =312
MlsE 2 1. | stosunkowi diugoscl krawedzi tych sZesciandw.
£ 3
e ' ; il pa- i i
: PR e SEGSUHEB PGl foe kwadratowi stosunky diugosc krawedzi tych
B.lip 4 wierzchni tych szesciandw jest | 2 o
G > SZesCiandw.
A9 FOWIY
B =310 o :
clie 28 3 trzecie] patedze stosunky diugoscl krawedzi tych
[t SZesciandw.
£ 27
Zadanie 347. [EITH

Podsiawy ostroshupa trojkatnego jest irdjkat rdwnoboczry o boku dhugosci 8 am. jedna z krawedzi boczrych ostrostupa
jest prostopadta do praszczyzny podstawy | ma dhidgost b om. Oklicz pole powierzchni cabkowite) tego ostrostupa.

Zadanie 348. [EFTH

Promier podstawy stozka 0 objetosd 18w om? jest dwa razy krdtszy od jego wysokosc. Oblicz pole powierzchni bocznej
rego siozka.
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Zadanie 349. EETTA
Dary jest graniastostup prawidiowy szescokatny o krawedzi podstawy ol krawedzi boczneg) 4a. Ob-
licz miare kata miedzy przekatnymi tego graniastostupa (rysunek).

dg

'Wﬁ._________

Zadanie 350. BT
Pole powierzchni bocznej stozka jestirzy razy wieksze od jego pola podsiawy. Oblicz objerosE tega stozka, jesliwysokosd
SLozka jest rowna 8 Cm.

Zadanie 351. [EIT

Powierzchnia boczna stozka jestwycnkiemn kota o pramienid {1 kade srodkowym e Oblicz miare kata «, jesli wiadomao,
zewysokosc sCozka jesh rawna 1042 cmn, a pole przekroju osiowego fego stozka wynos 5042 crr.

Zadanie 352 BT

W astrostupie prawidhowym szescokamym kat miedzy przediwleghymi krawedziami bocznymi ma miare 907 8 wysokasd
fego osrostupa jest rdwna o om. Oblicz sume dhgoscl wszystkich krawedzi ostrostupa.
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Zadanie 353.

Pole powierzchni boczre) walca jest rawne sumie pal obu podstaw. Oblicz miare kata miedzy przekatng przekroju asio-

wego tego walca i tworzaca.

Zadanie 354.

Qstroshlp prawidiowy rojkatny ma krawed? podstawy diugosd o i krawed? boczng dhugosc 9.
Oblicz miare kata nachylenia wysokosd sciany boczne) do praszczyzry podsiawy tego osirostups.

Zadanie 355. (BT

Oblicz rdinice a—g katdw zaznaczonych w graniastostupie prawidhawym CZ2worokainym
LrZedsiawionym rna rysurkl.

2o

|
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Zadanie 356. (T

Oblicz miare kata nachylenia krawedzi boczne) do praszozyzny podstawy w CZworoscianie faremmym.

Zadanie 357. [EITY

W granigstostupie prawidiowym czwarokanym przekaina ¢ DworZy 2e sciang boczng kar 30°.
WyZrnacz wzor na objetosd tego graniastostupa w zaleznosd od d.

Zadanie 358. [ETa

Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem prostokainym rdwnoramiennym. Oblicz objetosd stozka, jesliwiadomo, Ze Lworzg-
(8 SLozka jest rowna 10 Cm.

Zadanie 359. (TG

Dany jestwalec 0 objetnsci 54w cm®. Po rozwinieciu powierzchni bocznej tega walca na plaszczyZnie alrzymano prosto-
kat. Oblicz tangens kata, jaki tworzy przekatna tego prostokata, | baok, kory jest wysokoscig walca, jesli wiadomao, ze

wysokosE walca jest dwa razy diuzsza od promienia. W obliczeniach prayjmi), Zew =ET'
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Zadanie 360. (BT
Woastrastupie ABCDS o podstawie kwadratowe] sciana ADS, krdra jest tréjkatemn rdwnobocziym, jest prostopadia do
podstawy. PUnkr £ Lo srodek krawedzi AD, a oddinek £5 o wysokosd astrastupa. Oblicz objetosd ostrostupa ABCDS, el

pole trojkata ADS jest rdwne %3 cm?.

Zadanie 361. (Il
Dary jest graniastostup prawidhowy trojkatry jak na rysunku. Oblicz wysokosd trdjkara w przekroju
araz wysokost graniastostupa.
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Zadanie 362. (BTl

(Graniastostup prosty czworokgmy ma w podstawie romb o obwodzie 24, Jeden z katdw dwusciennych ma miare 60°
WiysokosE graniastostupa jestirowna rzykrotnosd diugosc krawedzi podstawy. Oblicz dhugosd przekatnych tego grania-
sLostupa.

Zadanie 363. BT
Sciana baczna astrostupa prawidtowego szesciokatnego jest nachylona do praszczyzny podstawy poad karem 60° a wy-
sokosc ostrostupa wynosi 6. Oblicz dtugosd krawedzi boczne) tego ostrostupa.

fadania dhuzsze

it
[
‘E
[=]
s
L]
=
wl
o
-

166



Kombinatoryka



Tecria z przyktadarni

163

prEypaminam

hawadhle |sze trede|

'k

ai ad yim (eksperymentem, Zjawiskiem [osowym) nazywamy Lakie dziatanie, kidre mozna powiarzad
wiele razy w akich sarmych warunkach, ale jego kalejnych wynikdw nie potrafimy przewidzied, np. raut moneta, raut
kostka do gry czy wydagniede karty z talil.

W doswigdczeniu losowym mozerry okreslic zbidr wszystkich mozliwych wynikdw. MNa praykiad przy jednokrotnym
rzucie monerg moze wypasc orzet lub reszka.

Kazdy mozlivwy wynik doswiadczenia losowego nazywarmy zdarzeniem elementarnym, aich zbidr —

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGO

Przyklad 0-1 pkt
Rzucammy dwukrotnie monerg. Podaj przestrzer zdarzer elementarmnych tego doswisdozenia losowego.

Rozwiazanie:
WhyrZucenie arta oznaczamy jako O, 8 wyrzucenie reszki - jako A

a={(00).(0.7) (R0} (<A}

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - odpowied? niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi

: nazywarmy dowolny podzbidr przestrzeni zdarzern elementarmych 0. Zdarzenia losowe, Zwane
kratko zdarzeniami, oznaczarmy wielkimi literami: A, 8 Cird.

LicZbe elermentdw zbiory A4 oznaczamyj (luk A

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przyklad 0-1 pkt

lle raznych rzyznakowych haset mozna utwaorzyd Z cyfr 01 10raz litery M, jesli pierwsze dwa znaki o Cyfry 8 kalejmy
znak o litera.

Rozwiazanie:

Qznaczamy jako A Zbidr sprzyjajacy zdarzeniu, ze pierwsze dwa Znaki to cyfry, a kolejny znak ro litera, zatem
A={(00m).(014).104). (1 w1}

Okreslarmy liczbe mozlivwych wynikow: A=A,

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - odpowied? niepetna lub niepoprawna albao brak odpowiedz

Zhidr 0 nazywamy zoarzer ) /M, natomiast Zbidr pusty nazywarmy zoar em liwym. Elementy
zdarzenia A nazywarmly ' : ' -

Wezystkie zdarzenia elementarne, kiore nie sprzyjajg Zdarzeniu A, sprayjajg zdarzeniu A, kiore nazywamy zdarzeniem
przeciwnym do zdarzenia A

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGD

Przykiad 0-1 pkt

Rzucamy jednokrotnie szescienng kostkg do gry. Wypisz wyniki sprzyjajgce zdarzeniu A — wypadta parzysta liczba
aCZek. WiyrnisZ wyniki sprayjajace zdarzeniu przeciwnemu A’ do zdarzenia.

Rozwiazanie:
A={2.46}, 4'={135}

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - odpowied? niepetna lub niepoprawna albao brak odpowiedz



Reguta mnoZenia dla dwdch czynnosci

Liczka wazysikich mozlivwych wynikdw doswiadczenia, ktdre polega na wykonaniu po kolel dwdch czynnosc, Z kdrych
pierwsza moize zakonczyd siena jeden z k sposobdw, druga - na jeden z n sposobdw, jest rdwna k.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przykdad 0-1 pkt

Wurnie znajduje sie 10 kul ponumerawanych od 1do 10, Z urmny losujemy dwie kule bez Zwracania, Zapisujac ndmery kul
w kolginosciich wylosowania. Okresl liczbe wynikdw tego doswiadczenia.

Rozwiazanie:
Obliczenie liczby mozlivwych wynikdw tego doswiadczenia: 10.9=90

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - odpowied? niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi

Reguta mnoZenia

Liczkawszystkich mozlivwych wynikow doswiadczenia, ktdre polega nawykananiu po kolel k czynnoscl, Z krarych piera-
cZa moze zakonczyd siena jeden z » sposobdw, druga - na jeden z n, sposobdw, rZecia - na jeden z ry, sposobdw i Lak

dalej do k-te] czynnosd, kidra moze zakonczyd sie na jeden Z 1, Sposobdw, JeSCrowna &, -y f,

Jesli doswiadczenie losowe polega na podjeciu jednej z dwadch decyzji wybaory, pochodzacych z dwach rdznych zbiordw,
krdre nie majg wspdlnych elementdw, pray c2ym pierwszg decyzje wyboru mozemy podjacna n sposobdw, 8 drugg - na
k sposabdw, o Catg CZynno st mozemy podjad na n4-k sposabdw,

Taki sposdb zliczania elermentdw o okreslonych whasnosciach nazywarny reguta dodawania.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGD

Przyklad
lle jestwszysikich liczhk traycyfrowych, kidrych cyfra setek jest mnigjsza od 3 lub rdwna 97

Rozwiazanie:

Liczby rzycyfrowe z Cyfrg setek mniejszg od 3 to: 100, 107,102, . 299 Takich liczk traycyfrowych jest 200
Liczby rzycyfrowe z cyfrg setek rawng 9 to: 900, 907, 902, ., 999 Takich liczhb rraycy frowych jes 100.
Liczb trzycyfrowych z cyfrg setek mnigjszg od 3 [ub rdwng 9 jest: 2004100 =300

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - odpowied? niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi

Czesto w zadaniach stosujermy regute mnozenia i regule dodawania tacznie.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przyklad 0-1 pkt
Pewna druzyna siatkdwki ma do dyspozydi 2 rdzne koszulki w kolorze czerworym i 3 rozne w kolorze niekbieskim oraz 4
razrne pary spodenek w kolorze czerwonym i 3 rdzne pary spodenek w kolorze niekieskim. Na ile sposobdw reprezen-
tant druzyny moze skompletowad sirdj skiadajacy sie z koszulki | spodenek w jednakowym kolorze?

Rozwiazanie:

Liczka mozliwosd wybory stroju w kalorze czerwornym o 2. 4 =8

Liczka mozliwosd wybory stroju w kalorze nietieskim o: 3.3 =9

Liczka mozliwosd wykboru stroju w kalorze czerwanym [ub niebieskim oo 849 =17

1 pkt - odpowied? poprawna
0 pkt - odpowied? niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi
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Zadania maturalne do samodzielnego rozwigzania IEI-":""'IE_I1
| .lt .

Ueze sle romwlazywad

Zadania krotsze

Zadanie 364. [EITH

lle rézrych uktaddw liter (majacych sens lub nie), rozpoczynajacych sie od litery O, mozna utworzyd Ze wszystkich liter
wyrazu ZERO?

Wiybierz whasciwg odpowied? sposrad podarych.

A4 B.6 C. 8 0. 12

Zadanie 365. EEITY

Ze Zhioru cyfr {6. 7.8, 9} wylosowano kolgno dwie cyfry ze zwracaniem | Utworzono z nich liczbe dwucyfrowg tak, ze

plerwsza wylosowana cyfra jest cyfrg dziesigtek, a druga - cyfra jednosci.
Dokorcz zdanie. Wybierz whascwg odpowied? sposrdd podarych.
Wezystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A — wylosowania liczba jest podzielna przez 3 opisuje zhidr:

A A={69.78,87.96} B A={66,69 788796} C A={66.69 789699} D.A={66,69,78, 8796 99}

Zadanie 366. CETW

Doswiadczenie losowe polega na dwukrolnym rzucie maoners.
Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. 2Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatlszywe.

Zdarzenie A - w drugim rzucie monetg wypadta reszka lub wypadt orzet jest zdarzeniem pewnyrm. B F
2. Zdarzenie B - w plerwszym rzudie niewypadt orzet jest zdarzeniem niemozlivwym. 2 F

Zadanie 367. EEIIRA

Zralii zawierajgce] 24 karty losujermy dwa razy po jednej karde (bez zwracania wylosowane] karty) i uktadarmy w kolejno-
Sciwylosowania, tworzgc pary (1. karta, 2. karta).

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Liczba wynikdw losowania dwach kart takich, ze obie s3 pikami, jest rdwna:

A156 B.Z5 C. 30 0. 11

Zadanie 368. CEILW

Ze Zhiory {’I, 4.7, 9} lasujerny trzy Cyfry | Dworzymy w ten sposob liczbe rzyeyfrows, przy czym cyfry wliczbie mogg sie

LOwLarzac.
Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatszywe.

1.} W ten sposdb ubwar Zymy a4 iczky rzycyfrowe. P F
2. LicEh, krorych ko Cyfra setek jest nieparzysta lub wszystkie oy fry 53 nieparzyste, jest 30 P F




Zadanie 369. BT
Na pdtce znajduje sie 18 razrnych ksigzek, w tym 54 4 ksigzki biograficzne, 6 ksigzek z gatunku fantastyka, 8 pozostate
ksigzki o kryminaky.

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Wiboru trzech ksigzek, z krdrych wszystkie 3 53 tego samego gatunku (to znaczy albo biograficzne, albo fantastyka, albo

kryrminaty, mozna dokonad na:
A sposoby B. 336 sposobdw C. 480 sposabdw 0. 144 sposaby

Zadanie 370

Zralii zawierajgce) 52 karty losujemy jedng karte. W ralii 53 4 kolary: pik, trefl, kier i karo. W kazdym z tych kolordw jest 13
kart. Kazdy z kolordw Zawiera 9 kart numerawanych od 2 do 10 araz 3 figury: krdl, dama, walet, a takze dodatkawg karte,
krdrg jest as.

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgoe wylosowanid figury, kidra nie jest kierem ani karo, opisuje zbidr:

A {krdl trefl krdl kier, dama trefl, darma pik, waler pik, walet treﬂ}

B. {krdl trefl, krdl pik, dama trefl, dama pik, walet trefl, walet kier}
£, {krdl trefl krdl pik, dama trefl, dama pik, walet trefl, walet pik}
By

krdl refl kral pik, dama karo, dama pik, waler trefl, walet pik}

Zadanie 371. EEF3
W oUrnie znajdujg sie trzy kule: biaka, czerwona i zielona. Losujemy kolejno bez zZwracania 3 kule. krdre zdanie jest fatszy-
we?

Wibierz whascivg odpowied? sposrdd podanych.

A werdd wylosowanych kul co najmnigj jedna jest czerwona.

B. Wylosowanie kuli biate] jest niemozlivwe.

C. Whylosowanie kuli zielong] jest pewne.

0. Kazda zwylosowanych kul jestinnego kolory.

Zadanie 372. LB
W pewne] szkole postanawiono 0znaczyd szafki czterocyfrowymi kodami utworzonymi z cyfr: 1,2, 3, 4, 5, 6 tak, ze kazda
Cyfra moze sie powtarzad.

Odpowiedz na pyranie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podarnych.

Dla ilu ucznidw wysiarcZy tak utwarzonych kod dw?

A 1296 B. 360 C.900 0. 1000
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Zadanie 373.CEITW

Zoyfrod 0 do 9 tworzono liczky traycyfrowe takie, ze cyfry w licZbie mogg sie powarzac.

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Liczk naturalmych trzycyfrowych, w kidrych cyfra setek jest parzysta, a cyfry dziesigrek i jednosd 53 nieparzysie, jest:
A125 B.100 C. 900 D. 1000

Zadanie 374. [(EITW

Na jednej proste) zaznaczono 4 punkty, 3 na drugie) - 5 punkidw.

Dokorcz zdanie. Wiybierz whascwg odpowied? sposrdd podarych.

Liczka adcinkdw, kiorych karicami 53 punkty lezgce na rdzrnych prostych, jest rowna:
A1 B. 72 C. 20 0.9

Zadanie 375. EEIT

karal moze dojechad z domu do szkaoty bezposrednio autobusem o numerze: 12, 122 [ub 132, Moze rdwniez dojechad
z przesiadka, najpierw trarmwajem o numerze: 11, 12 [uk 13, 8 nastepnie autobusem o numerze: 110, 115 Jub 120,

Ocer prawdziwo s ponizszych zdar. Zaznacz F, jesli zdanie jest prawdzivwe, albo F - jeslijest fatszywe.

1. | Karol moze dojechad do szkoby z przesiadkg na 2 razrne sposoby. P F
2. karol moze jechad do szkoby bez przesiadkl [Ub z przesiadka na 12 raznych sposokdw, = F

Zadanie 376. BB
Rzucarmy 10 razy symelryCzng monetd i Zapisujermy wynik kazdego rzur.
Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.

Liczka mozlivych wynikdw tego doswiadozenia jest rdwna:
A7 B.10 C. 20 D. 1024

Zadanie 377. EEITA
Ze Zhiord kolgjrych liczk naturalmych {20, 21, 22,0, 39, 40} losujemy jedng liczbe.

Dokorcz zdanie. Wiybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Wezystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu wylosowana liczba jest podzielna przez 4" opisije Zbidr:

A.{20. 40} B.{20,24. 36,40} C.{20.24.28.36,40}  D.{20,24,28 32, 36,40}




Zadanie 378. R
Ze zhiaruliczk A =41, 2, 3, 4, 5¢ losujermy dwa razy po jedng) liczbie, a nastepnie zapisUjemy ich iloczyn.
Dokorficz zdania. Wybierz odpowied? sposrdd A-D oraz odpowied? sposrdd E-H.
3781 Jesli wylosowane liczhy zwracamy do zkioru A, to przestrzenig zdarzeri elementarnych tego doswiadczenia [0so-
wedo jesh Zbidr:

A0={12345689101215162025}

B_Q={1,2.3.4.5.6.B.‘ID.12.15.16.2[]}
C.Q={’|,2.3.4.5.8,9.1[115.16.2[125}
D.0={12.34,568910,111216,18 20}

3782 |esli zdarzenie 8 polega na wylosowaniu pary liczh, krdrych iloczyn jest liczkg podzielng przez 3, o zdarzeniem
przeciwnym do zdarzenia 8 jest:
E 8'={369.1215}

Fa :{1, 2,4,5,8,10,16,20,25}
5.8 ={4. 5,8,10,16,20,25}
H.B':{’I, 24,5 810,12,15,16, 25}

Zadanie 379 EEITY

Za pomocy cyfr 1,2, 3,4, 6, 8,9 zapisano liczky czteraocyfrowe tak, ze zadna z cyfr sie nie powiarza.
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Wszystkich zapisanych w ten spasdab liczk catkowitych mniejszych od 4000 lub wiekszych od 8000 jest:
A 600 B. 360 . 240 D. 840

Zadanie 380. [EFTH

CZwara prayjacior poszio do kina. Majg do dyspozyd)i 8 sgsiednich migjsc w jednymrzedzie, kidre mogg zajgc w dowalry
Spasab.

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Liczka sposobdw, w jakie mogg zajgl migjsca, jest rawna:

A 24 B. 4096 C.224 0. 1680
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Zadania dtuzsze

Zadanie 381. (BT
lle rdznych wynikow mozna otrzymad przy rzucie kostka do gry | monetg?
Przedstaw wyniki tego doswisdczenia w postaci drzewka | wyplisz wsZysikie mozlivwe wyrazy.

Zadanie 382. (BTN

Rzucamy dwa razy symelryczng szescienng kostkg do gry, kidra na kazdej sciance ma inng liczbe oczek - od jednego
aCzka do sZzesciu oczek. Zdarzenie A polega na tym, Ze o najmnig) jeden raz wypadnie sCianka Z szescoma oczkarmi.

Podaj zdarzenie przeciwne do Zdarzenia A.

Zadanie 383. EETIX]
Wspdtrzedne punktu £ = (x, y) sa dobierane ze Zbioru A={-5—4,—-3 -2,-10,1,2,3, 4,5} | ze zbioru 8={1.2.3, 4.5}

w Nastepujacy sposob: wepdtrzedna x jest liczbg ze zhioru A, 3 wepobhrzedna v jestliczbg ze zbioru B, Oblicz, ile punkidw
0 tak utwarzonych wspdtrzednych znajduje siew Il dwiartce uktadu wspdtrzedmych.

Zadanie 384. [ETTQ
Zwyrazu [ILORAZ DworZono razne stowa majgce sens [ub nie. lle razrych stdw zaczynajgcych sie samoghasks moina
UCwQrZyc?

Zadanie 385._ETTd

Dane 53 dwa zbioryﬂ:{‘l, 2,3}18 ={a. b.c}.

lle rézrych napisdw ztozonych z cyfry i litery mozna otrzymad, wybierajac po jednym symbolu z kazdego ze zbiordw?
Przedstaw wyniki tego doswiadczenia w postaci drzewka i wyplsz wezysikie mozlive wyniki.

fadania dtuzsze

2
)
[
0
]
£
o
§
=

174



Zadanie 386. (BT

Ze zhiaru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujermy 2 razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Doswiadczenie [osowe polega na wy-
losowaniu liczh, krorych iloczyn jest podzielny przez 6. Poda] przesirzen zdarzen elementarnych sprayjajacg Zdarzeniu
polegajgcemu na wylosowaniu liczh, krorych iloczyn jest podzielny przez 6.

Zadanie 387. [BTTQ

Rzucarmy dwa razy symelrycZng sZescienng kostkg do gry. Wypisz wyniki sprzyjajgce zdarzeniarm:
A -na abu kostkach wypadta nieparzysta liczka aczek,

8 - suma oczek na obu kostkach jest wieksza ad 10,

- na kazde| z kostek wypadta liczba oczek mnigjsza od &.

Zadanie 388. (BT W

Zurny, w krtdrej s 3 ponumerowane kiule od 1do 3, losujemy kalejno ze zwracaniem Z kule.
WiyiisZ wyniki sprzyjajace zdarzeniom:

A - plerwsza wylosowana kula ma numer parzy sy [k nieparzysty,

8 - druga wylosowana kula ma numer mrigjszy niz plerwsza,

C - iloczyn numerdw wylosowanych kul jest rdwery 10

Krdre ze zdarzer jest zdarzeniem pewryrm, 3 kidre - niemao Zliveym?

Zadanie 389 (BT

W kazdym z 3 pojemnikow znajduje sie parakul, z ktdrych jedna jest czerwana, 8 druga - niebieska. Z kazdego pojemnika
losujermy jedng kule. lle mozlivwyCh wynikdw Zawiera zdarzenie Apolegajgce na tym, ze doktadnie 2 z 3 wylosowanych kul
bedg czerwone?

Zadanie 390. BT

Ze 7hiord 24 kolejnych liczk naturalnych od 1do 24 losujemy jedng liczbe. lle mozliwych wynikdw Zawiera zdarzenie A po-

legajgce na tym, 2ewylosowana liczba bedzie dzielnikiern liczhby 247
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Zadanie 391. (BT
Rzucamy trzykrolnie symelrycZng monets. Podaj zdarzenie przeciwne do zdarzenia A — w drugim lub trzecim rzucie
wypadt orzet

Zadanie 392 BT

Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu bez Zwracania dwach elementdw nalezgcych do zkiory A:{a. bo.d, e}.
a nastepnie dwadch elementdw (fez bez zwracania) nalezacych do zkiory B={’I. 234,56 7.8 9}_ 2 wylosawanych liter

Iliczb 53 tworzone czrteroelermentowe kody. Oblicz, ile jest mozlivwych sposobdw wylosowania dwaoch liter, kidre 53 spot-
gtockamni, | dwach liczh, kidre s liczbami pierwszymi.

Zadanie 393. FETT4

lle raznych wynikow mozna otrZymad przy dwukrotnym rzucie monerg?
Przedstaw wyniki tego doswiadczenia w postaci drzewka i wyplsz wszysikie mozlive wyniki.

Zadanie 394 [T

W pudetku znajdujg sie dwie kule: czarna i bista. Czrerokrotnie losUjemy Ze Zwracaniem jedng kule z rego pudetka. lle
mozliveych wynikdw zZawiera zdarzenie A polegajgce na wylosowaniu doktadnie 3 razy w4 losowaniach kuli koloru biate-
207

Zadanie 395. FETTY

Rzucarmy 2 razy szescienng kostka do gry. Podajwyniki sprzyjajgce zdarzeniom:
A-suma otrzymanych oczek jest niewieksza od 12,

8 -iloczyn liczh oczek jest liczbg nieparzysta,

C-iloczyn liczb oczek jesrwielokrotnoscig liczby 11,

O —wartosd bezwzgledna roznicy liczby oczek jest liczbg pierwsza.

Krdre ze zdarzeri jest zdarzeniem pewrym, 3 kidre - niemaozlivym?




Zadanie 396. (BTN

W odrmie znajdujg sie kule ponumerawane liczbami naturalnymi jednocyfrowymi. Doswiadczenie polega na losowaniu 2
kul ze zwracaniem. Wyniki zapisujermy w kolgnosc wiylosowania, otrzymujac w ten sposab liczky dwucyfrowe. lle jest
liczky, w krdrych cyfra dziesigtek jest mnigjsza od cyfry jednosci?

Zadanie 397. [(EITY

Losujerny 2 razy Ze Zwracaniem po jednej kuli z urmy, w ktdre] znajdujg sie 3 kule oznaczone odpowiednio liczkami 1, 6, 9.
WiiisZ wyniki sprzyjajgce zdarzeniom:

A — conajmniej jedna zwylosowarnych kul jest oznaczona liczba nieparzysea,

8 — suma liczk na wylosowarych kulach jest rdwna o najwyze) 7

Podaj zdarzenia przeciwne do Zdarzer A1 8 araz okres| liczbe zdarzen sprzyjajacych tym zdarzeniorm.

Zadanie 398. [EITY
Tosia ma aroznych mazakdw, 24 raznokolorowe kredki, 5 roznych otdwkdw 1 3 rozne diugopisy. Oblicz, ile moze utworzyd
zestawow sktadajacych sie z mazaka i otdwka lub kredki | diugopisu.

Zadanie 399 EEEIT

W klasie 44 jest 9 dziewczal i 7 razy wiece] chiopcdv, 8w klasie 4b - 1o dziewczat i 2 razy mnig) chtopcdw. Wybierarmy
jedng osabe, kidra jest uczniem klasy 4a, 1 jedng osobe z klasy 4k, Oblicz, na ile sposobdw mozna wybrad 2 dziewczyry
Uk 2 chtopc .

Zadanie 400. EFTH

W2 Urnach o numerach 11l znajdujg sie ponumerawane kule W pierwsze) Urnie znajdujg sie kule z numerami: 0, 1,2, 3, 4,
5 awdrugie) - znumerami 6, 7, 8, 9. Wybieramy jedng kule zurmny |, a nastepnie - jedng z urmny 1. Oblicz, na lle sposokbdw
maoznawybrad te kule tak, aby ich suma byla liczbg parzysia.
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Zadanie 401. [T

Numer rejestracyny sktada sie z dwadch liter wiybranych sposrdad: W, A, B, po ktdrych wystepuje liczba piedocyfrowa
utworzona z cyfr: 0, 2, 4, 6, pray (2ym zardwno litery, jak | Cyfry w liczbie mogg sie powtarzac. Oblicz, ile numerdw reje-
SCracy|nych mozna ubworzyd w taki sposob.

Zadanie 402 [EEITA
Rzucamy 3 razy szescienng kostkg do gry | otrzymane liczky oczek zapisijerny jako kalgjne cyfry liczby trzycyfrowe). lle
liczty podzielnych przez 2 lub 5 mozna w ten sposob atrzymad?

Zadanie 403. EEIT

W dwaoch urnach znajdujg sie kolarowe kule W pierwsze) Z nich 54 3 ponumerawane kule niebieskie, 6 ponumerowanych
kil czerworych | 4 ponumerowane kile zielone, aw drugie) 54 4 ponumerawane kule niebieskie, 5 ponumerawarych kil
CZerworych i 8 ponumerowanych kul zielonych. Wybieramy losowo po jednej kuli z kazdej urmny. Oklicz, na ile sposobdw

mozna wybrad kule tak, aby abie byhy jednakowego koloru.




Rachunek prawdopodobienstwa
i statystyka



Teoria z przyktadami

prEypominam
ha|wadhle |sze trede]

Prawd opodobienstwo klasyczne
I |ezeli wszysikie wyniki 53 jednakowo prawdopodobne (zdarzajg sie rdwnie cZesto), maowimy, Ze mamy do C(2ynienia
Z prawdopodobienstwem klasycznym.
Jesli @ jest zkiorem skoricZorym | niepustym, o prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia AC O nazywarmy liczbe:
P(A)=i

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGD

|

Przyklad 0-2 pkt
Oblicz prawdopodobiefstwo atrzymania liczky oczek podzielng przez 3 przy jednokrotinym rzucie szescienng kostka
do gry.

Rozwiazanie:

Okreslary zbidrwszystkich zdarzer) elementarnych doswiadczenia losowego polegajacego na jednokralmym rzu-
Cie szescienng kostky do gry: 0 ={’|,2.3.4.5.6}

Okreslarmy liczbhe wszystkich zdarzer elementariych: G=6

WiisUjemy wsZystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzenid A, Zewypadia liczba oczek podzielna przez =
A={36}

Okreslary liczbhe wszystkich zdarzer sprzyjajgcych zdarzeni A: A=32
Obliczamy prawdopadobieristwo zdarzenia A: P(A) =% =%

2 pkt - poprawne obliczenie prawdopodobiefisiwg

1 pkt - poprawne wyznaczenie liczby zdarzer elementarmych i liczby zdarzen sprzyjajacych danemu zdarzeniu

0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowana niepoprawng merode, alko brak rozwigzania

Wartosc oczekiwana

Jesli rozwazymy gre, w kiore] mozlive jest nwynikdw iczbowych: X, %,k | prawdopodobiensiwo olrzymania wyniku

x jestrowne p dlaf=1._.n o wartoscia ocZekiwana gry nazywamy liczbe:

X1|U1 + Xz.'ﬂz + +Xn|':|n'

Gre nazywamy sprawiedliwa, jesli je) wartosd oczekiwana jest rawna (.

PRZYKLAD ZADANIA MATURALNEGOD

Przylkdad 0-2 pkt

Rzucamy dwiermna szesciennymi kostkami do gry. Jezeli iloczyn jest rdwny 3, alrzymujermy 25 24 jesli wiekszy od 20
atrZymujermy 10 z+ jesli réwny 12, otrzymujermny 2 28 W pozostatych przypadkach tracimy 5 zk Obliczwartose oczekiwang
wyaranej. Czy [ gra jest sprawiedliva?

Teotia z prezykladarni

Rozwiazanie

Wiyznaczamy liczbe zdarzer sprayjajacych rzutow dwiema szescennymi kostkami do gry:E:BE_

Prawdopodobiensiwo alrzymania iloczynu oczek rdwnego 3w rzucie dwiema szesdennymi kostkami wyrnosi =

loczynu oczek wiekszego od 20 wynosi 3?_6 lloczynu oczek rdwnego 12 wynosi % LOZostakych iloczyndw oczek

WYHOS] 2—4_
36
Obliczarmy warrosc oczekivang wygrane):
Z & 4 24 2 1

— 41— —_——h ==
& 36+036+2 36 536 36 18

Wartose oczekivwana jestrozna od 0.
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Cdpowied?: Ta gra nie jest sprawiedlivwa.
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2 pkt - poprawne obliczenie prawdopodobiensin oraz wartosd oczekiwane) wygrane] i poprawna odpowied?

1 pkt - poprawne obliczenie prawdopodobieristv, ale niepoprawne obliczenie wartosd oczekiwane] wygrane] lub brak
jgj okliczenia i odpowiedzi

0 pkt - rozwigzanie, w kidrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

vcentylowa o skala pozyCying wynikdw uporzgdkowarnych rosngco | zawiera 99 centyli.

I Centyl o jedna ze 100 rdwrych cZescl, na kidre mozna podzielid zakres wartosd Zestawd darych, aby pokazad rozktad
CyCh wartosci.

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

Ewa UzZyskata nastepujgce wyniki egzaminu maturalnego na poziomie podsaw oy
jezyk polski — 82% pki; wynik taki sam lub nizszy uzyskato 45% zdajgoych;
jezyk angielski — 90% pkt wynik taki sam lub nizszy Uzyskato 64% zdajacych;
matermatyka — 48% pki; wynik taki sam luby nizszy uzyskato 49% zdajgcoych.
a; Podaj, jaki procent maturzysiow piszacych egzamin 2 matematyki ma wynik aki sam lub nizszy niz Ewa.
b Padaj, jaki procent maturzystdw piszgcych egzamin Z jezyka angielskiego ma wynik lepszy niz Bwa.
¢} Zilu egzamindw Ewa UZyskata wynik ponize) 50 centyla?
Rozwiazanie:
8; Odczytujerny, jaki procent UCznidw ma taki sam lub nizszy wynik Z egzaminu zZ matermatyki: 49%

Cdpowied?: Wynik taki sam lub nizszy niz Ewa Z egzaminu Z matematyki uzyskato 49% maturzysiow.
by Odczytujemny, jaki pracent ucznidw ma taki sam lub nizszy wynik Z egzaminu Z jezyka angielskiego: 64%
Obliczamy, jaki procent uCznidw piszacych egzamin Z jezyka angielskiego ma wynik lepszy niz Bwa:
100% — 64% = 36%
Cdpowied?: 30% maturzystdw uzyskato wynik lepszy niz Bwa Z egzaminu Z jezyka angielskiego.
C) Odczytujerny wyniki Bwy Z kolejnych egzamindw wyrazone w skali centylowej: 45%, 64% i 49%.

Cdpowied?: 7 dwdch egzamindw Bwa uzyskata wynik ponize) 50%.

I Srednia arytmetyczna liczb: x,, %, x,, nazywarmy liczbhe: =itk : T

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

Przyklad
Trzej zawodnicy sUMmo wazg adpowiednio: 159 kg, 152 kg, 154 kg. Oblicz srednig wage tych zawodnikd.

Rozwiazanie:

Obliczamy srednig aryimeryczng: 15941524154

=155
3

Odpowied?: Srednia waga wynosi 155 kg,

| Srednia wazona liczb X, x,.... x, Z adpawiednimi wagami m,n,.... 1, bedacymi liczbami dadatnimi, okredlamy wzarem:
PO L T R st o AL

e S e, S
GdywsZystkie wagi 53 rdwne, srednia wazona jest rawna srednig) arytmeryczre).

Przykiad

Oblicz srednig wazong acen 5, 2, 4 z wagami odpowiednio 0.2, 0,3, 0.5,

Rozwiazanig:

5.024+2.03+4.05 14+06+2
02403405 1 N

Odpowieds?: Srednia wazana acen wynasi 2,6,

3.6

Obliczamy srednig wazona:
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Teotia z przykladarni

122

Mediana to srodkowy wynik w darnym zkiorze uporzadkowanym niemalejgco.

Jesli liczba elementdw zbioru darnych jest rdwna ni jest to liczba nieparzysta, o mediang jestliczba o numerze T+

Jezeli liczba elementdw w Zbiorze jest rowna n i jest [o liczka parzysta, to mediana jest rowna srednig) aryimeryCzre)

dwach srodkowych liczk (liczbami srodkowymi 53 liczky o numerach g +7.

PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

o]
[Re]

Przyklad
Wyznacz mediane danych: 8,11, 3,5, 3, 4.

Rozwiazanie:
Porzadkujermy zbidr darmych w kolenosc niemalgjgog: 3,3, 4,5, 8, 11
Liczka elermentdw ego zhiord danych jestliczbg parzysig i wynosi n = 6. Zatermn znajdujermy dwie sradkowe liczby.

54 o liczky o numerze trzecim [%:%]| O NUIMerZe CZwartyrm [%—H =%+’I]. czyli dane 4 5.

Mediana jest srednig arytmetyczng bych dwach danych, czyli liczka 4—_2'_51:4.5_

Cdpowied?: Mediana tego zestawd darnych jest rdwna 4.5,

I Dominanta to liczba, kidra w zbiorze darnych wysteplje najczescig).

Jesli we zhiorze danych jest kilka wartosd, kidre wystepujg z takg samg liczebnoscig | wiekszg niz pozostate wartosd,
o kazda z tych wartosc jest dominantg. Jesli natomiast w Zkiorze danych wsZystkie wartosd wystepujd z taka samg
liczebnoscig, o mawimy, Ze w tym zbiorze danych nie ma dominanty.

Przyklad
Okresl dominante wsrdd ocen UCznidw Ze sprawdziand Zbiologii: 4.5, 2, 3, 41,4, 3. 6,4, 31,5, 3.

Rozwiazanie:

Odczyiljemy oceneg, kioraw yim Zestawie danych wystepuje najczescie). |est o ocena dostateczna (3 powlor Zyho
sie 4 razy).

Cdpowied?: Dominantg tego zestawld danych jest ocena dostareczna.

(a—if+{%—ff+;ﬁ{%—if

rlancia iczb k. %, .k, nazywamy liczbe: . gdzie x jest érednig arytmeryczna liczb

e

e

dovrym liczb x, ..k, NaZywarmy liczbe o okreslong Za pamocg wzorw:

) J@ 5]+ %)+ {t=x)

o
I

n
PRZYKLADY ZADAN MATURALNYCH

Przykdad
W pieciu rzutach szescienng kostkd do gry otrzymananastepujgce liczhy oczek: 3,4, 5, 2, 6. Oblicz odchylenie standar-
dowee alr2ymanyCh wynikdw,
Rozwiazanie:

34+4+5+2+6
: -

4

Obliczarmy srednig liczke otrzymanych oczek:

Obliczarmy wariancje zestawy danych:

—_(2-4) +(4-4) +(5-4) +2-4) +(6-4] 440414444 16,
5 5 5

Obliczarmy adchylenie standardawe: o =+f3.2 « 1.8

Cdpowied?: Odchylenie standardowe od sredniej liczby otrzymarnych oczek wynosi ok, 1,5,




U Sle rzwlarywad

Zadania krotsze

Zadanie 404. [EFT

Tadanla

W pldetku sg kule biatei czarne. Stosunek liczby kul Biakych do liczby kul czarmych jestrdwny 30 7

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Prawdopodobierisiwo wydiggnieda Z pudetka kuli czarne] jest rdwne:
A0 B. 03 .07 D.09Y

Zadania maturalne do samodzielnego rozwigzania O

Zadanie 405. BEITH

Prawdopodobierisiwo zdarzenia A jest 5 razy mnigjsze niz prawdopodobierstwo zdarzenia przecwnego do zdarzenia A.

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.
Prawdopodobierishwo zdarzenia A jest rdwne:

1 1 3
A= B.— C.= 0.
4] 5 4]

Lh| =

Zadanie 406. BEIT

Srednia arytmetyczna dziesieciu liczb 3,1, 4,1, 5, %, 1, 4,1, 5 jest rdwna 3.

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd padanych.

WArrass x wynosi:

A 5 HE O 0.4

Zadanie 407.

Na wykresie przedstawiono liczbe trafien do tarczy uzyskanych przez tuczniks podczas tre-
Ringd.

Zadanie 407.1. BT

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd padanych.

Dominantg tego zestawd danych sg liczby:

A4 B.1i5 C.3i4 0.0 2

Liczba freningoie

= < Ll =N
I TR

]

1

2 3 4 5 &b
Liczba trafier

fadania krotsme
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fadania krotsme
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Zadanie 407.2.|

Izupetnij zdame Wp|52 adpowiednig liczbe wwykropkowanym migjscy, aby Zdanie byto prawdzivwe.

tMediana liczby trafier uzyskanych przez tucznika jest rdwna .

Zadanie 407.3. EETTR
Oblicz srednig trafen Jru::zmka do Larczy.

Zadanie 408. [EIT

Pewna gra polega na jednoczesnym rzucie szescenng kostkg do gry | moneta. Liczka zdobyych punkiow rdwna sie

SUMie wyr ZUCorych acZek araz uzyskarnych orkdw.
Dokorcz zdanie. Wybierz whasdwg odpowied? sposrdd podarych.
Prawdopodobienstwo, Zew jednym rzudie uzyskamy 5 punkiow, jest rdwne:

1 1 1 1
A= E. [ 0. —
]

3 4 3

Zadanie 409. CEITY

MNa diagramie przedsiawiono oceny semestralne z fizyki ucznidw pewne) klasy.
Krdre zdanie jest fatszywe?

Wiybierz whasciwg odpowied? sposrad podarnych.

A Mediana acen semesiraliych jest rdwna 3.

B. Dominanta ocen semestralnych wynosi 3.

C. Mediana acen jest rdwna srednig) tych ocen.

D. Srednia jest o 2,64 nizsza od najwyzsze|] uzyskane] aceny.

Liczba csob

H ndst dop dst db bdb cel

ld &= 1n o -~
1 f 1 1

Dcena




Zadanie 410.

Troje rodzeristwa ma wzrost rawny odpowiednio: 140 cm, 165 am i 175 am. Oblicz odchylenie standardowe od srednig
WZrashu.
Ocen prawdziwost ponizszych zdan. 2aznacz F, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe.

1. | Srednia wzrastu rodzeristwa jest réwna 158 cm. P F

2. | Odchylenie standardowe od srednie] wzrostu wynosi okoto 15 om. P F

Zadanie 411. BEFTY

Rzucamy dwikrotnie szescienng kostkg do gry.
Ocer prawdziwosd ponizszych zdan. Zaznacz R, jesli zdanie jest prawdziwe, albbo F - jesli jest fatszywe.

Prawdopodobiensiwo zdarzenia, Ze w plerwszym rzuciewypadia liczha oczek wieksza niz w drugim
1 s s ; 5 P | F
FZucie, jest rawne e
s S . i
2. | Prawdopodobiefstwo wylosowania iloczynu oczek podzielnego przez 3 wynosi 7 P F

Zadanie 412. [EITA

Ze Zhiaru liczk {D. T2 24} wybleramy losowo jedng liczbe.

Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd podanych.

Prawdopodobienistwo, Zewybierzemy liczbe, kidre] dzielnikiem jestliczba 3, wynosi:

a2 gec gt D, 2
24 24 25 25

fadania krotsme

Zadanie 413.

Sredria arytmetyczna liczb: x 4+ 8, x +10, x—3, x, 3, jest rdwna 2.

Dokorficz zdanie. Wybierz whasciwg odpowied? sposrdd padanych.

Najmniejsza z tych liczh jest rdwna:

A3 B.—5 Gl 0.6
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Zadania dtuzsze

Zadanie 414. [ETT

Oblicz prawdopodobierisiwo otrzymania nieparzyste) liczky oczek przy jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry.

Zadanie 415. [T
Dare 53 dw3 zbioryﬂ:{‘l, 2,34, 5} N ={’|, A S ST 9}_ Zkazdego z nich losujermy jedng liczke. Oblicz prawdopo-

dobiersiwo, Ze suma wylosowanych liczk bedzie podzielna przez 5.

Zadanie 416. [ETI4

W pewne| klasie jest 15 dziewczat i 10 chiopcdw. Ma pyranie |, C2y lubisz matematyke?” twierdzaco odpowiedziato 40%
dziewczgti 90% chiopcdw. Oblicz prawdopodobienstiwo, Ze losowo wybrana osoba z 1) klasy ubi matermatyke.

Zadanie 417. [T

Ocena semestralng z matematyki jest ustalana na podstawie srednig) wazone] ocen Ucznia (zaokraglone| zgodnie z za-
cadami matematyczrymi do petnych ocen). Oceny czgstkowe iich wagl podana w rabeli.

waga oceny
Sprawdziany 4] 4,45
kartkdwki Z SRR
adpowiedzi ustne 4 2.4

Oblicz ocene semestralng dla podanych acen czgstkowych i ich wag.

Ladania dtuzsze

Zadanie 418. [ET143

Wodrmie jest 6 kul Biatych, 3 kule niekieskie | nkul czarmych.
Dokorcz zdania. Wybierz odpowied? sposrdd A-D oraz odpowied? sposrod E-H

NEN. Jesl prawdopodobiensiwo wylosowania kuli Bbiate] z te] urmy wynosi % 0w Urnie kul czarmych jest:

A3 B.9 Ca 0. 12
Mg 2 |edli prawdopodobiensive wylosowania kuli CZarne] Z te) urmy jest nie wieksze od l. tow Urmie kul czarmych jest
I il
CO Najwyze):
E.4 Fei3 @5 H. 2
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Zadanie 418.

W rabell przedstawiono skale centylows wynikow Z matematyki na poziomie podsiawowym dla egzaminug maturalnego
przeprowadzonego w maju Z01a r. [cke gov.pl).

Wiymik Wartosc Wiynik Wartosc Wynik Wartosc
procentowy | centyla procentowy | centyla procentowy | centyla
0 1 34 25 b8 a7
Z 1 36 28 70 a9
4 1 38 30 72 71
& 1 40 33 74 73
8 1 47 35 76 75
10 Z 44 38 78 77
13 3 46 40 80 79
14 4 48 43 82 81
[ a 50 45 g4 83
18 8 52 48 56 85
20 10 54 50 88 87
27 12 56 53 90 59
24 14 58 55 9z 9
26 14 a6l 58 94 94
28 18 62 a6l 96 96
30 20 64 62 a8 98
32 i a1a 65 100 100

Odpowiedz na yrania.
) lle procent Ucznidw napisato egzamin lepie) niz Kuba, kidry uzyskat z egzaminu 62% punkiow?
B lle procent punkidw mogta uzyskad Magda, jeslije] wynik [o 40 centyl?

Zadanie 420. (BT

Srednia praca w firmie A zatrudniajgcej 14 pracownikdw wynasi 3200 z4 a w firmie B zatrudniajgce] 20 pracownikdw wy-
nasi 3600 2t Oblicz srednig prace pracownikdw obydwl firm.

fadania dtuzsze

Zadanie 421. (BTG

Producent rruskawek sprzedat 30% zbioru truskawek po 12 2+ 23 kilogram, 40% po 8,50 2 23 kilogram, 25% po 4,40 2+ 23
kilogrami 5% o 2,60 z+ za kilogram. |aka byta srednia cena kilograma truskawek?
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Zadanie 422_ BT

Na wykresie przedstawiono wartoss temperatury mierzone) rana w plerwszych 15 dniach lurego.

TEﬂ'lpEl'aT[anl'l:a]“
5
4
3
2 Kolejne
"D utego

e
-2+
it
—1 ]
5]
—E+
7+
—&+
-5

Uzupetnij zdania. Wpisz odpowiednig liczbe wiwykropkowanym migscy, aby zdanie byto prawdzive.
1. Mediang temperatury w pierwszych 15 dniach lutego jest ..°C.
2 Srednia temperatura 15 dni lutego byka o mniej wiece] . "C nizsza od dominanty ych temperacyr.

Zadanie 423. (BT i
Wiyniki sprawdzianu z matematyki przedstawiono na diagramie. B
Wyzrnacz roznice miedzy dominantg 8 mediang tego zestawy darych, 7
sEEnf
il

i 1

2

14

=)

Zadanie 424. [T

Do ksiegarni dostarczono paczke zawierajacg 20 ksigzek, zkudrych 5 byto historycznych. Ksiegarz wyjatlosowo 3 ksigzki.
Oblicz prawdopodobierisiwo, ze wardd wyjelych ksigzek doktadnie 2 byky historyczne.

Ladania dtuzsze

Zadanie 425. fETTA

Uczer atrzymat siedem acen: 4, 5, 3,4, 6, x, 3. Srednia aryimetyczna tych acen jest riwna 4. Wyznacz wartase x, mediane
I daminante tych ocern.
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Zadanie 426. [EITW

Sprawdzono ceny jagodzianek w roznych cukierniach. Orzymano nastepujace wyniki: 4z 4,50 zk 6,50 2 7 24 8 28 Oblicz
adchylenie standardowe ceny jagodzianki od srednig). Wynik podaj z doktadnoscig do 1 grosza.

Zadanie 427. [T

Ze zhiory liczh rzycyfrowych podzielnych przez 51 mnigjszych od 300 wybieramy losowo jedng liczke. Oblicz prawdo-
podabierisiwo, Ze bedzie to liczha podzielna przez 10.

Zadanie 428. [EFT
Ze zhiard liczk naturalnych dwd Oy frowych losowawybieramiy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo Zdarzenia pole-
gajgcego na tyim, Ze atrzymarmy liczbe, kidra jest podzielna przez liczhe 81 niejest podzielna przez liczhe 16.

Zadanie 229 (EFT

Werdd 25 hulajnog 20 jest sprawnych, 8 5 - uszkodzonych. Losowo wybieramy 3 hulajnogi. |akie jest prawdopodakier-
stw, Ze Co najmnie) 2 sposrad wybranych hulajnog g sprawne?

Zadanie 430. [EFTY

W Urmie znajduje sie jedna kula biata i nkul czarnych. Losujermy z urmy jedng kule, zatrzymujemy j4, 8 nastepnie lasujermy

drugg. lle powinno byl kul czarnych w urmie, aby prawdopodobien stwo wylosowania 2 kul czarmych Byto rdwneg?

Zadanie 431.

W dwach konkursach mozng wygrad nagrody pieniezne w wysokosd 20 000 zk 5000 z+ 200 z8 W pierwszym konkursie
£Zansa wygrania poszczegdlnych nagrad wynosi odpowiednio: 0, 0.5, 0,7, a wdrugim konkursie odpowiednio: 0.2, 02,
0,5 W krarym konkursie powinien wzigc udziat zawodnik, aby mied wiekszg szanse wygraneg?

fadania dtuzsze
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Zadanie 432.
MNa rysunkU przedsiawiono siatke centylowg masy Caka dziewczat.

15 . e 25
% Standard WHO = Fn@=—— ==s==—— s 24%
& 14l rozwoju ligpeenego dziec 0-Clat —= = = .
m .- | Siatka tentylowa masy cisla dziewczst 90 == === o= 23
._.rg 13 = . _'_'_,_,.,-r"" < i : = S5 = 55 ur‘zl
£ e =75t = : == . £

12 ,.f’f,"” = L

11 === — -0

== = ==l B ==

10 H’J‘. '-v--’ = — II._.,_,.--G'-"..-.""-.‘- = 10 ."" : 2 :::f" = 19

e = s le L =118
9 = e —=== Eld ' f,rf"r -' Secse==——E
’},I". //_. ’:f#..-‘"‘ﬂ S _‘,--”"'d B - et /,f'f 7
] : o et e R e SEpTEES HiE =E=
s B e e e = —==E e 16
e /,f e R R Pl e =15
'{r 9’A-:f-"--_,."’"r‘ Ay . ""." //' : -r"."y-' = E==t
f f‘ : .r. i,_. “‘_.-' e QDEF‘# :’:‘:'-.. / ,..'-f'f' S = = __'__,_.--.'".'_- =14
= ‘Ir'l' i !-r/‘_.#“ TR = =E = : . =i :-Fﬂ 13
G e // SEEES f ...... ==
of s Clewe" -~ SEESS TS 1=
it nEE e - 11
3 10w = 10
) 3eme = g
0o 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20 22 24 24 a0 36 42 48 5480
wiek [rmiesigre] wiek [rmiesigre]

Odpowiedz na pytania.

8y Potraczna dziewczynka wazy 8100 g W jakim centylu znajduje sie jej waga?

by DziewCzynka majaca 4.5 roku Znalazia sie pod wzgledem wagi w 50 centyll. |aka wage mista 3 dziewczynka?

CyAmelia ma 22 miesigce, Matalia jest od nigj o 10 miesiecy miodsza, 8 Klara jest od niej o 10 miesiecy starsza. kazda
z dZiewczynelk wazy 12 kg, Czy waga kazde| z nich znajduje siew granicach narmy?

Zadanie 433. (BT
W Lakeli przedsiawiono odpowiedzi pewne) grupy osdb na pytanie:, lle razy bylas/ytes w kinie w ciggu osrarniego mie-
sigca™.

Liczka osab b 8 11 15 17

Liczka wyjst do king 0 1 2 3 4

Oblicz srednig arytmetyczng wyjsc do kina. Wyznacz mediane i dominante tych danych.

Ladania dtuzsze

Zadanie 434. [ETTA

Warunkiem dopuszczenia studenta do egzaminy jest zaliczenie trzech restdwy, za kidre powinien uzyskad srednio Co
najmmig) 15 punkidw. 23 roZwigzanie dwach testdw student uzyskat odpowiednio 12 punkidw 16 punkiow. lle punkidw
musi UZyskad 2 trzediego testy, aby mac praystapic do egzaminu?
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Zadanie 435. [EITQ

Dziewieciu pracownikdw Zarobito wmaju po 4300 z+ a ich szef - 7500 zt Oblicz srednig arytmetyczng prac araz odohy-
lenie standardowe od nigj. Wynik poda) z doktadnoscig do 1grosza.

Zadanie 436. (=TT

W pieciu kolejnych dniach stopy 2ysku akcji X byty odpowiednio rawne: 6%, 9%, —4%, —7%, 1% Oblicz srednig stope
Zysku oraz odchylenie standardowe od nigl. Wynik zaokragglij do dwadch migjsc po przecink.

Zadanie 437. BRI

Firma zatrudnia 4 razy tyle pracownikdw na stanowiskach produkcyjinych niz na stanowiskach adminiscracyjmych.
W kwietniu srednia praca w re) firmie wynosita 4800 24 przy czym praca w grupie pracownikdw administracyjnych byta
rawna 5200 zk Oblicz, jaka byta sredria paca w kwietniu w grupie pracownikdw produkcy)mych.

Zadanie 438. [EITQ

Zwazono 100 [osowo wybrarnych kostek masta produkowanego przez pewien zaktad mieczarski. Wyniki badania przed-
stawiono w tabell.

Maca kostki masta w dekagramach (3] 8 i< 20 21
Liczka kostek masta 4 5 16 63 1

Na podsiawie danych przedstawionych w tabeli oblicz odchylenie standardowe masy kostki masta. Wynik podaj z do-
ktadnoscigdo g

Ladania dtuzsze

Zadanie 439. FETTW

Rzucamy dwa razy czrteroscienng kostka do gry, kidra ma na kazdej sciance cyfre odpowiednio: 1, 2, 3, 4.
Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzenia przeciwnego do zdarzenia, ze liczba 5 jest sumg oczek na abu kostkach.
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Zadanie 440. =T

Wordd 80 losdw jest 54 przegrywajacych. |akie jest prawdopodobierisiwo, Ze losujac 3 razy po jedrym losie, wygrarmy
doktadnie 3 razy? Wynik podaj z doktadnoscig do 0,01

Zadanie 441. (2T

Rzucamy 4 razy symerlryCzng monetg. Co jest bardzig) prawdopodobne wyrzucenie jednego orta 2y wyrzucenie reszki
w O drugim rzucie?

Zadanie 442 [EITA

W bebnie maszyry losujace) s kule biake 115 kul czarmych. Oklicz, ile moze byd kul biskych w urnie, jesli prawdopodobier-

Shwo wylosowania kuli biske) jestwieksze od % I mrigjsze od %

Zadanie 443. (B4

Ma swiadectwie Piolra znalazto sie 15 acen, przy czym kazda ocena o ocena dobra luk bardzo dobra. lle ocen bardzo

Ladania dtuzsze

dobrych otrzymat na koniec roky Fiotr, jezeliwarianga jego acen wyrnasita %?
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Wzorcowo rozwigzany arkusz maturalny

DOBRE PRAKTYKI
W PRACY Z ARKUSZEM

O tym pamigtaj, jeSli checesz rozwigzaé arkusz PP
i uzyska¢ maksimum punktow:

1. Zawsze wnikliwie czytaj polecenia, ktore precyzuja, jakie czynnosci
masz wykonac i jaki zakres materiafu uwzglednic.

2. Rozwigzuj najpierw te zadania, ktére dobrze rozumiesz i potrafisz
wykonac.

3. Podany czas 170 minut jest przewidziany na wykonanie polecen
i zaznaczenie odpowiedzi do zadan zamknietych na karcie odpo-
wiedzi. Zaplanuj czas swojej pracy nad calym arkuszem.

4. Nie ulegaj stresowi. Skoncentruj sie na zadaniu, ktére masz wy-
konat.



§ D' E R—D N Arkusz zawier infommacie prawnie chronione
w M—M do momerntu rozpoczecis egzamitn

WYPELNIA ZDAJACY

KOD PESEL

EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI

POZIOM PODSTAWOWY
NV URYAY

T T e e Uprawnienia zdajacego do:

(Czas pracy: 170 minut

LICZBA PUNKTOW DO UZYSKANIA: 46

WYPEENTA ZESPOE NADZORUJACY

dostosowania zasad oceniania

dostosowania w zw. z dyskalkulia

nieprzenoszenia zaznaczen na karte.

Instrukeja dla zdajacego

1.

10.
11.

Sprawdz, czy arkusz egzaminacyjny zawiera 17 stron (zadania 1.-26.). Ewentualny brak
zglos przewodniczacemu zespolu nadzorujacego egzamin.

Na tej stronie oraz na karcie odpowiedzi wpisz swoj] numer PESEL i przykle) naklejke
z kodem.

Nie wpisuj zadnych znakow w czesci przeznaczonej dla egzaminatora.

Rozwigzania zadan i odpowiedzi wpisuj w miejscu na to przeznaczonym.

Symbol EER? zamieszczony w naglowku zadania oznacza, ze rozwigzanie zadania za-
mknietego musisz przenieit na karte odpowiedzi.

Odpowiedzi do zadan zamknietych zaznacz na karcie odpowiedzi w czesci karty przezna-
czonej dla zdajacego. Zamaluj [ pola do tego przeznaczone. Bledne zaznaczenie otocz
kolkiem O i zaznacz wlasciwe.

Pamietaj, ze pominiecie argumentacji lub istotnych obliczen w rozwigzaniu zadania otwar-
tego moze spowodowac, ze za to rozwigzanie nie otizymasz pelnej liczby punktow.

Pisz czytelnie i1 uzywaj tylko diugopisu lub pidra z czarnym tuszem lub atramentem.

Nie uzywaj korektora, a bledne zapisy wyraznie przekresl.

Pamietaj, ze zapisy w brudnopisie nie beda oceniane.

Mozesz korzystac z zestawu wzorow matematycznych, cyrkla i linijki oraz kalkulatora
prostego.

Arknzz opracow atly preez Wydawnictwo Pedagogicze OF ER CIL
Eopicwariie w catodei lub we fragmertach bez zpody wydawey zabronione.



Matematvka. Poziom podstawony

Zadanie 1. (0-1) zgem?’
Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedzZ sposrod podanych.
f3-2

J3+2

Utamek

jest rowny:

A -1 B.44f3 -7 C.1 D.7-443
Rozwigzanie:
z
Przy przeksziatceniu wyraze- -\E = (\E = 2) Fi 4\@ oL T 4.\,@ . 445
; : B = — =t e ./
nottzmianownica. | ¥3+2 (f3y2)B-2]  3-2 1
Odpowiedz: B

Zadanie 2. (0-1) goem @

Ocen prawdziwos € ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zd anie jest prawdzi-
we, albo F — jesli jest falszywe.

3
Lo Liczba §f(—27)" 817 =9, P|F

0

3
e s o | B HBE :
2. | WartosC wyrazenia T| Wynosi 6°. P | F
27 .(39)°
Do obliczenia wartoscl (ego . .
wWyrazenia zastosuj wiasnosc Rozwigzanie:
pierwiastkdw oraz 2wiazek 3 1 3 1
pienwiastkowania z potego- 3 (_2?) L .(4 81) gl b
waniem. 27 2

Al ocenit prawdziwosd tego
zdania, musisz wiedzied, ze 3
zerowa potega dowolne Sl .(32J

]

liczhy rzeczywiste] rozne) od 0 —1
jest zawsze rdwmna 1. 0 R L

Aby zdobyé 1 punke, musisz Z ~(3 Jz
wiasciwie ocenid prawdziwosd

obydwu zdar. Odpowiedi: PF

Zadanie 3. (0-1) ==
Na ktorym rysunku przedstawiono zbior liczb spelniajgcych nieréwnosé

x—1 2 = 91‘?
4~ 2
Wybierz wlasciwg odpowiedzZ sposrod podanych.
A,
' ] O
—7.75 11,25 %
B.
! |
& . =
_7.75 11,25 x
s
,,I -
~7,75 11,25 2
Strona 2
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Matematvka. Poziom podsiawony

D.
} S
_7,75 1125 x
Rozwigzanie:
y—12l501
4 Z

x—175>95ubx-1,75<-9.5

x>8541, 75 mbx < -9,5+1,75

x 211,25 lub x < 7,75, stad x € (—co, —7,75)U(11,25, c0)
Odpowiedz: C

Zadanie 4. (0-1) coe?

Po dwukrotnej obnizce, za kazdym razem o 5% w stosunku do ceny obo-
wigzujace] w chwili obnizki, ksigzka kosztuje 43,32 zi.

Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.
Ksigzka przed tymi obnizkami kosztowata:

A. 46zt B. 48 zi .52 z1 D. 54 zt

Rozwigzanie:

Oznaczmy jako x cene towaru przed obnizkami.
0,95.(0,95x] — 43,32

x =48

Odpowiedz: B

Zadanie 5. (0-2) gem

; ; ; 2x* +4x x'—4
Dany jest wielomian w(x)z 2x+6 :xz—i—ﬁx—l—Q

dla

x=-3x=2, x=-2

Dokoficz zdania. Zaznacz odpowiedZ sposrod A-D oraz odpowiedZ spo-
srod E-H.

5.1. Wyrazenie w(x) mozna przeksztalci¢ rownowaznie do wyrazenia:

i g I g Ry it
x+3 x—3 X2 X3
5.2. Wartosc wyrazenia wix) dlax = 1% jest rowna:
E.135 F.—9 G.9 H.-13,5
Rozwigzanie:
Do Gl F ol 2x{x+2) (x—i—S)z x(x+3)
L T R P e )

3 [3 % G
e | i e
wil|-212 J 22 272 27 434
2, B L %
2 2
Odpowied#:5.1. C,5.2. H
Strona 3

Abywybral poprawng
odpowiedZ, mUsisz rozwia-
zat nierdwnosE 2 wartoscig
bezwzgledna, a hastephie
rozwiazanie przedstawic Za
pomoca przedziatu liczho-
wego | wybral odpowiedni
przedziat Zaznaczony Na osi
liczbowe].

Zadanie sprowadza sie do
obliczenia liczby, gdy dany jest
j&] procent. Pamieta] o zamia-
hie procentd ha wamek, np.
dziesiethy.

Przy przekszoatceniu wyra-
feniamusisz wiedzied, wjaki
sposob wykonuje sie dzie-
lenie wytrazer wyrmierrych.
Polrzebna jest d rdwnies
wiedza dobyczaca mnoenia
idzieleniaw zhiorze liczh
Fzecaywistych.

Aby poprawnie i szybko
oblicayt wartost (ego wie-
lomianu dla podane] liczky,
wiykorzysta) praeksziatcony
donajprostsze] postad wielo-
i an W

Jeden punkrotrzymasz takze
wiedy, 2dy poprawnie obli-
CEysz wartost tego wielomia-
hu bez doprowadzania go do
hajprostsze] postaci. Potrzeb-
ha cl wowczas bedzie tylko
wiedza dotyczaca wykomny -
wania dziatat w zbiorze liczh
FZecaywistych.

Aby zdobyé 2 punkoy, musisz
poprawhie dokoficzyt obydwa
zdania.
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Ak wybiral tvlko jedno zda-
hie spostdd podanych, musisz
umiet korzystad z podsta-
wioviych wiasnoscl punkodw
szczegdlnych wtrdjkacie.
Przyda ci sie rdwhiez znajo-
most wierdzenia Pitagorasa
i sposdk obliczania pola
Crdjkata prostokathego.

Zadanie sprowadza sie do
obliczenia miary kata rozwar-
tego danego rownolegtoboku.
Musisz wiec wiedzied, ze
suma miar kolejnych dwach
katdw wrdwnolegtoboku
wynosi 180°.

198

Matematvka. Poziom podstawony

Zadanie 6. (0-1) o’
Dany jest trojkat prostokatny ABC, ktérego przyprostokatne majg dlugo-
sc1.AC = 51BC = 12. Ktore z ponizszych zdai jest fatszywe?
Wvybierz wlasciwg odpowiedzZ sposrod podanych.
A.Promiei okregu opisanego na trojkacie ABC jest rowny 6,5.
B. Promiei okregu wpisanego w trojkat ABC jest rowny 2.
C. Dwusieczna kata 4 BC dzieli bok CB na odcinki o dlugosciach 2,412,6.
D. Wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka C ma dlugosés.

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy przeciwprostokatna 4B trojkata A BC:
| AB[" — 52 +127

| AB[" — 25 +144
| 4B =169
AB =13

Oznaczamy jako A wysokos¢ opuszczong z wierzchotka C. Obliczmy pole
trojkata A BC na dwa sposoby:

P—%—BO -::-I:J:ZP’—M

Zatem LENU 30, stad A :@
4 13

@::5

13

Odpowiedz: D

Zadanie 7. (0—1) goem¢’
W rownolegtoboku ABCD jeden z katow ma miare wigksza od miary dru-
giego o 30°
Dokonicz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.

Kat rozwarty rownolegloboku .4 BCD ma miare:
A.9H° B.120° C. 105°

Rozwigzanie:

D.150°

Oznaczamy jako o miare kata rozwartego rownolegloboku ABCD.
Wtedy:

o+ (o —30%) —180°, stad o —105°

Odpowiedz: C

Zadanie 8. (0-3)

W okregu o promieniu 12 cm poprowadzono cigciwe AB. Kat miedzy ta
cigciwg a styczng do okregu w punkeie 4 wynosi 30°.
Oblicz dlugosé luku wyznaczonego przez cieciwe AF. Zapisz obliczenia.

Strona 5
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Matematvka. Poziom podsiawony

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy:

Kat zawarty miedzy styczng a cieciwa okregu poprowadzong z punktu
styczno§ci ma miare rowng mierze kata wpisanego opartego na luku wy-
znaczonym przez kofce tej cigciwy.

Zatem |£ACB|— 30°

Wyznaczamy miare kata srodkowego AOB opartego na cieciwie AB:
|¢CAOB| =2 3*—607
Obliczamy diugos¢ luku wyznaczonego przez cieciwe A 5:

t¥

L 2T
360"

P 50 212
360"

Odpowied#: . = 4= (cm)

Zadanie 9. (0-1) o=
Suma dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (g, ) jest
rowna 155. Pierwszy wyraz ¢, tego ciggu jest rowny 2.

Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.
Wtedy:
A.a, =31 B.a, =32

C.a, =26 D.a, =23

Rozwigzanie:
Oznaczamy jako r réznicg ciggu arytmetycznego (a, .

Wyznaczamy réoznice rze wzoru na sume # poczatkowych wyrazow ciagu

2 -1j-
arytmetycznego S, — ﬂl—i_(;z )rﬂ:
2:24(10-1)-
ig 2 S HAI
18 P

155—(4+49.r).5

31 —449.7,stadr=3
Obliczamy a, ze
a, —a +(n—1]-r.
Zatem g, —24(8 —1}.3, czyli g, =23
Odpowiedz: D

wzoru na #s-ty wyraz ciggu arytmetycznego

Strona 6

Musisz prawidiowo wyzna-
cayt miare kata ACE.

Whykotzystaj zaleznosd
riedzy kgtami srodkowym

i wWiisanym opartymi na tym
sarmyrm tuku.

Musisz zastosowal odpo-
wiednig metode obliczenia
diugoscituku wyznaczon ego
przez cieciwe A8,

Podanie samego wyniku (kez
Zaprezentowania sposobu
obliczen} jestnajczescie) nie-
wyslarczajace.

Aby poprawnie wybrad od-
powieds, musisz prawidiowo
wyZnaczyd rdznice r ciggu ze
WZONU Na SUME 1 wWyrazow
Ciggu aryUmerycznego, ana-
stephie prawidiowo oblicayd
BSITTY WYFaz [ego ciggu.
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Matematvka. Poziom podstawony

Zadanie 190.
Ciag geometryczny 2, ] jest okreslony wzorem g, =3-2" dlan>1.

Zadanie 10.1. (0-1) @

Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedzZ sposrod podanych.
Ioraz ciggu jest(a, ) réwny:

A. s B.-2 2 D. i
2 2
ngj{bgdziesz punke, jesl pra- Rozwigzanie:
widtowo wyzZnaczysz pierwszy : : z : :
e Wyznaczamy plerwszy 1 drugi WYIAZ c1agu (ﬂ!n).
hie obliczysz iloraz ciggu. a W e
a— 320 =12
Wyznaczamy iloraz ¢ ciagu (a, |:
0

Odpowiedz: C

Zadanie 10.2. (0-1) me?

Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZ A, B albo C
oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Ciag(a,) jest
A. |rosnacy, |poniewaz dla kazdej liczby |1- | wigkszaod 1ig <0.
B. | malejacy, | naturalnej »>1 iloraz 2. | mniejsza od 1ia > 0.
C. |staly, a,,,: @, jest liczbg 3. |wickszaod1lig =0.
Rozwigzanie:
Musisz umiel zhadad i okre- .
&lié monotonicznosé ciggu Obliczamy &
JEOMEerryCcznego. o — 3.2l — 6, zatem a > 1
Wyznaczamy «,,, wyraz ciagu (a,):
ﬂn+l —3 ,2”4'1
Wyznaczamy iloraz a,, :a,;
. ntl % 2 K
I 33 Zzn = 33223 — 2, Zatema,, Ja, >0
Stad ciag (a,) jest rosnacy, poniewaz dla kazdej liczby naturalnej » > 1
iloraz a,, : a, jest liczbg wigksza od 01 > 1
Odpowiedz: A3
Strona 7
200

%----__________________________________________________________________________________________



%----__________________________________________________________________________________________

Matematvka. Poziom podsiawony

Zadanie 10.3. (0-1)
Zapisz w miejscu wykropkowanym ponizej sume pieciu wyrazow ciggu

(@)}
Rozwigzanie:
1_7° Zadanie wymaga prawidiowe -
S —6- — 186 20 ZaslosoWania Wzord na f
_ 1.2 poczgtkowych wiyrazdw ciggu
geOmertrycznego.

Zadanie 11. (0—4)
Oblicz sume szesnastu wyrazdéw rosngcego ciggu arvtmetycznego (aﬂ)

0 pierwszym wyrazie 3, wiedzqc, Ze wyrazy pierwszy, czwarty i trzynasty
tworzg w podanej kolejnosci ciag geometryezny (bn ) Zapisz obliczenia.

Rozwigzanie:

Réznice ciggu (a, ) oznaczamy jako r, a iloraz ciggu (b, ) jako ¢. N ——

. . 2 2 ' 5 pierwszy, czwartyi Crevhashy
Zapisujemy plerwszy wyraz, czwarty 1 trzynasty ciggu (an). W Eas Bl ary et et
ay=3,8; =343 —3+12¢ (e}

Wyrazy 3, 3 + 3r, 3 + 12r lub 3, 3¢, 3¢° tworza cigg geometryczay (b, ),
wiec
Zastosyj warunek dla sasied-

(3 “+ 3?‘)2 = i (3 4 12?‘) nich wyrj’azéw ciggu gea?ﬂe-

3 trycznego (b L
147" —9-(1+4r)
142r4r2 —14-4r
rlr—2)—0,stadr =0lubr =2

albo
Wyrazy 3, 3¢, 3¢° tworza ciag geometryczay, wiec:

Jg— 343
{3[;2 —3+12r

g—1+r
L?z —1+44r
(1—i—r]2 —1+44r,stadr=0lubr=2

{r‘ il {r‘ — Whyzhacz prawidiowo rdznice
Zatem lub r cigau (e} lub iloraz g ciasu
g—1 |g—3 wy

Ciag (a, ) jest rosnacy zatem r = 2. fsgmn';fjf‘ e eRElTHest

Obliczamy sume szesnastu wyrazoéw ciagu (a, ):

Musisz prawidiowo obliczyt
- 2‘3+(15—1)‘2L16_ 6+ 30 16— 36.8 — 788 SUMe SZesnastiu wyrazdw

5 3 Clagu (o). _
Podanie samego wyhniku (kez
Zaprezentowania sposobu
obliczer) jestnajczescie) nie-
wystarczajace.

Slﬁ

Strona 8§
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Musisz prawidtowo rozwia-
zat Uktady rdwnar dowolng
metodg i okreslié, kidry 2 nich
jestsprzeczny - c2yli taki,
kodry nie ma rozwigzania.

Zdobkedziesz punke, jesli
obliczysz wartosE funkeji
zadane] wzorem algebraicz-
nym. Powinienes/Powinnas
Fowhiez wihasciwie interprero-
wal wspdlczynniki we wzorze
funkeji kwadratowe] w postac
ogolnej
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Matematvka. Poziom podstawony

Zadanie 12. (0—1) =¥

Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedzZ sposrod podanych.
Uktadem rownan, ktory nie ma rozwigzania, jest uklad:

1x+ s (—2x—4=—4y

A1 2 ¥= B.iy—x
=-2
y—x=4 2
11

i —4 _ L iy ey
c.{;Jr; " p.{ 2772”7

FERY= x—y=—4
Rozwigzanie:

Rozwigzujac ukiady rownai, otrzymujemy:

{x— o {x—lﬂ
A B.

C. 0 =8 uklad sprzeczny
=2 8

Odpowiedz: C

Zadanie 13. (0—1) ¢

Funkejafjestokredlonawzorem f (x) =x* + bx+coraz f (—1) = f(5)

Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.
Wspoblczynniki b 1¢ sq rowne:
Ab=—4i1c=2
C.h=—di1¢c=-2

B.b=dic=-2
D.b=4ic=2
Rozwigzanie:
Zapisujemy warunki zadania w postaci uktadu réownan:
(1 —be—7
15’2 +5b+¢c—7
(—b+c—6|-(-1)

S5b+c—-18

b—c——6
{Sb—l— c——18
Po dodaniu obu rownan uktadu stronami otrzymujemy:
6h——24, stad b— —4

{b— <
Zatem
.
Odpowiedz: A
Strona 9
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Matematvka. Poziom podsiawony

Zadanie 14. (0—1) meEm?

Ojciec 1 syn maja razem 54 lata. Za 6 lat ojciec bedzie 2 razy starszy od
syna

Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.

Jesh przezx oznaczymy obecny wiek ojca, a przezy — obecny wiek syna,
to uktadem rownad opisujgcym sytuacje przedstawiong w zadaniu jest:

5 (x+y=>54 B x+y=54

' y—l—ﬁzz(x—l—ﬁ) lx+6=2y
(x+y=54 — 54

e D
x+6=2(y+6] x+6=2y+6

Odpowiedz: C

Zadanie 135. (0—1) e

Iza ma 3 czapki: bialg, niebieskq i czerwong, 5 szalikow: niebieski, czer-
wony, brazowy, zielony iz61ty, oraz 4 pary rekawiczek: niebieskie, czerwo-
ne, brazowe 1 czarne. Iza wybiera zestaw skladajacy sie z czapki, szalika
1 quawmzek.

Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.

Liczba wszystkich mozliwych, réznych zestawow, jakie moze wybrac Iza,
jest rowna:

A. 12 B. 60 .19 D. 72

Rozwigzanie:
Stosujemy regule mnozenia: 3-5-4 — 60
Odpowiedz: B

Zadanie 16. (0-1) =@
Dane sg punkty 4=(1, 1)i C=(5, 3).
Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.

Rownaniem symetralnej odcinka AC jest prosta o rownaniu:
A.—x+2y-1=0 B.2x+4v-2=0

C.2x4+y=0 D.2x+y-8=0
Rozwigzanie:

3-1 2 1
R R

5-1 4 2
1
—a,——1 a, ——2
2‘12 2
g 1+5,1+3 ~{3,7)

2 2
y——2x+b
2——=2-34+bh h=24
y——2x+38 2x+y—-8—0
Odpowiedz: D

Strona 10

Aby zdobye jeden punke, nale-
2y prawidiowo wybrad uktad
Fowih ar, w korym obydwa
Fowinania spetniaja wardnki
zadania.

Oorzymasz punke, jesli po-
MNoeyYsz praez siehie liczhy
3,504

Oklicz:

-wispdtczynnik Kierunkowy
proscej AC,

-wispdtczynnik kierunko-
Wy prostej prostopadie] do
prosce] AC,

-wspdtrzedne srodka 5 od-
cinka AL

Mastepnie zapisz réwnanie
proste] prostopadie) w po-
staci kierunkowej. Wstaw
wspotrzedne punkou 5i oblicz
wartost b, Na koniec zapisz
réwhanie proste] prostopa-
diej w postaci ogdlnej.
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Musisz wyznaczyl surme funk-
cji fi g Roawiaz nierdwhnosd
podwdjng i Zapisz rozwiazanie
W postad przedziatu.

MUsisz Zastosowad wWzor
SiMce
= *
COSc

Przekszratl wyrazenie do
prosisze] postac.

Pamietaj o zastosowaniu
WEONU gin? gy cos? =1

204

Matematvka. Poziom podstawony

Zadanie 17. (0-1) oz

Dane s funkcje liniowe fig okreslone wzorami f(x)=3x+1
: 1
1g(x)|=——x-3.
g(x)=—>
Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci —1,5 < f(x)—l—g(x) < 1,5 jest:
R 12| mlltay elat o] w1 T
5 5 5 5 A" 5 5 5
Rozwigzanie:

f(x]—i—g(x]—Sx—i—l—%x—S—%x—Z

. SEREF 2l s WS sy as
1 2 i G
= = o o
Levar2 seflal
Odpowiedz: A

Zadanie 18. (0—1) i U4
Dokonicz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedzZ sposrod podanych.

Dla kata o, bedacego katem ostrym, wyrazenie ne mozna
l1+cosa tgo

zapisac w postaci:
RILEEL o EBE e D.

1+4cosa 1+4cose S10 &y
Rozwigzanie:

81T ¥ 1 81N e¥ cosar

- S — :
l+cose  B8IDa  14cose  sho
COScy
sin” o +coser(1+cose]  sin*a+cosa 4 costa
sin (14 cosa) sina(1+cosa)

sin’ o +cosa+cos o T\—PcesQl |
sino (14 cosa) sino (TPoegg) ~ sina
1

Odpowiedz: D

Zadanie 19. (0-1) g
Najdtuzszy bok trojkata ma diugosé 12 cm, a dwa katy tego trojkata majg
miary 15° 145°.

Ocen prawdziwos ¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdzi-
we, albo F — jesli jest falszywe.

Najdiuzszy bok tego trojkata lezy naprzeciw kata o mie-

1. a P|F
rze 1207,

2. Promied okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny Pl F
44/3 cm.

Strona 11
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Matematvka. Poziom podsiawony

Rozwigzanie:
180° — (15" + 45") — 180% — 607 —120°

P—%-u-\:’i-sim?—ﬁ-ﬁ-%—ﬁ cm?

Odpowiedz: PP

Zadanie 20. (0—2) EEEE
Tizema wierzcholkami réwnolegloboku ABCD sy punkty A=(1, 3),
C=(7,5iD=(4, 11).

Dokoricz zdania. Zaznacz odpowiedZ sposrod A-D oraz odpowiedZ spo-
srod E-G.

20.1. Dlugosc przekatne) AC jest rowna:

A.2410 B.8V2 C.10
20.2. Wspohrzedne punktu B sg rowne:

D.217

E.(4, —3) F.(5, —3) G.(4, —4) H. (4, 4)
Rozwigzanie:
AC| = J(7 =1 +(5-3F —/36+4 — 20 —2,/10
20.1.
g_[liag_ﬁ]_@,.q)
T
Y e TR o T
2 2
B—(4,-3)

OdpowiedZ: 20.1. A, 202. B

Zadanie 21.

Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktérego wyso-
koi¢ jest dwa razy krotsza niz przekatna podstawy, wynosi 36 cm®.

Zadanie 21.1. (0-1) ==?

Dokoricz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.

Miara kata nachylenia krawedzi boczne) ostrostupa do plaszczyzny pod-
stawy jest rowna:

A, 25° B. 30° C.45° D. 60°
Rozwigzanie:
a® =136 a=~6cm d =642 cm H=3J2 cm
tga = ﬂ =1 —d5°
W2
Odpowiedz: C
Strona 12

Musisz wyzhaczyl miare
Crzeciego Kata trdjkata. W ord) -
kacie naprzeciw najdiuzszego
boku lezy najwiekszy kat

ZastosuU] wzorp— l[;,g;. Sify-
2z

Musisz obliczyt diugost prze-
kathe] AC, stosujac wWabt na
odlegltost miedzy punkcami.

Whyzhacz wspotrzedne Srodka
Sodcinka AC. Zauwaz, e
punkes jest rdwniez srodkiem
odcinka 80

Oblicz wspotrzedne punkou 8.

Oblicz diugost krawedz
podstawy | wysokosd
ostrostupa, korzystajac ze
WEONU Na preekathg kwadra-
[U. Nastephie wyznacz
tangens kata nachylenia
krawvedzi boczne] ostrostupa
do plaszezyzny podsiawy.
Skotzystaj 2 wiadomosci, ze

(g45® =1
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Zastosuj twierdzenie Pitago-
Fasa.

Skorzysta] 2 wylgczania czyn-
hika przed znak pierwiastka.

Pamietaj o kolejnosci wykomny-
wania dziatan.

206

Matematvka. Poziom podstawony

Zadanie 21.2. (0-3)
Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostrosiupa. Zapisz obliczenia.

Rozwigzanie:

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

Obliczamy dlugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa. Korzystamy ze wzoru
na pole kwadratu. Zapisujemy: P = &, stad 36 = & wieca =6 cm.
Skomd:a-\ﬁ, to d:E-\E cIm

Poniewaz wysokosc¢ jest dwa razy krotsza od przekatnej podstawy, otrzy-
mujemy: H = 32 em.

Obliczamy wysokosc sciany boczne) ostrostupa.

2
Zapisujemy: b — H* + [%a] stad A — (SJEJE 437 iRl
W =27 b, =343 cm
Obliczamy pole powierzchni catkowitej ostrostupa.
Zapisujemy: F. — P, + F,
P — 36—|—4%-6-3J§— 36+36y/3 — 36(1++/3) cm®

Odpowiedzi: Pole powierzchni catkowitej ostrostupa wynosi:

36(1+J§] cm?>

Zadanie 22.
Dana jest funkeja y = f (), ktérej wykres przedstawiono w kartezjasiskim
ukladzie wspolrzednych.

A

2t

1l

Strona 13
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Matematvka. Poziom podsiawony

Zadanie 22.1. (0-1)

Zapisz w miejscu wykropkowanym ponizej miejsce zerowe lub miejsca ze-
rowe funkcji.

Rozwigzanie:

=4

Zadanie 22.2. (0-1)

Zapisz w miejscu wykropkowanym ponizej maksymalny przedziat lub
maksymalne przedzialy, w ktorych funkcja f jest malejaca.

Rozwigzanie:

(-6, —4)i{0, 2)

Zadanie 23. (0-2)

Uzasadnij, ze liczba m = 2" 4 2"*' + 2" 1. 2" gdzie n jest liczbg natu-
ralng wiekszg od 1, jest podzielna przez 30.

Rozwigzanie:

Jesli liczba m jest podzielna przez 30, to mozemy zapisac jg w postact:
m—30-k, gdzie k 6{0,1,2,3,...}.

m_ 2?‘1 +2?‘1+1 +2?‘1+2 +2?‘1+3 _2?‘1(1_’_24_22 +23J _2?1‘15’_

— 227 Lags—30-0nt

Po oznaczeniu przez k liczby 9% Ttbra. nalezy do zbioru {0,1,2,3,...},

otrzymujemy: #1 — 30 k. Zatem liczba m jest podzielna przez 30.

Zadanie 24. (0-3)

Pudetko zawiera jedng kule bialg i # kul czarnych. Losujemy z pudetka
jedng kule, zatrzymujemy j3, a nastepnie losujemy drugs.
Ile powinno byé kul czarnych, aby prawdopodobiefnstwo wylosowania

dwoch kul czarnych bylo rovne %‘? Zapisz obliczenia.

Rozwigzanie:
W pudetku znajduje sie # + 1 kul.

Liczba mozliwych wynikow tego doswiadczenia losowego wynosi:

Q—(n+1)-n
Oznaczamy jako 4 zdarzenie polegajgce na wylosowaniu (bez zwracania)
dwoch kul czarnych.

Wyznaczamy liczbe mozliwych wynikéw zdarzenia A: A-— n(n—1)

Wyznaczamy prawdopodobiedstwo zdarzenia A4:

ra-ria-ted=

Strona 14

Musisz znal okreslenie migj-
sca zerowego funkeji.

Whykot zysta) wiedze dotycza-
ca monotoniczhosc funkgi.

Zastosu] wylaczanie wspol-
nego czyhnika przed nawias
oraz wiashosci polegowania.

Musisz umied wyznaczad
liczke zdarzer elemencarnych
doswiadczenia losowego.

Zapisz wzor pozwalajacy
wiyznaczyd liczhe wynikow
danego zdarzenia losowego.

Skorzysta) ze wzorl na praw -
dopodobietistwo Klasyczne,
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Zastosuj metode rozwiazy-
waria Fown ania W postad
propordi.

Zastosuj twierdzenie o katach
wpisanym i srodkowyim opar-
Oych na oy sarmym tuku.
Wykorzysta) wlasnost trdjks-
La rdwhnoramiennego.,
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Matematvka. Poziom podstawony

Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul czarnych ma by¢ rowne %

wiec:
o
o

dn—4—3n+3,stadn = 7

Zadanie 235. (0-2)

Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na troj-
kacie ABC. Miara kata ACB wynosi 50°, a pro-
mien AS tworzy z bokiem AB kat ov.

Oblicz miare kata o.. Zapisz obliczenia.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy
&

Kat ASB jest katem srod kowym opartym na tym samym luku co kat wpi-
sany ACE.

Stad wynika, ze |{4SB|—2-|<ACB)|, czyli |{ASB|—2-50° —100°.

Trojkat ASB jest trojkatem rownoramiennym (boki AS 1 BS, to promienie
okregu o srodku §), wiec |AS43| :|<:iABS|.

Zatem o —(180°—100°): 2 — 40°,

Zadanie 26. (0—4)

W trojkacie rownoramiennym .4 BC podstawa .48 ma dlugosé 10, a miara
kata, jaki tworzg ramiona AC 1 BC, wynosi120°.

Oblicz dlugosci srodkowych tego trojkata. Zapisz obliczenia.
Rozwigzanie:

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

Strona 15
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Matematvka. Poziom podsiawony

Odcinek AD jest srodkows poprowadzong na ramig CB (oraz ramie AC),

a odcinek CE wysokoscig poprowadzong na podstawe 1 jednoczesnie

srodkowa poprowadzona na podstawe.

1807 —120°
2

Z trojkata EBC, korzystajac z funkeji trygonometrycznych, wyznaczamy
dlugoié odcinka CE: tg30° = | |

|E5|

. 8tad: |CE|=

Wyznaczamy miare kata o o — =il

Dtrzymu]emy |CE|

5V3
3
Z trojkata EBC, korzystajac z funkeji trygonometryczaych, wyznaczamy

dlugosé odcinka CB: cos30” = |CB|
10J‘

]

Stad: |CB|=
lcs

Otrzymujemy: g

SJ_

Wyznaczamy dlugos¢ odcinka BD: |BD| —|CB|

Z trojkata 4 BD, korzystajac z twierdzenia cosinuséw, wyznaczamy dlu-
g05¢ srod kowey AD:

|A.U+|2 —|AB|2 +|BEJ+|2 —2:|AB||BD|- cos30°

Otrzymujemy: |A.D|2 ] S—f] SJ_ -J_ stad: |A.D|2 :%5
Wobec tego: |AD| :@

Dtugosci srodkowych AD 1 BF s3 takie same.

Odpowiedz: Diugosc srodkowe) AD 1 srod kowej BF wynosi 5 21, a srod-

kowe) CE W}-’nﬂsi%.

Strona 16

Wykot zysta] whasnosd trdjka-
a rowhotamiennego.

Zastosy] funkge trygonome-
tryczne.

Zastosy] funkge trygonome-
tryczne.

Skorzystaj 2 wihashosci srodko-
wych witrojkacie.

Zasrosuj twierdzenie cosinu-
Sy,

Pamietaj o whasnosciach ordj-
katdw rowvnorarmiennych.
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Matematvka. Poziom podsiawowny

BRUDNOPIS (nie podlega ocenie)

Strona 17
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Matematvka. Poziom podsiawowny

BRUDNOPIS (nie podlega ocenie)

Strona 18
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1. Liczby rzeczywiste

Zadania krotsze

Zadanie 1. [EFTA
Odpowiedz: A
Zadanie 2_EEITH
Odpowiedz: C

Zadanie 3. BETTY
OdpowiedZ: &

Zadanie 4. BB
OdpowiedZ: 1
Zadanie 5. EETTH
Odpowiedz: 360 2+
Zadanie 6.1. [EIT
Odpowiedz: C
Zadanie 6.2. BTG
Odpowiedz: H
Zadanie 7. (LRI
Odpowied?: C

Zadanie 8. BETTH
Odpowiedz: D

Zadanie 9. BRI
Odpowiedz: D
Zadanie 10. (5T
Odpowiedz 11.(5.74)

Zadanie 1. (=TT
Odpowiedz: Z350 zt

Odpowiedzi do zadan

Zadanie 23. [EBTTY
Odpowiedz: 33%%

Zadanie 24. [ETTY

OdpowiedZ: 300 000 zt

Zadanie 25. (BTN
OdpowiedZ: 2

Zadanie 26.[ETTQ
Odpowied?: —1€ &
Zadanie 27 [ETT
Odpowiedz: ix—8
Zadanie 28. [T
Odpowiedz: 96%
Zadanie 29. [ETTH
OdpowiedZ: B
Zadanie 30. FEITA
OdpowiedZ:1.F 2 F
Zadanie 31. BRI
OdpowiedZ: B
Zadanie 32. [BTIY
Odpowied?z:
31(5.1312)

Zadanie 33. [EITQ
Odpowiedz: 1 lub 4

Zadanie 34. [EBTTY
Odpowied?: 180
Zadanie 35. [BTTY
Odpowiedz -0 @
Zadanie 36. [T

Zadanie 12. EETTN Odpowiedz: 8)12 420 zh, by 12 792,60 2
Odpowiedz: log, 108 =Za+3b

Zadanie 13. BEITY . ;
Odpowiedz: D r B Wle]nmlany
Zadania diuzsze

Zadanie 14. [T
Odpowiedz: 2'°. 467775

Zadania krotsze

Zadanie 37. BEITY

Zadanie 15. [T

Odpowiedz: ‘ﬁ—ﬁ‘—‘zﬁ—zﬁ‘ —Eoaz

Zadanie 16.
Odpowiedz: a}—%. ) 1

Zadanie 17. [EITA
Odpowiedz: C
Zadanie 18.
Odpowiedz: D

Zadanie 19. BT
OdpowiedZ: 1

Zadanie 20. (BT
Odpowied?: EE)
Zadanie 21. (BT
OdpowiedZ: 5™

Zadanie 22. =TT
OdpowiedZ: 50

Odpowiedz: FF
Zadanie 38. [EITY
Odpowiedz: C
Zadanie 39. EETTY
OdpowiedZ: B
Zadanie 40. [(EFTY
OdpowiedZ: FP
Zadanie 41. [EITY
OdpowiedZ: B
Zadanie 42. BEYTTY
Odpowiedz m =-0.5
Zadanie 43. [EIT
Odpowied?: C
Zadanie 44. BEITH
Odpowiedz: C

Zadanie 45. (BTN
Odpowied?: 210

=
m
o
A
3
‘N
o
2
&
o
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Zadanie 46. (BT
Odpowied?: Z
Zadanie 47. [EITY
OdpowiedZ: D
Zadanie 48. (BT
Odpowied?: B

Zadanie 49. [ETTY
OdpowiedZ: 16

Zadania dtuzsze

Zadanie 50. [BTTH
Odpowied?: g(x)=x* +x—6

Zadanie 51. (BT
Odpowiedz: 2 k&, ke
Zadanie 52. [ETTY

Odpowiedz: 1 ?‘%

Zadanie 53. (BTN
OdpowiedZ: &

Zadanie 54. [ETTY
OdpowiedZ:a=11b=3
Zadanie 55. (BT
0=
Odpowied?Z:
h=

Zadanie 56. (BT

Odpowied?: m > -5
Zadanie 57. (BT
Odpowied?Z: 4§

Zadanie 58. (BT
OdpowiedZ:o=—-21b=-1
Zadanie 59. [ETTY
Odpowiedz: hlx)=x* +2x —1
Zadanie 60. [ETTY
OdpowiedZ: 16 k&, keZ
Zadanie 61. EBTTY

I
Odpowied?: ——
P x¥+3

Zadanie 62.[EBTTY
Odpowied?: x (x—1)(x +1)

Zadanie 63. [ETTY

| = | —

Ud[::c:-1u-~.rier:12:(;s<+%/iﬂ[}rZ —33x -N@

Zadanie 4. (BT
OdpowiedZ: 60 — 12048

Zadanie 65. [EIT4
Odpowied?:

8) fi2)=0

Bl =2{x—2)(x—1)(x+1)
Zadanie 66. [EITW
OdpowiedZ:o =11 b =12

Zadanie 67. [ETT 4

Odpowiedz: pix)=3x* — 4x* +4x—2

Zadanie 68. [ETY
OdpowiedZ: wix)=—16

Zadanie 69. [ETY

OdpowiedZ: Vix)=—2x*+22x* —8x =120

Zadanie 70. [ETA

Odpowied?:

Czynniki n—1, 1 14153 trzema kolejnymi liczkami catka-
wilyrmi, wied wsrdd nich jedna jest podzielna przez 21 jed-
najest podzielna przez 3, zatem ich iloczyn jest podzielny
LrZez o,

Zadanie 71. [EITY
Qdpowied?:
8) Fx) =9x" —Bx +1

b) P(x) =—%}<2 +7x—24

OP(x)=x—4x+4
3. Rownania i nierownosci

Zadania krotsze

Zadanie 72_EEITY
Odpowied?: B
Zadanie 73. BRI
Qdpowiedz: D
Zadanie 74. [EITH
Odpowiedz: D
Zadanie 75. [EITY
Qdpowiedz: C
Zadanie 76. [EIR3
Qdpowiedz: C
Zadanie 77. [EITA
Odpowiedz: C
Zadanie 78. EEITY
Qdpowiedz: A
Zadanie 79. (EITY
Odpowied?Z: PF
Zadanie 80. BRI
Odpowiedz: D
Zadanie 81.1. [ETTH
Odpowied?Z: PF
Zadanie 81.2. EEFRI
Odpowied?: x E<4.5. 41.5)

Zadanie 82.
Odpowiedz: D

Zadanie 83. EETTH

AR
Od dz:— =, —=
powiedZ =, 2

3
Zadanie 84. EBTT
Qdpowied?: —g i g

Zadanie 85. BRI
Qdpowied?Z: B3

Zadanie 86. BB
OdpowiedZ: {—1, 4}

Zadanie 87. (BT
Odpowiedz: 011

Zadanie 88. FETTA
Odpowiedz: x {1 —d5 +J§}



Zadanie 89. [ETTY

OdpowiedZ: 1, E, 11
Z i

Zadanie 90. (BT
deawiedz’:%

Zadanie 91. [ETTH
OdpowiedZ: -1, —@, 1 i@

Zadanie 92. [ETTY
OdpowiedZ: —3

Zadanie 93. [ETTY
o 201 2
Od dZ—= = =
powiedz —=. . 2
Zadanie 94. BT
Odpowied?z: 23
Zadanie 95. [ETTH

Odpowied?: —3%
Zadanie 96. (BT
Odpowiedz: A4, F
Zadanie 97. (BT
Odpowied?: ¥, =1§. X =2
Zadanie 981 [EITA
OdpowiedZ: B

Zadanie 98.2. [ETTY
Odpowied# 8={2,12)
Zadanie 98.3. (BT
OdpowiedZ An8=(6, 12} AV8 =(—o0, —3)U(12 o)
Zadanie 99. [EITY
OdpowiedZ: dwie liczby
Zadanie 100. (BT
OdpowiedZ: -2

Zadanie 101. [T
OdpowiedZ: DF
Zadanie 1021 [EITH
Odpowiedz: C

Zadanie 102.2. [ETTT

OdpowiedZ: Liczba b nalezy do zkiord rozwigzan rej nie-

OO SO
Zadanie 103. [EITY
Odpowiedz: 31 -3

Zadanie 104. [ETTY
OdpowiedZ: 131 2

Zadanie 105. [EITH
Odpowieds: —8, —7, —0orazn, 7.8

Zadanie 106. [(ETTY
OdpowiedZ -2

Zadanie 107. (TG
%m0 Hpe—and
Odpowiedz: —7 | 2
Zadanie 1081 PEFTQ
Odpowiedz: C

Zadanie 108.2. [EFTY
Odpowiedz: -1, 0,1, 2,3, 4

Zadanie 109.
Odpowied?: [—2 +242, 2)

4. Uktady rownan

Zadania krotsze

Zadanie 110. EEFTY
Odpowied?: C
Zadanie 1. REITH
Odpowiedz: &
Zadanie 12. BRI
Odpowiedz: C
Zadanie 113. EEITY
Odpowiedz: C
Zadanie 114 EEITH
OdpowiedZ: A
Zadanie 115. EEITY
Odpowiedz: B
Zadanie 116. EEITH
Odpowiedz: D
Zadanie 117. EITQ
Odpowiedz: D
Zadanie 118. ERITA
OdpowiedZ: A
Zadanie 119. EEITY
Odpowiedz: C
Zadanie 120. EEITH
Odpowiedz: D
Zadanie 121. EEITY
OdpowiedZ: FF
Zadanie 122. [EITA
Odpowiedz: &
Zadanie 123. [BTTY
Y=
Odpowiedz:
A

Zadanie 124. [ETTY
EF
Odpowiedz: {X

[ o

Zadania dtuzsze

Zadanie 125. (BT
=
Odpowied?: {X

y=0
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Zadanie 126. [EITA
Odpowiedz: AZ

Zadanie 127. EETTA

x =4
Od ied?:
powied? L,r:g

Zadanie 128. [ETTY

Odpowiedz: x=v2
y=+3

Zadanie 129 [ETTY

=5
OdpowiedZ: {X
y==3

Zadanie 130. [ETTH

OdpowiedZ: Uktad jest nieaznaczory.
Zadanie 131. EEFTY

Odpowiedz: FP

Zadanie 132. [BTTY

—
deamedz:{ o
Zadanie 133. [ETTY

=]
Odpowiedz:
vt~
Zadanie 134. [BTTY
¥=1
Odpowiedz:
. {y:—z.g

Zadanie 135. [T
OdpowiedZ: 312143

Zadanie 136. LB

T v T
Od o et B C4
powledZ 57378

Zadanie 137 (EITA
2

LR 1
Odpowied?: —3 +1=——
P oR

7
Zadanie 138. (=TT

Odpowied?: Matka ma obecnie 37 13ta, a syn ma 12 |aL.

Zadanie 139. I
Odpowied?: 0,5 kg soli

Zadanie 140. [EITA

Odpowiedz:

Otrzymujerny 3x? +3 =0, wiec ¥* +1=0.|est o rdwnanie
cprzeczne. Wobed tego ukiad rdwnar nie ma rozwigza-
nia. To 0Znacza, ze parabola opisana rdwnaniem

V¥ =23x"+3x—6 0raz prosta o réwnaniu y =3x —9 nie
majg purnkidw wepdlnych.

Zadanie 141. BEITH

OdpowiedZ: 16112

Zadanie 142. BRI

Y=2k 43
V=B —2
T ] ¥

(et

F=2dn43
Zadanie 143. BEITH
Qdpowied?Z: 35
Zadanie 144. BETTH
Odpowied?: {X‘ =i i{}{‘Z =8
¥ =—8 Yy ==7

Zadanie 145. [EITY
Qdpowied?: 34 pyLania

Zadanie 146.

=1 =
Odpowied?: %=l A% <
_!I,"1=—2[:| _!I,"2=—1D

Zadanie 147 [T
Qdpowied?: 2 cmi 8 am
Zadanie 148. BRI

Odpowied?z: Karal biegtprzez 13 5 2 predkoscg 6
5
Zadanie 149. BET::

Odpowied?: Rajd trwat 6 dni, a harcerze dziennie pokarny-
wali trase dhugosc 15 km.

Zadanie 150. [ETY

1
5

y=ox-1

5. Funkcje

Zadania krotsze

Zadanie 151.
Qdpowiedz: C
Zadanie 152.
Odpowied?Z: PP
Zadanie 153.
Qdpowiedz: C



Zadanie 154. [ETTH
Odpowied?:
Sporzgdzamy tabele funkdgi.

x |10 M1z 1E3114015 e |17 18|19

ol v Tzlol lzTol 201

zw={0.12}
Migjsca zerowe: x =12, x=15,x=18

Zadanie 155. (BTG

OdpowiedZ: Wykresy tych funkdi 54 prostymi prostopa-

dbyrmi dla m, =%i m =1

Zadanie 156. BT
Odpowiedz:
4
[—4:4)

p=—x—Bx-12

Zadanie 157. ERIT
Odpowiedz: D
Zadanie 158. (BT
OdpowiedZ: FF
Zadanie 159. [EIT
OdpowiedZ: A
Zadanie 160. EEITA
Odpowiedz: D
Zadanie 161. EEITY
OdpowiedZ: A
Zadanie 162. [EITY
OdpowiedZ: FF
Zadanie 163. CEIT
OdpowiedZ: B
Zadanie 164. [ETTY
Odpowied?: x=—1x=1x=2

Zadanie 165. (BT
¥

(32

iy == T0e=1)0x-5)
Odpowiedz:

Zadanie 166. (BT

Odpowiedz: f(x)=7(x—11) +9=7x*—154x 4856
Zadanie 167.

Odpowiedz: A

Zadanie 168. (BT

OdpowiedZ: warlosc najmnigjsza 7 oraz warlosc najwiek-
cza lo

Zadania dtuzsze

Zadanie 169. (BTN
Odpowied?z:

4

Y

i = ||

¥= |X+3|—2
Zadanie 170. (BT
Odpowied?:
i
i = = 243
y=iea

Zadanie 171. (BT
Odpowiedz:

F=—fx

Zadanie 172. R
OdpowiedZ: BZ
Zadanie 173. [EITH
Odpowied?: C
Zadanie 174 (BT
Odpowiedz: —1
Zadanie 175. (BT
Odpowied?: f(x)=—45x+3
Zadanie 176. (=TT
OdpowiedZ: x (-2, 1)
Zadanie 177. [RITY
Odpowiedz: D

Zadanie 178. [BTTY
Odpowied?:

Warras¢ najmniejsza wwierzchatku f(3)=5,

wartosd najwieksza wynosi 167,
Zadanie 179. [ETTY
Odpowiedz:

ajk=15zt

B WMazna kupic 5 kg tego towar.
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Zadanie 180. [ETT Zadanie 186. BETTY

Odpowied?Z: ak. 7535 lat OdpowiedZ: m=—1(3, —1]
Zadanie 181. BB Zadanie 187 [ETTH
Odpowied?: Odpowiedz: wzdr funkjif{x)=—x +2. Funkcja ta jest ma-
Y lejaca.
Zadanie 188. BB
o Odpowiedz:

p=2¢+12x+16 v

x“

glx) = log, x !
s i

=
\./D1X

Zadanie 182. EEFTA (-3 -2
Odpowied?: Prostokat bedzie kwadratemn o boku dhugo- :
£ci 30 m. Zadanie 189. EEEFTY
Pale tega kwadratu wynasi: £ =30.30 =900 m? OdpowiedZ:
Zadanie 183. BT 8) f(t)=1003
Odpowiedz: by f(3)=100.3*=100.27 =2700
PO zapisaniu liczby dni pracy jako funkdi liczby pracowni- — ¢yp =9
kdw alr Zymujermy: Zadanie 190. (=TT
J"=f(3’f)=m Odpowiedz: PP
X
Po wstawieniu za x 3 atrzymujermy: .
y=f(3)=m=31dnia pracy & C‘%Q‘
3 "3
T 10 80 . : i
35:8=—8=—==26h 40min Zadania krotsze
Po wstawieniu Za x 6 atrzymujermy: Zadanie 191.
y=f(6)=%=’l% dnia pracy Odpowied?: D
5 ‘ 40 Zadanie 192. BEITH
1§-8=§-8=?=13h 20 rmin OdpowiedZ: FP
Zadanie 184. [EITY Zadanie 193. (TG
Odpowied?: Odpowied?: B
Sparzadzamy wykresy funkcji. Zadanie 194. BRI
v Odpowied?: B
T o Zadanie 195. EITA
[N " OdpowiedZ: C
& Zadanie 196. EEITH
Odpowied?: B
f Zadanie 197. [EFTH
Qdpowiedz: C
Zadanie 198 EETTH
Odpowiedz: C
Zadanie 199. (ETTY

Okreslarmy monatanicZnosd funkdi.

s _ Odpowiedz: 73 466,40 z
Funkdja fjest rosngca dia xe[—m. D} araz malejgca dla

Zadanie 200. EEITY
x€{0.ca). Odpowied?: B
Funkda f jest stafa w cate] dziedzinie, to znaczy dlaxeR.  Zadanie 2071.
Wepdtrzedne punkidw wspdlnych funkcji £k o (—3. —3) Odpowiedz: D

o
3 araz(3,—3) Zadanie 202. EETT

A T

9 Zadanie 185. [ETTY Sdpcwledz. : : 2
5 Odpowied?Z: m=25, funkcja rosngca w cate] dziedzinie o AN ﬁ"j[ifg NEE4 EEY WAz CIQBLE:
§ naczy dla x R, argumenty, dla krdrych funkcja prayjmo- Oy =2 (_1)

=y & wartosd nieujemne: xz—% HRCAY RRTREIY =0

o Gn+1—Gn=2-(—1)2[n+:l—2'(—1)2n

213



s — O,

o — O, =

Raznica jestrowna zero, stagd wynika, ze Cigg (an)jezt ig-

EV ) -2

giemn stakyrm.

Zadanie 203. BT

Odpowied?: @, &, Oy Os Gy O 1 04
Zadanie 204. PRI

Odpowiedz: D

Zadanie 205. (T4
OdpowiedZ: 54

Zadanie 206. [ETTY

Odpowied?Z: 0, a,ia,

Zadanie 207. [ETTY

Odpowiedz:

WyZnaczamy wszystkie wyrazy rtego ggu i rysujermy wy-
kres.

0, =—4
; A
0, =—:|— —_ T
L (—4)+2=0
L7 . 27
6, =042 = -
TTA e 1
TG N I Lo
1 1
SRR
Uiy Resag
1 .1 3
g =— 3—4ZF=3= =
¥ 373 4
Zadanie 208. [ETTA

OdpowiedZ: o, =—-3

Zadania dtuzsze

Zadanie 209. BB

Odpowiedz:

Zakladamy, Ze isnieje wyraz Ciggu (an). kidry jest rowry
Zero.

Zapisujerny warunek: (n+5)(3n—10)=0

Rozwigzujemy rdwnania: n+5=0Iuk 3n—-10=0

5m¢n=—EMbn=3%

arrzymane liczky —51 3% nie spetniajg warunkow zada-

Mig, paniewaz 1 jest numerem wyrazu gy (jest liczkg
naturalng dodatnig). Przyjere zatozenie jest wied bredne.
stad wnhioskUjermy, Ze zader wyraz cggu (an) e jesh row-
My Zero.

Zadanie 210. BT
OdpowiedZ o, =233

Zadanie 271. BT
OdpowiedZ: CA

Zadanie 212. (BT
Odpowied?: 5,, =820

Zadanie 213. BT

Odpowiedz:

Aby udowodnic, Ze Cgg jest arymeryczny, nalezy wyka-
zac, zeraznica dwach kolejnych wyrazdw g, —a, jest sta-

tainie zalezy od n WyZnaczamy wZar 02olmy na n 4 1 wy-
raz ciggu:
Oy =7 —3(n+1)=7-3n-3=4-3ndanz"

Obliczamy raznice kolejmych dwach wyrazdw Ciggu (an):
Oy — 0, =4—30—(7—3n)=4—3n—7+3n=-3 dla kaz
degonz1

To oznacza, Ze ciag (an)je5t Ciggiem arytmeryCZrym o riz-
nicyr =—3

Zadanie 214. EEITA

Odpowied?: D

Zadanie 215. [FTTO

Odpowiedz:

5[0 5
Bp=aar e =]
0, =5
b
) an+1=an-5+2n
A+in
Zadanie 216. (BTG

Odpowiedz: o, = [—%]

Zadanie 217. [T

Odpowied?Z: o =2*"

Zadanie 218. [EITH

Odpowied?: FF

Zadanie 219. (BTG

Odpowied?:

Jezeli m=—10, to ciag (a,) nie jest monataniczny.

dla nz=1

Jezelim=15, to ciag (a,) jest rosnacy.

Zadanie 220. BT

OdpowiedZ: g =2

Zadanie 221. [EITY

Odpowied?: [0 =8 =4 c=2Zlubn=2 b=4 =8

Zadanie 222. [EITA
OdpowiedZ o =8 b=7% =216

Zadanie 223. [EITQ
Odpowiedz: V =120

Zadanie 224. [ETTY

Odpowiedz:

Abw sprawdzic, Czy Cigg jest geomelryCzry, nalezy wyka-
s A . i e L

zac, zeiloraz dwdch kalejrych wyrazowfjezt stakginie

n

zalezy od n WyzZnaczamy wzor ogaolrny na » 4 1 wiyraz Cig-
gu:

Z
Obliczamy iloraz kolemych dwdch wyrazdw ciggu (an):
2
G;:‘ = 321 = 331 %:% dla kazdego n=1
3.".*

Ta oznacza, ze ciag(a,)jest ciggiem geometrycznym o ilo-
; 1
rafle —=—
=3

Zadanie 225. [ETTH

OdpowiedZ: g, =6n-5

Zadanie 226. [ETTY

Odpowiedz:

Abwy udowodnic, Ze Cigg jest arytmeryCzry, nalezy wyka-
zac, zerdznica dwach kolejrych wyrazdw ., —a, jest sta-
tainie zalezy od n.
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Wyznaczamy wzdr ogdlny na m 4+ 1wyraz cagu: Zadanie 245.

Oy =l0g, (3.2 ) dla n =1 Odpowied?: B

Obliczamy roznice kalejmych dwach wyrazdw Ciggu (an):

O — 0, =l0g, (3.27")—log, (3-2”)=I0g2%=logz Z=1 Zadania dtuzsze
Zadanie 246. BETTY

dla kazdegonz1

o
m
o
[
3
‘N
o
o
&
L=

220

To oznacza, ze ciag (o, ) jest ciagiemn arytmetycznym o rdz-  Odpowied?: sine =% _ 3:";_3
1
rli':y =l
WyzZnaczamy pierwszy wyraz a,Cagu (a, ) e N E]
1 Eﬁ 13
a,=log,(3-2')=lag, 6 )
0o € Zadanie 247. (BT
Zatem: o, =log, b, r=1
Odpowied?: cas15° =ﬂ
1. Trygonometria Zadanie 248. (ST
Odpowied?:
. . : 5 3 20 4 15 B
Zadania krotsze Sia=57 =705 =5- =1 ar=z2 =
Zadanie 227. [EITA Emﬁ:@_ic =E=§|[gg=@ &
Odpowied?: B _25 5 25 T 3
Zadanie 228. GETTA Zadanie 245. CTT
Odpowied?: D dew.iledz. 1.9
Zadanie 229. (=TT Zadanie 250. ERTTH

Odpowied?: i =29, 39(m)
Zadanie 230. (BT
Odpowied?Z:

C0s563% =0,4540

Zadanie 231. [BTTY

OdpowiedZ: B
Zadanie 232_[EITH
OdpowiedZ: &
Zadanie 233 EEITH
OdpowiedZ: C
Zadanie 234 [EITH
OdpowiedZ: D
Zadanie 235. BRI
Odpowiedz:

1+243+3- 23 =4¢Z
Zadanie 236. (TN
Odpowied?: o = 56°
Zadanie 237. [EITA
OdpowiedZ: &
Zadanie 238_EITH
Odpowied?Z: B
Zadanie 239. REITY
Odpowied?: B
Zadanie 240. EEITA
OdpowiedZ: C
Zadanie 241. (RITA
Odpowied?: B
Zadanie 242 [EITY
Odpowiedz: FF
Zadanie 243. (BT
Odpowied?Z:

NE

Sina0® +cos 30%—rgel® = +

Zadanie 244 [ETTA
OdpowiedZ: BZ

B -E-oen

Odpowied?Z: PF
Zadanie 251. [ETTY
deawiedz’:%
Zadanie 252. (BT
Qdpowiedz: 10,2
Zadanie 253. [EITA

Odpowiedz: D

Zadanie 254. [ETTH

Odpowied?:

5iﬂﬁ=i=£l CGS{S:i:JE
A5 5 445

Zadanie 255. [(EITQ
Odpowiedz: yss 217 | S s 24°

Zadanie 256. [EITW
Odpowiedz: 6 +643

Zadanie 257. [T
Odpowied?:

8) ars 25°% b a = 48° ) a =587

Zadanie 258. [ETTA

Odpowied?: 60+20v2

Zadanie 259 CEEIT
45

deawiedé:T

Zadanie 260. [EITY
OdpowiedZ: 1

Zadanie 261. [EIT4
57

deawiedz’:T

Zadanie 262. [EIT
Odpowied?: 371413

Zadanie 263. [EITA

Qdpowied?: Dhugosc odcinka BC wynosi 2, 3 promier

Qkregy jest rawry 5.

z

(g5



Zadanie 264. [EITY
odpowiedzza[ 2—J§+z]

Zadanie 265. RETTY

Odpowiedz: 5‘:’2—?

Zadanie 266. [T

Odpowiedz:

wartosd funkcji trygonometryCzrych katdw:

cIin =—=l. (_Qg‘—l:@:ﬂ [8 e Z =£
7 1 7 afz 1

5mﬁ=—"{§ cosf=— tgﬁ:ﬂ=4«q§

preyblizone miary katdw astrych:
Siﬂ{:z:%n::[:l,'lﬁ]-ﬁg srad e 87

Cos 3 =%m0,’|429 srad B = 82°

Zadanie 267. [T
OdpowiedZ 36

8. Planimetria

Zadania krotsze

Zadanie 268. [T
Odpowied?: [£40C| =284°,
Zadanie 269. REITY
Odpowiedz: A
Zadanie 270. BEITA
OdpowiedZ: B
Zadanie 271. (BT
Odpowiedz P =33
Zadanie 272. [ETTY
OdpowiedZ a=120"
Zadanie 273. [ETTA
Odpowied?: P =30 crr
Zadanie 274. EETTA
W3

Odpowied?: h= = fcrmy
Zadanie 275. (BT

Odpowiedz: 12 crm

Zadanie 276. (BT
OdpowiedZ: £ =336 (]

£ADC| =38°

Zadania diuzsze

Zadanie 277. BETTA
Odpowied? P =2443 [crre )
Zadanie 278. [EITH
Odpowiedz: D

Zadanie 279. BRI
OdpowiedZ: FF

Zadanie 280. [ETT4
OdpowiedZ: 0 =22°
Zadanie 281. [EITH
OdpowiedZ: FP

Zadanie 282 [ETTA
Odpowiedz: C
Zadanie 283. [ETTY

g 24
Odpowied?: sina==—=
P F= 55

Zadanie 284. [ETT

OdpowiedZ: L =3 (Cm)

Zadanie 285 EEITU
Odpowiedz P =543 (cm?)

9, Geometria analityczna

Zadania krotsze

Zadanie 286. PRITA
Odpowiedz: A
Zadanie 287. [EITH
OdpowiedZ: A
Zadanie 288 FETTA
Odpowied?: C
Zadanie 289 REITH
OdpowiedZ: A
Zadanie 290. BRI
Odpowiedz:C
Zadanie 291. EEITA
Odpowiedz: C
Zadanie 292 [BTTH
Odpowiedz: ¥y =x-5

Zadanie 293 BT

Odpowied?: d =¥
Zadanie 294 (BT

Odpowied?: d=§

Zadanie 295. BB
Odpowiedz: d =292

Zadanie 296. [EITY
Odpowied?: B3
Zadanie 297. [EITH
OdpowiedZ: B

Zadanie 298 [ETT4
Odpowied?: dwa punkry
Zadanie 299 EEITA
Odpowied?: C

Zadanie 300. BEITH
OdpowiedZ: FF

Zadanie 301. [EIT0

Odpowied?: (X—B)z—i—(y—B)z =9, (}C+3)2+(_],f+3)2 =G

(x+3) +(y—3) =91 (x=3) +(y+3)' =9

Zadanie 302. (BT
Odpowied?: C(-2,—324]

Punkr Cjestsymetryczry do punkiu A wzgledern poczgtki

uktadu wspdtrzedrych.

Zadanie 303. EEITH
Odpowiedz: A
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Zadania dluzsze Zadanie 326.2. (TN

EL.

o
m
o
[
3
‘N
o
2
&
o
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Zadanie 304. [EITY
Odpowied?z: FP
Zadanie 305. BETTY
OdpowiedZ: C
Zadanie 306. BRI
OdpowiedZ: D
Zadanie 307. [ETTY
OdpowiedZ: m=-5
Zadanie 308_ETTH
Odpowied?: i =35
Zadanie 309. EETTH
Odpowied?: trzy punky
Zadanie 310. ERITA
OdpowiedZ: C
Zadanie 311. EEITY
Odpowied?: C
Zadanie 312. [BTTY

Odpowied?: h(x|=—2x+2

Zadanie 313. [ETTY
V79

deawiedz’:T
Zadanie 314. [EITY

Odpowiedz: (x+3) +(y—1] =25

Zadanie 315. [ETTH
OdpowiedZ: 24101 7
Zadanie 316. [EITY
Odpowied?: y=—x—0
Zadanie 317 (ETTA
Odpowied?: x E<3. o)

Zadanie 318. [ETT4
Odpowiedz: |48 = 642

Zadanie 319. [EITY

(I
Od ledZz:B=|i=, —=
powied? [ 5 2]

Zadanie 320. EEITH
OdpowiedZ: k: vy = —%x—@

Zadanie 321. [ETTO
Odpowiedz: 458

Zadanie 322. [HITH

OdpowiedZ: x4+ 7y —12=0

Zadanie 323 (EITH
Odpowied?: =5 F =215

10. Stereometria

Zadania krotsze

Zadanie 324 EITH
OdpowiedZ: FF
Zadanie 325. REITH
Odpowiedz: CF

Odpowiedz: V, =288r are i V, = crr

Zadanie 327. EEITY
Odpowiedz: C
Zadanie 328. EIT
Odpowied?Z: FP
Zadanie 329 [EITY
Qdpowiedz: A
Zadanie 330. BRI
QdpowiedZ: BC
Zadanie 331. [BTTQ
deawiedz’:JB_Q CIm
Zadanie 332. (ETTA
Odpowiedz: A
Zadanie 333 [ETTH
Odpowiedz: C
Zadanie 334. [ETTH
Odpowied?Z: PP
Zadanie 335. [ETTQ
Qdpowiedz: 120°
Zadanie 336. [ETTN
Odpowiedz: C
Zadanie 337. BEI'TY
Qdpowied?: B
Zadanie 338. [ETT
Qdpowied?: B

Zadania dtuzsze

Zadanie 339 EITH
Qdpowied?Z: FP
Zadanie 340. [ETTH
Odpowied?: ¢ =60"°
Zadanie 341. (ETTG
Qdpowied?: C35
Zadanie 342. [ETTA
Odpowiedz: D
Zadanie 343. [ETTH
Odpowied?Z: FF
Zadanie 344. [ETTA
Odpowiedz: A
Zadanie 345. [BTTY
QdpowiedZ: BED
Zadanie 346. BRI
Qdpowied?Z: BZ
Zadanie 347. BETTA

Odpowied?: 8[6 +243++421) e

Zadanie 348. BETTH
Odpowiedz: 93 crr?

Zadanie 349. [EITY

Odpowied?: o s 54°

Zadanie 350. EITY

Odpowiedz: 647« e

Zadanie 351. EEITA
Qdpowiedz:120°



Zadanie 352. =T
Odpowiedz: 36(14—\5) CIm
Zadanie 353. [EITY
OdpowiedZ: 63°

Zadanie 354. [T
Odpowied?: a = 78°

Zadanie 355. BB
Odpowiedz: 31°
Zadanie 356. [EIT
Odpowied?: = 55°
Zadanie 357. [EITY
22
8
Zadanie 358. =T
25002

P S
CIT
3

Zadanie 359. BETTA

Odpowiedz: %

Zadanie 360. BRI
OdpowiedZ: 363 crr?

Zadanie 361. =T

OdpowiedZ Wysokost graniastostupa wynosi 4.5, a wy-
sokosc rajkara w przekroju to eNES

Zadanie 362. [T

Odpowiedz 6410 11243

Zadanie 363. [RIT

Odpowiedz 2413

Odpowiedz V =

Odpowiedz:

11. Kobinatoryka

Zadania krotsze

Zadanie 364. PRI
OdpowiedZ: B
Zadanie 365. PEITH
Odpowiedz: D
Zadanie 366. PRI
OdpowiedZ: PF
Zadanie 367. [(EITY
Odpowiedz: C
Zadanie 368 [EITO
OdpowiedZ: FP
Zadanie 369. BRI
Odpowiedz: C
Zadanie 370. BEITA
Odpowiedz: C
Zadanie 371. EEITA
Odpowied?: B
Zadanie 372. PRI
OdpowiedZ: A
Zadanie 373. EITH
OdpowiedZ: B
Zadanie 374. BEITG
Odpowiedz: C

Zadanie 375 EEITH
OdpowiedZ: FP
Zadanie 376 EITQ
Odpowiedz: D
Zadanie 377. (BT
Odpowied?: D
Zadanie 378 EITY
OdpowiedZ: AF
Zadanie 379. ERTTY
Odpowied?: &
Zadanie 380. BEITH
Odpowiedz: D

Zadania dtuzsze

Zadanie 381. [BTTY
Odpowiedz:

wiZysikie mozlivwe wynikic
{10,120, 27,30, 3R, 40, 4R, 50, 5R, 60, 6R}..

Mozrna olrzymadc 12 razrych wynikdw,

Zadanie 382. (BT
Odpowied?:

={01.0.2).(,2).0.4).(.5).2.9.22).(2.3). (2.4,
(2.5).(3.1)(3.2). (3. 3).(3.4). (3.5). (4.1).(4.2). (4. 3),
(.4). (4.5).(5.1). (5.2).(5.3). (5.4). (.5)

Zadanie 383. [ETTH

OdpowiedZ: 25

Zadanie 384. [ETTY

Odpowied?: 300 stow

Zadanie 385 (BT
Odpowied?:

1 2 a
g & ¢ @ B ¢ @ b T

wiZysikie mozlivwe napisy:

{’la. 16,1, 20, 2b, 2¢, 3a. 3b, 3c}.

Mozrna olrzymad 9 raznych napisdw.

Zadanie 386. ETT4

Odpowied?z:

0 ={(1, 6).(2.3),(26).(3.2).(36). (4. 3). (4.6). (5.6). (6.1),
(6:2).(6:3).(6.4).(6.5).(6.6). (6.7). (7.6}

Zadanie 387. [BTIN

Odpowiedz:

wyiki sprzyjajace zdarzenil A

A= {(1 1. (13), (15} (3.10.(3.3). (3.5). (5. 1), (5.3), (5.5)}
wyiki sprzyjajace zdarzenid &:

8={(56).(6.5). (6.6)}

wyiki sprzyjajace zdarzenid C

g=0
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Zadanie 388 BT
Odpowied?Z:

Przestrzenig zdarzer elementarnych tego doswiadozenia

lasowegao jest Zhidr:

0 :{(1, (20, (13) (20 (2.2). (2 3).(3.10.(3.2). (3.3)}

Wiyniki sprzyjajgce zdarzeniu A: A=0

Zdarzenie A jest ZdarZeniem pewrym.

Wiyniki sprzyjajgce zdarzeniu &:
-{21.1).E2)

Wiyniki sprzyjajgce zdarzeniu & C =@

Zdarzenie CJest zdarzeniem niemao Zlivym.

Zadanie 389. FETTH

Odpowied?: A=3

Zadanie 390. EETTN

Odpowied?: A=8

Zadanie 391. (BT

Odpowied?: A'= {(DRR). (RRR))

Zadanie 392_[ETTA

Odpowied?Z: 72

Zadanie 393. EETTA
Odpowied?Z:

I R

/\

iﬂz';yztcllie F:“r‘uj'zliﬁ.we Wy ki
{(00). (o). (RO). (R}

Mozna otrzymad 4 razne wyniki.

Zadanie 397. BRI
Odpowied?:

Przestrzenig zdarzer elementarmych tego doswiadczenia

losowego jest zbidr:
={0.9).016).(.9). (6.1).(6.6). (. 9).(9.1).(9:6).(3.9)
Wymlq Sprzyjajace zdarzeniu A:

A={(1).(1.€).(.9). (6. 1). (6.9). (2.1). (2.6). (9.9}

Wymlq sprzyjajace zdarzeniu 8:

a={(11).(16) (6.1}

Wiydarzenie 4’ przeciwne do zdarzenia A:
={(6. o))

Liczka mazlivech ek dw: Al=1
zdarzenie 8 przeciwne do zdarzenia &:

={(1.9).(.6).(6.9). (0.1). 0.6). (2.9)}
LicZba mozliveych wiyrikow: g —6
Zadanie 398. [EITY

Odpowiedz: 102 zestawy

Zadanie 399. (BT
Odpowied?: 258 sposabdw

Zadanie 400. [EITY
Odpowied?z: 12 sposobdw
Zadanie 401. BRI
Odpowied?: 9216 sposobdw
Zadanie 402. [T
Odpowiedz: 144

Zadanie 403. [T
Odpowied?Z: 74

12. Rachunek prawdopodobienstwa

Zadanie 394. CETTA i statystyka

deawiedz’:ﬁ:él

Zadanie 395. EETTA

Odpowied?Z:

Przestrzenig zdarzer elementarnych tego doswiadozenia

Zadania krotsze

o
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losowego jest Zhidr:

a={(1.1.(1.2).(1.3). (1.4). (15).(16).(2.1).(2.2). (2. 3).
(2.4).(2.5).(2.6).(3.1).(3.2).(3.3).(3.4).(3.5). (3. 6).
(41 (4.2).(4.3).(4.4).(4.5).(46).(51).(52). (5. 3),
(5.4).(5.5).(5.6).(6.7). (6.2). (. 3).(6.4).(6.5). (6.6}
Wiyniki sprzyjajgce zdarzeniu A: A=100

Zdarzenie A jest ZdarZeniem pewym.
Wyniki sprzyjajgce zdarzeniu B:

8= {(1 0.0.3).01.5) (3 7). (3.3).(3.5). (5.7). (5.3). (5.5)}
Wiyniki sprzyjajgce zdarzeniu & C =@
Wiyniki sprzyjajgce zdarzeniu -

={(13).(14).(16).(2.4).(25).(31). (3.5). (3.6).(4.1).

(4.2).(4.6).(5.2). 5.3). (6.1, (6.2).(6.4)
]

Zdarzenie A jest ZdarZeniem pewym.
Zdarzenie Cjest zdarzeniermn riema Zliveym.

Zadanie 396. (BT
Odpowied?Z: 3o

Zadanie 404. EETTH
Qdpowiedz: C
Zadanie 405. [ETTA
Odpowied?: A
Zadanie 406. [ETT
Odpowied?: B
Zadanie 4071 R4
Qdpowied?: B

Zadanie 407.2. BER &
Qdpowied?: 2
Zadanie 407.3. [ETI33
Odpowied?: 2,4
Zadanie 408. [ETTA
Qdpowiedz: D
Zadanie 409. [ETTO
Qdpowiedz: C
Zadanie 410. EEITH
Odpowied?Z: FP
Zadanie 411. EEITA
Odpowied?Z: PP
Zadanie 412. [EITY
Qdpowiedz: D




Zadanie 413.
OdpowiedZ: B

Zadania diuzsze

Zadanie 414. [ETTY
OdpowiedZ: (0,5

Zadanie 415. (BT
OdpowiedZ: 0.2
Zadanie 416. BT
Odpowiedz: P(A] =§
Zadanie 217 EETTA
Odpowiedz: 4
Zadanie 418. [ETTY
OdpowiedZ: BF

Zadanie 419. [ETTH
Odpowied?:

a; Wynik lepszy niz Kuba Z egzaminug maturalnego z mate-

matyki Uzyskato 40% Ucznidu.

by Magda mogha uzyskad 46% punkidw Z egzaminy matu-

ralnega z marematyki.

Zadanie 420. [ETT4
Odpowiedz: 3380 zt

Zadanie 421. (BT
OdpowiedZ 8,23 zt

Zadanie 422. [ETTY
Odpowiedz: 1. -2°C
Odpowiedz: 7. 0,5°C
Zadanie 423. [ETTY
OdpowiedZ: 1
Zadanie 424. [ETTA

Odpowiedz: 2
114

Zadanie 425. (=T

Odpowied?: x = 3, mediana = 4, oena dostateczna

Zadanie 426. [T
Odpowiedz: 1,52 zt

Zadanie 427. [ETTY
OdpowiedZ: 0,5

Zadanie 428. [ETTA

. s
Odpowied?: T8

Zadanie 429 (ETTH
;s 1
Odpowied? —
P 30

Zadanie 430. [EFTA
Odpowiedz: 9 kul czarmych

Zadanie 431. [EIT

Odpowiedz: w drugim konkursie

Zadanie 432. [ETTH
Odpowiedz:

a) Waga dziewczynki znajduje sie miedzy 75 3 90 centy-

lerm.
) Ta dziewczyna wazyta okoto 17 k.

C) Waga Amelil 1 Klary znajduje sie w granicach narmy,

waga Natalii jest poza granica normmiy.

Zadanie 433. [ETTY
Odpowied?: srednia arytmetyczng =2, 30
mediana = 2.5, dominanta =3

Zadanie 434. [ETTY

Odpowiedz: co najmniej 17 punkidw
Zadanie 435. (=T

Odpowied?: ok 170367 zt

Zadanie 436. [EITY
OdpowiedZ: ok. 718%

Zadanie 437. [EYTTY
Odpowiedz: 4700 zt

Zadanie 438. (=TT
Odpowiedz: ok. 1,0 dag
Zadanie 439. (BT
Odpowiedz: 0,75
Zadanie 440. [ETTY
Odpowiedz: ok 0,03

Zadanie 441. (=TT

Odpowied?: Bardzie] prawdopodobne jest wyrzucenie
jednego orta.

Zadanie 442. (BT
Odpowied?: 8 luk 9 kul Biakych

Zadanie 443. [EITO
Odpowied?: b luk 9 ocen bardzo dokrych
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Wybrane wzory matematyczne
na egzamin maturalny z matematyki

1. WARTO0S¢ BEZWZGLEDNA LICZBY

o Waros¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:

oy da x>0
Xx|i= =
x| {x dla x <0

Liczba |x| jestto odlegtosé na osiliczbowej punkiu x od punktu 0.

o Dla dowolnej liczby x mamy:

|x| = 0 |x] = 0 wiedyitylkowtedy, gdy x =0 |— x| = |x|

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, v mamy:

lx + 3| < |x] + [v] lx — vl < |x| + ¥l |x - vl = |x]| - |¥]

Ponadto, jesli v = 0, to:

|_ | x|

|x
vl Iyl

» Dla dowolnych liczb rzeczywistych ¢ oraz v = 0 mamy:

lx —al <+ wiedyitylko wtedy, gdy a—r<x<a+yv

lx —a]l =+ wiedyitylkowtedy, gdy x<a—# lub x> a+7r

2. POTEGIIPIERWIASTKI

« Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Dla dowolnej liczby rzeczywiste] ¢ definiujemy
jej n-ta potege:

at=da-a-...-d
A ——
1 razy

« Pierwiastkiem arytmetycznym “a stopnia n z liczby a > 0 nazywamy liczbe b >0
taka, ze b™ = q.

W szczegolnosci, dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ prawdziwa jest rownos¢:

Jaz = |al
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Jezeli a < 0 oraz liczba n jest nieparzysta, to %a oznacza liczbe b < 0 taka, ze
b = a.

W zbiorze liczb rzeczywistych pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.
Niech m, n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

— dla a# 0O a“:ain oraz a%=1

—dlaa=>0 d7=Ya™

- dla a > 0: ¥

S E

L
om

Niech ¥, s beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jesli a >0 i b > 0, to:

a’l‘"
T I T=+5 s -5 _ =5
a cat =a (a" Y =a _aﬂ_a
ayt  a’
@ b)Y =at b (3) ==
(a-b) 5 %

Jezeli wyktadniki v, s sa liczbami catkowitymi, to powyzsze wzory obowiazuja dla
wszystkich liczb a =0 i b # 0.

Niech x,y beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Jezeli a € (0, 1}, to nierownosé¢ a* < a” jest rownowazna nieréwnosci x > .
Jezeli a¢ € (1, 420}, to nieréwnosé a* < ¢¥ jest rownowazna nieréwnosci x < y.

3. LOGARYTMY

Niech @ > 0 i a # 1. Logarytmem log, b liczby b > 0 przy podstawie ¢ nazywamy
wyktadnik ¢ potegi, do kiérej nalezy podnie§¢ «, aby otrzymac b:

log, b=rc wiedy i tylko wiedy, gdy at = b

Rovwnowaznie:

alugab = h

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x > 0, v > (0 oraz r prawdziwe sa rownosci:

log (x-v}=log,x+ log, vy log, x" =+ -log, x

x
log, (;) =log,x—log,y
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Wzor na zamiane podstawy logarytmu:

jezeli o >0, a+1,b>0,b+ 1 oraz ¢ > 0,10

l log, ¢
0gp € =
B log, b
W szczegolnoSci:
1 b= -
08a? = log, a

Zapisy logx oraz lgx oznaczaja log,yx.

4. SILNIA. WSPOLCZYNNIK DWUMIANOWY

o Silnig liczby catkowitej dodatnie] n nazywamy iloczyn kolejnych liczb catkowitych od 1
do n witacznie:

n'=1-2-...-n

Ponadto przyjmujemy umowe, ze 0! = 1.

Dla dowolnej liczby catkowitej n = 0 prawdziwa jest rownosc:

(n+ 1 =n'-{n+ 1}

e Dia liczb catkowitych n, & spetniajacych warunki 0 < k <n definiujemy wspétczynnik

dwumianowy (2) (symbol Newtona):

!
&) =7

Prawdziwe sa rownosci:

my, nh—-1n-2)-..-(n—k+1)
(k): k!

L=t @=n  LIJ=n ()=1

(=G G+lerd)=GID)

-
£
;
-
g
]
=
g
E
£
£
g
o
L]
)
=
L)
£
-
;
-
£
>
g
2
L]
=
g
=
-3

228



5. Wz6rR DWUMIANOWY NEWTONA

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej » oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych «, b mamy:

o= (e (eto v (Farors o,

0 1 k T Jabria ()b

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

(@b = (= (Dar1p+ .+ 1 (D) amrpr 4+ (-1 (7 b

6. WzORY SKROCONEGO MNOZENIA

Dla dowolnych liczb rzeczywistych «, b:

(a+ b)Y = a®+ 2ab + b? (a+ 5 =a®+ 3a2h + 3ab® + b°

(a— b)Y = a?— 2ab + b? (a— b)Y =a®—3a?h+ 3ab? - 1>

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych «, b mamy:

a®— b ={a— bYa"" 1+ a" b+ 4 a™FPI 4 4 ab™2 4 B

W szczegolnosci:

a2 — b ={a— b¥a+ b) a?—1={a— D{a+1)

a®—b® = {a — b)Y a? + ab + b?) @ —1={a—Da?+a+1)

a®+ b3 = (a + bYa® — ab + b%) ad+1=(a+1}a’>—a+1)
a"—1={a— {1+ a"2+ .. +a+1)

7. FUNKCJA KWADRATOWA

o Wyréznikiem A tréjmianu kwadratowego ax?+ bx + ¢ (a £ 0, b, ¢ € R) zmiennegj
rzeczywistej x nazywamy liczbe

A= b — dac

» Postaé ogélna funkcji kwadratowej: f{x}=ax?+bx+c¢, a#0, b,c€R, x€R.
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o Wykresem funkcji kwadratowe] jest parabola o wierzcholku w punkcie

b A

W: (p;q} gdz|e = _EJ q = _E

Gdy « < 0, to ramiona paraboli skierowane sa ku dotowi. Gdy « > 0, to ramiona paraboli
skierowane sa ku gorze.

a <0 y = ax? a>0 i g
v 4 v 4
1+ 14

} e i B

O \1 X 0] 1 X

» Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax?+ bx+ ¢

(liczba pierwiastkow trojmianu kwadratowego, liczba rzeczywistych rozwigzan réwnania
kwadratowego ax® + bx + ¢ = 0) zalezy od wyréznika A:

1. jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe (tréjmian kwadratowy ma
dwa roézne pierwiastki rzeczywiste, rownanie kwadratowe ma dwa rozwiazania
rzeczywiste):

—b—+2 :—b+vﬁ

*2 2a

2. jezeli A =0, to funkcja kwadratowa ma doktadnie jedno miejsce zerowe (trojmian
kwadratowy ma jeden pierwiastek, rownanie kwadratowe ma dokiadnie jedno
rozwigzanie rzeczywiste):

3. jezeli A < 0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych (trojmian kwadratowy nie
ma pierwiastkow rzeczywistych, rownanie kwadratowe nie ma rozwiazan rzeczywistych).

» Postaé kanoniczna funkcji kwadratowej:

fixy=alx—p)¥+yq
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« Jezeli A= 0,tofunkcje kwadratowa mozna przestawi¢ w postaci iloczynowe|

f(x) = alx —x}(x — x3)

o Wzory Viete'a

Jezeli A= 0, to

oy

xl—I—xz:—E xl-xzza

8. ClAGl

o Wz0r na_n-ty wyraz ciaqu aryimetyczneqo (., }, okreslonego dla n = 1, o pierwszym
wyrazie «, irdznicy 7:

iy =y + (n—

« Wzory na sume 5, poczatkowych 1 wyrazow ciagu aryimetyczneqo:

_Up Tty 2yt (n—1)
= > N Fi e > N

» Dila sasiednich wyrazéw ciagu arytmetycznego {a,,} prawdziwa jest réwnosé:

_ Un-q + Uppq

iy 5 dla n = 2

o Wz6ér na_n-ty wyraz ciagu geometryczneqo (., }, okreslonego dla #n = 1, o pierwszym
wyrazie «, iilorazie g:

i, =t g* ! dla n>2

« Wzory na sume 5., poczatkowych 1 wyrazow ciagu geometrycznedqo:

T

Sn:ai-l_qq da g#+1 S,=n-aqy dla g=1
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Dla sasiednich wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,} prawdziwa jest rownosé:

(0,)% = tpy * Gpyq dla 122

Suma wyrazow nieskonczonego ciaqu geometrycznedo

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (a,}, okreslonydla n > 1, o ilorazie ¢.
Niech (S5,) oznacza ciag sum poczatkowych wyrazéow ciagu (u,, ), to znaczy ciag
okreslony wzorem 5, =, +d; + ...+ a, dla n= 1.

Jezeli |g| < 1, tociag {S,} ma granice réwna

S — i !
= 111 —
anSﬁ 1—-q

Granice te nazywamy suma wszystkich wyrazéw ciagu (a,, ).

Twierdzenie o granicy sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciagdw zbieznych

Jezeli ciagi (a,) i (b,), okreslone dla kazdej liczby naturalnej n = 1, sg zbiezne
i lim ¢, =a oraz lim b, = b,tociagi (a, + b,}, (¢, — by}, (a, - b,} sazbiezne,

TL—=Oo L= 0o

a ponadto

lim (e, + b} =a+b lim (e, — b} =a— b lim{a,-b,}=a-b
LoD oo oz

Jezeli ponadio b, + 0 dla n > 1 oraz b =+ 0, to ciag (g—z) jest zbiezny i

(Y _a
lim (%) =3

Twierdzenie o trzech ciagach
Jezeli wyrazy ciagéw (a, )}, (b} | (c,), okreslonych dla n = 1, spetniaja nieréwnosé
i, <b,<¢c, dan=>1aciag {(a,} i {c,} sazbiezne do wspdlnej granicy
lim a, = lim ¢, = g,to ciag (b,) jest zbiezny, a ponadio lim b, = g.
= oo n—oo

TL—= 0o

Procent sktadany

Jezeli kapitat poczatkowy K, zltozymy na okres 1 lat na lokacie bankowej, ktorej
oprocentowanie wynosi p% w skali rocznej, a kapitalizacja odsetek nastepuje po uptywie
kazdego roku trwania lokaty, to kapitat koncowy K, jest okreslony wzorem:

n

anf{ﬂ-(1+%)




Wybrane granice

1 T
lim (1 + —) s
T —os T

limYn=1

T =00

lim Ya=1 dla kazdego ¢ >0

TL =00

lim g™ =0 dla kazdego ¢ € (—1,1}

TL =00

1
lim —=10 dla kazdego k& > 0

T —os ﬂk

lim n® = +eo  dla kazdego & > 0

TL =00

9. TRYGONOMETRIA

Definicje funkcji trygonometrycznych kata ostreqo w tréjkacie prostokatnym

: o
SIT(F — ==
C

b
Cos = —
C

. (3
o ==—
e =7

B

Definicje funkcji trygonometrnycznych dowolneqo kata

Y A

: ¥
sing ==
i
x
COS( = =
¥
tgtx:ji, oile x £ 0
x
gdzie
r=|0M|=/x2+y2>0

E
£
:
%
=
=
i
o
E
£
£
g
o
L1
)
=
L)
£
<l
;
%
£
>
g
-
L]
=
g
=
-3

233



Wykresy funkcji tryqonometrycznych
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o Wartosci funkcji tryqonometrycznych dla wybranych katow

0" 30° 45° 60" 40"
24 0 1 1 1 1
6 PR 5 2
1
sin o 0 — E E 1
2 Z 2
1
COS 1 E E — 0
2 2 2
to o 0 E 1 V3 hie istnieje
3

+ Funkcje tryqgonometryczne sumy i réznicy katow

Dla dowolnych katéw « oraz f§ prawdziwe sa réwnosci:

sinf{ee + ) = sinecos § + cos e sin 8
sinf{ee — ) = sinecos § — cos e sin 8
cos{or + ) = cosecos f — sinesin

cos{ee — ) = cosacos S + sinesin 8

Ponadto
_ tgattgp T
tg({x+'8}_1—tgfx-tg,8 gdy tx,ﬁ,tx—i—,BiZ—I—kE, keZ
_ tga—tgf 15

+ Funkcje tryqonometryczne podwojoneqo kata

Sinda = 2sinacosa
cos 2a = cos? a — sin a
cos2ae=2costa—1
cos2ae=1—2sin‘a

2tg

————— oile tra istniejei tefa £ 1
T—2a Ol jei tg

teda=
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Wybrane wzory redukcyjne

sin{90° — a} = cosa cos{90° —a) = sina
$in{90° 4+ &} = cos cos{90° + a) = —sina
sin{180° — )} = sina cos{180° — &) = — cosa tg(180° —a) = —tga

sin{180° + a)} = —sina  cos{180°+ a) = — cosa tg(180°+ &) = tga

Sumy. réznice i iloczyny funkcji tryqonometrycznych

o+ o — x + (R

sina + sin f = 2 sin 'Scns B cosa+ cosfi = 2cos B COos B
2 2 2 2

. . a+p  a—-pf L a+p  a—f
sina — sin f§ = 2 cos > sin = cose — cos f§ = —2sin > sin >

sineg - sinf§ = — % [cos{a + £} — cos{a — §}]
cosa - cosfi = %[CDS({I + B} + cosl{a — )]

sine - cos B = %[sin(tx—I— B} + sin(a — 5]

Okresowosc funkcji tryqonometrycznych

Dla kazdego kata « iliczby catkowitej k& prawdziwe sa zwiazki:

sinfa+ & - 360°) = sina cosfa+ k- 360°) = cosa

Ponadto jezeli « # 90° + m - 180° (gdzie m € 7), to:

tg(ae + k- 180%) = tga




10. PLANIMETRIA

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia w trojkacie ABL:

a, b, c — diugosci bokow w trojkacie ABC

e, 5, v — miary katow wewnetrznych trojkata lezacych
— odpowiednio — przy wierzchotkach A, B
oraz €

B, r — diugosci promieni okregdéw opisanego

.. . A ¢ B
| wpisanego w trojkat ABC

h,, by, b, —wysokosci trjkata opuszczone — odpowiednio — z wierzchotkow 4, B i €.

P — potowa obwodu tréjkata ABC ).
_atb+c
=
C
» Twierdzenie Pitagorasa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)
b
i
Jezeli wtrojkacie AB{ kat y jest katem prostym, to
A ¢ B

a+ b? =¢?

Jezeli w trojkacie ABC diugosci bokow spetniaja rownosé a’ + b2 = ¢?,to kat y jest
katem prostym.

« Twierdzenie sinusow

a b C
= iR 3 b e AR
Sin o sin fi sin y

s Twierdzenie cosinusow

a® = b% +¢?—2bec-cosa
b2 =a®+¢? - 2ac-cosfB

¢2=a?+b%2— 2ab- cosy
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» \Wzory na pole tréjkata ABC:

1 1
FﬂABc ZE(I'hQZEb'hb ZEC'hC

1
Pasnc =Eab -siny = Ebc: - sina = Em-sinﬁ

abc
FMBC:E Prage =p 7

Pause =P — a)(p — bY(p — ©)

1 , sinf-siny 1 , siny-sinae 1 , sina-sinf
FMBC:EQ — e ) —— e - —

Sin o 2 sin f 2 sin y

Prage = 2R? -sina - sin 8 - siny

s Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym

Przyjmijmy, ze w trojkacie ABL kat przy wierzchotku € jest katem prostym. Niech [
bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka { na podstawe AR trojkata.

Wowczas:
b
he=+/lAD[- DB~ he=—
i+ b—c 5
P e——— ==
2 2

a=c-sina=c-cosf=h -twa=5h -—
tgf

s  Zwiazki miarowe w trojkacie rownobocznym

¢t — diugosc¢ boku tréjkata rownobocznego
h — wysokos¢ trojkata réwnobocznego

c
av3 a®V3
=" Fa=—3
a/f h i
r==~Hh R==h \
A i g8
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Cechy przystawania trojkatow

G M

A g K L

a) cecha przystawania ,bok—-bok-bok” dla trojkatow ABC | KLM:

diugosci bokow trojkata AB{ sa réwne odpowiednim diugosciom bokéw tréjkata
KLM,np.: |AB| = |KL]|, |BC| = |KM]|, |CA| = |ML].

b) cecha przystawania ,bok-kat-bok” dla trojkatow ABC 1 KLM:

diugosci dwoéch bokow trojkata ABC sa rowne odpowiednim diugosciom dwoéch bokow
trojkata KLM i katy miedzy tymi parami bokéw sa przystajace, np.: |AB| = |KL|,
|BC| = |KM| i |4ABC| = |4LKM].

¢) cecha przystawania ,kat—bok—kat” dla trojkatow ABC | KLM:
diugos¢ jednego boku trojkata AB{ jest rowna diugosci jednego boku trojkata KiLM
| katy przylegte do tego boku trojkata ALL sa przystajace do odpowiednich katow

przyleghtych do odpowiedniego boku trojkata KLM, np.:
|ABAC| = |aKLM| i |2ABC| = |aLKM| i |AB| = |KL]|.

Cechy podobienstwa trojkat ow
c

A g K L

a) cecha podobienstwa ,bok-bok-bok” dla trojkatow ABC 1| KLM:

diugosci bokéw trojkata ABC sa proporcjonalne do odpowiednich diugosci bokow

. AR BEC CA
trojkata KLM, np.: ﬁ = ﬁ - ||MK||'

b) cecha podobienstwa ,bok—kat—bok” dla trojkatow ABC | KLM:

diugosci dwoch bokéw trojkata ABC sa proporcjonalne do odpowiednich diugosci
dwoch bokow trojkata KLM i katy miedzy tymi parami bokow sa przystajace, np.:
|AB|  |AL] | _
W— W | |ZiBAC| = |ZiLKM|.

¢) cecha podobienstwa kat—kat—kat” dla trojkatow ABC 1 KLM:

katy trojkata ABC sa przystajace do odpowiednich katow trojkata KLM, np.:
|2BAC| = |4LKM| i |4ABC| = |4KLM| i |4ACB| = |4aKML|.
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Twierdzenie Talesa (wraz z twierdzeniem odwrothym do nieqo)

Rézne proste AL | LD} przecinaja sie w punkcie P, przy czym spetniony jest jeden
Z warunkow:

—punkt A lezy wewnatrz odcinka PE oraz punkt € lezy wewnatrz odcinka P}
LUB

—punkt A lezy na zewnatrz odcinka FB oraz punkt { lezy na zewnatrz odcinka FLi.

. . [AB| |CD] . ;
Jezeli P4~ W,to proste AC 1 B} sarownolegle.
- : , AB| _ |CD]
Jezeli proste AL i B} sardéwnolegte, to P4~ |

Twierdzenie o dwusiecznej kata

Jezeli dwusieczna kata wewnetrznego (zewnetrznego) trojkata ABC poprowadzona
z wierzchotka { przecina prosta zawierajaca odcinek AE w punkcie [}, to

|AD|  JAC|
|BD|  |BC|

Koto

Pole F kota o promieniu + jest rowne:

E=nr

Obwod [ kota o promieniu v jest rowny:

= Ziig




» Wycinek kota

Pole F wycinka kota o promieniu » i kacie Srodkowym ¢«
wyrazonym w stopniach jest rowne:

i

_ 2
360°

P - ¥

Diugosc L tuku AB wycinka kota o promieniu » ikacie Srodkowym
¢ wyrazonym w stopniach jest rowna:

x
= - 2Ty
360°

o Katy w okrequ

Miara kata wpisanego w okrag o Srodku O jest réwna potowie
miary kata srodkowego, opartego na tym samym tuku.

W szczegdlnosci kat wpisany oparty na potokregu jest katem
prostym.

Miary katow wpisanych w okrag o srodku @, opartych na tym
samym tuku, sa réwne.

« Twierdzenie o kacie miedzy styczna i cieciwa

Dany jest okrag o Srodku w punkcie O icieciwa AB tego okregu. Prosta AC jest styczna
do tego okregu w punkcie A, natomiast punkt F lezy na tym okregu i nie nalezy do
kata CAB. Wiedy

|3APB| = |4CAB| i |4AOB|=2-|4CAB|

przy czym wybieramy ten z katow Srodkowych AO B, ktory jest oparty na tuku znajdujacym
sie wewnatrz kata CAD.
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» Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli styczne do okregu w punktach A i B przecinaja sie w punkcie F,to

A

|EA| = |PB|

» Twierdzenie o odcinkach siecznej i stycznej

Dane sa: prosta przecinajaca okrag w punktach A i B oraz prosta styczna do tego okregu
w punkcie (. Jezeli proste te przecinaja sie w punkcie F,to

|PA| - |PB| = | PC|?

c N

o Czworokaty

Trapez — czworokat, ktéry ma co najmniej jedna pare bokow rownoleghych. b
Wzor na pole P trapezu:

a—+ b
L= = -h
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Réwnolegtobok — czworokat, ktdry ma dwie pary bokow rownoleghych.
Wzory na pole P rownolegtoboku: o c

£ =ah P=a-b-sina

1
F:E- |AC| - |BD] - siny

Romb — czworokat, ktory ma wszystkie boki jednakowej diugosci.
Wzory na pole P rombu: b C

P = ah P=qa? sina

1
P ==-]AC| - |BD|

" B

Deltoid — czworokat wypukty, ktory ma os symetrii zawierajaca jedna z przekatnych.
Wzoérna pole F deltoidu:

1
P ==-1AC| - |BD|

« (krag opisany na czworokacie

Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wiedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego
przeciwleghych katow wewnetrznych sa rowne 180°.

at+ty=5+40
a+y=180° B+&=180°
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« (Kkraq wpisany w czworokat

W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag
wtedy i tylko witedy, gdy sumy diugosci jego
przeciwleghych bokéw sa rowne.

a+ec=b+d

 Pola figur podobnych

Jezeli figura ‘B o polu Pz jest podobnado figury -A o polu Pg (réznym od zera) w skali &,
to stosunek pal tych figur jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.

Fa

11. GEOMETRIA ANALITYCZNA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

» Diugosc odcinka

Diugosc odcinka AB o kofcach w punktach A = (x4, 34} y4 B(xz,V5)
oraz B = (xg, vy} jest réwna:
S(‘XSJ y.S'j
|AB| = x/(xﬁ —R Tt DR
« Wspéirzedne Srodka odcinka A{xq, 54) "
X

Wspotrzedne srodka 5 = (x;, v} odcinka AB o koncach
w punktach A4 = {x,,v,} oraz B = {xg, vy} sarowne:

X4 T Xp _ Yat Vg
Xs = 5 ¥ = 5
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Rownanie kierunkowe prostej

Jezeli prosta nie jest rownolegta do osi Oy, to mozna

opisac ja rownaniem Kierunkowym :

y=ax+b

Liczba a to wspoétczynnik kierunkowy prostej.

}F:

Y i

axk

b

hoes

a=tge

Prosta o rownaniu y = ax + b przecina 0§ Oy w punkcie (0, b)}.

\E

Réwnanie kierunkowe prostej o danym wspotczynniku kierunkowym ¢, ktéra przechodzi

przez punkt P = {xq,v}:

vy = aflx — xg} + ¥g

Roéwnanie kierunkowe prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = {x,,v,} oraz

B = (xBJyB}:
¥ —¥a = alx — x4)
gdzie
yﬂ_yﬂ
a_—xg—xﬂ gdy xp#F x4

Réwnanie oqdlne prostej

Ax+By+C =0, gdzie ABCeERiA2+B2%£0

Jezeli A = 0, to prosta jest rownolegta do osi Ox;jezeli B = 0, to prosta jest rownolegta
do osi Jv;jezeli { = 0, to prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Réwnanie ogélne prostej, kiéra przechodzi przez dwa dane punkty A = {x,,v,} oraz

B = (xBJyB}:

(y—y)lxp—x ) —yp—yvdlx—20 =0
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+ Proste rownolegie

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych v =a,x+b;, oraz y=a,x+b, sa
rownolegte wiedy i tylko wiedy, gdy:

(112 (12

Dwie proste o rownaniach ogélnych A, x+ By + =0 oraz A, x+ B,y + =0 s3
rownolegte wiedy i tylko wiedy, gdy:

Ai'Bz_Az'Bj_:D

» Proste prostopadte

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych v =a,x+b;, oraz y=a,x+b, sa
prostopadte wiedy i tylko wiedy, gdy:

(11'(12:_1

Dwie proste o rownaniach ogélnych A, x+ By + =0 oraz A, x+ B,y + =0 s3
prostopadte wiedy i tylko wiedy, gdy:

Ai'A2+Bj_'BZZD

o QOdlegtos¢ punkiu od prostej

Odlegtosé d punkiu FP{x,, vy} od prostej o réwnaniu ogélnym Ax 4+ By +C =10 jest
rowna:

d:leﬂ—i_Byﬂ—i_Cl

Ny

+« Rodéwnanie okrequ

Réwnanie okregu o §rodku 5 = (@, b} ipromieniu v > 0 w postaci kanoniczne;j:

(x = b P} R=p2

Réwnanie okregu o srodku 5 = {(a, b} ipromieniu v > 0 w postaci ogolnej:

x4+ y:—2ax—-2by+c=0

gdzie ¢ = a® + b% — r2,
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Wspoétrzedne wekiora, diugosé wektora, dziatania na wekiorach

Dane sa punkty A= 1(x,v.,} oraz B = (xgvg}. Wspoirzedne wektora AR
w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych zaczepionego w punkcie A:

AB = [xz — x4, %8 — ¥4l

Jezeli i = [uy,u,] oraz ¥ = [v,,1,] sawekioramioraz ¢ € R, to:

U+ 7= [ug + vy, U4y + 5] - =[a- iy, d u;l

Diugoscia |u| wekiora @ = [u,,u,] nazywamy liczbe

8l =+ (u1)% + (up)?

Przeksztatcenia geometryczne

Przesuniecie o wektor i =[a,b] przeksztalca punkt P = (x,%} na punkt
Pl= (x4 ay+.b).

Symetria osiowa 5,, wzgledem osi Ox przeksztatca punkt P = (x,¥} na punkt
P = (x,—¥).

Symetria osiowa Sy, wzgledem osi Oy przeksztaica punkt P = (x,y¥} na punkt
P = (—x,¥).

Symetria srodkowa 5, wzgledem punkiu X = {a, b} przeksztatca punkt P = {x, v} na
punkt P’ = (2a — x,2b — y).

W szczegodlnosci symetria Srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych
przeksztatca punkt P = {x,v} napunkt P = {—x, —v).

Pole tréjkata

Pole trojkata ABC o wierzchotkach A = (x,, v.}, B = (xp, vg} oraz € = {x.,v-} jest
rowne:

1
Paapc = E | (xg — 2 (Ve — ¥a) — (¥ — ¥aHxe — x4}
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» VWWspotrzedne Srodka masy trojkata

Wspotrzedne srodka masy S = (xq,v.) trojkata ABC o wierzchotkach A = (x,, v},
B = (xg,vg) oraz € = (x.,v.}, czyli punktu przeciecia jego srodkowych:

_ Xg T XptXe _ ¥Yat¥ert¥e
Xs = 3 ¥s = 3

12. STEREOMETRIA

» Twierdzenie o trzech prostych prostopadiych

Prosta & przebija ptaszczyzne w punkcie P pod katem ostrym. Prosta { jest rzutem
prostokatnym prostej & nate ptaszczyzne. Prosta 1 lezy na tej ptaszczyznie i przechodzi
przez punkt P.

Wowczas prosta i jest prostopadta do proste] & wiedy i tylko wiedy, gdy i jest
prostopadta do prostej {.

Przyjmujemy oznaczenia:

£. — pole powierzchni catkowitej 'y, — pole powierzchni bocznej
B, — pole podstawy IV — objetos¢

» Prostopadtoscian

H. G
Ef] F
B. = 2(ab+ bc + ca) |
| i
V = abe |
1 Jc
gdzie a, b, ¢ sadiugosciamikrawedzi prostopadtoscianu b
A ia B
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« (Sraniastostup prosty

Ji {
| f H
Eﬁj — (]E)' }1 i i
F | [
V=FE"h :I | h
gdzie Ob jest obwodem podstawy graniastostupa, ELF*J‘L
natomiast A —wysoko$cia graniastostupa. ¢
A B
» Ostrostup %
1
V= 3 F-h

o)

1
1
b
1

Tas
|

A B
« Walec
P, = 2nrh //_\
B. = 2ur(r + h) v
s Z

V =xwrh i

gdzie h jest wysokoscig walca, O - Srodkiem sym etrii T

i N, S

podstawy walca, v — promieniem podstawy walca.

s Stozek
Eﬁj — ?T?AI
E=nar{r+1)
vV = Zh
= =7t
3

gdzie r jest promieniem podstawy stozka, h — jego wysokoscia, natomiast { —tworzaca
stozka. Punkt ) jest Srodkiem sym etrii podstawy stozka.
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gdzie r jest promieniem kuli, natomiast - Srodkiem symetrii kuli.

13. KOMBINATORYKA

Permutacje

Liczba wszystkich sposobdw, na ktére 1 roéznych elementdow mozna ustawic w ciag, jest
rowna n'.

Kombinacje

Liczba wszystkich sposobow, na kidre sposréd n réznych elementéw mozna wybraé¢ k&
elementow (0 < k < ), jest rowna (7).

Wariacje z powtorzeniami

Liczba wszystkich sposobdow, na kitére z n roznych elementéw mozna utworzy¢ ciag,
sktadajacy sie z & (niekoniecznie réznych) wyrazow, jest rowna n*.

Wariacje bez powtdorzen

Liczba wszystkich sposobow, na kiére z n roznych elementéw mozna utworzy¢ ciag,
sktadajacy sie z k& réznych wyrazéw (1 < k < n), jest réwna

!

m:n-(n—lj-...-(n—k+ 1)



14. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Wiasnosci prawdopodobienstwa

< P{AY=1 dla kazdego zdarzenia A C ()

P@}=0

Pny=1

P(A) < B(B} dla kazdych zdarzen A oraz B takich,ze A c B c {)
P{AY=1— P{A) gdzie A" oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A c {)
P{AUBY= P(A)Y+ P(B)— B{AnNBRB)} dla dowolnych zdarzen A, B < 1)
P(AUR)Y < P(A}Y+ P(B) dla dowolnych zdarzen A, B < ()

Twierdzenie (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)

Niech [} bedzie skonczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych doswiadczenia
losowego. Jezeli wszystkie zdarzenia jednoelementowe sa jednakowo prawdopodobne, to
prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A jest rowne

_u
PlA) = 20

gdzie |4| oznacza liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu losowemu A4,
natomiast |(1] — liczbe elementéw zbioru ().

Schemat Bernoullego

Proba Bernoullego nazywamy doswiadczenie losowe, w kidorym otrzymujemy jeden
z dwoch mozliwych wynikow. Jeden z nich nazywamy sukcesem, a drugi — porazka. Jezeli

prawdopodobienstwo sukcesu jest rowne p, to prawdopodobienstwo porazki jest rowne
g=1-p.
Schematem Bernoullego nazywamy ciag niezaleznych powtorzen préb Bernoullego.

W schemacie Bernoullego prawdopodobienstwo B,(k)} uzyskaniaw n probach doktadnie
k sukcesow (0 < &k < n) jest rowne

n) pk - gk

P(k) = (,
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A, B beda zdarzeniami losowymi zawartymiw {1, przy czym P(B)} > 0.
Prawdopodobienstwem warunkowym P(A|B} zdarzenia A pod warunkiem zaistnienia
zdarzenia B nazywamy liczbe

P(ANB)

P(AIB) = —

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Jezeli zdarzenia losowe B, B,, ..., B, zawarte w [l speiniaja warunki:

1.By, By, ..., B, sgparamiroziaczne, fzn. B;NB; =@ dla i #j,1<i<n 1<j<n
2.B,UB,U..UBE, =1

3.PB>0dla 1<i<n

to dla kazdego zdarzenia losowego A C [} prawdziwa jest rownosc

P(A} = P(A|B,) - P(By) + P(A|B,) - P(By) + ...+ P(AIB,) - P(By)

Twierdzenie Bayesa

Jezeli zdarzenia losowe A, B,, B,, ..., B, zawarte w (1 spetniaja warunki:

1.By, By, ..., B, saparamiroziaczne, fzn. B;NEB; =@ dla i #j,1<i<n l1<j<n
2.B,UB U..UB, =1

3.P(Bj)>0dla 1<i<n

4. P(A) >0

to dla kazdego & (1 < k < n) prawdziwa jest rownos¢

P(B,}  P(A|By)
P(A|B,} - P(By) + P(A|B,) - P(By)} + ...+ P(A|B,)} - P(B,)

P(By|4) =

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowe]

Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach x,, x,, ..., x, € [§, okreslona na zbiorze (1,
przy czym P({ {w:w € ) oraz X(w)} =x;}} =p; dla 1 <i < n. Wartoscig oczekiwana
zmiennej losowej X nazywamy liczbe

E(X}:xl P11t Xz Pzt T Xy Py




15. PARAMETRY DANYCH STATYSTYCZNYCH

Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna @ zliczb a4, d,, ..., &, jest réwna:

i o 1 N B
n

=

Srednia geometryczna

Srednia geometryczna g z liczb nieujemnych a4, d,, ..., ¢, jest rowna:

g="4dy .. by

Srednia kwadratowa

Srednia kwadratowa k zliczb a4, a,, ..., a, jestréwna

n

. J (@) + (@) + - (0,2

Nierdwnosci miedzy Srednimi liczbowymi

Niech a4, d,, ..., a, beda liczbami nieujemnymi. Wtedy (przy powyzszych oznaczeniach)
prawdziwe sa nierownosci:

k>a>g

Ponadto rownos¢ pomiedzy tymi Srednimi liczbowymi zachodzi wtedy i tylko wiedy, gdy
(112[12: :a-n

Srednia wazona

Srednia wazona § zliczb a4, d,, ..., 4, ktérym przypisano dodatnie wagi — odpowiednio:
Wi, Wa, ..., Wy, jest rowna:

Wj_'azl+W2'az+ +anln
W1+W2+ +WTL
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Mediana

Mediana uporzadkowanego w kolejnosci niemalejacej zbioru #n danych liczbowych
iy, 4z, ..., 4, jest:

—dla 1 nieparzystych: dn»+1 (Srodkowy wyraz ciagu)

2

—dla n parzystych: % (ag + dn +1) (Srednia arytmetyczna dwoch srodkowych
K] K]
wyrazow ciagu)

Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja o2 danych liczbowych a,, d,, ..., 4, 0 Sredniej arytmetycznej a jest rowna:

2 (g — @2+ o, — @y + ..+ (g, — a)°
n

Prawdziwa jest tez rownos¢:

= (a,)? + (a)* + ... +{a,)?
n

— (@)

Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji:

o J(al — @2+ (4= D2+ . (d— D
n

16. POCHODNA FUNKCJI

Pochodna sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji. Pochodna funkcji zlozonej

[c-flx}]'=c¢c - f(x} daceER

[Fx)+ 9] = fr{x)+g'(x)

[Flx)— g = f{x)— g'(x)

[Flx}- gl = Filx) - glx) + Fx) - 6" ()

@] g - ) g')
gy [ ()12
[6(Fe)] = ¢’ (FCO) - F1(0

gdy g{x}#0




» Pochodne wybranych funkcji

Niech a, b, ¢, v beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

funkcja pochodna funkcji
flx}=c¢ fix}=20
flx)=ax+b flx)=a
fixy=ax?+bx+c f{x}=2ax+b
flx)=x" Fly=r-x™1
fey == F@=-=
FOO = VE FE) ==
F(x) = sin F1(x) = cosx
F(x) = cosx F(x) = —sinx
FG0) = tax @)=
fx) = e ) = e

gdzie e jestliczba Eulera; e =~ 2,72

« Roéwnanie stycznej

Jezeli funkcja f ma pochodna w punkcie x,, to rownanie stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (x,, f(x,}) dane jest wzorem

¥y = a{x — xg} + flxg)
gdzie

a= f'{xg)
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17. TABLICAWARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

i [7] sin o COS O tr o i [°] sin o cosc teo
0 0, 0000 1,0000 0, 0000 45 0,7071 0,7071 1, 0000
1 0,0175 20,9993 0,0175 46 0,7193 0,6947 1,0355
2 0,0249 0,9994 0,0249 47 0,7314 0,6820 1,0724
3 0,0523 0,9986 0,0524 43 0,7431 0,6691 1,1106
4 0,0693 0,9976 0,06599 49 0,7547 0,6561 1,1504
5 0, 0872 0,9962 0, 0875 50 0, 7660 0,6428 1,1918
6 0,1045 0,9945 0,1051 51 07771 0,6293 1,2349
7 20,1219 0,9925 0,12238 52 0,7330 0,6157 1,2799
a 0,1392 20,9903 0,1405 53 0,7986 0,601 1,3270
9 0,1564 0,9877 0,1584 54 0,80590 0,5873 1,3764
10 0,1736 0,9848 01763 55 0,8192 0,5736 1, 4281
11 20,1903 0,9816 0,1944 56 0,8250 0,5592 1,4826
12 0,2079 0,9751 0,2126 57 0,8387 0,5446 1,5399
13 0,2250 0,9744 0,2209 58 0,5430 0,5299 1,6003
14 0,2419 0,9703 0,2493 59 0,8572 0,5150 1,6643
15 0, 2588 0,9659 0 2679 60 0, 8660 0, 5000 1, 7321
16 02756 0,9613 0,2867 61 0,8746 0,4343 1,3040
17 0,2924 0,9563 0,2057 62 0,8329 0,4695 1,8807
13 0,2090 20,9511 0,3249 63 0,8910 0,4540 19626
19 0,3256 0,9455 0,2443 6d 0,3983 0,4334 2,0503
20 0, 3420 0,9397 0 36040 65 0,9063 04226 2, 1445
21 0,3584 0,93236 0,2839 66 0,9135 0,4067 2,2460
22 0,3746 0,9272 0,4040 67 0,9205 0,2907 2,3559
23 0,2907 0,9205 0,4245 63 0,9272 0,2746 24751
24 0,4067 20,9135 0,4452 69 0,9236 0,2584 2,6051
25 0, 4226 0,9063 0 4663 70 0,9397 0,3420 2, 7475
26 0,4384 00,3983 0,4877 71 0,9455 0,2256 2,9042
27 0,4540 0,8910 0,5095 72 0,9511 0,2090 30777
28 0,4695 0,8829 0,5317 73 0,9563 0,2924 32,2709
29 0,4343 0,8746 0,5543 74 0,9613 0,2756 23,4874
:'i"; 30 0, 5000 0, 8660 05774 75 0,9659 0,2588 37321
E a1 0,5150 0,8572 0,6009 76 0,9703 0,2419 4,0108
"E az 0,5299 0,5430 0,6249 77 0,9744 0,2250 4,3315
E a3 0,5446 0,8387 0,6494 73 0,9751 0,2079 4,7046
% 24 0,5592 0,8250 0,6745 79 0,9816 0,190 51446
E 35 0, 5736 0,8192 0, 7002 80 0,9848 0,1736 5, 6713
E 26 0,5873 0,5090 0,7265 1 0,9877 0,1564 63138
E a7 0,601 0,7986 0,7536 B2 20,9903 0,1392 71154
E,| a8 0,6157 0,7380 0,7813 23 0,9925 0,1219 23,1443
E a9 0,6293 07771 0,8093 o 0,9945 0,1045 9,5144
& 40 0, 6428 0, 7660 0, 8391 85 0,9962 0,0872 11,4301
_g 41 0,6561 0,7547 0,8693 fala) 0,9976 0,069 14,2007
E 432 0,6691 0,7431 0,9004 37 0,9986 0,0523 19,0811
b 43 0,6820 0,7314 0,9225 fatal 0,9994 0,0249 28,6263
'::E_-. & 0,6947 0,7193 0,9657 239 20,9993 0,0175 57,2900
g 45 0, 7071 0,7071 1, 0000 90 1,0000 0,0000 -
E Zrivdie: Centralna Kemisja Edukacyina, Wibron e wzory molemo (rcen & Ao gg zoimin moluroliy 2 molemalpki, che govpl, coerwies 2022 T
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WYBRANE OZNACZENIA | SYMBOLE MATEMATYCZNE

W zadaniach z matematyki na poziomie podstawowym moga by¢ stosowane nastepujace
oznaczenia i symbole matematyczne:

K — zbior liczb naturalnych

Z — zbior liczb catkowitych

{J — zbidr liczb wymiernych

R — zbior liczb rzeczywistych

AU B - suma zbiorow A oraz B

AN B —iloczyn zbiorow A i B (czes¢ wspolna zbiorow A i B)

A\B —réznica zbioru A izbioru B.

A < B —zbior A jest podzbiorem zbioru B

x € A — element x nalezy do zbioru A

[c, b] — zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x takich,2ze a <x < b
[c, b} — zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x takich,ze a <x < b
(a1, b] — zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x takich,zea <x < b
(a1, b} — zbior wszystkich liczb rzeczywistych x takich,2ze a << x < b
Krance przedziatow domknietych zdajacy moze oznaczac takze — odpowiednio:
{a, b}, {a, b}, {a, b).

Zrivdte: Centralna Kemisja Edukacyina, informolor o g z0minie imrolurolfpen z molemal ki, che gov.pl, ceerwier 2022 1
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