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Przeksztatcenia
« Wykreséw funkeji

Wektor w uktadzie wspétrzednych —
podstawowe informacje

1.1. W prostokatnym uktadzie wspdtrzednych narysuj podane wektory. Poczatek
kaidego wektora obierz dowolnie,

al ;:[5, 0] b) E:[—E, 0] c) E=[ﬂ, 1 d) d =[o

[0, 4]
e e=[-13]  f) f=[2-5] g e=[3-1] K h=[z4]

1.2. Odczytaj z rysunku wspdirzedne wektordw,

1.3. Oblicz wspdfrzedne wektora 48, jesli:

a) A(-2, 3), B(4, 0) b) A0, —+/3),8(2,243)
c) A(%, %] B(1, 3) d) A(-4, 8), 5[5—2-, —-E]

1.4. Oblicz wspotrzedne wektordw AR, CA, BC, BA, AC, CB jedli: A(-2, -3

B(1, ~4), C{~4, 5).
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1.5. Oblicz dlugodc wektordw:
a) u=[-512] b F:[n%.a] J p=[-11, -60] d) s=[2, 5]

1.6. Oblicz dtugoéé wektora A8, jedli:

a) A(2,3);8(-1,5) b) A(4, 0); B(6, —1)

J A(-a, ~2); 8(20,5) d) A[-%. %] 8(1, ~2)

1.7, m:naiz wspotrzedne punktu B, jesli: -
a) A(0,4); AB =[-3,5] b) A(-2,5); AB =1, 8]

o) A(4, -3); 4B =[0, 6] d) A(V2, 242); A8 =[342, - 2]

1.8. Wynacz wspotrzedne punktu A, jedli: =
a) 8(-1,6); A8 =[4, -1] b) 8(2, -9); A8 =[-3,2]

J s[% %] E=[§. —-t] d) 8(v3, ~5); A8 =[2V3,0]

1.9. Dane sq punkty A(-1, —3), 8(-4, 3), C(2, 0), (2, -9), E(~1, &). Sprawdi,
ktére z wektordw AB, BC, CD, AD, AE, CE 53 rowne, a ktore przeciwne.

1.10. Maodeinku AE wyznacz punkt P tak, aby wektory AP i PB byly sobie rowne.
a) A(-3,2),8(5,6) b) A(-4, 5), 8(1,0)

1.11. Dane s3 punkty A i B. Wyznacz wspﬁlrzednle: im_di:a 5 odcinka AB trzema
spascbami: 1) ze wzordw; 2) 2 réwnosci wektardw AS | 58; 3) z informacji, e wek-

tary 5A i 5B 53 PrZeCiwme.
a) A{-10,4), 8(s, -2)
r:]l AI[—E, 4]. E{D. 12)

b} A(-2, 5). B(4, -3)
d) A(-4, -2), B(-3, -5)

1.12. Punkt 5 jest srodkiem odcinka AB. Wyznacz punkt B, jesli:
a) A(-4, 3),5(0,1) b} A(-6,2),5(3, -1)

¢) A(-2, 4), A5 =[1, -3] d) A(4,1), 54 =[6,2]

1. Praeksztateenin wykresdw Funkejl

1.13. Punkt 5 jest punktem wspdinym odcinka AB i jego symetralne]. Wyznacz
wspoltrzedne punktu A, jesli:

a) 5(-2,1) 58 =[5, -4] b) 5(1, ~1), BS =[2,7]

1.14. Dane sj crtery rdéine punkty A, B, C, D. Jesli wektary AB i CO 53 rawne,
to co moina powiedzied o wektorach CA | DB?

1.15. Punkt 5 jest punktem przeciecia przekatnych £ ;

AD, EB | FC szefciokata foremnego ABCDEFR 2 danych

na rysunku odeinkdw utwdrz wektory, kbdre 53 rdwne . .

wektorowi:
a) AB b} BC

\2\/
c) Es \'}. B

1.16. wierzchotki tréjkata ABC maja wspdirzedne: A(-4, -2), B(5, -1), €(1, 3).
Oblicz diugoséci bokow trdjkata ABC. Sprawd?, czy trdjkat ABC jest prostokatny.

1.17. Dany jest tréjkat o wierzchotkach A(-2, —3), B(1, 4), ¢(-1, 3).
a] Oblicz obwdd trajkata ABC.
b) Oblicz dtugoéé érodkowej BO.

1.18. Dane sg punkty A, 8, C, D. Sprawdi, czy caworokat ABCD jest rdwnolegho-
bokiem. Mastepnie oblicz jego obwdd.

a) A(-2,1), B(-1, -1), €(2,5). D(1.7)
b) A(2, -5), 8(7, 0), ¢(2, 5), D(0, 3)

1.19. Punkty A(-3, -1), B(1,2), €(2, 5) s3 kolejnymi wierzchotkami réwnaole-
globoku ABCD,

a] Oblicz wspddrzedne wierzcholka D,

b} Oblicz wspdrzedne punktu 5 przeciecia sie przekatnych.

¢} Oblicz dtugodci przekatnych rdwnolegtoboku,

1.20. Oblicz wapdirzedne wierzchotkéw C | D réwnolegloboku ABCD, wiedzge,
te A(-4,4), B(-2, ~1), a przekatne AC i BD prrecinaja sie w punkcie S{-1, 3).
Oblicz dlugosici bokdw tego rdwnoleglobaku.

1.21, W trojkacie ABC dane s3: A(-5, 2), €(1, 5). Wiedzac, 2e EE:[-:-:, -],
gdzie D to irodek boku AB, oblicz wspéirzedne wierzchotka B oraz diugosc boku AB.
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1.22. Wyznacz liczby m i n wiedzac, ze:
a) wektory @ = [2m-+n, m-3n]i b=[m-1, -n+ 5] 55 réwne

b} wektory a= [3m+5n, 2n-6] i b= [m+4, —2n+3] 53 réwne
|:} wektory a w[ﬂm -4, m—E} i b =[rrr+2r1, m—}n] £3 przeciwne

dj wektory ;=[.m--n, 2-m)i E.—-[m+ m, n+4] 53 praeciwne,

1.23. W kwadracie ABCD pun’rcr E jest srodkiem boku DC, zas punld: F jest drod-
kiem boku BC. Wyral wektor EF w zaleinoici od wektordw AH i AD

1.24. Dany jest szeiciokat foremny ABCDEF oraz we- £ o
ktory: AB=g | AF = b. Wyznacz 1a pomocg wekto-
FOW ; i E wektor: F e
3) FO b) AD c) DB ;

A B

1.25. Punkty A, 8, C majg wspdlrzedne: A(2, 4), B(6, 1), C(7, 7). Przedstaw (na od-
dzielnych rysunkach) nastepujgce wektary i oblicz ich wspolrzedne:
a AB+ BC o poczatku w punkcie 4

h:l .{'.Ek— a o poczatku w punkecie ©
g 2- AC o poczatku w punkcie A
d) -2 AC o poczatku w punkcie 8

e) - % AC o poczatku w punkcie A.

1.26. Dane sa punkty A(-5, 1), B(S, 6), C(-2, -3}, D[4, 0). Korzystajae z wiasnodei
wektordw wykad, de:

a) proste AB i CD s réwnolegle b) proste AC i B nie s rownolegle.

D 1.27. Dane 53 punkty A(-2, 2), 8(7, -3), €(4, 3), D(2, -6). Korzystajac z wlasnodei
wektordw wykat, ie czworokgt ABCD jest trapezem i nie jest rownoleglobokiem.

D 1.28. Korzystajac z wiasnodci wektordw wykat, e punkty A(=4, 5), B(4, -1),
C(8, -4) s3 wspolliniowe, a punkt DI, -2} nie naleiy do prostej AB.

1. Praghksztateenia wikresdw funkefl i1

1.29. Punkty A4, B, C, D majg wspdirzedne: 4(-3, 2), B(1, 4), ¢(3, -5), 2(-1, 7).
Oblicz wspdirzedne wektordw:

a) AB+2CD b) 3s_c'~§,ﬁ
¢) AC+ DB+ CD + BA d) 4AD-6 BC + 580

1.30. Dane s3 punkty: A1, -1), B(4, -2), c(10, -9). Wyznacz taki punkt D, aby
2. AB-3- €D = AC.

1.31. Dane sgwektory: a =[1I —1], b ={2, 1], E:[—S, —?].Wyrznacz takie liczby

rreczywiste k 0/, aby k- 5+I- l.;= ;

1.32. Dane s3 dwa wektory: a =[3, —1] oraz b =[5, 3} Znajdi taki wektor x, aby:

3) 2.¥¢3-0=B b) %.';4;:1:;
) x=3-a-13 g ip=-13-2.%
2 2 2

¢ 3-[ ;_.;]=1.[;+ 5}

Przesuniecie réwnolegte.
Przesunigcie rownolegte wzdtuz osi OX

1.33. Wyznacz wspdirzedne punktu 4,, bedgcego obrazem punktu A w przesu-
nieciu rdwnoleglym o wektor E;. jesli;

a) A(9, =1), u=[-8,3] b)A(-3,5), v=[6,0] o) A(4,7), u=[13]

1.34. Obrazem punktu 8 w przesunieciu réwnoleglym o wektar o jest punke B,.
Wyznacz wspdirzedne punktu B, jesli

2) 8,(1,2), u=[-5,0] b)8,(3, -2), u=[-7,1] ¢ 8(51), u=[4,8]

1.35. Funkcja f jest opisana za pomocq tabeli;

x | = [a]aela]2]s3
fal o [ 1l 2] 0] 2] 2
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R

Wykonaj tabele, opisujaca funkcje h, ktdrej wykres powstanie w wyniku przesunig-
cia rownoleglego wyknesu funkeji Fi

a) o 3 jednostki w prawo b) o 2 jednostki w lewa.
Przeanalizuj deiedziny i zbiory wartodcl funkcji £ R,

1.36. Funkcja f jest opisana za pomoca tabeli: f(x)

wlsl<a el 13
fird =10 5] o | 5 | 10

Przedstaw za pomocq tabelki funkcje g, opisang woorem:
a) glx) = flx - 9) b) g(x) = f(x + 53).

1.37. Podaj, o ile jednostek, | w ktdrg strone naleiy przesungc wykres funkeji f
wzdlui osi OX, aby otrzymad wykres funkeji:

a}y:f{x—{l h}y=f{.::+ﬁ-} ::Iy=f|:x+5} d}}r:fl:x—lﬂ}.

W kaidym przypadku podaj wspdirzedne wektora przesuniecia.

1.38. Na rysunku jest przedstawiony
wykres funkeji £, Naszkiouj wykresy funk-
Cji g[x} =_f{x - 4} oraz h[x':l =f{x + 1}.
Odczytaj z wykresu dziedzing funkeji f, g
oraz h,

1.39. Na rysunku jest prredstawiony
wykres funkeji f. Naszkicuj wykresy funk-
cil g(x) = flx + 3) oraz h(x) = fx - 2).
DOdezytaj z wykresu miejsca rerowe funk-
cji f. g oraz h.

1.40. Marysunku jest prredstawiony wy-
kres funkcji f. Maszkicu] wykresy funkcji
(x) = F{x + 2) oraz x) =f - 5). Odezytai
T wykresu wartodci funkci f dia argumen-
tdw: =2, 0 oraz 4. Podaj wartos wyraienia:

a) g(-4) - g(-2) + g(2)
b) h{3).[ h(5)-h(2)].

1. Przeksztateenin wykresdw funkeji 13

1.41. Podaj wzdr funkeji g, ktorej wykres otrzymamy po przesunieciu rownole-
ghym wykresu funkcji f wzdbui osi OX:

a) o3 jednostki w lewo, jesli f(x) = +/x

b) o 2 jednostki w prawo, jesh f{x) = »*

¢} o5 jednostek w prawa, jesdhi fx) = —%x
d) o 1 jednostke w lewo, jesti f{x) = |x|

e] o1 jednostke w lewo, jesli fix) = »*

f) o3 jednostki w prawo, jedli f(x) = i :

W katdym przypadku naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj wepdirzedne wektora
priesuniecia.

1.42. Podajwspdtrzedne wektora L; wiedzac, 22 w wyniku przesuniecia rdwnole-
glego wykresu funkeji F o wektor u otrzymang wykres funkeji g, jesli:
a) flx) = 2 i g{x) = 2{x - 5)° b) f{x) = Jxig(x) = Jx+10
flx)= Zig(x) = -2-3 d) £x) = 0,5¢ 1 g(x) = 0,5(x + 8
x x—

&) flx) = x*iglx) = ~{x - 1)’ 0(x) =l 1g(x) = e -4

1.43. NMaszkicuj wykres funkeji g (x) = (x — 3)°, okredlone] w zbiorze R. Odczytaj
2 wykresu:

a) wartodt funkeji ¢ dla argumentu 1,
I:r} maksymalne przedzialy monotonicznodcl funkeji g.

1.44. Maszkicuj wykres funkcji g(x) = vx+2.
a) Podaj dziedzing funkeji g. b) Podaj miejsce zerowe funkeji 9.

1.45. Naszkicuj wykres funkcji g, opisanej wzorem g(x) = —-1-1:
x—

a) Okredl dziedzine funkeji g.
b} Oblicz wspdirzedne punktu, w ktdrym wykres funkgji g preecina of OV,
¢) Podaj maksymalne przedzialy, w ktdrych funkeja g jest malejgca.
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1.46. Funkcje f okredla widr f(x) = x°, gdile x & {—2. 2). Wykres funkci g po-

witaje w wyniku przesuniecia réwnoleglego wykresu funkeji f o wektor u = [—2, ﬂ].
a) Podaj wzér funkeji g.

b) Naszkicuj wykresy funkcji £ i g w jednym uktadzie wspatrzednych,

¢) Pordwnaj miejsce zerowe funkcji g z miejscem zerowym funkeji f.

1.47. Na rysunku obok znajduje sie wykras
funkeji f(x) = |«|, gdzie xe(-5, 3}, Funk-
cje g okresla wiér g(x) = fx —4).

a} Whyznacz dziedzine funkeji g.

h} Podaj maksymalne przedziaty monoto-
nicznosci funkeji g.

1.48. Dziedzing funkcji f jest zbisr 0, =(-8, 7). Podaj dziedzing funkeji g, jesh:

a) glx) = flx +2) b} g {x) = F(x - 10)
¢) glx) = f(x - 137) d) g (x) = f(x + 2009)

1.48. Miejscami zerowymi funkcji f sq liczhy —4, 0 oraz 6, a jej zhiorem wartosci
przedzial liczhowy {-3, 5). Podaj miejsca zerowe oraz zbidr wartodel funke]i g, Jesl

gx) = flx + 8).

1.50. Punkty (-2, 5), (3. 1), (4, -6) naleiq do wykresu funkcji f. Podaj trzy punkty,
ktdre nalezg do wykresu funkcji, okredlone] weorem:

a) glx) = flx - 15) b} h{x) = flx + 21) ) k(x) =Flx=7) +x

1.51. Dany jest wzdr funkeji f | wspdirzedne wektora :; Wyznacz wadr funkdji g, ktd-
rej wykres otrzymamy po przesunieciu réwnolegtym wykresu funkcji f o wektor o,

a} F{x)=x'+1, u=[5,0] b) f{x)=2x-1, u=[-3,0]
::} f{x}l:x" -3, ;2[-1. CI] d) fl{x}:{x-lrlj{xwi},. E:E#.ﬂ]

1. Przeksztateenia wykresdw funkeji

Przesuniecie rownolegte wzdtuz osi OY

1.52. Znajdi obrazy nastepujgcych figur w przesunieciu réwnoleglym o podany
wektor,

T T T o

1.53. Funkeja f jest opisana za pormocy tabeli:

x |22t 2]3
| 4 [ 3 [ 210112

Wykonaj tabele, opisujacy funkeje h, ktdrej wykres powstanie w wyniku przesunig-
cia réwnolegtego wykresu funkcji f:

a) o 2 jednostki do gdry b) o 7 jednostek do dotu.

Pordwna) dziedziny 1 zbiory wartodel funkeji fi b,

1.54. Funkcja f jest opisana za pomoca tabeli:

¥ -3 | =2 a ! [ 28
flx} | —4 =] P g 11 - §1

Opisz za pomocy tabelki funkcjg okreslong wzorem:
a) glx) = f(x) + 6 b) glx) = fx) - 21

15
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1.55. 0O jaki wektor nalezy przesungd wykres funkejl £, aby otrzymac wykres funkcji g?

-

i i k 4
T

PR EEEEILEEEN 6 5 -4 % =2 =1 |

1.56. Podaj, oile jednostek | w ktdrg strone nalety przesunac rdwnolegle wykres
funkcji f wadlu osi OF, aby otrzymaé wykres funkcii g, jesli:

a) glx) = flx} -4

b) glx) = flx) + 2

c) glx)=flx) +8

d) glx) =flx) -3

W kaidym przypadku podaj wipdirzedne wektora przesunigcia.

1.57. Ma rysunku jest prredstawiony
wiykres funkcji f. Naszkicu) wykresy funk-
ji g[.h'] =ﬂ:r] ~ 1 oraz h{x] :f{x} + 4,
Odezytaj z wykresu wartosé funkeji f dla
argumentu (-2). Oblicz wartos¢ wyrage-
nia 3-g(-2) - - h(-2).

= R A B ST

e LI
=6 =5 =4 -3 =% -1

1. Przeksztafeenia wykresdw funke)i 17

1.58. Ma rysunku jest prredstawiony
wvkres funkeji f. Naszkicuj wykresy funk-
cji g (x) = f(x) + 5 oraz hix) = f(x) - 2.
Odexytaj 2 rysunku wipdirzedne punktu,
w ktdrym wykres funkcji f przecina of OY.
Oblicz wartod¢ wyratenia g (0) - h(0).

FERETE R

1.59. Na rysunku jest przedstawicny
wykres funkcji f. Naszkicuj wykresy funk-
cji gx) = f(x) + 2 oraz h(x) = flx) - 5.
Odeczytaj wspdirzedne punktdw, w ktd-
rych wykresy funkeji f, g oraz b przecina-
ja 08 OV. Podaj miejsca rerowe funkcji f,
g oraz h (o ile takie istnieja).

—6 -5 —4 3 =2 =1

1.60. Podaj wzor funkeji g, ktdrej wykres otrzymamy po przesunigeiu rownole-
glym wykresu funkejl fwediug osi OF:

a) o5 jednostek do gory, jesli f{x) = -2x + 1
b) o 3 jednostki do dotu, jesti f(x] = /x

¢) o7 jednostek do dotu, jedli f(x) = 3

d) o 4 jednostki do gdry, jesli flx) = |+

€) 02 jednostki w déd, jesi f{x) = ";

f) o3 jednostki do géry, jesli F(x) = %x",

W katdym przypadku podaj wspdirzedne wektora przesunigcia.

1.61. Dany jest wedr funkcji f i wektor u. Podaj widr funkcji g, ktorej wykres
otrzymamy po przesunieciu réwnoleghym wykresu funkeji f o wektor o, jedii
a) f(x)=-avx, u=[0,4] b) f(x)=3¢, u=[0, -1]
b 1 —
I f(x)=2. u=[0.2] d) f(x)=-3}, & =[o. -8].

X
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1.62. W prostokgtnym ukfadzie wspairzednych naszkicuj wykres funkeji g, opisa-

niej WIorem g[x}=£+ 2. Nastepnie podaj;
x

a) miejsce zerawe funkeji g,
b) zhidr wartodci funkeji g,
l:} przedzialy monatonicznodel funkeji g.

1.63. W prostokgtnym ukiadzie wspdtrzednych naszkicu] wykres funkcji g, opisa-
nej wzorem g(x) = x* - 1. Odcrytaj 1 wykresu:

a) miejsca zerowe funkcji g,
b) zbiér wartodci funkcji g,
1:] maksymalny preedzial, w ktdrym funkcja g jest malejaca.

1.64. W prostokgtnym ukiadzie wspotrzednych naszkicuj wykres funkcji g, opisa-
nej wzorem glx) = & + 3. Odezytaj z wykresu:

a} argument, dla ktdrego wartoid funkcll g wynosi 5,

h] wartodf funkcli g dla argumentu 9,

v:] zhidr wszystkich wartodcl, jakie funkeja g proyjimuje dla argumentdw z przedzia-
ha {0, 4).

1.65. Funkcjg f okresla wzdr f{x) = |x], gdzie x &{-5, 4). Wykres funkcji g powsta-
je w wyniku przesuniecia réwnoleglego wykresu funkeji f o wektor u =[l:|. —4].
a) Podaj wzdr funkeji g.

b} Waszkicuj wykresy funkeji £ I g w jednym ukladzie wspdirzednych.

v:} Podaj najmniejszy wartosd funkeji f oraz najmniejszg wartosE funkeji g.

1.66. Na rysunku obok znajduje sie wykres funkcji
f{x} = x', pdzie xe {-1, 2). Funkcje g okresla wzdr
a(x) = () -1.

a} Podaj dziedzine i zbior wartosci funkgji g.

b} Wyznacz wspdlrzedne punktu przeciecia wykresu
funkecji g z osig OF,

¥ = [z

R W B B ad W

1 8 a4 5K
47

1.67. Zbiorem wartoici funkcjl f jest przedziat liczhowy {—4, B). Wyznacz zbidr
wartodc funkeji g, okredlone) wrorem:

1. Przeksztafcenia wykresdw Funkeefi

b) g(x) = flx) + 20
) gl) = £(x) + 2345

a) glx) = flx) - 12
c) glx) = Fix) - 212

1.68. Punkty (-3, 1), (2, —4) naletg do wykresu funkeji f. Podaj dwa punkty, ktére
naleig do wykresu funkeji, okredlone] wzorem:

a) glx) = f(x) -6 b) h(x) = fx) + 21 e kx) =flx) -7 +x

1.69. Dany jest wzdr funkeji f | wspdirzedne wektora u. Wyznact wzdr funkeji g,
ktdrej wykres otrzymamy w wyniku przesuniecia réwnoleghego wykresu funkeji f
o wektor u.

a} f{x} =i+l um [[I, —5}

b) flx) = 2x -1, u= o, 1]

¢) flx) =(x+1)% u=[0,2]

1.70. Wykres funkcji liniowej f(x) = 2x przesunieto réwnolegle wadluz osi OX

o wektor u = [—3. D] i otreymana wykres funkcji g.

a]- O jaki wektor I.: moina przesungd rownolegle wykres funkeji f wadlui osi OY,
aby atrzymaé wykres funkcji g? Przeprowadi odpowiednie obliczenia. Nastgp-
nie naszkicuj wykresy funkcii f i g w jednym ukiadzie wspotrzednych i zaznaca
wektory przesuniecia.

b) Czy priesuwajac réwnolegle wykres funkeji f{x) = x* raz o wektor u = [-3, 0]
i drugi raz o wektor v otrzymamy wykres te] samej funkcji?

1.71. Wykres furksi liniowe] F(x) = _?" przesunigto rdwnolegle wadtuz osi O¥

o wektor ¢ = El:!, —2] i otrzymano wykres funkcji g. O jaki wektor v moina priesungt
réwnolegle wykres funkcji f wadiu osi OX, aby otrzymad wykres funkeji 92 przepro-
wadi odpowiednie obliczenia. Nastgpnie naszkicuj wykresy funkeji f i g w jednym
uktadzie wspotrzednych | zaznacz wektory v i v, zaczepione w punkcie olo, l.‘l]-

1.72. Funkcja f jest opisana za pomocg tabelki:

x | -4 | =3] 0 s | 12 | 40 | 100
fix}) | 10| 8| -5 | 1 z | 25 | 400

Opisz za pomoca tabelki funkcje g okreslong wzorem:
a) g(x) = flx—1) +5 b) glx) = flx +3) + 12
¢} g (x) = fx - 15) - 100 d) glx) = f{x + 100) - 256

14
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1.73. Podaj wspdirzedne wektora 4,0 jaki nalezy przesungé wykres funkejl f, aby
otrzymad wykres funkeji g, jesh:

a)glx)=flx-2)+4 b) glx} = flx + 1) +5 c) glx) = flx +5) -3
dold=rflx-7)-2  ealx)=rf(x=3)+10 f)g(x)=f(x+a)-+2.

1.74 Wykres funkcii f przesun réwnolegle o wektor u. Mapisz wadr funkcji g, kbdrej
wykres otrzymates, jesli:

a) flx) = Vx,u = [1,2] b) Flx) = %, u = [2,3]
) £) = b, u = [4,-5] A=, i =[1-3)

1.75. Podaj wipdirzedne wektora u , @ jaki malezy przesungd wykres funkeji f, aby
otrzymac wykres funkeji g, jeshi:

a) flx) =, glx) = ¢~ 1| + 8

b} flx) = ', g(x) = (x + 20)* -4
¢) flx) =2 glx) = (x+3)* -1

d) flx) = %Hz‘ g(x) = %[:‘ -1)7 + 4
e) flx) = 3/x, g(x) =3Jx+2 +6

) fle) = 00 = 5 -7

1.76. Naszkicuj wykres funkcji:

a:]].-'*:{x+2}5—4 |:r]-j.-'=|:'r+3|+1 l:}:.'zw.l':-r- =32
1 x4

djy= — +1 = i- =

) ¥ et gy=[(x+1)7-1 f) v 3

1.77. Na rysunku obok dany jest wy-

kres funkcji f. Funkcje g okredla wzér:

g(x) = f(x + 2) + 5. Wyznacz:

a} przedziaty monotonicznodcl funkcji g

I;[_] wartosc majwiekszg | wartodé naj-
mniejszg funkeji g oraz dla jakich ar-
EUMEntdw 53 one prayjmowane

c) wartosé wyratenia:
g{-€)-g(-2) + g(0) - 9(3).

t. Praeksstafeenia wykresdw furke)l 1

1.78. Dana jest dziedzina i zbidr wartodci funkeji f. Podaj dziedzing | tbidr wartosici
funkcil g, jesli:

a) b;=[-oc, 3::1. ZW, = {—4, 1}, glx)=flx+5)+2

b} 0y = (-2, 8), 2w, = {1,9), g(x) = f(x - 7) - 10

c) Op=R-{5}, ZW, = (-2, +oc), glx) = f(x + 6} - 5

d] b= {—E. J.],EWJ. = {—m,ﬁ},g[:} =f{x al 3] + 4,

1.79. Podaj wzdr funkeji g, ktdrej wykres otrzymamy, przesuwajac réwnolegle
wykres funkeji f o wektor u, jesli:

a) flx) = x*—x +3, b= [-4, -] b) fx) = =

X+2
d) flx) = 2(x + Y(x - 1), w = [ -2, 7).

u=[3.1]

A flx) = -3¢ +5,u=[-1]

Symetria osiowa.
Symetria osiowa wzgledem osi OX | OY

1.80. Znajdi obrazy danych figur w symetrii osiowe] wzgledem prostej k.

) | mail L
7
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1.B1. Zaposnaj sie z ponitsza definicjg, a nastepnie wykonaj dwiczenia.
LProstg k nazywamy osig symetrii figury F wiedy, gdy obrazem figury F w syme-
trii wagledem prostef k jest to sama figura F, czyli S-ﬁIIF:I = F
Figury, ktdre malg os symetni nazywamy figurami oslowosymetryczaymi”,

1) Ponitej przedstawicne s3 figury osiowosymetryczne, lle osi symetrii ma kaida

z nich

2] Padaj przyktad figury, ktdra ma szesd osi symetrii,
3] Podaj przykiad figury, ktdra nie jest osiowosymetryczna.
4] lle osi symetrii ma trajkat:

- ragEnoboczny

— rownoramienny, kidry nie jest rdwnoboczny
- réownoboczny?

1.82. Funkcja f jest opisana za pomocy tabelki:

@) [ « [~a2]-30] 6 | 15 [ 17 J2m2
fr|-1a]12] 15| &6 | 90 [ 143

B) [ x [-2a]=15] 15 | 64 [ 198 200
fix) | 112 | 10| & | a5 | 20 | 143

Przedstaw za pomocq tabelki funkeje g, jesli g(x) = — f(x).

1.83. Na rysunkach jest przedstawiony wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funk-
cli g, okreslone] wzorem g(x) = — f(x). Podaj dziedzine i zbior wartodci funkeji g.

1. Przeksztafcemia wykr:sﬁw FHI‘-EE]:II

c) d}

—
i T

¥.= fixl

N

1.84. Napisz wzdr funkdgi g, ktdrej wykres otrzymamy po przeksztatceniu wykresu
funkeji f przez symetrie osiows wzgledem osi OX.

a) flx) = 3x -2 b) f{x) = ~5x +8
d) fla) = 1= e) flx) = [¢] - 15

1.85. Dana jest funkcja f. Napisz wadr funkeji, ktére] wykres jest symetryczny
do wykresu funkgjl f wzgledem osi OX. Naszkicu] wykresy obu funkeji w jednym
ukfadzie wspdtrzedmych.
a:l _f{x"l = =i

d) flx) = »*
1.B6. Dana jest dziedzina | zhidr wartoéci funkeji f. Podaj dziedzing | zbidr wartodci

funkcji g, akredlonej wzorem g (x) = —f(x).
a) O, = {4, 3), ZW, = (-1, 5 b) Dy = R - {3}, ZW, = (-4, +ec)

o) flx)=x"+8
0700 = V& +7

e} flx) =
0409 = -1

B) flx) =x-3
e) flx) = Jx+2

1.87. Funkeja f jest opisana za pomocy tabelki:

a)[ x [0 6] -4 3] 1| 2]7
fix)| =5 | -4 | -1 | o] 2|5 |13

b) [ x |86 |26 0 1 | 17 | 28 | &7
gy | -5 | 46 | -7 |-23|-22] 11 ] 13

Przedstaw za pomoca tabelki funkcje okrecelong waerem g(x) = f(-x).

25
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1.88. Na podstawie wykresu funkeji f naszkicuj wykres funkcii g, okredlonej wizo-
rem g [x) = f{-x). Podaj dziedzing i zbidr wartodei funkeji g.

3} L] A h}

I, dal 1 1 |
\_ | pafi

d)

1.89. Dany jest wzdr funkeji f. Napisz wzdr funkcji b, ktdre] wykres jest syme-
tryczny wzgledem osi OF do wykresu funkeji f. Podaj dziedzing funkeji b, Naszkicu]
wykresy obu funkcji w jednym ukfadzie wspétrzednyeh, jedli:

3) f(x)=x+2, gdrie xe{-4, 2) b) f{x}:i.ﬂdﬂExE{—ﬂ},ﬂ}

¢) f(x)=-2, gdzie x (-5, 1)
e) f(x)=x, gdzie x (0, 4)

d) f(x)=x"-2, gdziexe(-1,2)
f) flx)=(x+1), gdzie xe(-3, 1).

1.90. Wykres funkeji g powstal w wyniku przeksztalcenia wykresu funkeji f przez
symetrie osiowg wzgledem osi OF. Napisz wadr funkcji g 1 podaj jej dziedzine, jeshi;

a) f(x) = 5x -4 b) Flx) = v + 2 e) f{x) =[x + 3|
A7l = —— &) 7lx) = Y- £l = 2

1.91. Dana jest dziedzina i zbidr wartodci funkeji f. Podaj dziedzine i zbidr wartodci
funkeji g, okreslone] wzorem g (x) = Fi-x).

a) D, = (-4, 3), 2w, = (-1, 5) b) O, = R - {3}, 2W; = (-4, +oc)

1. Przekiztateenia wgkmdw Fc.mF:-cﬁ

1.92. Naszkicuj wykres funkeji:
I =-2 b= (e
d) f{x) =-Jx+4 e) flx) = v-x+4

9 £ = + 9
0 0e) = (- + 2

1.93. Na rysunku jest przedstawio- ¥
ny wykres funkgji f. Dla kazdej z funkcji T 1 -‘|-;
glx) = f(~x) oraz h(x) = —f(x), podaj: i T
a) zbigr argumentdw, dla ktérych ta 5 0 T T I % .

funkeja prayjmuje wartodc ujemne
h] maksymalne prredzialy, w ktdrych ta B
funkcja jest rosnaca
c} najwiekszg wartosc tej funkcji -4
d) wspdtrzedne punktu przeciecia wy- T
kresu tej funkcjl z osig OY.

1.94. Funkcja f ma trzy miejsca zerowe: =5, 1. & oraz wiadoma, tef{ﬂ} = i
i (3) = -2. Podaj miejsca zerowe funkeji g | wspdtrzedne punktu wspéinego wy-
kresu funkcji g z osig OF, jesii

a) g(x) = f(-«) b) g {x) = —f(x) e} glx) =flx + 3).

1.95. Mapisz wzdr funkcji, ktorej wykres otrzymamy w wyniku przeksztatcenia
wykresu funkeji f(x) = (x — 1)* przez symetrie weglgdem:

a) osi OX b) osi QY.

1.96. Napisz wzor funkci, ktdre] wykres otrzymamy w wyniku przeksztatcenia

wykresu funkeji f(x) = 31_'1 przez symetrie wzgledem:

a) osi OX b) osi O,

25
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Symetria Srodkowa.
Symetria srodkowa wzgledem punktu (0, O)

1.97. Znajdf obraz danej figury w symetrii srodkowej wagladem punktu O, jedli:

a) [ b) T :

g

1.98. Zapocznaj sie z poniiszg definicja, a nastepnie wykonaj dwiczenia,

SPunkt O nozywamy srodkiem symetrii figury F wiedy, gdy ebrazem figury F
w symetril srodkowe] wzgledem punktu O jest ta sama figura, czyli 5,(F) = F.
Figury, ktdre majq frodek symetril nozywamy fgurami Srodkowosymetrycznymi.”

1) Wérdd ponitszych figur znajdujg sig figury srodkowosymetryczne. Wskat je.
a) ¢ b

‘-F’_’___‘___,—--'"

Erdificyt rdramoboceny prcdla

AF O

1. Przeksztafeenia wykresdw funkefi

2) Podaj przykdad figury geometrycznej, ktdra ma jeden érodek symetrii, i figury
geometryczne, ktéra ma nieskoriczenie wiele Srodkdw symetrii.
3] Marysu] dwie figury, ktdre majg jednoczednie ai symetrii | srodek symetril,

1.99. Funkcja f jest opisana za pomocy tabelki:

a)[ x (a2 a8 ]nn]3]as
fix}) | 20| 8| -] 2 | 5 | 31| a0

B)[ « J-17[-12] 10 [ 26 [103 115 170
fix} | =2 | =11 |-90]| 27 | 24 | 1 | -80

Opisz funkeje g za pormocy tabelki, jedli g (x) = —f{-x).

1.100. Marysunku jest prredstawiony wykres funkcji f. Naszkicu] wykres funkeii g,
okreslonej wzorem g (x) = —f(-x). Podaj dziedzing i zbiér wartodci funkeji g.

a} AY b} ¥
) | B 1 | ! 5
L3 ¥ = fir) ol |
| - R B S S S 3
|- | tat | | ! 2
T e R S
FEEEEEYAEERERY

SR

A543 |P1 72 3 45 6%

= =5 =l = =2 =]

1.101. Wykres funkeji g jest symetryczny do wykresu funkeji f wzgledem punk-
tu [ﬂ,ﬂ}. Maszkicuj wykresy funkcii f oraz g we wspdlnyrm ukiadzie wspdlirzednych.
MNapisz wzor funkcji g | podaj jej dziedzine, jesli:

a) f(x) = x + 4, gdzie x (-3, 0) b) f(x) = +/x, gdzie x {0, 4)
c) fx) = »?, gdzie xe({-1,3) d) f{x) = %  gizie x=(1,4)

e) fx} = -1, gdzie xe{-5,6) f) flx) = |x|, gdzie x (-4, 2).

.
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1.102. Ma rysunku obok jest przedsta-
wiany wykres funkeji f. Funkcje g okredla
wzor: gx) = =f(-x). Podaj:

a) zbidr wartodci funkeji g

b] miejsce zerowe funkcji g

¥ =[xl

———t—+— —t—t =t
=f =5 =4 =3 =2 =1 “111_;3\55&'

¢) wartost wyrazenia g(-3) - ¢(3) - g(4) =
d) maksymalne przedzialy, w ktérych I O !
funkeja g jest malejgca. I o

1.103. Dana jest dziedzina | zbidr wartosci funkeji f. Podaj dziedzing | zbiér wartoécd
funkeji g, okredlone] wzorem g (x) = —f(-x).
a) 0= (-3,7). 2w, = (0, 4) b) D, = (-1, 5), ZW; = (-6, 2)

¢} b, = (~oc, 9), ZW, = R - {-8} d) D, = (4,42}, 2w} = (-1, +o0)

1.104. Dany jest wzdr funkeji f. Napisz wadr funkcji g, ktarej wykres otraymanmy prae-
ksztatcajac wykres funkeji f przez symetrie érodkowq wzglgdem punktu 0{0, 0). Oblicz
miejsca 2erowe | wipdtrzedne punktu przeciecia wykresu funkcji g z osiq OF {n ile istniefa}.

a) flx) = —~4x + 7 b) f{x) = 3 o) fle) =x"-1
di flx) =a* + 8 E:If[.h']=\l"_—1 f) fx) = 3(x - 2){x + 1)
Wykres funkeji y = |f(¥)| oraz y = f(|x])

1.105. Funkcja f opisana jest tabelkg w nastepujacy sposdb:

X =3 =1 n 1 3 4 5
fix) | =5 =7 - -4 1 2 —B

Sporzadi tabelke opisujaca funkcie v = |f(x)).

1.106. Na podstawie wykresu funkeji f, przedstawionego na poniészym rysunku,
naszkicuj wykres funkeji y = |f(x)].
a)

Sf-4 a2

1, Preersztafeenia wykresdw funkefi

1.107. Dany jest wzdr funkcji f. Naszkicu] wykres funkcji ¥ = [f{x}.
3) flx) =x -3 B) flx) = 2x + 4

¢) flx) = :f -1 d) F(x) = I« -2

1.108. Maszkicuj wykres funkcji g.

) o(e) = -4 o) ole) = (s + 2
9al) -4 ) o) - 11

1.109. Funkcja f opisana jest za pomoca tabeli. Sporzad: tabele, opisujacy funkeje
y = Flixl).
ﬂ] ¥ _

¥ = fix]

Aad
|
e
|
1
-
b
bd
L

30
=4 2 1 3 -8 | -ld 7
=4}

1
b) [ =« el a &ls] & | 5] %
yaft) | 8 | 4 | 0 | 2| -4 | -6]-8]-10]-z

1.110. Ma podstawie wykresu funkcji f. przedstawionego na ponidszym rysunku,
narysuj wykres funkeji y = f(]x]).

W

b [0

(2]

=B =5 =k =3 =3 =1 “1:_1

S5a3201 2348 6X

-3
= |
_' .

1.111. Dany jest wzdr funkeji f. Naszkicuj wykres funkeji v = F(|x]).
a) fla) = (x + 2)° b) f(x) = (x - 2)*
fle)=nt~1 d) F(x) = {x + 1)*

1.112. Naszkicuj wykres funkeii g.
a) glx) = ~|'E"|'1 b) g{x) = .|'|x|+4

1
¢] 9{“] = |I|_"'1

249
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1.113. Funkcje f i g s3 okreslone w zhiorze liczh rzeczywistych R. Podaj zhidr
wizystkich argumentdw, dla ktérych wykresy tych funkeji sie pokrywaja, jesli:

3) fl) = f2x + 3|, g (x) = 2 + 3 b) flx) = [x* -9, alx) = - 9.

1.114. Maszkicuj wykres funkeli g (x) = x| - 2
a) korzystajac z wykresu funkeji y = x -3
b) korzystajgc z wykresu funkeji y = x|

1.115. Naszkicuj wykres funkcji g (x) = x| - 4
a) korzystajac z wykresu funkeji p = |x| - 4
b} korzystajgc z wykresu funkeji p = [x = d|.

1.116. Zbiorem wartoéci funkeji ¥ = f(x) jest podany zbiér ZW. Wyznacz zbidr
wartosci funkeji y = |f(x)|, jesli:
a) Zw = (0, 5)

¢) 2w = (-10, -1)w(2, 9)

b) Zw = (-9, 3)
d) Zw = (-3, =1)w1(2, 15).
1.117. Dziedzing funkeji ¥ = f(x) jest podany zbidr D. Wyznacz dziedzing funkeji

y = fllx]), jedti
a) D = (-3, 4)

¢ b= (-8 -3}u(2, 5)

b) o =(07)
d) 0 = {-3,1} {2, +=).

1.118. O funkeji y = flx) wiadomo, te ma trzy miejsca zerowe: =7, 2, 28. Podaj
migjsca zerowe funkeji;
a) v =£(|<) b) y = [£{x)].

1.119. Wykres funkcji ¥ = f(x) ma z osi OF punkt wspéiny rlo, --..IE} Podaj
wepdtrzedne punktu wspdlnego osi Y 2 wykresem funkeji:

a) y = [f(x)] b) ¥ = £{|<])

1.120. Wykres funkgji f przecina osie ukladu wspdirzednych w punktach: (0, -8),
(3, 0), (-4, 0), (9, 0). Poda] wspdirzedne punktéw przecigcia osi ukladu wspotrzed-
nych z wykresem funkecji:

b) £{jx]).

a) |f(x)|

1. Prreksetafeenia wylresdw Fankefi

Wykres funkeji y = k-f(x) oraz y = flk-x),
gdzie k # O
1.121. Narysuj w ukladzie wspétrzednych trojkat ABC, gdzie A(0, 0), B(3, -3),

CI:E. 3). Wyznacz obraz 4,8,C, tego trajkata w powinowactwie prostokagtnym o osi
Ox | skali k, jesli:

ajk=3 b) k = O k=-

LEER N
aa [ P

1.122. Funkeja f opisana jest za pomoca tabeli. Sporzad: tabele, opisujacy funkeje
y=5 f[x}

X =11 | =B =5 =2 4 7
vafi}l 2 | s3] 4 | 5] &6 | 2

i

1.123, Dany jest wykres funkcji f (zobacz rysunek ponidej).

Naszkicuj w ukiadzie wspotrzednych wykres funkcji:

aly =025f(x) bjy= —%f[x} o)y = 2f(x) d) y =—0,75f(x)

1.124. Na podstawie wykresu funkcji f naszkicuj wykres funkcji g, jesli:
a) £(x) = Vx, glx) = 3f(x) b) £(x) = |, g () = -2f(x)
) £o) = x -6, alx) = % £ d) £lx) =~ 1, 9(x) = -2 (3

1.125. Narysuj w uktadzie wspdirzednych trajkat ABC, gdzie A(-4, 0), B(1, -2,
E{a, 2}. Wyznac: obraz tego trdjkata wpowinowactwie prostokatnym o osi OY
i skali k, jeslh:
al k=2

5
b) k= -3 k==
) ) k=-3

31
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1.126. Funkcja f jest opisana za pomocy tabelki:

x 45 |12 | o | 48 | &0
v=fix) | 2 -5 1 =3 7

sporzgdi tabele, opisujgca funkeje:
a) v = f(3x) b) v = f(-4x) ¢y =f[§x] d) ¥ =;[_¢lx]

1.127. Dany jest wadr funkeji £ Wyznacr deiedrine funkcji g | naszkicuj jej wykres
w ukladzie wspotrzednych, jeli:

a) flx) = x% xe(-2,2), g(x) = f(20)  6) flx) = Vx, xe(0,2), g(x) =j’[%x]

c) fix) = %x +2, xe(-3,6), glx) = f(-3x)
A} £} =%, xe (-1, 2), gl = f[—%x].

1.128. Na podstawie wykresu funkeil f naszkicuj wykres funkcii g, jesli:
a) flx) = x+1, xe(-1,8); g(x)=F(-2x)

)£ =x'-2, xe(-1.2);  gle)=1{-3x]

Ifl) =0+ 1 xe(-21); o) = -3 1(4)

> xE[l, 4); glx) = -2f(x).

W=7

Mapisz wezér funkcji g, Podaj dziedzing i zbidr wartodci funkeji g.

1.129. Na podstawie wykresu funkeji f(x) = (x — 1)%, gdzie x e (-1, 3), naszkicuj
wykres funkcji g I:x:l " f[ -;-x] . Nastepnie wynacz:

.a] wzor i dziedzine funkdji g,
I;l-]- przedzial, w ktdrym funkcja g jest malejgca.

1.130. Napodstawie wykresu funkeji f{x) = L& +1 gdzie x e |:—5, -3)w(-3, 1),
X+

naszkicuj wykres funkcji g{x} i *lfljx}. Nastepnie wyznacs:
a) wadr i dziedzing funkeji g,
b) zbidr wartodci funkeji g.

1. Przekoztatednia wegkresdi F.:.mk:jf =25

1.131. Podaj, w jaki sposdb nalety przeksztatcic wykres funkeji:
A f(x) = fr+1 b g(x) = Vxea ) hlx) = 2
aby otrzymadé wykres funkcji y = Jax+4.

1.132. Podaj, w jaki sposob nalety przeksztatcié wykres funkeji:

) F(x) = + 6 ) glx) = I - 3 I h(x) =-2x+ 6

aby otrzymat wykres funkgji y = ~2x + 6.

1.133. Driedring funkcji f jest przedzial |4, 12), a jej miejscami zerowymi sq tylko
dwie liczby: -3 oraz 4. Podaj dziedzing | miejsca zerowe funkeji g, ckreslone] wzo-

rem: gx) = f [%xj

1.134. Dziedzing funkeji f jest przedzial {—3, 5}. a Je| zbiorem wartodci - przedziat
(-2, 10). Wykres funkeji f preecing o OY w punkcie (0, 6). Funkeja g jest opisana

2
waerem: g (x) = -2 flx). Podaj dziedzing | zhidr wartaéci funkdji g oraz wspolrzed-

ne punktu wspdlnego wykresu funkeji g i osi OY.

1.135. O funkeji f wiadomo, e jej driedzing jest zbidr (-6, 2}, zas zhiorem war-
todei preedziat {—9,. -l}. Ponadto funkcja f ma tylko trzy miejsca zerowe: -4, 0, 1.
Podaj dziedzing, zbidr wartodci | miejsca zerowe funkeji g, okredlonej wzorem:
a(x) = f(6x).

1.136. O funkeji f wiadome, e jej dziedzing jest zbidr (-5, 10), zbiorem wartoéci
przedzial (-12, 20), 2a4 jej wykres praecina o$ OY w punkeie o wspéirzednych (0, 2).
Podaj dziedzing i zhidr wartosci funkeji g, okredlonej wzorem: g (x) = —4f(x). Jakie
wipairzgdne ma punkt wspdlny wykresu funkeji g i osi OY?

Szkicowanie wykreséw wybranych funkeji

1.137. Podaj wzdr funkeji, ktdre] wykras otrzymasz 2 wykresu funkcji f{r} =¥
stosujgc nastepujace prreksrtalcenia

a} przesuniecie rdwnolegle o wektor = [3, ;L]. nastepnie symetria oslowa otrzy-
manego wykresu wzgledem osi OX

b) symetria osiowa wzgledem osi OX, nastepnie przesuniecie réwnolegle otrzyma-
nego wykresu o wektor u = [3. 1]
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1.138. Podaj wzdr funkeji, ktére] wykres otrzymasz, stosujgc nastgpujgce prie-

ksztalcenia wykresu funkeji f(x) = x:

a) przesuniecie réwnolegle o wektor [—4, -2], nastepnie symetria osiowa otrzy-
manego wykresu wigledem osi QY

k) symetria osiowa wzglgdem osi OY, nastgpnie przesunigeie réwnolegle otrzyma-
nego wykresu o wektor |4, -2|.

1.139. Jedli chcemy naszkicowad wykres funkgji b (x) = <2 - x| + 1, to motemy
zastosowat nastepujaca kolejnodé prreksztatcen:

£(x) =] 3L ()] S
h(x)=—|x+2|+1 EEI"-J‘l|:.=-|']|=—|2—:r|+ 1.

Czy otrzymamy wykres funkeji y = h(x), jesli

a) wykres funkejl f{x) = || przesuniemy réwnolegle o wektor [-2, 1], a nastepie
otrzymany wykres przeksztalcimy przez symetrig Srodkews wiglgdem punk-
tu 0(0, 0)

h} wykres funkeji f{x] = 1,:|:| przeksztalcimy przez symetrie srodkows wzglgdem
punktu 0(0, 0), a nastepnie otrzymany wykres przesuniemy o wektor (2, 1)?

1.140. Maszkieuj wykres funkeji g(x) = |{x + 5}!‘| — B, korzystajac z nastepujacej
kolejnodci przeksztatcer:

)= sl g ()= L)

H!I:.r}=||[x + E]JI Tilﬂ Q{I]=FI+ 5}‘|—3.

Czy otrzymamy wykres funkeji g (x) = |(x + 5)°| - & jedli najpierw naszkicujemy
wykres funkejl ¥ = ', a nastepnie otrzymany wykres przesuniemy réwnolegle
o wektor : = [—5. —ﬂl?

1
1.141. Funkgja f jest okredlona wrorem f(x) = = 3.

a) Maszkicuj wykres funkeji h(x) = [f{x]|. Wykres funkeji b przesur rownclegle
o wektor o = [0, —2] . Podaj wzor otrzymane) funkcji,
b) Czy otrzymamy wykres te] samej funkeji, co w punkcie a), jedli wykres funk-

cjiy = H przesuniemy réwnolegle o wektor u = [—3, 2|7
X

1. Praeksztafcenia wykresdw funkeji

1.142. Aby naszkicowac wykres funkeji h(x) = f(lx - 5}, mozemy ustali¢ naste-
pujaca kolejnodd przeksztatcen:

=12 =E0D ) () T2 ) - -5

Cay otrzymamy wykres funkgji y = h (), jeshi zmienimy kolejnosé powyiszych prae-
ksrtatcen? Odpowiedi uzasadnij,

1.143. Aby naszkicowat wykres funkejl b x) = F(1 - x), mozemy ustalié nastepu-
jgea kolejnodt przeksztatoer:

y=1(x) 32 b ()= £(=x) 2228 )= pa-x) L2200 iy 2 )

Czy ostatecznym efektem bedzie wykres funkji y = h(x), jesli na podstawie wy-
kresu funkeji y = f(x) naszkicujemy wykres funkeji y = f(|x]), otrzymany wykres
przeksztafcimy przez symetrig osiows wzgledem osi OY, a nastepnie otrzymany

wykres przesuniemy réwnalegle o wektor u = [1, 0]? Odpowied? uzasadnij

1.144. Ma rysunku obok dany jest wy-
kres funkeji f. Wykonujgc odpowiednie
prieksrtalcenia, naszkicuj wykres:

a) ¥ =-f(x -3
b) v =f(4-x)
1
E} = ':"f{_x_ 2_:"
d) ¥ =-2f(1-x)
1.145. Na rysunku obok dany jest wy- _ r
kres funkeji f. Wykenujac odpowiednie ' i; ¥ fixd
przeksrtalcenia, naszkicuj wykres: 2
1

3 y=-fl-1
b) v = [f{-x) + 2|
) y=-lfx) +3
d) p=|fz-xf-1

23
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1.146. Na rysunku cbok dany Jest wy-
kres funkeli f. Wykonujgc odpowiednie
przeksztalcenia, naszkicuj wykres:

2) v =-2(¥)
b) ¥ = =fljx - 2])
) y=3f(+2)

d) y =2-f{|-3 + )

¥
51—
&

1 [01 2345 g%
o
-3 oo

1.147. Ma rysunku obok dany jest wy-
kres funkcji f2 Wykonujge odpowiednie
przeksrtatcenia, naszkicuj wykres:

al y=—flx-3)+4
b) y = 5f(2¢) -3

c} ¥ = |3—f{2—.h']'|

d) y=4-f(-x+1)

65432 -

1.148. Naszkicuj wykres funkeji f, jesli;

a) flx) = —~2-x+3
) fle) = Jx-3]-2

1.149. Naszkicu] wykres funkeji f, jesli:

1) = -3 +1
¢) flx) = —|-u'x" +4x+4 —51

b) £(x) = |1—J—T.-|
d) flx) = -1

B} £ =~ -2 +3
1) = N2 1|44

1.150. Naszkicu] wykres funkeji:
3) flx) = ' -2 -2

o) flx) = (2 - jxl)?

)£ = (-2 -2
d) ) = -(g] .3

L. Prrzeksztafcenia wykresdw funkeji

1.151. Maszkicuj wykres funkcil;

) = - B 1(6) = £ 5+2

3 1
I = = A1) = -
1.152. Maszkicuj wykres funlkcji:
a} flx} = s -3 -1 b) flx) = 2 + 1| -3

&) flx) = -1 - 2
1.153. Maszkicuj wykres funkeji £ jedhi:

a) f{x;'l:!—lxr—li

(x+1), jedlixs-1
b -
) £x) {|x{—1, jedlix=—1

',‘l."|?{+1,

1
4--[:-5}‘;.1, jeklix>1

d) flx) =[x -1/~ 2| -3

jedlix=1

fx|-3, jestixe{-=, -2)(2, +=)

1 i
—[E.x) LJedlixe(-2, 2)

Zastosowanie wykreséw funkeji
do rozwigzywania réwnan i nieréwnosci

1.154, Odczytaj z wykresu funkeji f{x) = (x + 2)7 argumenty, dia ktérych funkcja f
prayjmuje wartosé 1. Nastepnie rozwigi algebraicznie réwnanie (x + 2)* = 1.

1.155. Odczytaj z wykresu funke)i f(x) = +/-x argument, dla ktérego funkeja f
preyimuje wartosd 2. Nastepnie rozwiat algebraicznie rdwnanie J=x =2.

1.156. Naszkicuj wykres funkejif(x) = |x - 2| - 3. Nastepnie podaj zbisr rozwigzan
réwnania fx) = 2.

a7
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1.157. Korzystajac z wykresu odpowiedniej funkeji rozwiat rownanie:;

3) bt = o & (x+2)? =8

X=5
1.158. Korzystajac z wykresdw odpowiednich funkcji rozwiat réwnanie:
b) (x -3 =x-1

1
a) xt-2=-x :}—;-1:5#—14

1.159. Korzystajgc z wykresdw odpowiednich funkeji rozwigi rdwnanie:

a) =[x -2 b) 2 - x* = x| ¢) vx+2=Ax-6+2
1.160. Maszkicu] wykres fun!u:jiﬂ_k]l = ;1—3 . Ddczytaj z wykresu zhior rozwigzan

nierdwnodei f{x) < 1.

1.161. Nasrkicujwykras funl-'.Cjifl:x} = ] —y - Odczytaj z wykresu zhisr rozwigzan
nierdwnodel fx) < 2,

1.162. Naszkicuj wykres funkeji f{x) = (x — 2)* - 3. Odezytaj 2 wykresu zbidr roz-
wigzan nieréwnosci fx) > 1.

1.163. Naszkicuj w jednym ukladzie wspdlrzednych wykresy funkcji f{x] = —f=x
Qraz g{x} = |J||'3 - 2,

a) Podaj argument, dla ktérego funkeje f i g prayimujg t¢ samg wartosd.

b) Rozwiaz nierdwnost f(x) > glx).

1.164. Korzystajac z wykreséw odpowiednich funke]i rozwiai nierdwnosc:
b) Jx—zgﬁ—%x g) x2za+2

a) x* > x

1.165. Korzystajae 2 wykresdw odpowiednich funkcji rozwigi nierdwnost:

1 =1 1 1

= Zx_3 bl —— o x + 1)? C =1 =5
)b < Ix et Lt S |

K=d

1.166. Maszkicuj wykres funkcjifl:x} = 1||]J|f—3|. gdzie x € R. Nastepnie rozwigi:
a) réwnanie fx) = 1 b) nieréwnosé flx) < 1

1.167. Maszkicujwykres funkeji f(x) = ‘1141]' gdzie x = R - [1}. Nastgpnie rozwigi:

a) réwnanie f{x) = 1 b) nierdwnosé f(x) = 1

1. Przeksztateenia wykresdw fumnkeji

1.168. Naszkicuj wykres funkeji fx) = -—3—-, gdzie xe R - {-1, 1}. Nastepnie
rozwigd: |1

a) réwnanie f(x) = 2 b} nierdwnodé fx) < 2

1.169, Na podstawle wykresdw odpewiednich funkeji wyznacz zbidr rozwigzan
rownania:

3) |l -2 = Jxva h]:ﬁ=1_|:+1|
T g =l
b} |H I|"E' |H‘ 2| d] |.?|'|—1 _ll 3

1.170. Ma podstawie wykresow odpowiednich funkeji wyznacz zhidr rozwiazan
nierdwnosci:

a) %x‘i«’ (x—2)F +4

EJI—JHEJH

b) [l -5{ <3

d) (il + 1 < + 1

1.171. Na podstawie wykresdw odpowiednich funkeji wyznacz zhidr rozwigzan
nierdwnoscl:

a) dx+2z|x+1|+4 b) |[.=r-1]’-d{:—x+1
5 2 .2
§ g =13 — 1
¢} 5-|x |}4—x d]|.=r| 4

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 1.

1. Srodek odcinka A8 ma wspéirzedne (13, -2). Jesli A(-7, 4), to:
n, B(3, 1) B. B(10, -6) C. B(23,8) D. 8(33, -8)

2. Wektorem przeciwnym do wektora ; = [d, —5] jest wektor o wspdlfrzednych:

1 1 11
A=, —— B. |=—, = C. | .| —4
[#' 5] [ 4'5] 5] oil-43)
3. Diugodé wektora b = [-3, 4] jest réwna:
AT B.5 C.4 D3

39
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4. Jedli A(9,-2) i AB = [-6, 7], to punkt B ma wspéirzedne:
A. (-3, =5) B. (3, 5) c.(5.3) 0. (3,-5)

5. Dany jest wektor u = (3, —2|. Wskai wektar, ktéry nie jest réwnolegly do
wektora u.

A.E:E, _%] B.b=[-32 Crc=[57-38] D.d=[23

6. W wyniku przesuniecia rdwnolegtego wykresu funkcji f{x} =+x 04 jednostki
do gdry otrzymamy wykres funkeji:

Agle) = Jx + 2 B.g{x) = vx -4

C.glx) = Jx+4 D.g(x) = V-4

7. Wykres funkgji f(x) = lx + 5| + 1 powstaje w wyniku przesunigcia réwnoleglego
wykresu funkeji y = |x| o wektor:

Au=[51] B.u=[5-1] Co=[-51 D.u=[-5-]]

8. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres
funkeji ¥ = f(x).

A, B.

BT

¥ = il '

= mr o e

e
-11-513113:_-.455?3
=g
“a_.

1, Przekszfateenin wykresdw Funkeji 41

F
T H i
MY
k3

-4 =3 =2 -1 “11 23 25X

9. W wyniku przeksztalcenia wykresu funkeji f{x) = -« + 3x + 2 przez symetrie
wegledem osi OX otrzymujemy wykres funkcji, ckreslonsj wzarem:

Ay=x"+3x+2 By=x'=3x=-2 Cy=-x'=3x+2 Dy=x'=3x+2

10. Ma rysunku obok prredstawiony jest wykres
funkeji y =f|:x}.

Wykres funkeji okredlone] wzorem g(x) = ~f(~x) znajduje sie na rysunku:
o T TErT . . B, g
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11. Driedzing funkeji f jest przedziat (-3, 2). Wykres funkji f przeksztatcono przez
symetrie osiowy wzgledem osi OY | otrzymano wykres funkcil g. Dzledzing funkcji
g jest przedziat:
A {-2,3) B. (-2, 3) ¢ {-3,2) 0. (-3, 2)

12. Zhiorem wartodei funkeji f jest przedziat (-5, 1). Wykres funkcji f przeksztal-
cong przez symetrie osiowy wzgledem osi OX i otrzymanc wykres funkcii g. Wskai
zhisér wartosci funkcji g.

A (-5, 1) B. (-5, 1) C (-1 8) 0. {-1,5)

13. Funkeja y = f(x) ma dwa miejsca zerowe: -3 oraz 1. Miejscami zerowymi
funkeli ¥ = f(x + 1) 53 liczby:

&, —2 oraz 2 B, —d oraz 0 D, =4 oraz 2

C.-2 oraz 0
14. Na rysunku obok mmajduje sie wy- :
kres funkcji f, ckreslone] w przedzia- i ¥ =il
X
1

Ie {—L 3}. Wiskai zhidr rozwigzan rdwna-

nila —fx + 1) = 2. T gt "/: .

24 P15 3 4 5 577 B 89X
A, {-1} B. {3, 5) B \'\/ _
C. {2, 4} D. |4, &) -3 - -

15. Wykres funkcgji f jest przedstawiony w zadaniu 14, Wskaz zbidr rozwigzan
nierdwnoécl fl-x) + 1 > 0.

A (2, 8) B. (-1, 2)u(s, 8} C. (-8 -6)u(-2,1} D.(0,8)

Zadania powtérzeniowe do rozdziafu 1.

16. Dany jest punkt B(4, -3) oraz wektor AB = [-2, 5]. Oblicz:
a) wspdtrzedne punktu A,
b) wspéirzedne punktu C, jesli AC =-3A8.

17. Wtréjkacie ABC dane s3: (-7, -1), 8(5, 1) oraz 80 = [-9, 1], gdzie O to $ro-
dek boku AC. Oblicz wspdirzedne punktu D oraz dugost boku AC,

18. W tréjkacie ABC dane s3: A(-5, 2), 8(3, -4), C(1, 5). Wyznacz wspdirzedne
punktu [ tak, aby figura ABCD byta rownolegiobokiem.

1, Przeksztafcenia wukresdw fumnbe]i

D 19. Dane 53 punkty: A(D, -3}, B(4, -1), C(5, 3), D(-3, -1). Korzystajac z wiasnosci

wektordw wykai, 2e cawarokat ABCD jest trapezem.

20. Funkeja f jest okredlona wzorem fx) = —x* + 10. Wykres funkcji g powstal
w wyniku przesuniecia rownoleglego wykresu funkeli f o 3 jednostki w lewo.

a} Napisz wzér funkeji g.
b) Do wykresu funkeji g nalety punkt (-2, o). Oblicz o.

21. Wykres funkeji liniowej f{x) = 3x + 5 przesunigto o 2 jednostki w prawo

i otrzymano wykres funkcji g.

3} Podaj wedr funkeji g.

I:] O jaki wektor moina proesunad wykres funkeji g wedtuz osi OF, aby otrzymad
wykres funkeji f?

D 22. Wykres funkeji f (x) = —2x° przesunieto réwnolegle o wektor v = [1, 4] i otrzy-

mano wykres funkeji g. Wykat, te gx) = -2x" + dx + 2,

23. Funkeja liniowa f jest okreslona wzorem f(x) = —2x + 3. Napisz waér funkeji:
a:} g, ktdre] wykres jest symetryczny do wykresu funkcji f wzgledem osi OX,
b} b, ktdrej wykres jest symetryczny do wykresu funkeji f wzgledem osi OY,
€) k, ktérej wykres jest symetryczny do wykresu funkji f wzgledem punktu 0(0, 0).

24. Ma rysunku jest przedstawiony wykres

funkeji v = fix).

a) Naszkicuj wykres funkeji y = g(x), gdzie
glx) = ~flx).

b} Podaj zhidr rozwigzah réwnania g (x) = -2,

25, Na rysunku jest przedstawiony wykres

funkeji ¥ = f(x).

a) Naszkicuj wykres funkeji y = g(x), gdzie
g(x) = f-x).

I:] Podaj maksymalne prredziaty, w kidrych
furkeja g jest rosnaca.

43
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2B. Ma rysunku jest prredstawiony wy-

kres funkcji ¥ = f{x}

a) Maszkicuj wykres funkeji ¥ = gix),
gdzie g(x) = flx +2) - 1.

b) Podaj zbidr rozwigzan nierdwnosc
glx) < 0.

27. Driedzing funkeji f jest zbidr 0y = (-4, 8), a jej zbiorem wartodei jest zbiér
ZW| = (=1, +00). Podaj dziedzing i zbidr wartosci funkeji:

a)y = f(~x) b) ¥ = ~f(x) ¢y =flx+3)-4

28, Maszkicuj wykres funk:jifl[:]- r % + 1, gdzie xE{—E, ﬂ'}u{ﬂ, 2}.

a} Podaj wzar funkcji g, ktorej wykres otrzymamy w wyniku przeksztatcenia wy-
kresu funkejl f przez symetrig srodkows wegledem punktu 0{0, 0).

b) Ma podstawie wykresu funkcji g rozwiai nierdwnosé g (x) < -1

29. Rozwiaz graficznie réwnanie:

" DI b) (x—1)F=2x-2 g) —ad = 22—
xX+5
30. Rozwiai graficznie nierdwnosc:
4
a) -x? = - b) [« — 2| = ¢) <x+6
e

31. podaj dwa kolejne przeksztatcenia, ktére maotna wykonad, aby @ wykresu funk-
eji f(x) = x otrzymaé wykres funkeji:
al glx) =7 = x b) hix) = V7-x e} k(x) = ‘-{'u"-—_x+?}

32. Na rysunku jest prredstawiony wy-
kres funkeji f.

a) Maszkicuj wykres funkeji g, okredlonej
WZorem g[x} = {—x} + 1.

b) Podaj dziedzing funkcji g.

c) Podaj zbidr wartosci funkeji g.

d) Oblicz wartodt wyraenia

[a(-4)+a(5}]-[g(-3)-a(1)].

¥ = fxh

1. Przeksztateenia wykresdw funkeji 45

33. Ma rysunku abok przedstawiony jest wy-
kres funkgji y = f(x). Wykres funkeji ¥ = g ()
otrzymujemy na podstawie wykresu funkeji
v = fx) w wyniku nastepujacych przeksztatcen:

P L Yl 1| P VDY NALL L 1

a) Naszkicu] wykres funkeji y = g(x).
b) Mapisz wzér funkeji g za pomocg wzoru funkeji f.

34. Na lekcji matematyki dwoje ucznidw prredstawito swdj pomyst ma naszkico-
wanle wykresu funkcji g, okredlone] wzorem g(x) = 2 - %-q':'-.'+ 3, na podstawie
wykresu funkcji f(x) = JSx.

Bomysi Konrada

. filx) :
,.r:f{:]fﬂiiﬂy:;l{x}—ﬂ—{p = £ ()22 y= £ (x }:'ﬂrw{x’l

m iktorii

.
% =...f.
¥ =J’Iﬂf}lr"'{ﬁL y= f,l{#]';rq—mr = £,(%)2% y = g(x).

a] Wykat, ie oba przedstawione rozwigzania s3 poprawne.
b) Maszkicuj wykres funkcji y = g(x) kazda z przedstawionych metod.
35. Rorwigi graficznie nownanie:

a) —2x + %x*=ﬂ

b) 2+ 2 =2

36. Rorwiai graficznie nierdwnosc:
-1 < -1+ 2

b) ,,Ilt:-:| &



&

Mﬂt{m‘!‘ﬂkﬂ. Fhide zodad. Klaze 2. FPakres FOziTErTanY

37. Naszkicuj wykres funkcji g(x) = , @ nastepnie:

.
|+ -1
a] podaj driedzing i 2bidr wartosicl funkcji g,

b} wyznacz priedziaty monotonicznodc funkeji g,
-:]- wiykaZ, ie funkcja g Jest parzysta,

d) rozwiai nierdwnoié —— W | 2|:|r|

38. Jednym x rozwigzad rdwnania —— |.-;| + m z niewiadomy x | paramet-

rem m jest liczha —4. M
a) Oblicz m.
b) Dla wyznaczonej wartoéci parametru m, na podstawie wykresdw odpowiednich

£ >l +m.

-2

funkeji, wyznacz zbidr rozwizzan nierdwnosci

39. Jednym z rozwigzar rownania ..|'r —m %" z niewiadoma x | parametrem m
jest liczba 1.

a) Oblicz m.
I:]I Dla znalezione] wartodci parametry m okredl liczhe rozwigzan réwnania

AL

-m=- x|,

40, Naszkicuj wykres funkeji g(x) = E-|x+ ﬂ{-—l‘.

a) Ma podstawie wykresu funkeji g rozwiagi réwnanie g{x]l =:1;
h} Podaj wedr funkcji g bez uivcia znaku wartodci bezwzglednej,
1;} Wykai, e w przedziale I:—E, —-ﬂ:l funkcja g jest rosnaca.

41. Maszkicuj wykres funkeji g (x) = (jx] - 3)* - 4.
a} Padaj zbidr wartodci funkeji g.

IJ} Oblicz miejsca zerowe funkcji g.

€} Wyznacz zbidr rozwigzan nierdwnoici g{x}l =0

47

Rownania [ nierownosci
« Z wartoscig bezwzgledng

Wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej

2.1. Oblicz:
a) -1% + 1% b) -1§+1§ c) |-2.8| - |-3.3]
d) V2-3 e) 25| f) |23 +4/12]

2.2. Otlicz wartodé danego wyradenia. Ocen, jaka liczba — wymierna czy nigwy-
mierng — jest wynik obliczen.

a) 243 -[3-243] b) 2z - |2 - 7|
) -2 +14 o) |2~ a2
g 3-n-|n-3| ) o3|+ |1+
2.3. Oblicz wartosd danego wyrazenia. Ocen, jakg liczby — wymierng czy niswy-
mierng — jest wynik obliczen,
a) 3j1-6|-3v6 b) [1-+2}-|~2]
¢) [1.8- V3| +{-1)}3 -3 d) -|-8| - |2~
2.4. Oblicz wartodt wyraienia:
) [V&-45)(5 +VB)|-3 (a2 457
b (|+75-4v3|-[27 - 108+ 1)-{1+243)
) |7 -3VE 452439
d) [35-24125 +10)-{715 -10
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2.5, Oblicz wartosd wyraienia:

|.f_ 5|+ 4 ~245|-}v20 -4
|J;4|"*“Irl °) [4(445 )
|[~;"d 2/3){23-6) |[ 5-:!~,."i}[£+1-.."iH 5
L VB ek

2.6. Oblicz wartosd wyratenia;

a) 2a- o - 3|, jellio =-4 b) |20 - 3| - (3 + 20), jesll 0 = - 43

2.7, Oblicz wartodd wyratenia:

a) [-1-[2-b|| + b, jesti b =3 bl b —|-b+ 1 jesli b =2

2.8, Oblicz wartosé wyrazenia ||ﬂ1 - IEHJ| - 3-u| + 2a w przypadku, gdy:

3) @ =10 b)a = 320.3°+2-3' +5.3% 42.3

2.9. Zaplsz podane wyraenie bez uiycia symbaolu wartosci bezwzglednej.
a)|la-2| jeslia e 1:2, +00) bj |3 + al, jeslia € (~o0,-3)
- Jjeiline{‘f.,w:c_:l -EEI:]'._, +m}|

2.10. Zapisz podane wyrazenie bez uiycia symbolu wartosci bezwzglednej:
al |-2a|:|o-1|,jedlice (-o0, -1)

b) |1+ 20| + |-34], jetlia & (~oc, -2)

c) 2a-|3~|af, jedlia & (4, +0)

d) |26] - |1 - |a|, jesil 0 € (o0, -3)

2.11. MNapisz wedr funkeji f bez ulbycia symbolu wartodci berwzglednej. Nastepnie
naszkicuj wykres funkeji f w ukladzie wspdirzednyeh.

a) £l) = x = | o) £{x) = 2}x + 3

O Flo) =3 [3- 34 d]:{x}--}t-gx +2

2.12. Napisz weor funkeji f bez uiycia symbolu wartodci bezwzglednej, Nastepnie
naszkicuj wykres funkcji £ w ukladzie wspsirzednych.

) £(x) = x- o B = 2 4
o) flx) = |05x = 1| +x

X

&) £lx) = x - |4+

2, Réwnania i nierdwnoici 2 wartedciq beawzglgdng 45

D 2.13. Wykai, te wartos podanego wyraZenia jest stata.

3) la—3|-|a-2|, jedli @ & (=, 0)
b) [4-a] +|2+d| jedlic e (-2,4)

¢) lo-3|-|a +4| jedlio e (3, +c0)
d) |o +1| - |e + 5| jesti @ & (~=0, -5)

T 2.14. Wykai, ie jedli o jest liczbg ujeming | b Jest liczhg dodatnig, to

|-3a + ab| - 2{3b - 0| = -0 - 2b.

T 2.15. Wykad, ie jesli liczby x | ¥ 53 wjemne, to

|2% + y] - |[-2x - y] - |4 + | =

D 2.16. Wykai, tejeslia > b > 0,t0 2(b* - |ab]) + [b-a| - |a + b = 0.

2.17. Oblicz:
a)

5+8}

] 1 1
1+log, 3~ -—Hng,#—[iJ

5

3
2log, 25- 814

i
uatuglﬂ.lﬁ-{"liﬁl—‘ﬂ,ﬁ 1-3f3
3

]
d) [ -3|-16* -0,5%|-logy, 9]

b) 2- —|[1—J§]|{1+J§]||

¢ 2

Odlegtosé miedzy liczbami na osi liczbowej.
Geometryczna interpretacja wartosci
bezwzglednej na osi liczbowej

2.18, Dane s3 liczby o i b. Wyznacz na osl liczbowej liczbe ¢ réwnoodlegly od liczba i b.
laka jest odlegiodt d liczby ¢ od liczh o i b7

ala=-2ib=4 ble=-2ib=5
a=-84ib =15 d}a:?l%ib:-ﬂ?%

e)a=-347 1b=-2947 fla=-9+4J5ib=5-25
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2.19. Wyznacz liczby, ktdre znajduja sie na osi liczhowej w odlegledei d od licz-
by a, jesli:
ajo=2,d=3 blo=<2,d=5
dja=2,d=3

f}ual+\ﬁ,§=4-4§

t}u:-—-?{,du:IE-

E]Iu:r=-3,d~'_'::+l

2.20. Zarnacz na osiliczbowej | zapisz za pomocy przedziatu zhidr wszystkich liczh
rzecrywistych, ktdrych:

a] odlegiodd na osi liczhowej od liczby 1 jest mniejsza od 5 lub rdwna 5,
b} odlegiodd na osi liczbowej od liczby 3 jest mniejsza od 4,

t} odleglodd na osi liczhowej od liczhy =2 jest wieksza od 3 lub réwna 3,
d} odleglott na osi liczbowej ad liczby =5 jest wieksza od 2,

e] odlegtost na osi liczhowej od liczby & jest nie mnigjsza niz 1,

f]n odlegtost na osi liczhowej od liczby =4 jest nie wiaksza ni 5.

2.21. Zapis: odleglodé na osi liczhowej miedzy danymi liczbami, udywajae znaku
wartoici berwzglednej. Nastepnie oblicz te odleghoil.

driz3
l1-23 14423

a) -4i-28 b) By R
3 3

d) <242 1442 43 e) V3 -1i 43 +7
2.22. Zapisz poniisze zdanie, uiywajac symbolu wartodci bezwzgledne).
a]l Odleghoié liczby x od liczby O jest rdwna 8.

b]l Odleghoié liczby v od liczby 5 jest rdwna 1.

¢) Odleglosé liczby (-3) od liczby o jest réwna 4.

I:I}I Odleghost liceby = od liczhy B jest mniejsza od 3.

e} Odleghost liczby p od liczhy =2 jest wieksza od 7.

f] Odleghosé liczby & od liczby —1 jest nie wieksza od 5.

g} Ddleghosé liczby 7 od lczby m jest nie mniejsza od 2.

2.23. Wyznacz odleghodé miedzy danymi liczbami o | b w zaleinodei od m, jedli:

ala=12-3m, b=5m-4 ime(-=c2
b}a=-1-35-”3 -5, b=6-36m im e (3,+50)

cjea=m'+5m-6 b=(m+3 ime(0, +x)

d) a = (m - a)?, b=-8m-17 imeR.

2. Réwnania i nierdwnede! = wartadeiq bezwzgledng 51

Proste réwnania z wartoscig bezwzgledng

2.24. Sprawdi, ktdre z podanych liczb 53 rozwigzaniami réwnania:
al2x| =6 0,-3,3 b} x4+ 3| =7 -4,-10,4
gjx-2=—6 0,42 djjx+5/=0 035

2.25. Rorwigi rdwnanie;

) | =% b) ] = -2 ¢) 3| =+18

d) sjd+1043=0 e) u|%[+1=1 f) El'l"'r‘!_!—*d::i

2.26. Rozwigt dane réwnanie, korzystajge 2 odlegtosci miedzy liczbami na osi
liczbowe).

a}|x—.2|=3 b) |x+ 1] =4 cjla-a=0

d |2+ =1 e J«-5| =2 fll-4+x =5

2.27. Rorwigz dane rdwnanie, korzystajac 2 odleglosci migdzy liczbami na osi
liczbowej.

a} |9 + x| =0
d) [x-21| =3

c) |16 +x =5
Ji2-a =2

b)[a=-x =8
E} Fl=axf = 7

2.28. Zapisz réwnanie z niewiadoma x typu [x — | = b, ktdre:
a]n ma jedno rozwigzanie, rdwne 11,

b) ma jedno rozwigzanie, réwne 19,

€] jest sprzecene,

d) ma dwa rozwigzania: -8 8,

E] ma dwa rozwigzania: =3 i 7,

f] ma dwa rozwigzania: 3n i -7

2.29. Zapisz réwnanie z niewiadoma x typu |X — a| = b, ktdrego zhiorem rozwigzan
jest zhior:

a) |6, 5 b} {2-+3, 243} ¢) {-345)
d) 5,17} e) {-ﬂ%,a%]. f) {-;:i 5%}
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2.30. Rozwiaz algebraicznie rdwnanie:

o -1 =2 b) [x - 4| = 0 J x 1] =
d)[2+x =3 e) |x-3[+7=0 fl1-|x+5|=

2.31. Rozwiat algebraicznie réwnanie:
a)lx-12/-68=0  b)[34-x =06 g-|25+x=0
d) 7|-x = 5| = =21 e) 0,2x - 1] = f}01-3-x =<1

2.32. Rorwiai algebraicznie réwnania:

3x-2| [x+2,4|+1,2 5/3+x|-1,2

B —:1 —:ﬂ
A A 4=
P d—l--;+ 2| g R [a—xil—s,s=$ 0 5_21:"1':_4

2.33. Rozwigi réwnanie:
a) |x -JE|+ 3=42

-:J knzﬁ|_luz-ﬁ

b) 3jpv5-x=21-945
d) n,z}—x—w"ﬂ:%wi

3
) u"inx|+1.|ri ) |x+E al-2 ;
L ey & | =
% 3 NG
2.34. Rorwigt rdwnanie:
a) [3x + 7| =2 b) |25x - 3] =122 ¢ |9-4x =21
d) |1-2x =13 e) [-8x + 5| = 11 f)|-2-5x| =16

2.35. Roewiai réwnanie graficanie, szkicujgc wykres odpowiedniej funkcji.

a) [x + 4| =2 b) j3-x =1 cfll+x|-4=0
d)-jx~-1/ =5 e} [2x -6/ =0 f) |0.5x + 1] =

2.36. Dane s zhiory:
A={rxeRA3-x=4-|x-2|
=[x eRAl+s=2-5-4)
f:{x:xsﬂ'nlﬂr+ l|—3}=|1+xi—1}.

a} Wypisz elementy zhiordw A, B, C.

b) Wyznacz zbiory: (B U €) nA, (A=-C)uB, C-A-B.

2. Rbwnania | nierdwnodel 2 wartederg bezwzgledng

2.37. Rorwigi rownanie:
a) 12 - 6lx| - 3(|x] + 5) = 4| - 1) - 25

b) |x +3f-S{|x + 3] -1) = &]-x~3| + 2|-3-x| - 45
¢ (=2|4=x| + |x-4|]l-3=5|—¢*:t| - 16

2|5+ x|=7 |-x=5/-10

d) ——— +|-5-x|
o 2-a-4 6-|x- 2| | 244
2 3
9 "4|?+Jr|-3'_|-:‘rw?f+1=2_4—|—?—x|
B 2 2

2.38. Rozwiai rdwnanie:
3) 1'“"‘ -3 ‘3'-5] 1 3!x—3|—~.|'ri __lE13—.w|+1?~E
5 2

10

EIx+E|—|{|—x-—E§+4-.E}_

b) : 4=|x+6-245
x—4 +2-J'_ 2|-x+ 443
§ Jav3-o- | ""'—E | - |
dJ 3|—x—3i—21.lrf_zi3+.=r|+ 2-1 Spe+3-v2-1
2 4 = 8

2.39. Wyznacz liczbe m wiedzge, ie jednym z rozwigzan danego réwnania z nie-
wiadomg x jest liczba podana obok réwnania. Dla wyznaczone] wartodci m znajdi
drugie rozwigzanie tego réwnania (o ile istnieje).

a)jx-m+1|=2 5 b j3-x+m|=0, 1
¢ |-x-m+5|=9 7 d) jx + m*-4] =1, 4

2.40. Podaj przyklad réwnania z niewiadoma x typu |x —a| = b, ktdre ma:
a} jedno rozwigzanie ujemne,

h_] dwa rozwigzania réinych nakdw,

¢) dwa rozwigzania dodatnie,

d) dwa rozwigzania ujemne,

e} dwa rozwigzania, 2 ktdrych jedno jest dodatnie, a drugie rdwne zeru,

f] dwa rozwigzania, z ktdrych jedno jest vjemne, a drugie rdwne zeru.
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Proste nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng

2.41. Sprawd:, ktéra z liczb podanych obok nierdwnodc speinia te nierdwnosd, jesliz
aj|5-x<2 0,367 b |« +1 >5 -9, -4,-1,6

¢ [x-4] >0 —2,3%,4.5

d)|x-2| <0 -3,-2,0,1
2.42. Podaj zbidr rozwigzan nierdwnodci:

<0 bjlx+1=0 <9

2.43, Podaj preykiad nierdwnodci z wartoscia berwegledng, ktdrej :biorem roz-
wigzan jest:

3) zbior pusty

¢} zbidr liczb rzeczywistych

d) 2jx| < 4

b) zhidr jednoelementowy
d) zbior R - {3}

2.4, Rozwiz: nierdwnodt, korzystajac z odleglodei miedzy liczbami na osi liczbowe).

a) x| <4 b) |x| = 6 =9

d) |« <2 e) ] -5<3 f)2jx -243 >0

2.45. Rorwial nierdwmnodd, korzystajac r odieglodei miedzy liczbami na osi liczhowe|.
a) x=-a| <3 bj |x + 1| <2 ) ¥=2| >0

did=|1=-x>0 e)[3-¥-1<0 fils+x-2>0

2.46. Rozwigd nierdwnodd, korzystajac z odleglodci miedzy liczbami na osi
liczbowe).

a] |x +1|-2>0
d)0< 4~ |x-4a

b)1-{x-1] <0
e) = |9-u = -3

¢) -3jx| + 8> 2
f)3-3j6+x <0

2.47. Zapisz nierdwnodt 7 wartodcly berwzgledna, jedl dany jest jej zbidr rozwigzad.

a) (-9, 9) b) (o0, ~v3 ) u (3, +og) &) (-4, 12)

d) (-oe, 4} w {2, +0a) &) (-os, 5) w (7, +og) f) (0. 10)

g (-9.5) hj(2- 43,2+ +3) ) (-2, 4x).
2.48. Korzystajgc z wykresu odpowiednie] funkei rozwiqi graficznie nierdwnodé:
al |x-5 =1 b) [« + 3| <2 c)|4+x =3

d) |2x -4 <0 e) [05x-1] > 2 f)—|2(x + 1) > -4

2, Réwnania i nierdwnolcl 2 wartsdoig bezwzgledng

2,49, Rozwigi algebraicznie nierdwnoié:
a) |« +14|-84<0 B 0>14-]26-4
d) 10]x - 1,3| < 18 g)|oax+1 <0

c) |0,25 + x| = 1,25
fl-2x-03|+3>0

2.50. Rozwiai algebraicznie nierdwnoié:

al ]r—\l'i|f:l b) |~.E+:r|22q‘§
d) [3-x]<2-45 &) [x-+2+1>1

) |—r = ~.IE| =0
i) |.:I! ++3 +E+=:4
2.51. Rozwiat algebraicznie nierdwnosé:

a) |3x + 13| < 100 b |12x - 2| < 50
d) |17 - 6x] > 5 8)1-|2x-7] <0

¢) |4 -5+ > 13
f)3-|2-54 =0

2.52. Rozwiat nierdwnosid:

a) 0.7:|x-0,1]>0 b) 3|x+1]+1§{u

£) —2|5—Ei+11~.~u
3 3

d) 2 + |-6x + 5| > 1 e)3-|-9x+8 =3 Dx-2=1+5

2,53, Ibiér A jest zbiorem rozwigzan nierdwnosci 3 — |x + 3| = 0, za$ zbiér B -
zhiorem rozwigzan nierdwnoscl [x + 4] = 1,

a] Whypisz wszystkie liczby parzyste naleigoe do zhioru A,
b] Podaj pravkiad lerby wymilerne], ktdra nie nalely do zbioru B.
e} Wyznace zbiory: A - Bi B - A.

2,54, Zbidr A jest zbiorem rozwigzan nierdwnodcl 4 — 2|x| > 0, zas tbiér 8 — zbio-
rem rozwigzar nierdwnodel [x + 1| -2 < 0.

a] Zarnacz na osi liczhowej xhiory A 1 B.

h] Whypisz wszystkie liczby naturalne naleigce do zhioru A - B.
c} Podaj przyklad liczby niewymiernej naletacej do zhicru 8 - A.
d) Wyznaez zbidr A~ B

2.55. Wyznacz wszystkie liczhy catkowite speiniajgce jednoczeinie dwie
nierdwnosci

al[x-2| <3i3-|x{ =0
je-12f <4i2+[x <0

b [x+1 >4ijx-2]-4<0
d) 2jx -04| <Sijx+01/-04<0

Ly



Matersatyke. Zbidr zadad, Klasa 2. Zakres rozizerzen 2. Rdwnania | sierdwneded 2 wartodels beowzglsdng
2.56. Rozwiat nierownost podwoing; Wtasnosci wartosei bezwzglednej
a)x-2 <3< x-1+1 bj2-|x+1<21+x <=4
o 2.60. Doprowadi dane wyratenie do najprostszej postaci.
2.57. Rozwiai nierdwnodct: a) [x=1| =1~ b 2 |2x - 6| - 2|3 - x|
— 2 =52 - xi > 42 =12
) -2 =SE-H 292+ ¢) 2|-2x~3|~8=[6+4x d) x® +3-|x
bl 3 -x|-2|x=y3|<3[|-3+x|+1
) Fe-arpy {| | } &) 2y/(x-3) -[6-2x| f) 144/’ —2x+1-]3-3a|
¢} —2{|x + 5| =3|-5-x|) =4|5 + x| < |x + 5|
d) 3i1+1—‘~"'5|“5 >1lﬁ“1"f|+5 2.61. Doprowadi dane wyratenie do najprostsze] postaci.
1 dx-16) [ &
=] 5 0 S T . 4
e-} 5“ E -.,I"_} E-|-...|'_ x| = a} |x_21|2 .ni.x:tl b}THﬁ{,x:—
€ Jxw2ix=-3  d) L xe0ixs—=
St —dx4a e+ 3| IHF |=1 ~ 3 2
58, ig2 mierdwnost:
2 5:| Runz:azlmei :Sl P } (8- g 1 Em G
Jx-0.8-1 |x-0,5+ SN T -
-1 |x-0, 1 a1-2 3
?) 2 g K | *i 5(3x +6)
3|x-1,7|-4 .7-x-2 |x-17|+5
b) 1- 5 = 2 T 10 P 2.62. Udowaodnij, te podana liczba jest calkowita.
B e T e a) V6-25 +y14-645 b) Y13-443 —y21+1243
c) 3 i 2
3

D 2.63. Wykat, te prawdziwa jest réwnosc:

g2 B=x+6_ 3
d) _aii_h_g{} a) 9445 +4/14-645 =11-47 + 16647
* 3 b) Y19-843 —7-44/3 =18-842 ~J6-4.2

2.59. Rozwiai nierdwnoié podwding: . ) . I
3) fr—a] +1<10-2a—x] < |x—4| +7 2.64. Doprowadi dane wyraienie do najprostsze] postaci, wiedzac, te x & (-oc, 1),

.H': + | X + X
b} 2|-x-5|-4<1-3k+5 <1-45+4 32 =K o) (2:+x]) e+ 9 "'rmlilfl IIil[i )
—_ X -
o =2-1+1<|x-1-5< ]l-z—-ﬂ -4

2.65. Doprowadi do najprostszej postaci wyraZenie:

d |[-8+x-3<ik-8+1<5(8-x-1)
a) Joi —do+4 - Jor +da+d, jedliac (~=0, -2)

b) vo+6b+b - 2N9-6b+b', jeslib & (3, +ox)




.'5-3 Hﬂt!matgka. Fhifr zadad. Klaze 2. Takres FORATEFEOnY

2.66. Uproft wyraienie:
a) Jar —12x+9-2¢ +3|x+2], jedlix € (-0, -2)
b} 6|-x|—|-dx—8|-25-10x+x* , jeslix € (0, 5)

J W —12x+36 —Jax' —12x+9

. Jeslix e (B, +|:::}

x'-9
t— —_ -_
d) | =3]- Vo? —2x+1 :\lr-'-tx" 1&.\:+35I jedli x & R - {1, 3]
(x=1)"-4

2.67. Rozwigi réwnanie;
a) |3x - 6 = 14 + 2|5x - 10| b) |75x - 25| - 42 = |12x - 4|
c)ox -6l +26+2(10 + 15 =0 d} 812 + 20x| + 16 = 5|-40x - 24]

e) va' +10x+25-|-15-3x|=-8 f) |9x—6|-6=2v9x" ~12x+4

2.68. Roxwigi rdwnanie:
a) o =[2x-3|

o) V1+ax+ax® =|3-4|
e) [4-2d=/x? -6x+0

2.69. Rozwigi rdownanie:

a) d +x - Jx-1f =0

cfle-1+|x+2} +|x-5|=0

b) |4x 8| =2-|3x~1|
d) 2|-3—x|=|x -4

f) [2x = 7|-vax® -10x+25=0

h} |x-3|+ |x?—9| =

d) Jx + 2| = -1 (x - 2)(x + 2)

N9x +18x+9 Vi 2w +1 _

D 2.70. Wykat, sejedlix e R - |-1,1}, to | x}|
? =

3.

2 44- Ifdx’ —20x + 25

1
D 2.71. Wykai, ie jesli x>2- , to wartoic wyraienia
z 10—-4x

jest stafa.

D 2.72. Wykai, ie jeéli o jest liczby nieujemng, to dgai #3660 +120+1 -30=1.

o’ =12

D 2,73, Wykai, te jeflia € (2, 4), to ?.Jdl&-ﬂnm" +

=g-=2

2. Réwnania [ rierdwnslel 2 wartolzig bexwzgledng

D 2.74. Wykat, tejedlijx-1] <5iy e (5 -1 tolx+y +2/ <7

D 2.75. Wykat, tejedlix € (—4,8) ily+5/ <10, to |~y - 7| < 16.

Jﬂt{ﬂz —a+ﬂ,25] =
a(0,5-a) )

D 2.76. Wykaz, e jelli o jest liczbg ujemng, to

D 2.77. Wykat, ie jesli " +81y" =45xy i 9y <x <0, to

xX+8y Fj

Réwnania z wartoscig bezwzgledng

2.78. Rorzwig? algebraicznie rdwnanie:

3 [ -5/ =8 b) [l ~2| =1

o [be+1f-4| =3 d)[3-x +1| =5
e)[7-|2x-5|| =#6 flls-|ax+1]|-2=0

2.79. Rorwiat graficznie rdwnanie:

a) |lx| - 6|=4 b) [ -1 =1

¢) flx-3| +2|=3 d) ||« +1]-3| =5
e)3-|4+|x-7 =1 f) ||2% +5| -4 =3

2.80. Rozwiai algebraicznie réwmanie;
a) 2-x|=x-1 b) Vi =0,5x-1
€) 6+ x = 2x + 3 d) 3x -8 +2=2x

) x=1=+x" -2x+1 f) 3-2x|+x=3
2.81. Ropwiai graficznie rdwnanie:

a)3-|d-x| =2x b) 2|x| +x =3
¢)1-x=|x+5] d) [x +2=x+2
e) [x-3 +2x=6 f}|a1--|-2~-::~1=E

3

x-9y 21
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2.B2, Roewigi algebraicznie rdwnanie:

) b= + b3 -
o) |2x+ 3| - |x-1 =4
e [1-x|+|1+x +2x=0

2.83. Rozwigi graficznie réwnanie:
af jx+1 =2~ |x-1|
) x+1f +x=6-]3-4

2.84. Rozwigi rownanie:
a] |2x—5| = |-I —x]

c) [3-3u] - |x-1| =4

E:I ||.=s.r + 2| --dl = iﬂ-— |xH

2.85. Rozwigt rdwnanie:

a) | + 1= | +1]
o) {lx| = 1)(|x| +1) =
e)1-|3x+2|=

b) fx+2|=7-¥
d) [x+3=va'-2x+1+8

le+2|-|x-7=1~x

b 6|4 -x =[2-3x
d) 3jx - |=r+51—r

b} [l =3}~ =5
d}|x+1|=1—|x‘§

fle+1-|x-1=[3-4

b) 3jx — 4] = |2x + 5|
d) |x + 3| + [4x + 12| = 0
f:lll—xl—lk'-i-El:-x-.I

Nieréwnosei z wartoscig bezwzgledna

2.86. Rozwiai algebraicznie nierdwnaoic:

a) I« -1 <2
e Jle-2| -5 >1
e) [|l2x+3| -7 <8

2.87. Rozwiai graficznie nierdwnoic:
a) |2jx—1f -3 <5
J3-jx+5f<1

e)|3-[x-2| >2

b) lx—1|-3| =4
d) [l2- 4 -4] <2
fli2-2x -6 =12

b) [|x+3| -2 2
d) 2-|x-3f| <0
f)|2x-1-a=4

2.88. Rozwiat algebraicznie nierdwnosé:

3) |u] + 2% >2

h}x+4|x+1]}{!

2. Rfwnania | nierdwnoisl z wartedcig bezwzgledng

¢ 2-|x + 5| > 0,5x%
e) |-4-3x]<2x-4

2.89. Rozwigi graficznie nierdwnodt:
al |x—3l<x+3
) j-x-1+1=x

e} 3|x-2[<1d-x

2.90. RozwigZ nierdwnoil:
a) |.E— |5x + 1|| > 10

c) |x|'-l-.n" +20% +25 -

2 1
5-2 Zmmy =
e |+ 3| ahar

2.91. Rozwiai nierdwnost podwojna:

a) |-2-x <4 <3x-1
2= <l<n+2
ejig|x-2-3 <5

2.92. Rorwig nierdwnosd:

a) 3vox® —24x+16 —x <|B-6x|
b) |-9-3x]<2Jax +2ax 436 434 2x

) |-10x-5| + 9 > |[dx + 2| + 6ux
x=1

d) ~Sx-2|5-5x]>|-3x+3|-16 :

2.93. Rozwigi nierdwnost:
al [2x-3| > 16+ |x + 1
e} 2fx—2| —|¢| >1

e |-2;;—-i| ~[3-x>x+1

dj-1+v2<x+2

f) z|~?-4+1:_-§—15

b) %|x|-33:¢
d) 2jx -4] = x -1
E}%x+4{[x-l|+3

b) |-6 - 3x| < -L5x + 1,5

d) [Va' —dx +4 —#f!
f) 8-3x<25x" +40x+16

b) -1 <1<2x-1
djjx+2|>x=2x-1
flu-|2x-8 <2<y

b) |x + 4| + |6 - 2x < 5x
dj|x+3|-2-x >2x-1

f) 3lx—1] - 2jx+5[<x+2

el
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2.94. Rorwiai nierdwnodé:
a) |x+3>5-|x|

b) Vx® +dx+4+x' —Bx+16 56

¢) |-x=3|+|3-x+4>0

o) | # 5 =7 <x=|x=1

d) Jx=1]+ s’ -20x+25<9
flalx-3-a<x-|5+4

Réownanie liniowe z parametrem

2.95. Wyznacz wszystkie wartoscl parametru m, dla ktdrych réwnanie z niewia-
doma ¥ ma jedna rorwigzanie, Wyznacz to rozwigzanie.

a)(m+ 1 =1 b) mx = dx + m
c) (m? + 1)x = x d) x+fm =2
e) (m*—9)x =m -3 flmx+8=m'-2x

2.96. Wyznacz wszystkie wartodci parametru @, dia ktérych dane rdwnanie z nie-
wiadomy & jest tofsamaosciowe,

ajox-a=2-2x
c) ax = a'x
e)ox—o0® +9=3x

b) (o’ - 25)x = 3@ + 15
d} [n'+15]x=a+4
f} o'y - Bax - 2a° + 120 =0

2.97. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dia ktérych dane réwnanie z nie-
wiadomg x jest sprzeczne,

a)klx+1)=2 b) kx =3 =2x-k
cfkix+ k=0 d) kx = kx
e) |klx =dx + k flx-|kx=1+k

2.98. Wyznacz wartoié parametru m, dia ktdrego rdwnanie z niewiadoma x
ma ¢o najmniej jedno roiwigzanie,

almx+m=m'x+1 b) x = mix
&) [|m| -3k =m +3 d) 2x = |m|({x + 1)
frix
—-mi=4 - —_—
&) mx—m?=4m + 4 - 2x ﬂm+1 m o+ 1

2.99. Dane jest réwnanie z niewiadoma x. Przeprowadf dyskusie liczby rozwigzan
tego rownania ze wigledu na wartosé parametru. Gdy istnieje jedno rozwigzanie —
WYINACE je.

Z. Rfwnania | nierdwnofel 2 wartosciq bezwzgledng

blax -8 =a
d) b'x = 3y
flb'x + 6= b + 36x

aj (2=|mllx=m +2

e) k(k—1)x =k

elax—a'=2x+ 4

2.100. Dane jest réwnanie z niewladomg x, Przeprowadi dyskusjg liczby rozwia-
zan tego rownania e wzgledu na wartos€ parametru. Gdy istnieje jedno rozwiga-

nie — wWyInacz je,
b} (p - 1x = (1-p)°

a) m’x = 16x + m*
:]{p+1]x—p{p+l}l=1 d}ximz.h':m +x +05
fjmifx-1)=x+m=2

e) k'x — k' = 9 - 3k

2.101. Dane jest réwnanie z niewiadoma x. Przeprowadi dyskusje liczby rozwigzan
tego rdwnania ze wzgledu na warto$é parametru m. Gdy istnieje jedno rozwigza-
nie — Wyznacz je.
a}x+3—m=|m—2!-: b}|—1—m|~.:r—5m=1—2x‘
d) m-2| - x=1+mx

f) ||m -2} = 5| -x + 16 = m{m - 6) +x

c]|3m—1|-x+4=m’+1
E]I+m{1-x}=2§m+3|-x

2.102. Dane jest rdwnanie z niewiadoma x. Przeprowad? dyskusig liczby rozwig-
zan tego rdwnania ze wigledu na wartosd parametrdw.

a) ax = 2b b) (1 - m)x =k ) (2c + d)x =0
d) (5-plx=k =1 e} bx = cx + b f) bx = alb - x)

Nierdwnosé liniowa z parametrem

2.103. Dana jest nierdwnosd: 3 — 4[:1- + F} = kx, pdzie x jest niewiadomg, kK —
parametrem. Wyznacz zhidr rozwigzan tej nierdwnodc, jedli:

a k=-1 b} k = -4 k=7

2.104. Dana jest nieréwnoic (b + 4bjx > b - dx, gdzie x jest niewiadoma, b —
parametrem. Wyznacz zhidr rozwigzan tej nierdwnosci, jeshi:

a)b=2 b) b = -2 c)b=0.

2.105. Dana jest nierdwnoéé a’x — 1 < x + g, gdzie x jest niewiadoma, o — para-
metrem. Wyznacz zhidr rozwigzan te) nierdwnosci, jesli:
a)a=2 b)a=-1 gJo=1

&3
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2.106. Dana jest nierdwnost 6 + m*x < 9 — 2m, gdzie x jest niewladoma, m —
parametrem. Wyznacz zbidr rozwigzan tej nierdwnodci, jesl:

ajm=2 bB)m=3 g) m=-3.

2.107. Wyznacz wsrystkie wartogci parametru m, m £ R, dla ktérych:

a) zbiér rozwigzar nierdwnodei Sx — m + 8 < 0 jest przedziatem (o0, 4)

B) zbidr rozwigzan nierdwnodci ~2x + Sm - 4 < 0 jest przedziatem (3, +oc)

c) zhidr rozwigzan nierdwnodci 3m - x < 2x - 9 jest przedziatem |:—4, +00)

d) zbidr rozwigzan nierdwnodei 7x - 2{m - 1) > x + 11 jest przedziatem {2, +ox ).

2.108. Wyznacz wszystkie wartoci parametru p, p € R, dla ktérych zbiér rozwia-
zaft danej nierdwnosci jest preedziatem (0, +0c).

allp+lx-lp+1 +a20 bl{p-2x+dp"-20<0

2.109. Wyznacz wszystkie wartodci parametru k, k & R, dla ktdrych zbiér rozwia-
zarh danej nierdwnoici jest przedziatern Ii—u:::-, {I-::l-

a) -px +3p° =27 <0 bj(2+p)x-|p+3/+8=0

2.110. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m & R, dla ktdrych zhidr roz-
wigzan nierdwnosci;

a) 3x + m — 1 < 0 zawiera sie w przedziale (—oc, 1)

b} dm — x = & + 3 rawiera sie w przedziale {1_, +oc)

4.‘.] 2% — 3m > 5 zawiera sie w przedziale [-5, +oc)

d:l 3{#‘ - m] > dx = m + 7 zawiera sie w przedziale I:—m, 2].

2.111. Wyznacz wszystkie wartodei parametru k, k & R, dla ktdrych zbidr rozwia-
Tan nierSwnosc

a} 2k - % + 1> x + 5 jest przedziatem [-oc, 10 — 3k)

x=-2k k+d-x .
b} : = 2 jest prredziatem {Ei: -B, +|:x:|}
Ix=5k 2k-1+
c) et X sawiera sig w przediiale (-o0, 5k + 2)
=k Zx+3k_1
d) "‘T _2x3K < zawilera si w przedziale (-0, 5 = BK).

2.112. Wyznacz wszystkie wartodci m, m = R, dla ktérych zbiorem rozwigzar
nieréwnosci:

a) (m*—1)x + m >0 jest biér R

b) (5~ |m|}x = 2m < O jest zbisr R

2. Réwnania i mnigrdwngscl 2 wartfoszly beawzgledng

¢) (|m =3 = 2}x — m > 0 jest zbiér pusty
d) (9m® - 36)x + m* — dm + 4 < 0 jest zbiér pusty.

2.113, Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dziedzing
funkeji:

a) flx) = J=x+m jest przedziat (-oc, 2)
b) f(x) = ¥2x~3m jest przedziat {6, +oc)

¢) flx) = J(lml—1)x+3 jest zbiér R

d) flx) = J{m”-16)x—m jest zbiér R

e) fx) = ym'x—8m jest prredziat {d, +20)

f) flx) = JE-Im+{|5—m|+3]x jest przedaiat {-1, +so),

Réwnania liniowe z wartoscig bezwzgledna
i Z parametrem

2.114. Dane jest rdwnanie 2(|x| + 2) = 3m(3m + |«]), gdzie m jest parametrem,
m € R, Rorwigd to rdwnanie, jedls

2

th:i ggm=0

d}m::l.

a]m=—1

2.115. Wyznacz wszystkie wartodci parametru k, k @ R, dla ktdrych rdwnanie:
a) ¥ =4 + 4k ma dwa rozwigzania

b) |-x + 1| = 6 — 3k jest sprzeczne

l:} |.i.’ + 5| =k*- 4|.H' - 5] ma dwa rozwigzania

d) 3{|x - 6] - 3k*) = Bk + 1 ma jedno rozwigzanie

g) k+[3x - 5| = k' - 4k jest sprzeczne

f) (25k" - 4)|3 = 2x] = 5k + 2 = 0 jest tozsamosciowe.

2.116. Ustal liczbe rozwigzan danego réwnania 2 nlewiadoma x ze wzgledu
na wartosd parametru p, p € R:

a)px+ 1 =p? b) [3x-7| =6 -3p
Jp?+ 4342 =0 o) (lel~3)-d = 0
€) lox| = | =2 o +2|-pe-3| =12 a¢ + 5.
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2.117. Dane jest rdwnanie z niewiadomg x. Przeprowadi dyskusje liczby jego
rozwigzad w zaleinosci od wartodcl parametru p, p € R. Nastgpnie podaj wzor
funkcji £, ktdra kaidej liczbie rzeczywiste] p przyperzadkowuje liczbe rexwigzan
tego rownania.

1-2p
) Jeed-3-a=p o) fe-si-afr1=222

2.118. Wyznacz wszystkie wartodci parametru @, @ € R, dla ktdrych réwnanie
|ax — 27| + &' = &+ |3 — | + 81 ma dwa rozwigzania. Wyznacz te rozwigzania.

2.119. Wyznacz wszystkie wartodel parametru k, k € R, dla ktdrych rownanle
af|x - 2| - 4) = k* + 8k - k|x ~ 2| ma co najmniej dwa rozwigzania.

2.120. Wyznacz wszystkie wartosici parametru m, m € R, dla ktdrych réwnanie
mnx -3|-(2- m]] = {} ma co najwyie jedno rozwigzanie.

2.121. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktérych réwnanie:
a) |x-2| = p -5 ma dwa rozwigzania dodatnie,
b) & + 7| = 2 + 5p ma dwa rozwigzania ujemne.

2.122. Wyznacz wszystkie wartodci parametru p, p € R, dia ktérych réwnanie;
3 [5=24= % ma dwa rozwigzania przeciwnych znakdw,

b |2 + 3« - 93 |6x + 4| ma dwa rozwigzania ujemne,

2

2.123. Wyznacz wszystkie wartodci parametru k, k & R, dla ktdrych rdwnanie:
a) |3 + x| = 2k — 3 ma tylko rozwigzania ujemne,

b) |0,5x - 1| = ? ma tylko rozwigzania nieujemne,

2.124. Wyznacz wszystkie wartodci parametru m, m £ R, dla ktérych rownanie
|3~ x - 2| = m + 7 ma wigcej rozwiazan dodatnich niz ujemnych.

2.125. Wyznacz wszystkie wartodcl parametru k, k £ R, dla ktérych rdwnanie:

3-2k

a) x - 2x + 2|= ma tylke rozwigzania niedodatnie,

b} 2jx — 2| — 2x = 8k — 4 ma tylko rorwigzania dodatnie.

2, Rdwwania § nierdwnodel z wartedeig beawzglodng

2.126. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru p, p e R, dla ktérych réwnanie:

a] 2u = |.il' + EI| = 2#-31-11

ma jedno rozwigzanie dodatnie,

b} [2x - 3-x= ? ma dwa rozwijzania dodatnie,

2.127. Przeprowadi dyskusje liczby razwigzan réwnania z niewiadoma x, w zalez-
noici od wartoici parametru p, jedli:

3 -2+ o =p
¢) [2x+1|-[2-uf =5-p

b) 3| - [2x + 8| =2p -4

dp+2
d) [~ + 3 =~E

2.128. Wyznacz wszystkie wartosci parametru o, @ € R, dla ktérych réwnanie
|=1]-3}x+2] = 30 - 4 ma wiecej rozwigzan ujemnych niz dodatnich.

2.129. Napisz wzor funkeji g, ktdra kaidej wartosci parametru k, k & R, przypo-
rzgdkowuje liczbe rozwigzan danego rdwnania. Mastepnie naszkicuj wykres tej funkeji.
3) e+ 8| =21~ = |k -3

b |2 -1 =k -2
) -84 =2
d) [3-fx—a ~|x+ 1| 44 = k-1 -2

Uktady réwnan pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi z parametrem

2.130. Oblicz wyznaczniki;

I R 4

2.131. Rorwigt dany uktad rdwnan, stosujac wyznaczniki,
Jx+dy=1 Bx—Sy=4
EJ ¥ b) ¥
Sx =7y ==6 11x =12y =0
) {1,,:13...;-, i JEx+2y=5
2=8y-5x dx=d+33y

&7
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2.132. Rozwiaz dany ukiad rdwnan, stosujac wyznaczniki.

¥ S
Iy =mm=] D d54+—y=5
al 23 b 4 7
23x—-2y-21=0 By=Tx
e liye , [y
c L
J2x+ Sy +3=0 {«,E—l}x—ﬁr=1

2.133. Przeprowad? dyskusje istnienia i liczby rozwigzan ukladu réwnan z para-
metrem a, gdzie o € B. W przypadku istnienia rozwijzah, wyznacz je.

2x+3y =3 X=-gy=a
N o]

4x+ay=2a ax=y=12
J ox+2y==1 d) (a=1)x-2y=3
Bx+ay=0+6 dx-{a+l)y=a

2.134. Przeprowadi dyskusje istnienia i liczby rozwigzan uktadu rownan z para-
metrem a, gdzie o € R. W preypadku Istnienia rozwigzan, wyznacz je.

} (o-3)x+ay=3 b) {ax+3ny=3
ax+(a+2)y=2 x+ay=a-2
x+ay=3 J (a+1)x+{a-1)y=a"+1
¢
{axirq.:.r:h {a-1)x+(a+1)y=a"-1

2.135. Wyznace wsrystkie wartosci parametru k, k € R, dia ktorych rozwigza-

Ty =2k — ;
W] jest para liczb {x, :.-r}, spefniajgca nierdwnosc

i i
niem ukladu réwna [ Tt bl

SLx+y=<T

2.136. Wyznacz wszystkie wartodci parametru k, k & R, dia ktdrych rozwigzaniem
=2x4+3v=4k-5

S e i jest para liczb (x, y) taka, 2e [xy| > 10.
x—Sy=9-

ukiadu rdwnarn {

2.137. Dla jakich wartofci parametru o, @ € R, wykresy funkcji liniowych

e % H_% — % ,_“T*?- praecinajy sie w punkcie, ktéry naledy do | éwiartki

uktadu wspsirzednych i nie nalezy do zadnej osi tego ukladu?

2. Réwnaria § nierdwnedel 2 wartodtly beawzgledng

2.138B. Dia jakich wartosici parametru @, @ € R, wykresy funkeji linlowych
fix)= —U,SH—ETH oraz gix)=1,5%+ 2a=1
ledy do wykresu funkeji b (x) = 0,5% + 4 ?

priecinajg sie w punkcie, kbdry na-

2.139. Wykresy funkcji linlowych f(x) = 04x + p - orazg(x) = 2x - p -5

przecinajq sig w punkcie, ktéry nalety do wykresu funkeji hx) = 1 - 2jx - 3],

a) Oblicz p.

b) Dla dedatnie] wartosci parametru p, wyznaczonej w punkcie n-]l, narysuj we
wipdlnym uktadzie wspdirrednych wykresy funkdji f, g, b i podaj wspdirzedne
ich wspdinego punktu.

2.140. Wyznacz wszystkie wartodei parametru k, k £ R, dla kbtdrych wykresy funk-
k=2

cji liniowyeh f(x) =1,25x - oraz g{x)= gx A przecinajg sie w punkcie,

ktdrego wspdirzedne (x, y) spetniajg warunek 4x® - y* < 15,

2.141. Wyznacz wszystkie wartodci parametru o, o € R, dla ktdrych rozwiazaniem

(a-2)x+y=4

uktadu réwnan { jest para liczb (x, y) taka, z& [« = .

=y dayml

2.142. Wymacz wszysthie wartodci parametru m, m e R, dla ktdrych wykresy
funkeji liniowych f(x) = 2x — m + 8 oraz g(x) = —4x + 5m — 4 przecinalq sig w punk-
cie, ktdrego wspdirzedne (x, ¥) spetniajy warunek |y| — [ = 5.

2.143. Dla jakich wartosci parametru p, p & R, wykresy funkeji liniowych
flx) = ~5x + 2p + 3 oraz g(x) = 3x - 6p — 21 przecinajy sie w punkcie, ktérego
wspdirzedne (x, y) speiniajg nierdwnodé |x - 4| - |6 -yl <172

2.144. Wyznacz wszystkie wartodci parametru g, @ € R, dla ktérych rozwigzaniem
2x—3y=3-|d—k|

st para liczk o przechwnych nakach.
—3.l.’+51-'=|3k-12|-51 ki A

uktadu réwnan {

eq
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Test sprawdzajgcey do rozdziatu 2. Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 2.

11. Oblicz wartod wyraienia dia podane] obok wartodei smiennej:

e S e
1. Wartodé wyrazenia jest rawna: a) [2-ale —4{+13 a=0,3"
2 g .
A.=0,5 B. ?“:“E c 2J§+% D.0,5 b) 15+[5—b[-[10-b|—[2b6[-[30-8] b=+33 +442
Va8 - 33| 1~ 43|
2. Iesli x & (-6, 2), to wyratenie |2x — 4] — 3|x + 6] moina zapisad w postaci: D 12. Oblicz wartoét wyraienia; 7 N _|.,|’§_3|.
A.x—14 B. =x + 10 C.—5x - 14 D.—Sx -2 I 5'21'|"2" 5'
3. Wiadoma, fe o < 0f b > 0. Wobec tego wyraienie |b - 3| - |o — 3b| jest rowne: e
4. 307 10ab + 3b* B, 3(a® + b7 C. -10ab D. 10ab - 3(a® + b7) a) [3v5 - 52 |5v2 -345|+ |35+ 30410| =130
4

4. Liczbg rownoodiegta ad liczh 427 -342 1 V50 -7 na osi liczbowej jest liczba: b} [0,75-1og,81+log, 128 ~log, z,s-z:r.é| =2
A, z[ﬁ—I} B. 5-442 ¢ 24 D.+2-2 :

14. Zapisz w najprostszej postac wyratenie:

_ ) . . 3 B-3-x| - |-2x -4 Jeshi x € (-2, 3)
: [ 54 2i+5=17 na osi liczbowe] jest rdwna:

5. Odlegloit migdzy liczbami 5 + 21 /5 : & b) |36 - 1|-|1 - 3b] ~ 8lab| - 1, jedlia < 0i b <0
A4 B. 19 C. 2+ D. 18

15. Rozwigi algebraicznie rdéwnanie:
6. Wskat liczbe, ktdra speinia réwnanie |4 — 5 — 2x = |x|. a)Jx-4] =5 b)j2-x +1=0 &x-3=0
o | B.0 [ | 0. 2

16. Korzystajgc z odleglodci na osi liczbowej rozwiai réwnanie:
7. WskaZ réwnanie spraecine, a} zlx + ';l . b} |—.h' . 4| -
A3-4=0 B.lx+#3+1=0 C|7-x=1 Df2-s=4

17. Korzystajac z odleglosci na osi liczbowej rozwiai nierdwnodc:
8. Wiskai rdwnanie, ktdrego rozwigzaniami sg liczby B i -12: a)[x-3| =8 Bj1-|r+13 >4
Alx-2l=10 Blx+2 =6 Clx-2|=10 D.j2-x =6

18. Rorwiaz graficznie:
9, Zbidr {"D.‘.I,. —15} [ [21, -r-m} j‘EE-t zhioram Fmiamﬁ- nierdwnosch a} rownanie le + 5] =5 h} HiEH‘:I'I-W'IDgf |.il! ¥+ El <5
A e +3] > 18 B.|2x-6|>15 C |x-6/>15 D |x-3>18

19. Rorwigt algebraicznie nierdwnoddé:
10. Majmniejszq liczba pierwsza naleigey do biloru rozwigzan nierdwnosci a)|2=-s>1 b) [x+5| <0
2= x| =1 jest liczba: d|x-1 >0 d) |x~7| 27
Al B 2 C. 3 0.5
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20, Rozwigi nierdwnost podwdjng:
Ix-14

a)
i

15]x-3 B) 1<|4+x<6

21. Wyznacz zhiory A w B, A m B, A - B oraz B — A wiedzqc, ie:
A — zbiér wszystkich liczb rzeczywistych spefniajgcych nierdwnosé 8 - |k + 2| > 3
B — zbiér wszystkich liczb rzeczywistyeh speiniajgcych nierownost (x - 1| =2 > 0

D 22. Wykai, #e jedli x jest liczha rrecrywista ujemng, zas y jest liczbg rzecaywisty
dodatnig, to [dx - 3] - (y = x) = 3|x -y + " = (2x - y)".
P 23. Wykai, ze jedli x i y 53 liczhami rzeczywistymi ujemnymi, to
ﬂlx‘k —9‘!—{3!’—1}’]? -1-4I|J.--|:I
3

=[3y| +4fxy]

241 Hﬂ:'ﬂ'lai'
-7 _[7-+

a) réwnanie —— =
] 3
b) nierdwnos¢ 8 — 6]-x — 1] = |x + 1| = 4 - 51 + ]

25. Rozwigi rdwnanie:
3-x 5|x-3| al-x+1] 31-x sjx—1|-643
2 4 3 2 [

26. Rorwigi nierdwnosd:
a) 6-5[/B—x|+2x-242|<-92

3—2|—2—x}_1+|x+2| 3|-x=2{+1

b) <0,3-
5

27. Wyznacz liczbe p, dia ktdre] jednym 2 rozwiazad rdwnania |p - 2 + x| = 62 niewiado-
my x jest liczba 7, Dla wyznaczonej liczby p wyznacz pozostale rozwiazania tego réwnania,

28. Rozwigt algebraicznie rdwnanie:

a[ix-3| - |ax+ 8| =0 b j1-|3x+ 2| =7
c)2x-|x+1| =5 d) 2= =5~ |x+3]|

29. Rorwigi algebraicznie nierdwnosc:

a) x-3-1 =9 b [7-4 #x-1 <x+14

Z. Réwnania 1 nierdwneder 2 wartosolg beawzglsdng TS

30. Rozwiaz graficznie rownanie;

) [3-2]x-1]=3 ) 222

=|—-¢ +2|x+3i

31. Roawiat graficznie nierdwnosc:
a) |2-[x-3] =1 b) [4-3x <x+4

D 32, Wykat, 22 jedli y>2x 20, to |Jax® + )7 + dxy #Bx—J8x +y —dxy =12x.

33. Przeprowadi dyskusje liczby rozwigzan rdwnania ze wzgledu na wartosc pa-
rametru k, k € R,

a) (3k + Z)x = 4 - 9k* b) 2{2x + 3) = k*(x - 1) - 5k

34. Wyznacz wszystkie wartodci parametru p, p € R, dla ktérych zbidr rozwigzan
nierdwnoscl:
3-2x

3) <2p—1 jest przedriafem (-3, +u|;|}

5#‘;3;] < % gawiers sie w predziale [_.3;. EE)

b
} 15

35. Wyznacz wartosé parametru m, m & R, dla ktdrej zbiorem rozwigzan nierdw-
nodci (3 - [m + 2|)x + 2 - 3m > 0 jest:
a] zhidr liczb rreczywistych I:I'EI zhidr pusty.

36. Wyznacz wszystkie wartodci parametru m, m € R, dia ktdrych rdwnanie:
a) (m + 1)-|5 - 4x| = m® - 1 ma dwa rozwigzania dodatnie

b} |2x + 4| — x = 3m + 1 ma dwa rozwigzania o rdinych znakach

¢} |x + 1| = |x - 3| = 2m + 6 ma nieskoriczenie wiele rozwigzar.

37. Naszkicuj wykres funkcji y = g (&), ktora kabdej wartodei parametru k praypo-
reqdkowuje liczbe rozwiazan réwnania [2|x—1|-|x+ 2| =5-k.
2x+3ay=4

38. Prreprowadi dyskusje liczby rozwigzan ukladu réwnan {2? kg wegle-

du na wartodé parametru a, @ € R. W przypadku istnienia rozwigzania wyznacz je.
39. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k & R, dia ktdrych wykresy funkeji

liniowych f{x) = 2x + 2 = k oraz g(x) = —x + 2k + 2 przecinajg sie w punkcie, ktd-
rego wspdtrzedne (x, y) spetniajg warunek x — y < 2k + 8.
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3 o Funkcja kwadratowa

Przypomnienie wiadomosci
o funkeji kwadratowej z klasy 1.

3.1. Zapisz podany wzor funkcji kwadratowe] f w postaci opdinej f{x) = ax® + bx + ¢
Mastepnie wypisz wspdtczynnikl g, b, ¢.

a) flx) = {x - 1)(2x + 3) - 4x
¢) flx) = -3[(x - 2)(2x + 3) + 6|

b) f{x) = 5 - 2(x + 4)*
d) flx) = (1-2x)* + 4(x - 1) + 3

3.2. Maplsz wzér funkeji kwadratowe] ¥ = ax” wiedzac, ze do je] wykresu nalety
punkt:

a) A(32,12 b} B(2, -4 ¢ €-2.85).

3.3. Wyznacz wspdiczynniki b, ¢ we wrorze funkeji kwadratowe] f{x) = x* + bx + ¢
wiedzge, e do wykresu funkcji f nalezg punkty:

a) A(4, 9), (-3, -12) b) A(-1, 6), B(a, ).

3.4. Wyznacz wzdr funkcji kwadratowej w postaci ogdlne, jedli do wykresu tej
funkeji naledy punkty:

a) a(-2, 9), (0, 4), c(4. 6) b) A(1, 8), 8(-2, -3), ¢(o, 5.

3.5. Mapisz wzor funkeji kwadratowej w postaci kanonicznej, ktdrej wykres otrzy-
mamy priesuwajge rdwnolegle wykres funkeji:

a} y= %xl o 5 jednostek w lewo wrdtuz osi OX,
b) y=-2¥" 03 jednostki w prawe wzdiui osi OX,
c) ¥y= Ex* o 4 jednostki w gare wadiut osi OV,
l:l} y=-x o 2 jednostki w déb wadhui osi QY.

3.6. Napisz wzdr funkeji kwadratowe] w postaci kanoniczne), wiedzge, 2e joj wy-

kres otrzymamy przesuwajac rdwnoleghe wykres funkcji y= —%x‘ :

2. Funkejo Readrafows

a]- o 2 jednostki w prawo wrdiu: osi OX | o 3 jednostkl w déd wzdiui osi OF,
|:|]| o 1 jednostke w lewo widlui osi OX i 0 5 jednostek w dat wadiuZ osi OF,
c} o 3 jednostki w lewo wzdtuz osi OX 1| o 4 jednostki w gére wadiug osi OV,
d]l a 5 jednostek w prawo wzdhu osi OX i o 2 Jednostki w gére wadtuz osi OY,

3.7. Dany jest wzor funkcji kwadratowej f w postaci kanoniczne). Podaj wspdl-
rzedne wierzchotka parabeli bedgcej wykresem funkcli f oraz wspétrzedne punktu
wspdlnego paraboli i osi OV. Naszkicu] wykres te] funkejl,

N0 = + 3 B f() = 2x -1+ 1 ) Flx)=2x-a

d f)=2x+3f-2 & f)=G0-1f ) fl)=—lx-2) -1

3.8. Dany jest wzdr funkeji kwadratowe] w postaci kanonicznej. Podaj zbidr war-
tosci funkeji £, maksymalne przedzialy menotonicznodcl te] funkeji | rownanie osi
symetril jej wykresu.

o flx)=—3x+3 B =x-S J Flx)=3(c+a)

d) flx) =-2x -1 + 7 E]f{r]l=%{x+5}in3 f’}f{x]=—%[a—:f—d

3.9. Dany jest wierzchofek W paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej f
oraz punkt A naleiacy do tej paraboli. Wyznacz wzdr funkeji f w postaci kanonicz-
nej, a nastepnie doprowadi go do postacd ogdlnej.

al w(z,0), Als, -3 b) w(3, 1), A(1, 2)

&) w(-1, 3), (0, 1) d) w[z%,_aﬂ,,ﬂs, o)

e} wi-1,-1), A(2, -4)

f) w(-4, 0), A(u?, 1%]

3.10. Wykres funkcji kwadratowej f jest symetryczny wegledem prostejx + 3 =0
i przecina of OY w punkcie o rzednej 10. Podaj argumenty, dla ktérych funkeja f
prryjmuje wartodé 10,

3.11. Wyznacz wzdr funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej wiedzgc, ie zbio-
rem wartodci te] funkcji jest przedzial (—oc, 4} oraz dla argumentéw -2 i 8 funkcja
przyimuje te samg wartoss, réwng —1.

=3
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3.12. Wyznacz wedr funkceji kwadratowej w postaci kanonicznej wiedzac, #e funk-
cja f jest rosngca w przedziale {—1, +-:u::-:| i malejgca w przedziale | —c, —1} , thiorem
wartosci tej funkcji jest przedziat {—1, +:n:n}, a jej wykres przechodzi priez poczatek
ukltadu wspdlrzednych.

3.13. Funkcja kwadratowa f dla argumentu -3 przyjmuje najmniejszq wartosc,
rdwng 3, Wiedzge, Ze do wykresu tej funkcji naledy punkt A{—E, m}, WYINILE WIOT
funkcji f w postaci kanonicznej,

3.14. Funkcja kwadratowa f dla argumentu 2 preyjmuje najwiekszy wartadd, rdw-
ng 4. Wyznacz: wadr funkeji kwadratowej w postaci kanoniczne] wiedzac, e jej
wiykres przecina 0 OY w punkcie o raednej 1.

T 3.15. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = x°, gdzie ¥ & R. Wykaz, e da kaide]
liczby calkowitej k:
a} rbinil:af{k]l -_f{l; = 1} jest liczbg catkowitg nieparzysta
b] rﬁinirafl{k + EI-} —f{k + 1) jest liczbg podzielng przez 4.

3.16. Wyznacz rdwnanie prostej, do ktdrej naleia wierzcholki parabal, bedacych
wykresami funkcji kwadratowych, opisanych wzorem:

a)flx)=(x-3F+m. meR b}f{x]=5[x—m}z+m,meﬁ'

dfix)=-2x-mii-a, meR d}ff:}:—%t; +m}1+2mJ m e R.

Zwigzek migdzy wzorem funkeji kwadratowej
w postaci ogdlnej, a wzorem funkeji
kwadratowej w postaci kanonicznej

3.17. Dany jest wzdr funkc)i kwadratowej w postaci kanonicznej. Sprowadi ten
widr do postaci ogélnej,

a) £(x) = a{x - 3)* - 20 b]f{x]:%{xﬂf—ﬁ o Flx) = —s{x-1)* + 1

3.18. Dany jest wror funkeji kwadratowej w postaci ogdlnej. Sprowad# ten wzér
do postaci kanonicznej, stosujgc wadr skrdconego mnodienia na kwadrat sunmy lub
kwadrat rdZnicy.

a}f{x} =x! - Ix
d) flx) = 3" - 28 + 50 &) f[“]‘=%x’+3x+%

B)flx) =2 +6x+1 o) ffs)=-2"+2x+8
) f{rj:—%x‘+2:¢+1

=, Funkefa bwadratawa

3.19. Oblicz wyrdznik funkeji kwadratowe] F, jesli:

Af() =3 +6c-3 B f(x)=-3X =T Aflx) = (1402 + 49

d) flx) =3(x- x4 1 e) flx) = (3x -2 F}f[ﬁ:@

3.20. Oblicz wepdirzedne wierzchotka paraboli bedace] wykresem funkeji kwa-
dratowej f, stosujac poznane waory. Napisz wzdr funkcji f w postaci kanonicznej.

a) flx) = 22" + 3 b) f{x) = x* - 4 c) flx) = —x* + 10x = 25

d}f{x}:x?—ﬁx-l-E E:If{x}:dx’—x+]‘. F}f{x}:%xz+21—3

3.21. Prosta k jest osig symetrii paraboli, bedgce) wykresem funkcji kwadrato-
wej f. Oblicz wspolczynnik b we wzarze tej funkcji.
a) flx) =ax’-bx+ 2, k:x =0 b) flx) == + bx + 12, ki x =5

&) f(x)=2x +bx—1,kix =3 d) flx) = <Se® + bx = 4, k: x='§

3

3.22. Dany jest wyrdinik funkcji kwadratowej y = ox® + bx + ¢ i wierzchotek W
paraboli, bedace) wykresem tej funkell. Wyznacz wspdtczynniki a, b, €.

a) & =12, w4, 3) b} A = -8, w(%,l] c) A =120, w0, -5)

d) A =36, wi-1, 3 e) A =-a8,W(z,-3) f)A=-1, W[%, 2_1:]]

3.23. Oblicz wspdtczynnik g we wzorze funkeji kwadratowe] f oraz wspairzedne
punkty wspdlnego wykresu funkcji f i oz OF.

a)flx)=alx+2)*-7 A =-84 b) flx)=a -3, A =24
A fle)=olc-3F+5 A =-10 dif(x)=eld-x)"-2,4=-8
e) flx) =al-5-x -1, 4= i flx) = o(-x -1 -8, A =128

A | s

3.24. Doprowad? wzdr funkeji kwadratowe] f do postaci kanonicznej. Podaj wspid-
rredne punktu prieciecia paraboli bedace] wykresem funkeji f z osig O | wspdl-
rredne punktu A, symetrycznego do niego wzgledem osi symetrii te] paraboli.
Maszkicu) wykres funkeji f.

a) flx) = x* =6x + 5 b) f{x]:—%.h'r—dx-?

77T
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€) flx) = 25* = Bx + 9 d) flx)= -—§11+§xu5

e} flx) = ~2x' - 6x ) f[x}:%x’! +2x+1

3.25. Wyznacz zbidr wartoscl funkcii kwadratowej f nie szkicujgc jej wykresu.

a) f{x]=-21rx1—1l:|x+50 b) flx} = -8x* + 7

i::l f[h'}=—§h'i+2k'+3 d} f{x]=i—x'—'~-l—x

2

3.26. Podaj maksymalne przedziaty monotonicznodei funkeji kwadratowe] f nie
szkicujac jej wykresu.

a) f[x}:%f-ﬂx-d b) f{x}:-ix!+51—25

¢ f{;-}:%,:-_g, d) f{x}=_gxr_}_2x+19

3.27. lle jest takich funkeji kwadratowych, ktdrych zhiorem wartosci jest przedziat
{-4, +00), wyrdinik jest réwny 16, a wykres przecina 0 OY w punkcie Alo, 5)?

a]- Podaj wzory tych funkcji w postaci kanonicznej.
h}l Maszkicuj wykresy tych funkeji w jednym ukladzie wspalrzednych,
::] Podaj rdwnanie prostej wigledem ktdrej wykresy tych funkcji s3 symetryczne.

Miejsce zerowe funkcji kwadratowe;.
Wzér funkeji kwadratowej
w postaci iloczynowej

3.28. Dany jest wzdr funkejl kwadratowej y = alx - p)* + g, o # 0. Podaj, na pod-
stawie wartosci a | g, liczbe miejsc zerawych tej funkeji.

a)p=3x-1)°+4 b) }rn—%{x+3}z+5 Jy=[(x+87-2

d) y=%{x—4_f+1 e) y = =(x + 5)° fly=-2(x+1-6

5. Funkcia kwadratowa

3.29. Dany jest wzdr funkcji kwadratowej f w postacl kanonicznej, Wyznacz migj-
sca rerowe tef funkeji, o lle istnigjg.

b) f{x) = 2(x - 3)°
dfl)=(x+2-36 e flx)=(x-1)"+5

3) flx)=3x +4 ) 7{x) = o 81

D 10) =2l + 1 + 8

3.30. Dany jest wzor funkeji kwadratowe] f w postaci kanoniczne]. Wyznacz miej-
503 zerowe tej funkgji, o ile istniejg.

a) f{x]=§{x+5]:—ﬂ b) f(x)= -%x” #1

& £lx) = (x + o

e) f(x) =3(x-7)*-27

d) flx) = 100x* - 25 f) flx) = -2 - 2o

3.31. Podaj miejsca zerowe funkcji:
a)y =[x+ 2)(x-7) b} y = 3[2x - B)x

d) y=(x-8)(x3+6) &)y =(2-2x¢)(x-3)

) y =—4fx+ 9

f) r=3[4—x+ﬁ]l

3.32. Dany jest wzor funkcji kwadratowe]. Wyinacz miejsca zerowe tej funkcji,
o ile istniejg.

a) y =’ —8x b) ¥ = 20 - &« c}y=%x’+12x

d)y =x"+ 10x + 25 fly=-x'+24-1

E] e %xl +5
3.33. Wyznacz miejsca zerowe funkeji kwadratowej f, o ile istniejg, jesl:
i) =svexs1 B f(x)=2R-3x Jrl) = (sx-oF

() =—(x+17=9 &) flx)=out +Bx+32 r};p}:%f_am

B | =

3.34. Ocen na podstawie wartodc wyrdinika, ile miejsc zerowych ma funkcja
kwadratowa:
a)y=-3x"+9x+1 b) y = -2x" - fx -7

d) y=22x' -dx+2 ) y=-2x -Bx-1

c}p=9x1+12x+ﬂ
fly=9x"+x-16
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3.35. Dany jest wzor funkcji kwadratowej w postaci ogdinej. Oblicz wyrdinik | wy-
nacz miejsca zerowe tej funkcji, o ile istnieja,

gly=-2"-8x+10 bjy=3"+2x-1 c}y=—£l;r’—4x-3

1 3 2 4
dly=x+2x+6 R . | = L i e 2
)y =x"+2x + ey Fllt i) v e

3.36. Dany Jest wedr funkeji kwadratowe] f w postaci ogdlne). Oblicz wyrdinik
| wyznacz miejsca zerowe tej funkeji, o ile istnieja.

ajflx) =—x*+5x-4  b)fx)=2x~-3 &) flx) =-dx* -1
difix)=3"+7Tx+4  e)f(x) =05 -6x +8 ) fx)=2x"-10x+3

3.37. Dany jest wzor funkcji kwadratowe] f w postaci iloczynowej. Podaj wzdr tej
funkcji w postaci ogdinej.

a) f{:‘j:——:-{x—z}l:xﬂﬂ} b) f(x) = 8x(x - 12)

d}f{x} = —5[1 + 3]{1' -8}
) i) = ~(x - a)(x - 4)

) f[x}ugma}‘
e) flx) '_-—Q{x—- ﬁ}{x+ \IE}

3.38. Dany jest wspdlczynnik o | miejsca zerowe funkeji kwadratowe], 2apisz wzdr
tej funkcji w postaci iloczynowej,

1

.EJ ﬂ:\llli I|=—l‘r.f:=i h']'ﬂ'=_3'x!|=_21x.!=ﬂ

1 1
fjga=—x3=7 d] g==—— x; =4, x;= 8
Jo=3 x ) o= x=4x,

e)o=7x;=-2 f) n-:g X =1=+/2 , %, =142

3.39. Zapisz wzdr funkeji kwadratowe] f w postaci iloczynowei, o ile istnigje.

a) f{xj=%xi+ﬁx+m b) f{x}:%r“—ljx

c) flx) =-2x" + 3% -7 d) f(x) = —4x” + 40x - 36
6

) £(x) =24 -22x-15

e},l’[x}:if-uz Z

3.40. Dany jest wedr funkeji kwadratowe] f w postaci iloczynowej. Oblicz wspdl-
rzedne wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkeji f.

% Funksjo kwadratowas

a) flx) = -5(x - B)(x + -d-} b} fx})= %{x—ﬂ}{x+ﬂ]

&) £(x) = ax(x + 10) d) f(x)= —%[x ~9)(x-3)

3.41. Dany jest wzor funkcji kwadratowej f w postaci iloczynowej. Podaj wedr
funkcji f w postaci kanonicznej.

a) flx) = [x - 1)(x + 5)
c) _f[x}=2|[.n'—~fi?]:

b) f(x)=243x(x+4)

d) £(x)==3{r+6)(x-8)

) £(x)=2(x-1)(x+3) ) £x)=-3(x-3)(x-4)

3.42. Dany jest wedr funkeji kwadratowe] f w postaci kanonicznej. Sprowads wzdr
tej funkeji do postaci iloczynowej, o ile istnieje,

a]f{""'} - [": = 1}2 -4 h},f[:l"] = —1{# * 3]‘1+ g :]lf{g} 5 4{1 _5}1_ 16
Af()=-slx+ 2+ 36 fl)=20x-3F+a ) flx)=—3(x+7) -1

3.43. Ma podstawie danych punktdw wyrdinionych na wykresie funkeji kwadra-
towej f, wyznacz wzdr tej funkcji w postaci iloczynowej. Nastepnie podaj jaj wadr
W postaci ogdlineg] i w postaci kanonicznej.

1T 8
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D 3.44. Wykat, te dla dowolne] liczby o roznej od 0 | dowolnej liczby rzeczywistej ¢
funkcja kwadratowa f(x) = ax® + (g + c)x + ¢ ma co najmniej jedno miejsce zerowe.

D 3.45. Wyka2, ie jesli suma wszystkich wspdlczynnikéw we wzorze funkcji
flx) = ax* + bx + ¢ jest réwna zeru, to funkcja ma co najmniej jedno migjsce zerowe.

D 3.46. Wykat, iejeélia € R—{1}, tofunkcja kwadratowaf(x) = (e - 1)x* + 2ox @ # 1
ma dwa miejsca zerowe, 2 ktdrych jedno jest rdwne -1.

3.47. Dana jest funkcia kwadratowa f (x) = mx® + (2Zm + e+ m +3, m e R - [0}
a} Dla m = -1 zapisz wzor tej funkcji w postaci iloczynowe;j,

h} Dia m = -;1 rapisz widr funkcji f w postaci ogdlnej | w postaci kanonicznej,
1
D c) Wykas, ie funkeja f ma miejsca zerowe wiedy | tylko wtedy, gdy m E[HIJ E)

D 3.48. Wykai, ie dla dowolnej liczby rzeczywiste] k funkcja kwadratowa

1

=25 +(k=1)x+=
flx)=2 +(k=1)x+ .
todc k, dla ktdrej suma miejsc zerowych funkcji f jest mniejsza od 9.

k- %k ma dwa migjsca zerowe. Nastepnie wyznacz war-

Szkicowanie wykresow funkeji kwadratowych.
Odczytywanie wtasnosei funkeji kwadratowej
na podstawie wykresu

3.49. Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej f | omaw wiasnosci tej funkeji poprzez

adpowiedzi na nastepujgoe pytania:

1) Jaka jest dziedzina funkcji?

2) Jaki jest zbidr wartodcl funkeji ?

3] Czy funkeja f ma miejsce zerowe? lesli tak, to jakie?

4} Dila jakich argumentéw funkeja preyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne?

5] W jakich przedriatach funkcja jest rosngca, a w jakich malejgca?

E:I Czy funkecja preyjmuje wartodé najwieksza, ciy najmniejsza? Jedli tak, to dla ja-
kiego argumentu?

a) flx) =2 +1

b) f[x}=-§x*+z &) Fx) = 3¢ — 6x

d) f[x}=%x=—3x+1% e flx) =" +2x-2  f)flx)=—x"—6x-9

. FHI'.FEEJ;& bawvadratowa

3.50. Maszkicuj wykres funkcji kwadratowej £ i omdaw jej wiasnoscl, jesli:
3 £(x) = 206 - 1)(x + 1) b) £(0)= -{x - x5
g j{x}:%xi+r+1 d) f[x]l=~%{x-1]-=+4,5

e) ;{:}%{m}’-z A £x) = -2¢(x - 2).

3.51, Maszkicuj we wspdlnym ukladzie wepdlrzednych wykresy funkejl F i g. Na-
stepnie rozwiai graficznie réwnanie fx) = g(x).

a) flx) =[x +2), glx) = 1 b) flx) = ~(x~ 1) - 1, g{x) = -5
c} f{x}:%{x—d}[nl], glx) =-x-2 d) f{x}:—%x’+x,g{x} =x-1

3.52. NMaszkicuj we wspdinym ukladzie wspétrzednych wykres funkcji kwadrato-
wej f i wykres funkcji liniowej g. Nastepnie rozwig? graficznie nierdwnoseé, podang
cbok wzordw funkeji i g.

a) flx)=x*-6x-9, glx)=x+1, flx) = g(x)
b) f{r}:%x*+2:+3, glx) =-2x -3, flx) = glx)
c) f{x}=%x*—‘—2#+3%. ;r{x]=%r+1%, fix) < alx)

3.53. Maszkicuj we wspdlnym uktadzie wspdirzednych wykresy funkoji kwadrato-
wytch f1g. Nastepnie rozwia? graficznie nieréwnosé, podang obok wzordw tych funkji.
3] f[.h'] = —x% — 4x, g{x} =x'+2x+4 g[x} = flx)

b} fx) = —%x*—x -2, glx) ="+ ax + 3, f(x) < g(x)

¢ flx)=x'-3x-4, g(x) =x"+3x-4, f(x) = g(x)

3.54. ustal znaki wspdtczynnikéw o, b, ¢ we wzorze funkcji kwadrato-

wej f(x) = ax® + bx + ¢, na podstawie szkicu wykresu tej funkcji w ukfadzie
wespdirzednych.

3| 1 b J . d) "
A\
, RS

23



a4

Matewatyka, Zbidr zadan. Klasa 2. Zakres rozszerzony

x =2x, jetli xel{—m, E'I_}

3.55. Naszkicu] wykres funkeji f{x) ={ i na jego pod-

~x+6, jeslixe(3, +¢l:n}

stawie;
a} wynacz preedzialy, w ktdrych funkcja f jest malejaca
b} podaj miejsca zerowe tej funkeji

c] odezytaj zhidr, w ktdrym funkcla preyimuje wartodcl ujemne,
~2x" —Bx -6, jedlix e(—=, 0)

3.56. Dana jest funkeja f(x)= :
-6, jeslixe(0, +oc)

a) Maszkicuj wykres funkcji f.

b) Podaj zbidr wartosci funkcji f.

cj Oblicz wartoif funkc)i F dla argumentu —4,

d] Dla jakich argumentdw funkcja f preyimuje wartodcl nlewjemne?

3.57. Naszkicuj wykres funkcji f | omdw jej wiasnosci, jesli:
3) f{x)=" %Iﬂ-li—. jedlixe(—=, 1}

¥ —6x+8, jedlixe(l, +2)
~x+1, jeslixe(—=, 2)

b) f{x}:a--:-x’+2x-4, jedli xe (2, 8)
-4, jedlixe(8, +=)

) ) [ +4x+5, jedlix &, 0}
[ Xi=+
Lxr—Ex+5J jEﬂixE{I]. +n:}

~x* =10x =21, jedlix e(—x, —4)

d f(x)= -%x, jesli x e(—4, 0)

0,75x" —3x, jedlix (0, +m}

3. Funkeja kwadratows

~x-3, jedli x e(-o2, —4)

3.58. Dana est funkcja f{r}:*—%x" ~2x+1, jedlixe{-4,2) .

lr' —ix—di, jesli x E-.I'rlr +n:-}
5 5 ]

a] HNazzkicu] wykres funkcji f.

b) Podaj zbitr wartosei tej funkcjl.

c} Podaj prredziaty monotonlcznoicl funkcii f.
d) Okredl znak iloczynu: f{-2n) ,I’|:-.E+ 1),

Wyznaczanie wzoru funkeji kwadratowej
na podstawie jej wtasnosci

3.59. Wyznacz wspdiczynniki b | ¢ we wzorze funkcji kwadratowej

f{x]r- —ixh by +e wiedzge, te funkcja f ma tylke jedno miejsce zerowe oraz
f(-4) = £{8).

3.60. Wyznacz wspdtczynniki b | ¢ we wzorze funkcji kwadratowej

flx)= %x" & bx + ¢ wiedzac, fe miejscami zerowymi funkeji f 53 liczby 9 oraz —6.

3.61. Funkcja kwadratowa f{x) = -2x" + bx + ¢ jest rosngca w preedziale (oo, 1}
i malejaca w przedziale |::1, +0c), Wiedzge, ze f(-3) = -25, oblicz wspdlczynniki b i c.

3.62. Funkcja kwadratowa f{x) =—%.~:” + b+ ma jedno miejsce zerowe, a jej

wykres przecina of OF w punkcie F‘{CI, -E]. Wiyznacz wartodcl wipdtczynnikdw b | ¢,

3.63. Osig symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcli kwadratowej
Flx) = 3x" + bx + ¢, jest prosta o réwnaniu x = -2. Wiedzge, te najmniejsza war-
tos€ funkcji f jest rowna —4, oblicz wspdlczynniki b i c.

3.64. MNapisz wzdr funkeji kwadratowe] f w postaci ogdlne] wiedzac, 2e przyimuje
ona wartedcl dodatnie wiedy i tylko wtedy, gdy x = (-8, —2}. a najwieksza wartoit

tej funkcji jest réwna Ei—.

g5
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3.65. Mapisz wzdr funkeji kwadratowe] [ w postaci ogdlnej jesli wiadomo, ke funk-
cja ta przyjmuje wartodei ujermne wtedy i tylko wtedy, gdy x e (o0, -2) w (3, +=),
a do je] wykresu naledy punkt A(1, 12).

3.6B, Mapisz wzdr funkeji kwadratowe] fw postac ogdlne] wiedzge, e do wykresu
tej funkeji naley punkt P(-1, 1), zbiorem wartodci funkeji f jest przedziat (e, 4},
a maksymalny przedzial, w ktdrym funkcja f jest malejgea, to |:—l, +-::u:|.

3.67. Mapisz wzor funkcji kwadratowej f w postaci ogolnej wiedzac, ke dia argu-
mentu 3 funkcja f przyjmuje najmniejszg wartodd, réwng -2, a jednym z migjsc
serowych tej funkcji jest liczba 1.

3.68. Funkcja kwadratowa f ma tylko jedno miejsce zerowe. Wyznacz wzdr funkeji
kwadratowej f w postaci ogdlnej wiedzac, fe prosta o rdwnaniu x - 5 = 0 jest osig

4
symetrii wykresu te] funkeji, a punkt A{E, = ng naleiy do tego wykresu.

3.69. Zbiorem wartodc funkefi kwadratowe] f jest przedzial 1:-:-.', +o0). Wykres
funkcji f przecina of OY w punkcie o rzednej 30, Napisz wzdr tej funkeji w postaci
ogdlne] wiedzge, #e suma jej miejsc zerowych jest réwna 16

3.70. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f jest przedziat (-oc, 161}- Wykres
funkcji f przecina of OF w punkcie E{ﬂ. a0), a osig symetrii tego wykresu jest prosta
o rowmnaniu x = 6. Mapisz wzdr funkgji £ w postaci ogdlnej.

3. 71, Jednym z miejsc zerowyeh funkcli kwadratowe] f jest liczba 4, a najmniejsza
wartosd tej funkeji jest rdwna -144.5, Napisz wzdr funkeji kwadratowe] F w po-
staci ogdine] wiedzgc, fe maksymalny przedzial, w ktdrym funkeja jest rosnaca
to {—13. ),

3.72. Punkt A[-6, B) nalezy do wykresu tej funkeji kwadratowej f. Wyznacz wzbr
funkcji f w postaci ogdlnej wiedzac, Ief[x} == xeh- {—E}_

3.73. Wyznacz wzdr funkcji kwadratowej f w postaci iloczynowe] wiedzgc, 2e
prosta o réwnaniu y = 90 przecina wykres tej funkcji w punktach o odcietych -5
araz =1, zas najwieksza wartosf tej funkcji jest rdwna 98,

3.74. Wvyznacz wzdr funkcji kwadratowe] f w postaci iloczynowej wiedzac,
te suma je] miejsc zerowych jest réwna 3, zhiorem wartosci funkcji f jest przedziat

(-E-ﬁ-, 4--::~] , a wykres te] funkejl przecina of OY w punkcie o rzednej —6.

3, Funkefa kwadratawa

3.75. Funkcja kwadratowa f przyjmuje wartodci nie wieksze od 1B wtedy i tylko
wtedy, gdy x e {—m, ﬂ':l W {E, +-:u::}. Wyznacz wadr tej funkcji w postaci ogdinej
wiedzge, te wierzchotek paraboll bedace] wykresem tej funkcji naleiy do prostej
o rdwnaniu ¥ = 24,

3.76. Funkeja kwadratowa f(x)=ax" +bx+ 12%, o =0, dia argumentu 3 prayjmuje

najmniejsza wartosd, rowng 3. Wyanacz wartoici wspdlezynnikdw a i b,

3.77. Srednia arytmetyezna miejsc zerowych funkeji kwadratowe] f(x) = ax’ + bx,
g # 0, jest rdwna 3. Rzedna wierzchotka parabali, bedgcej wykresem funkcji f, wy-
nosi 36. Wyznacz wartoicl wspotczynnikdw @ i b.

3.78. Funkecja kwadratowa f(x) = ax’ + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe 2 oraz 3.
Wyznacz wartoici wspdlczynnikdw a, b, ¢ wiedzac, 7e ich suma jest rdwna - 4.

Najmniejsza oraz najwigksza wartosé funkeji
kwadratowej w przedziale domknigtym

3.79. Ma ponizszym rysunku przedstawiony jest wykres funkeji kwadratowesj f. Od-
cayta) 2 wykresu najmniejszg oraz najwieksza wartosd funkeji Fw pedanym przedziale.

a) (1, ) W ({aa) | | |4

B

2321

B7



88

Maternatyka ZREr zadan, Klasa 2, Zakves rozseerzony

3.B0. Naszkicuj wykres funkeji f, Odezyta) 2 wykresu najmniejszg oraz najwigkszg
wartosE funkeji F w podanym priedziale, jedl:

a)flx) ==+ 2x+5x e {[I,S} b) f{xj:l%+[k+l§]r, xe{~1,0)

I:} “:x}=%x? -2x+12, IE{I_, -1} :I} f{xj=~%x{x+ 2}, J:'E{mﬂ. FE}.

3.81. Hie szkicujgc wykresu funkeji kwadratowej, oblicz najmniejszg | najwiekszg
wartos¢ funkeji f w podanym przedziale, jesli:

a) £(x) =-%xr+;, xe(0,3) b) £(x)= _3{1_1};*5’ - E{; 2)

o orax+S xel-2,-1)  d) Flx)=B(x-2)(x+8), xe({-2,1}

c] f{x}=

fah | B

e) f(x)= {g_5}[1+5],;5|:.-1,ﬁ:} f) f{x]=%[:—4}1+9,xﬁ(%,1}.

I |

3.82. Funkcja kwadratowa f opisana jest wzorem fl[.r} =-3x" - 12x + 96.
a} Czy funkcja f ma wartosd najmniejsza, c2y najwieksza? lle ta wartosc wynosi i dla
jakiego argumentu jest prayjrmowana?

b) Bez obliczania wartodci funkeji uzasadnij, te f {Jﬁ] <f [—Ji]

¢} Oblicz najwiekszq oraz najmniejszg wartos€ tej funkeji w przedziale {—4, —3}.

3.83. Funkcja kwadratowa f ma nastepujgce wiasnosch f(-3) = 0 oraz

F-2) = £(5) = 3.

a) Czy funkeja kwadratowa ma wartoéé najmniejsza, czy najwieksza? Dla jakiego
argumentu ta wartosd jest przyjmowanad

h] Podaj najmniejszg i najwieksza wartost funkciji f w przedziale {5, I"::-.

3.84. Wyrnacz wror funkeji kwadratowe] [ w postaci ogélnej wiedzac, te w prze-
dziale {1, z} funkeja f preyjmuje najwieksza wartode rdwna 5, a jej wykresem jest
parabola o wierzchotku W(3, 2].

3.85. ‘Wyznacz weor funkeji kwadratowej f w postaci ogdinej wiedzac, 2e funkeja f
preyjmuje wartodci ujemne wtedy i tylko wtedy, pdy x £ {—l, ﬂ-}, a najwieksza war-
todé funkeji f w przedziale (3, ) jest rowna 4.

3.86. Wyznacz wrdr funkeji kwadratowej f w postaci ogolnej wiedzac, te jej zbio-
rem wartosci jest przedzial {—m E}, najwieksza wartosc funkeji f w przedziale

B Funkeja Rwadreatowa

{—?. —5:,1 jest rdwna 4, a osig symetrii wykresu tej funkcji jest prosta o rdwnaniu
¥+3=0.

3.87. Wyznacz wzor funkcji kwadratowe] f w postaci ogdlnej wiedzac, 2e jej miej-
scami zerowyrni 53 liczby 1 1 -3, a najmniejsza wartosd funkcji f w priedziale {-2, I:I}
jest rdwna =3,

3.88. Wyznacz wedr funkcji kwadratowe] f w postaci ogdlnej wiedzac, te funkcja f
ma tylko jedno migjsce zerowe, f(2) = f(10) oraz najwigksza wartoéé funkcji f w prze-
dziale {E-, 9} jest rdwna =2.

3.89. lednym z migjsc zerowych funkeji kwadratowe] f jest liczha 2, a najwieksza war-
tosé funkeji f w przedziale {10, 12} jest réwna 10. Wyznacz wzér funkeji f w postaci
ogdine] wiedzgc, Ze jej wykres jest symetryczny wzgledem prostej o rdwnaniu x = 5,

3.90. Najwigksza wartosé funkeji kwadratowe; f w praedziale (-3, 0) jest rdwna 4,
a najmniejsza wartost w tym przedziale jest rdwna 1. Wyanacz waor tej funkcji w postaci
ogdinej wiedzac, fe maksymalny przedziat, w ktorym funkeja f jest rosngea, to [r-m, ,z} :

3.91. Najwigksza wartosé funkeji kwadratows] f w przedziale (-5, —4) jest réw-
na ~14. Wyznacz wzor funkejl kwadratowej f w postaci ogdlne] wiedzac, ie maksy-
malny przedzial, w ktérym funkeja jest malejgea to (-1, +ao) oraz f(1) = 4.

3.92. Wyznacz wzdr funkcji kwadratowe| f w postaci ogolnej wiedzgc, ie
w przedziale {-5, -3} funkcja [ preyjmuje najwiekszy wartoié, réwng 3 oraz
flx) >0 xer-{-2).

Badanie funkeji kwadratowej —
zadania optymalizacyjne

pim]
3.93. Tor lotu pitki przedstawiony na rysun-
ku obok, opisuje wzor: h(x) = —0,25x" + 2x, y = glah
gdzie x € Fﬂ. 3]. HNa jaky maksymalng wyso-
kodé weniosta sle pifka?

.

o g xfm]

- +6x+21
2

ici od czasu pracy x, w ciggu B-godzinnego dnia pracy. Robotnik rozpociyvna pracg
o godzinie ™ 0 ktdre] godzinie jego wydajnosd jest najwiaksza?

3.94. Funkcja f(x)= opisuje wydajnoié pracy robotnika w zaleino-

8q9
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3.95. Pewne cialo w czasie t [s] przebylo droge § [m], ktérg opisuje waér
5(t) = t* + 5t 4 8, gdzie t € (1, 5). Oblicz.

a} diugosc drogi preebytej preez to clato w ciggu czterech sekund

b) érednig predkost ciata,

3.96. Riucono kamied z predkodciy poczgtkows 10 mys pionowo do gory. Wyso-
kodf 5 [m] . jak3 osiggnie kamien po ¢ sekundach, okreslona jest w prayblizeniu

funkejg 5(t) = 10t - 5¢°, Jaka maksymaing wysokos¢ osiggnie ten kamien?

3.97. Liczbe 100 przedstaw w postaci sumy takich dwach liczb, ktdrych suma
kwadratdw jest najmniejsza,

3.98. Liczbe 30 przedstaw w postaci rdéinicy takich dwdch liczb, aby suma ich
kwadratdw byla najmniejsza.

3.99. Liczbe 18 przedstaw w postaci sumy dwdch takich sktadnikdw, aby suma ich
sredciandw byla najmniejsza.

3.100. Wieksza czeif uczniow klasy liczacej 31 osob zachorowata na grype. Zdrowi
uczniowie postanowlli wystat chorym kolegom kartki 2 pozdrowieniami. Wiedzge,
e kaidy adrowy uczen wystal do kakdego chorego kolegl kartke, oraz ie liczba wysla-
mych kartek byla najwiaksza 2 modiwych, oblicz ilu ucznidw zachorowalo na grype.

3.101. Krdtsry bok prostokjta o wymiarach 5 cm = B om zwigkszamy o ¥ cm,

a diuiszy bok zmniejszamy o x cm.

a} Wznacz wzdr funkcji opisujgoe] pole nowego prostokgta w zaleinosel od x;
podaj dziedzine tej funkcji.

b} Dla jakiej diugosici x pole otrzymanego prostokata jest najwiekszer? Oblicz
to paole.

3.102. 2 prostokatnego arkusza tektury o wymiarach 20 cm = 30 cm cdcieto w ro-

gach kwadraty, ktdrych boki majg diugodc x cm. Mastepnie po zagieciu powstalych

brzegdw thudowano prostopadioscienne I,’_-:rtwarte} pudelko, jak na rysunku ponize).

a] Wyenac: wadr funkejl opisujgce)
pole powierzchni bocznej tego pu-
detka w zaleinoici od dhugosci baku
wicletego kwadratu; podaj dziedzi-
ne tej funkejl.

h} Dla jakiej ditugosci x pole powierzch-
ni bocznej pudetka jest najwieksze
z moiliwych? Oblicz to pole.

B, Fumkefa kwadratawa

3.103. Suma diugoici podstawy trajkata | wysokodci opuszczanej na te podstawe
wynosi 30 cm. Wyznacz diugodd podstawy tak, aby pale trdjkata bylo najwigksze.

3.104. wiadciciel gospodarstwa agroturystycznego chee wygrodzié w ogrodiie
prostokatny plac zabaw dla drieci. Dysponuje plotem diugodei 84 m, a powierzchnia
placy ma byé moiliwie najwieksza. Wyznacz wymiary tego placu zabaw i oblicz jego
powierzchnie (w arach).

3.105. Gospodarz chee siatky o diugodei 12 m
wygrodzic na podwdrku prostokatny wybieg dia
psa, przylegajacy jednym bokiem do budynku.
Jakie wymiary powinien miet ten wybieg, aby
jego pole powierzchni byfo najwieksze? Oblicz
powierzchnie tego najwickszega wybiegu,

3.106. Strona ksigiki ma obwad 68 cm. Oblicz, jakie wymiary powinna mied strona
tej ksigzki, aby zapewnid maksymalng powierzchnie druku, Jesli zatodymy, 2e mar-
ginesy boczne | dolny beda jednocentymetrowe, zad margines gorny — dwu-
centymetrowy,

3.107. Z kawalka phdtna w ksrtalcie trdjkata prostokgtnego \
o przyprostokatmych diugosci 2 m i 1,5 m hafciarka chee wy-

cigf prostokying serwetke w sposab przedstawiony na rysun- :
ku obok. Jakie powinny by wymiary serwetki, aby jej pole ;
bylo najwieksze? :

3,108, Z kawatka ptdtna w ksztalcie trdjkata rdw-
noramiennego o podstawie 4 m i wysokosci opusz-
czanej na te podstawe réwne] 3 m hafciarka chee
wycigd prostokatny obrus w sposdb przedstawiony

na rysunku ohok. Jakie powinmy byd wyrmiary abru-
s5a, aby jego powierzchnia byla najwieksza?

3.109. Na bokach kwadratu o polu 16 cm” zaznacza- oL £

my punkty K, L, M, N tak, be F;flh"l = |DL| = |EM| = |HJ"||'

jak na rysunku obok.

a} Cznacz literg x diugosé odcinkdw AK, DL, CM
oraz BN, Napisz wzdr funkeji pola cawerokata KLMN
w zaletnoscl od x. Okredl dziedzine tej funkcji.

b} lak nalety wybraé punkty K, L, M, N, aby pole
crworokata KLAMN byto najminiejsze?

i 2
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3.110. Wiaiciciel sklepu kupuje aparaty fotograficzne, placac producento-
wi 1200 zi za sztuke, Nastepnie sprzedaje miesiecznie 40 sztuk takich aparatow
po 1800 zt za sztuke, Sprzedawca oszacowat, #e kaida obniika ceny aparatuo 10zt
W jego sklepie rwiekszy liczhe sprzedanych aparatdw o jedng sztuke, laks powinien
ustalié cene, aby jego miesteczny rysk byl najwiekszy?

3.111. Firma ma 180 lokali uiytkowych | zajmuje sig wynajmem tych lokali na dzia-
falnosd ustugows. Obecnie wizystkle lokale 53 wynajete, a miesieczna opfata 2a wy-
najem kazdego lokalu wynosi 1200 zE Firma postanowila zoptymalizowad swdj mie-
sigczny zysk | wprowadzié podwyike. W tym celu oszacowano, ie kadda podwyika
ceny o 40 zt spowoduje zmniejszenie o 5 liczby wynajmowanych pomieszczen. Jaka
miesieczng cene wynajmu kaidego Iokalu powinna ustalic ta firma, aby jej zysk byt
najwiekszy? lle wynosi ten najwickszy miesleczny zysk?

3.112. Hotel ma 60 pokoi. Opfata za dobe hotelowy w kaidym pokoju wynosi

320 21 Wiadciciel hotelu udziela specjalnej zniiki firmom rezerwujgeym wiecej nii

30 pokoi. Wowczas dobowa opiata za kaidy wynajety pokdj jest nitsza o 4 zote

pomnoione przez liczbe pokoi, ktare firma rezerwuje ponad liczbe 30.

a':l Jaka liczba rezerwowanych przez dang firme pokoi dawalaby hotelowi najwiek-
szy przychéd na dobe?

b} Przy jakie] liczbie wynajetych pokoi wiasciciel hotelu osiggnie najwigkszy zysk, je-
sl uwzgledni koszt sprzatania i obstugi kaidego pokoju, rédwny 24 zlote za dobe?

3.113. Drut diugoici 2 m trzeba podzielic na dwa kawalki: z jednego powstanie
kwadratowa ramka, a 2 drugiego ramka prostokatna, ktérej diugoesci bokow pozo-
stajg w stosunku 1 3, Jakg diugost powinien mied kaidy 2 tych kawalkdw drutu,
aby suma pdl kwadratu i prostokata byla najmniejsza?

3.114. Na bokach prostokjta ABCD o obwodzie
24 cm opisano palkola, jak na rysunku obok, Jakie
wymiary powinien mied ten prostokat, aby pole figu-
ry bedgcej sumg pola prostokata i pol dorysowanych
pétkoli bvlo najmniejsze?

5. Funkcjo kwadratowa

3.115. Na bokach prostokata ABCD o cbwa-
dzie 100 cm dorysowano trajkaty rdéwncboczne,
jak na rysunku obok. Jakie powinny byé diugosci
bokdw prostokata, aby pole figury hedgce] sumg
pola prostokgta | pdl dorysowanych tedjkatdw
bylo majmniejsze?

3.116. Drut dlugodci 100 cm podzielone na dwie czedc: 2 jedne) zbudowano kwa-
dratowa ramke, a z drugiej okrag. Jaka powinna byé diugodc kaidej credcl, aby suma
pol figur ograniczonych drutem byta najmniejsza?

3.117. Drut o dlugoici 8 m naledy podzielié na dwa kawatki: z jednego powstanie
kwadratowa ramka, a z drugiego = ramka w ksztalcie trajkgta rdwnobocznego. Jaks
dfugosé powinien mieé kaidy z tych kawatkdw, aby suma pdl kwadratu i trdjkata
byla najmniejsza?

3.118. Okno ma ksztalt prostokata zakoniczonego na go-

rze potkolem, jak ma rysunku obok. Obwéd okna ma 4 m.

Oznacz diugodl podstawy prostokata przez £, Nastepnie:

a) mapisz wzor funkeji pola P powierzchni okna, w zaled-
nosci od x

b) okresl dziedzine funkcji P

¢ wyznacz diugosdé podstawy prostokata tak, aby pole
powierzehni okna bylo najwieksze.

3.119. Okno ma ksztalt prostokata zakoriczonego na go-
r2e trdjkgtem prostokatnym rdwnoramiennym, jak na ry-
sunku obok. Obwdéd okna wynosi 4 m. Jaka powinna byd
podstawa okna, aby jego powierzchnia byla najwieksza?

935
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3.120. Ulica Klonowa jest prostopad-
fa do ulicy Jesionowe], a drodek skrzy-
towania ulic znajduje sie w punkcie P,
W ochwili £, samochdd podrdiujacy na
wschidd ze stalg predkoicig 40 km/h
mija punkt P, a samochad podréiujgcy
na poludnie ze stalg predkoscia 60 km/h
znajduje sie dokiadnie 5 km na pétnoc
od punktu P.

a) Wyznacz wadr funkeji y = d(t), opisuja-
ey odleglost [km| migdzy tymi samo-
chodami w zaleinosci od czasu t [h].

b) Oblicz, po jakim czasie t od chwili
to odlegtodd miedzy samochodami
bedzie najmniejsza. Oszacuj te odle-
gloéd z dokladnodcly do 0,1 km,

Rownania kwadratowe

3.121. Rozwigi rdwnanie:
a}{x+l}1=ﬂ b) 4= - Tx =0
d)dx’-12x +3=0 g}’ -6=0

3.122. Rorwiak rdwnanie:

a) 81x* = 25 b} 1-4x’ =0

d) (x-3)° =25 &) 2fx +1)* =18
3.123. Rorwigt rdwnanie:

a) 2 +5x-12=0 b} 3x* - 7x = 20
d) 2(x" + 4) = -3x e} 49" = d4x

3.124. Rozwigi réwnanie;
a) I’ + Sx =2 b) 5% = 2x° + 3
d)6(x'+2)=4(3-x) es5k*=2-9%

E j. 1
I B

_l__[__ﬁ?__f'_'-:- ______

ul. Jesioncwr

¢ 3x* +8=0
fl(x+3){x-7)=0

|:] %{x* +E:I= 7

f{x-13F+1=0

c) 9k’ = 12x - 4
f) 165 + 25 = 40x

t:l#.t*;-r"'.'-.'?
fl(2x+3) ' =8x+ 8

2, Funkgja kwadratows 95

3.125. Rorwigt rdwnanie:
a) (2x + 6)(5-x) =0

e x{x-1) +3(x-1)=0
e)d~-(x+3P=0

b) Sufx +2) -3 =0
d) (x + 1) - 100 =0
f]xl[x +1}':.l:'+2

3.126. Rozwigi réwnanie:
a)x(x +5)=x+5

) x® = (4 -x)(x + 4)
e)81-(3x+7) =0

b) (x + 1 = (x + 1)
d) x(2x - 1) = (1 - 2x)(1 + 2x)
f)(2x + 1)(2x + 1) =4

3.127. Rozwig: rownanie:

a}{x+1}|{lx—3}+[x+1}x=ﬂ b) (3x - 1)(3x + 1) = 102" + 3
¢} (Sx + 1) = (7x - 2)° d) (2x - 7)* = (4x - 1)}

g) (3x-1)(ax-3) = (Ir-(2x-1)  f) [2x—1)* - 3" = 6x - 4)

3.128. Rorwig: rdwnanie:

a) x? = [2x - 1) = S6x - 43 b) 11 - 14x = (2x + 1)

c) (<2x-1)(1+2¢) =8 d) 2% + 11x + 21 = [~x + 5)(S + &)
e) (2x-3{x+ 1) =14 (x+2)[3x-2) ) (I —(2x-3)" + 2x + 6) = &*

3.129. Rorwigt réwnanie:

a) (2x-3)(2x +3) = (x+5)°-9

b) 2x(x - 3) - [x + 1){x + 2) = (2% - 3)*

g) (2x = 1)" = (4 + 1){dx - 1) = dx(1 - 2x)
d) (2x+ 1) =9(x-1) =4 -x

e) [x=1) +2{x=3)*= 18- 10«

f) (2 + 5)7 = (2% = 5)" = 3" + A1 - 4

3.130. Rozwigt réwnanie:
ajdx=-2x(aIx-1)=2x" +3
o) (2x - A){2x + 4) = (I - 1) - 16
e) (¢ -3+ A(x+2)=x'-2%-1

b) x' - Sx + 9 =63 (x-3)(x +3)
d) 6—(1-x)" = (2x = 3)* - (3x + 2)*
f) (22— 3)(3x + 5) = (3 - 2x)(x + 3)

3.131. Rorwiat réwnanie:

a) (2x + 5 —x[x + 20) =0 b) x{4 - x) = (2% + 3)(x-2) + 8

¢) Bx(7-3x) + 1=4{2-x){x + 2) d) [4-xi-(2+x)=x*+12

e) (2x—1){2% + 1) + 2 =9k — Sx(x + 3) f) (x —6)(6 + x) = (ax + 3 - (2-x)
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3.132. Rozwig: rdwnanie:

a) {3_21{2_1}—11;:“:“1&3—?
i 1
g Bed) (xe2f-a P37
3 B 2
c) {2”_3:[”1} {r_1¥£+1}=x+3
9 (3x-1)-4 10 , S+(2-x)(x+2)__  _
3 3 2

3.133. Rozwigzaniem danego réwnania z niewiadomg x jest liczba podana obok
tego rdwnania, Oblicz o.

a}5+{ah1a}“5x*=n;z§ b}15f+{a=+2u—2}r=ﬁ;—§
3.134. Rozwiaz graficanie rdwnanie;
gl +x=6 b) x = (2-x)*
:} lf +2=—l{x—2]:+4 :I} xz+5x+E:41—[x+21T
2 2 4 2

T 3.135. Wykai, 7e dla dowalngj liczby rzeczywistej a, réwnanie
%;rz +[3—4ﬂ}x+3{2:f —3::}+'9 =0 ma tylko jedno rozwigzanie. Wyznace to roz-
wigzanie,

D 3.136. Wykat, te dla dowolne] liczby rzeczywiste] m, réwnaniex’ —2mx +m’-1=0
ma dwa rdzne rozwigzania, ktdrych suma jest rdwna 2m,

P 3.137. Wykas, te dla dowolne] liczby rzeczywiste] k, rownanie x* — 2k - 5)x -5=0
ma dwa rdzne rozwigzania, ktdrych iloczyn jest rdwny =3,

Réwnania prowadzgce
do réwnai kwadratowych

3.138. Rorwigi rdwnanie:
a) x* = 16x* b) x* —10x* + 25 =10 ) x* =3 -2
dlx*+126*+35=0  e)dx*+9=37 f) x* + 24% = 24,

= -F'nnkl:jd: bwadratowa

3.139. Rozwigi rownanie:
a)x'=5x"-4 b) x° + 5x" = 14 ) x* - 25x" + 144 =0

d) x* - 25¢° =0 e +8) +15=0  fjax+3(3 - 1) =26

3.140. Rozwiai rdwnanie:

a) i’ -2) -2=5(x-1)(x +1)  B) [« + 1 =3 427 -5

o) k(e - 1)(2% + 1) = 2-x(x* + 10)  d) (x* - x + I)(x* + 2x) = x(6 + ¥%)
e) (¥ - 3)? - 24 = 2" - 14x° f) 3(x* + 3) = (x* - 1)F + 12¢%,

3.141. Rozwigi rdwnanie:
a)x' - 1807 = (- 9)(2x* +3) + 23 b) (¥ + 6)(7 - x%) - 36 = x*+ 124
¢) (28 - 1) - (2¢* + 3)* =x* + 56 d (x' -1 -4{x'-1) +4=0

e} (27 + 3)(2x" - 3) + 10 = 5* f) (- 1) - (o' - 4) =5 - 7",
3.142. Rorwiai rdwnanie:

a I[xz—ﬂ}==ﬂl:x!—4] b}[xj+3}i—5{#'}+3}+4=ﬂ
c) (x* + 2xf + 9= 6x" + 12x d) (x* - 8x)* + 5 = 2(x" - 8x)

g} (x* - x)* = 206 - 20x (2 +3x =1 + 7(x* + 3x - 1) = 12,
3.143. Rozwigi rdwnanie:

al x+4=5x b) 2x-7x +3=0 e} Tx =3x+2

d) 2x+1=3x e) x+dx-1=7 f) x+5Vx+2+8=0
3.144. Rozwiqi réwnanie:

a) ¥ —sifx =0 b) 0,54 -2,5x +3=0

) %J‘—%ﬂha d) 2Jx-74x +6=0

3.145. Rozwigi rownanie;

a) & -2xt+1-2=0 B) ¥ + /¥’ +20 =22

¢) 25" -5Vx +2+6=0 d) & —4x—6=2x" ~Bx+12
3.146. Rozwigt réwnanie:

a) —”‘;3=1#.|'x+3—1 b) 6x+2 +74x+2+2=0

¢) 2x-1-54x-1=-2 d) Jx—-5=a8x-5-3

q7
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Nieréwnoéei kwadratowe

3.147. Rozwigt nierdwnosic:

a)2x*+1>0 hlgﬂﬂ
djx*-25>0 e x'-4>0

3.148. Rozwig: nierdwnost:

a) -3{x-2)(x +4) >0 b)ox" +1>6x
e}x’+d}x

d) (2x - 1)(2¢ - 1) = 0
3.149. Rorwiad nlerdwnost:
3 [x=3)-a>0

d) x(x +6 ) = 6x -8

3.150. Rozwigi nierdwnosd:

b) dx® - 2x > 5x°
el xf-3x-3) <9-3x f) ax(x-1) < -1

¢ -3x"+ x>0

f)l x* > x

c) ¥ < Bx°
f(s-x)(x+2)=0

e (1+x)(3-2x) <0

a) -ax’ < 1 b) -2x(5-x) <0 €) 28x > 4x° + 49
djx*<2-x e} 3% + 1> 2,5 flx =725
3.151. Rozwigi nierdwnosd:

a) r;—f—xai b) (2% - 1) > 16 &) 9+ 25 < 30x

d) (S +1)*+4 <0

3,152, Rozwiai nierdwnodl:
3 8x -1 > 16%°
d) (x-S <0

3.153. Rozwigz nierdwnosé:
a) (x - 3)(2x + 5) < (2x - 6)(2x - 1)

e) (3 - 5x)(2x + 1) < (2 + 2)(3x + 2)

e) [x + 5)* = (2x + 10)°

3.154. Rozwigi nierdwnosé:
a) ulx + 6) < 3(ax - 3)

c) 2x{x - 2) -7 > ~afx + 3)
eofl-x)=x*-10x+3

e) 9x® + d(3x + 1) > 0

b) 2x* + 4 > 3x
e) -1 <—[1 - x)*

fla=-(ax-17=0

g (2-x)fx+3) <0
f) 25x* = 4(5x - 1)

b) (2 = 8x){x + 1) >( 1 - dx)(x + 2)
d) (2 - 6x){3x +9) = x* -9
f) (2x-3)* < (x - 1,.5)°

b) <2 + S{x + 1) < 2(x + 2) = 3xx - 1)

d) 8(x - 2) - x(x - 2) = -16
f) 1= 2x(x - 3) < x(5 - 4x)

5. Funkejo kwadratowa

3.155. Rorwigd nierdwnodé:

a) (3 - 2x)(2x + 3) > 1 - 2x{x + 3)
c) x* + 6x + 9 > (2x - 1)

e) (~x - 5)(5 + x) + 9x < 2(x - 1)*

b) (2x = 3)* = (x + 2)*
d) (2x=1){Sx + F) + 13 < (3w =1 4 x
f) 2(x = a)(x + 4) = 3x(2x + 3)

3.156. Rozwigi nierdwnosé:
) (x-1)-2 x+3_(x+2)'-43

5 2 10
b) (x+3)(2x-1)=(x+2) cX-1 3x+2
3 2 3
]
» x’—-ﬂ,_ 3_!r+2} .
c) 2> _ 2
3 2 B
1 x=d
Fdx+3 stea (%71 g
d) - <
3 &4 3

3.157. Rorwigk graficznie nierdwnosd:

g ¥’ -6 +9<x+5 b)-x-1lg-x=-3 gl +2x =32 2x=3

d} ¥-B<xl+x-86 e} x® +h—3£§{x—~l:|1 f} %x{E—x}{{x—3]1+1

3.158. Podaj pravktad nierdwnodci kwadratowe;:

a) sprzecznej

b) kérej tbiorem rozwigzari jest suma praedzialéw (-oo, <1} U (4, +oc)
n:} ktdrej zhiorem rozwigzan jest zhidr R

d} krdrej zhidr rozwigzan jest jednoelementowy

e) ktdrej tbiorem rozwigzan jest przedzial liczbowy (2, 7)

f) krérej zbiorem rozwigzan jest zhidr R - |-5}.

3.159. Dana jest nieréwno$é kwadratowa (3x - 4)(2x + @) < 0 z niewiado-
mag x. Wyznace liczbe o, dia ktdrej zhiorem rozwigzan tej nierdwnosci jest prae-

daial [11, 4).
3

3.160. Dana jest nierdwnodé kwadratowa (Sa - 4x)(x - 1) = 0 2 niewiadoma x.

Whyznacs liczbe a, dla ktarej zbiorem rozwigzan tej nierdwnosc jest proedzial {—3, 1}.
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3.161. Dana jest nierdwnosé kwadratowa (2x — 3)(6x + 50) < D 2 niewiadoma x.
1
Wyznacz liczbe o, dla ktdrej jedynym rozwigzaniem nierdwnoéci jest liczba 1-2-.

3.162. Wyznacz zblory A, 8, A B, A v B oraz 8 - A, jesli;

A — zhiér tych argumentdw, dla ktérych funkeja kwadratowa fx) = x* — 6x + 5
prIyjmuje wartosci nieujemne

8 - zhiér tych argumentdw, dla ktérych funkcla kwadratowa g(x) = x* + 3x prayj-
muje wartosci wigksze od 4.

3.163. Dane sg zbiory:
A=fxixe Rax'<dx}; B={x:x eZax-Tx+d >3 -5}
Whznace zhiory: A, B, A W 8, A m B,

3.164. Wymnacz dziedzing funkeji f okreflonej wzorem:

a) f(x)=vax' +x+8 b flx)=ax-2¢

o) flx)=v2 +9x-12 d) fx)=v-4x" +4x-1
Sx +7 2 -3

¢ flx)= I"--{“lf ) Hr]ﬂ-iﬁf ~40x+16

3.165. Wyznacz wsaystkie wartoici m, m € R, dia ktdrych liczba x naleiy do po-
danego przedziatu liczbowego, jedli:
ajx=m'-am,x € {5, +00)
g)x=m'-3m x e (-2, 4)

b) x =5+ 2m - 2m’, x € [~oc, -7)
djx=m'+5m+1 xe {HSJ—B}

3.166. Wyznacz wsrystkie wartodci parametru m, m £ R, dla ktérych dziedzing
funkeji f jest zbidr liczh rzeczywistych, jesli:

a) fx)=2x" —mx+2 b} f{x}:xlrix’+mx—m—-3
x—3 X' +1 _
Jot #(m-1)x+4 Yot (me2)x+m’

d) flx)=

|:} f{x]l:

Zadania prowadzgce do rownan
i nieréwnosci kwadratowych

3.167. Suma kwadratow dwdch liczb rdinigeych sig o 4 jest rdwna 400, Wyznacz
te liczhy,

=, Funkeja bwadratawa

3.168. Suma kwadratdw trzech kolejnych liczh parzystych jest rdwna 308, Wy-
rnacz te liczby.

3.169. Suma kwadratdw trzech kolejnych liczb nieparzystych wynosi 155, Wy-
znacz te liczby.

3.170. W liczbie trzycyfrowej cyfra dziesigtek jest o 2 wieksza od cyfry setek, za$
cyfra jednosci o 1 mniejsza od cyfry dziesigtek. Kwadrat cyfry driesiatek jest rowny
sumie kwadratdw pozostalvch cyfr. Wyznacz te liczbe,

3.171. Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest réwna 5. Jedli te liczbe pomnao-
iymy przez liczhe dwucyfrawg o takich samych cyfrach, ale zapisanych w odwrotmnigj
kolejnodel, to otrzymamy 736, Wyznacz te liczhe,

3.172. W trzycyfrowe| liczbie naturalnej cyfra setek jest taka sama jak cyfra jed-
nmodci, 2as cyfra dzesigtek jest o 3 wieksza od cyfry jednosch Jetell te liczbe amniej-
saymy o kwadrat sumy jej cyfr, to otrzymamy 105, Wyznacz te liczbe treyeyfrows.

3.173. lle bokéw ma wielokat wypukly, w ktérym liczha przekatnych Jest o 117
wieksza od liczby jego bokdw?

3.174. Na plaszczyinie zaznaczono n punktéw, @ ktdrych dowolne trzy nie sg
wipiliniowe. Mastepnie potacrono te punkty odeinkami. e jest tych punktdw, jedli
wyznaczyly one 15 odcinkdw?

3.175. Do turnieju siatkowki zgtosily sie reprezentacje klas pierwstych pewnego
liceum. Klasy roregraly kaida z kazdg po jednym meczu. Wszystkich meczow roze-
grano 10. lle klas brato udzial w tym turnieju?

3.176. Ma jednym z osiedli mieszkaniowych znajduje sie rabata kwiatowa w ksztal-
cie trajkata prostokatnego, ktdrego prayprostokatne rdznig sie o 7 m. Powierzchnia
rabaty wynosi 30 m”, lle metrdw plotka potrzeba na ogrodzenie tej rabaty?

3.177. Robotnik przecigl blache w ksztalcie trojkata prostokatnego wadiui wyso-
koici poprowadzone] z wierzchotka kqta prostego na przeciwprostokgtng, dezielgc
i3 ma dwa trédjkaty prostokatne, Wspdina preyprostokatna powstatych trjkgtdw
rma diugosd 1,2 m, zas drugie preyprostokatne rdinig sie o 70 cm. Oblicz powierzch-
nie kawalkdw blach po rozcieciu.

3.178. Prostokatny obraz bez ramy ma wymiary 82 ¢cm = 36 cm, 2 wraz Z ramg
zajmuje powierzchnie 3567 cm’. Oblicz, jakg szerokodt ma rama tego cbrazu,
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3.179. Park miejski ma ksztalt rombuy, ktdrego abwad wynosi 2 km, Dwie gldwne
alejki spacerowe wyznacione s priez priekatne rombu, a jedna z nich jest o 200 m
diu#sza od drugiej. Oblicz diugost tych alejek.

3.180. W pewnym prostokacie jeden @ bokdw skracong, a drugl wydluiono o p
tak, ie pole prostokata zmniejszyio sie o 9%, Oblice p.

3.181. Drut diugodci 64 cm podzielono na dwa kawatki. 7 jednego kawatka wy-
konano kwadratowg ramke, a 2 drugiego ramke prostokatng, ktérej stosunek diu-
gosci bokow jest rdwny 3 1 1. Oblicz diugodci kawatkdw drutu, wiedzac, e suma
powlerzchni wyznaczonych przez ohie ramki wynosi 112 em’,

3.182, Kupiec ma dwie beczki wina dwdch rdimych srczepdw. Stosunek liczhy Ii-
trow wina z pierwszej beczki do liczby litrdw wina = drugiej beczki jest rdwny 3 : 2.
Litr wina z plerwszej beczki kosztuje tyle zlotych, ile jest rdwne 25% liczby litrow
wina, najdujacego sie w drugiej beczce, Litr wina z drugiej beczki jest o 10 2t droé-
szy od litra wina z pierwsze) beczki. Wiedzac, ke faczna wartosé win wobuw beczkach
jest réwna 4300 21, oblicz:

a) ile litréw wina jest w kaidej beczce

I:]I cene jednego litra kazdego = tych win.

3.183. Pewna osoba zapytana, ile ma lat, odpowiedziata: . Jeieli catkowitg liczbe
mioich lat pomnodymy przez liczbe o 50 mniejsz | do otrzymanege iloczyny doda-
my 624, to otrzymamy liczbe ujemng”, Czy na tej podstawie moina ustalic, ile lat
ma ta osoba?

3.184. lak dobrac wymiary prostokgta, aby jego pole bylo nie mnigjsze ni: 5 nie

wigksze nit 12, a dtugodci bokdw byly liczhami naturalnymi, réZnigeymi sie o 47
Poda) wszystkie moiliwosci,

3.185. Proste o rownaniach AY
a
r=§.~:+a+1 oraz x = a, gdzie o jest ..-"‘""f

Y : ¥+a+l /

/ EE
a) Napisz wzor funkcji P — okreslajace]
pole tego trapezu w zalednosci od g,

gdzie o (0, +oc). 0 @

liczby rrecrywisty dodatnig, prrecinajy
sie w punkcie M | wraz 2 osiami ukfadu
wspdlrzednych ograniczajg trapez pro-
stokgtny (zobacz rysunek obok).

=¥

= Funkeja kwadratewa

b) Wyznacz liczbe a, dia ktdrej pole trapezu jest réwne 3.
¢} Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktdrych pole trapezu jest wieksze od 24
| jednoczeinie nie wieksze od 51.

3.18B6. Wyznacz wszystkie dwucyfrowe liczby naturaine o sumie cyfr rdwnej 9,
kedre speiniaja warunek: iloczyn liczby i jej cyfry jednodcl jest wiekszy od 144,

3.187. lle jest wielokatdw wypukbych, w ktérych liczha przekatnych jest mniejsza

od potrojonej liczby jego bokow?
\ !
2
r.'l
o

3.188. Prrez drialke w ksrtalcie prostokata
o wymiarach 20 m x40 m ma przebiegad
écieika w sposdb pokazany na rysunku. Po-
wierzchnia Sclefkl moe stanowis co naparyie
§.75% calej powierzchni dzialki, Jaky najwick-
szg wartosd mode pryjac x?

3.189. W kwadrat ABCD o boku 7 cm wpi- C

sano kwadrat MNPR tak, ie punkty M, N, P,
A naleig cdpowiednio do bokdw AB, BC, DE
oraz AD, Wiedzgc, ie pole kwadratu MNFPR
jest réwne 25 cm’, oblicz diugosci adcinkdw,
na jakie punkty A, N, P. R podzielity boki kwa-
dratu ABCD. R

s
o

A [
3.190. Obwdd tréjkata prostokatnego jest rdwny 30, a suma kwadratdw diu-

godei warystkich bokdw trojkata wynosi 338, Wyznacz wysokodé poprowadzong
na prieciwprostokatna.
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Réwnania i nierdwnosei,
w ktérych niewiadoma wystepuje
pod znakiem pierwiastka kwadratowego

3.191. Rozwigz dane réwnanie, stosujgc metode analizy starodyinych,

ﬂ} Wl-3x ==x=3 h} 1|I.H'+~JT-‘E+—A' =4
g) 3(x+2)=+22-9 d) Jr-1+Jx+2=3
g Yx+1-Jk-3-2=0 f) J3-ax =2x

3.192. Roewiaz dane réwnanie, stosujgc metode réwnan réwnowainych.

a) J1-Sx=T4x b) x+5=4+x+3
) Ja-x = d) Vx'—d4x=1-2x

E} u'x:' +3=x1-1

f) 2425 —9 =0,

3.193. Rozwigi dane réwnanie, stosujgc metode réwnan rownowainych.

a) f(2-x)(8-x)=4-x b) V3x+d+dx-a=2Jx

€) Wx+1=+0-x=2x-12

&) Wa' =2x-3-1=x

d) u'l‘lﬂ+x+1.|"10—x=§
f) Yxi-3+x" =5.

3.194, Rorwia? dane rdwnanie, wprowadzajac pomocnicza niewiadoma.

3) ¥ -avF —ax=a(x-1)
d 27 -5V -1=0

b) x* —dx+4yx’ —4x4+3=2

d) x* —5x+30=10vx" —5x+6

3.195. Rozwigi rdwnanie:

a) V5& +16x+12 =5x -2
4::|- JE+x+4J5—-x=x

e ¥ —dx=2Jx" -4x-5+4

b) Vax+7=Jx+1=2
d) Y3x=2+2=2Jx+2
f] Jrer1afx-3=2Jx

5. F-'.l.hkq‘.iq kwadratows 105

3.196. Rorwizi nierdwnosé:

al Vx-2<B-x
€) 7B—x>20-x

e Va'+Bz3x

3.197. Rorwigt nierdwnodd:
a) V¥ -5xz4x

¢ J(x+7)(x+1)-3>x

e x> J# +x-2

3.198. Rorwigi nierdwnodé:
a) x+12.J(2-x){x+3)

g) Y17 +x++17-x <8
g) Jx=3+1-x>/8x-5

3.199. Rozwiai nlerdwnodé:
a) V3x +2x-122x
c} VI0+x-6<—10-x

g JAx+5 >3+l +x-4

3.200. Rorwigi rdwnanie:

a) J5sx—a8Su+1 410+ x—6x+1=
B) 3+x—4Jx—1+8+x-6x-1=1
o) Yx—a+aJx—8 —yfx—7+2Jx-8 =1
d) Vx+19+8Jx+3 +x+T+4x+3 =2

h] Wx+3+3=x
d) inx e B2X

f) 2x2 5%

b) V9-x Sx
d) Vx'+dx-5+x27

f) 2x <1+ +x-14

b} Jfe#3-vx-az2
d) 1245026 4226
f) JS=x+J54x=420

b} Ve+1-+fx-2-1<0
d) 4+412-207 >3x
f) Vitx+yl-x<2

1
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Wykres funkeji kwadratowej
z wartoscia bezwzgledna

3.201. Naszkicu] wykres funkcji:
a) flx) = e —3]-(x-1)
) flx) = x-|x + 1| —x

b) flx) = (x + 1)-]x - 2|
d) f{x) = * + 4|1 — x|, gelzie x = (0, 2)

3.202. Naszkicuj wykres funkeji:

a) flu) =t + 1| -2 b) fx) = |2 —x|-[2 + x|

¢) f(x) = |x]- |« - 3| d) flx) = [«* + 2(x - 4)|.
3.203. Naszkicuj wykres funkeji:

2 10} =~ 4} 0 £0) = Wz + 24

e} flx) =1 (|« - 2 d) flx} =2 -3fx + #*

3.204. Naszkicuj wykres funkciji:
a) flx) = |«* -1 + &%
c) flx) = |x" - 4] - 2«

b) Flx) = |#* — 2x] —x*
d) fx) = -2 - 3x + Jx* + 3x].

3.205. Maszkicuj wykres danej funkeji, stosujac odpowiednie przeksztatcenia.
a) fx) = |x"-4] -1 b) fx) = x* -5« + &
¢} flx) = x* - 24| - 3 d) Flx) = [¥* - 3|x] + 2| -1

3.206. Mapisz wzor funkegji f bez symbolu wartosci bezwzglednej i naszkicuj jej

wykres,
b f(x)=|x -2+ x' 24" +1

a) flx) = |¢* = 1] = |« = 4

c) flx)=3x—+/x'—Bx"+16 d) fx) = |&° + 3k — 4 — Je* + 3% + 2|
3.207. Naszkicuj wykres funkeji f{x) = x|x - 2| + x, gdzie x & R. Odezytaj 2 wykresu:
a) zhidr wartosci funkeji f,

b) dia jakich argumentdw wartosé funkeji f wynosi 2,

c} preedziaty, w ktérych funkcja f jest rosngca.

3.208. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = |-x" + 4x + 5|, x e R. Czy funkcja f jest
parzysta?

a) Podaj zbidr wartosci funkeji f. b) Rozwiat nierdwnosé f(x) > 0.
¢) Okredl przedziaty monctonicznosci funkcii f.

=, Funkeje bwadratowa 107

3.209. Maszkicuj wykres funkeji flx) = ' - 2|x| - 3| + 2, x e R.
a:i Czy funkcja f jest, cxy nle jest: parzysta, nieparzysta?

b) Podaj liczbe miejsc zerowych funkeji f.

c) Okresl znak liczby f{—4) - F(-1) + F{-3).

3.210. Zapisz wzor funkeji f{x) = |¢* - 4| + [x* - x| bez uiycia znaku wartosci
bezwzglednej.

a) Naszkicu] wykres funkji f.

b) Okresl liczbe rozwigzan réwnania f(x) = 4.

¢) Podaj zbidr rozwigzan nierdwnosci f(x) > -x + 4.

Réownania [ nierownosci kwadratowe
z wartoscig bezwzgledng

3.211. Rorwigz algebraicznie rdwnanie:
a) [x=3)° = 4fx - 3|
) Hx+2)+16)x+ 2| +5=0

¢) (x + 1)(j-1) =05

b) x* - 6ls| +5=0
djx*+ax+ |x+ 2/ =16
f) |4 - x - 0,5¢% = 4.

3.212. Rorwigt algebraicznie rdwnanie:

a) 2x - | = 15 b) | ~6x + 4| = 4
t}lx*-!xl e d| %[x—d}i=—|x—d|

e) [2x -2x - 15| =25 f) 2]x* - 3x + 8| =2¢' —6x+16
3.213. Rorwigt graficznie rdwnanie:
a]x"i ¥ = 2!1 +l| -2

¢ 0.5(x-1)" + 2= 2,5 |x - 1]

o (2- )i =a-x

3.214. Rorwigk rdwnanie:
a) (x + 5)* = 3|x + 5|
afx=-2+11:|x=2|=3
&)= x4+ -fx=1

b) (|« - 4)(2 - [x]) = 5

d) 4~ Il-|x| = =yt

f::l |x1—nl:1 = |x—1| + 2.

B) ([« ~1)(jf + 1) = 3
d) #' 4+ 26+ 3 =3fx + 1
f}x-H +|2x-3|=4
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3.215. Rorwigi rdwnanie;
a} le® 4 2x o+ 3| = |2x|

4;].:-'2+ 12 = By + |K: nE.l:'+11|
&) |x=—9| =0 -

3.216. Rorwiat rdwnanie:
a} |xr--3.-:1 + X =2

c) |x*+ I - -u =1
g |x=— 2| + |x’— 51 =3

b) 14-4=‘§f-zm

d) |} -3 - 1| =3
f)l«* -1 + |« +1] =0

b) |¢* - 1] = 3 - |x* - 18]
d) x* - 5]x + 1| + 25 = 3% + S|x - 4
f) k' —1=dx-|x" -5

3.217. Rorwigi algebraicznie nierdwnosé:

a ¥ +rix+1 <1
c) x* + 12 > 7|
e (x-1+x-1|-6<0

3.218. Rorwigt graficznie nieréwnoss:
a) |« = 7] = |x* -1

c} (x| —2){jx| -3} = x + 3

e) [x* +ax +3[=3-x

3.219. Rozwigi nierdwnosd:
a) x* + 10 < 7|

c) 2x’-3:|2x -1 < 2x-3
e] [x* +6x-1| 26

3.220. Rozwigi nierdwnosd:
a} }[:—3}2 —EI-|H=‘_5

c) |- -2 >2
e} x’-5lk—1] <2x-7

b)x'=|x-22=0

) | - 4 < al

flx+2)-9x+2 <0

b) |x* ~d| > x+2
d)x*-3x -4 <0
f) |«* —a)d +3[ =3

b {x=1)% + 2x < 1+ 3|4
d]x?+h¢]xu3|?—-5
f]x-|x+li+2{x-|x+1|

b [(x=2)(x+3)|=]x+3|

d) 5% = | = Sx| = 5
f]-|x=—1| + |x=—3| =4

5. Funl::jﬂ kwadratows 1og

Wzory Viete'a
3.221. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe. Nie obliczajac tych migjsc
zerowych, ustal ich znaki,

a) flx) =x + 4x + 3 b) f{x}=x’+{u‘§—ﬁ}x—u‘€

) f{xj=%x‘—4%x+4 d) f{x]=—%x’—?:—24

3.222. Funkcja kwadratowa f ma dwa migjsca zerowe, ktdre s3 liczhami calkowi-
tymi. Wyznacz te liczby, korzystajac ze wrordw Viete'a.

al flx) =x"+5x + 6 bl flx) =x'-2x-8
¢} flx) =x*—8x + 7 d) flx) = x* - 12x + 20
e flx) =—x"-dx +5 f) fx) =" —6x + 27

3.223. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe x, | x;, Wyznacz brakujgce
wipdtczynmiki we wzorze funkci £, jesh;

a) flx)=x"+bx+ corazxy=-25% +x=-15
b) flx) =ax® + 2x + ¢ orazx; = -2, %%, =6
¢} flx)=ax® + bx + 42 oraz x; = 7, x, + x: = 10
d) f(x) = ax® + bx — 4 oraz x; = —4, ¥, -x; = 6.

3.224. Funhcjaf{x} = gx’ + bx + ¢, gdzie o = 0, ma dwa miejsca zerowe x; i x;3,
Okresl inaki wspdicrynnikdw we waorre funkcji f, wiedzac, fe:

a) f(0) =3 orazx, > 0ix; >0 b) f10) =-2orazx; > 0ix; >0
¢} fl0) =5 orazx; < Qix; <0 d) f0) = -lorazx, < 0ix; < 0
e)fl0)=2orazx,=x;ix +x;>0 ) f[0)=-3orazx,=x;ix +x;<0.

3.225. Funkcja f{x) = 2x* + px + 10 ma dwa miejsca zerowe, ktdre 5q liczbami
catkowitymi. Wyznacz te migjsca 2erowe i oblicz p.

3.226. Rownanie 2x° - Bx + g = 0 ma dwa rozwigzania, ktére s3 liczbami natu-
ralmyrmi. Wyznacz te rorwigania i oblicz .

3.227. Sprawdi, iefunkcja v =243% - x—J3 madwa miejsca zerowe. Mastepnie

bez obliczania tych miejsc zerowych ablicz:
a) kwadrat ich sumy b) sume ich kwadratdw.
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3,228. Sprawds, e funkeja y =+/Bx" - 5+/3x + 246 ma dwa miejsca zerowe. Na-

stepnie bez obliczania tych miejsc zerowych oblicz:
a) sume ich odwrotnosci b) sume kwadratéw ich odwrotnodei.

3.229. funkgja y=32x" —4J6x+5 ma dwa miejsca zerowe x, oraz x;. Oblicz

X, X
wartodt wyrazenia =+ %,
Ky X

T 3.230, Liczby x| x; 53 miejscami zerowymi funkcji y = EJEI: = S 4 Jﬁ . Wiy
kat, de(x, —x, ) +4(x] +x} |=20-842.

D 3.231. Liczhy x, i &3 53 migjscami zerowymi funkgji y= %x‘ —d4x+5, Wykai, ie
Xy +x; =5312,5.
3.232. Liczhy 4-23 14+243 53 miejscami zerowymi funkeii
y=x'+(p+qk+p°—qg'.Obliczpigq.
1 1
3.233. Liczhy i 53 rozwigzaniami réwnanlax’ - (p +qlx + ' - 8p = 1.
2—_1"3 l+;3 { }H

Ohlicz pig.
1
3.234. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe, ktdrych suma wynosi —1—1 i

a iloczyn jest rdwny —1%. Wiedzac, e do wykresu funkeji f nalezy punkt A(1, 4],

wyznacz wzar tej funkcji w postaci ogdine).

3.235. Funkcja kwadratowa f jest rosngca w przedziale {—-:x:n.. 2} i malejgca w prze-
driale 1:2, -|-Ix:], a jej miejsca zerowe xq, X: spetniajg warunek x;-x3 = -5, Wy-
kres funkeji f przecina of OF w punkeie (0, 5). Wyznacz weér funkeji f w postaci
kanonicznej,

3.236. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe x4, x; takie, fe xy - 3 = -12,

Wiedzac, #e dia argumentu % funkcja f przyjmuje najwiekszg wartodd, riwng 31—15,

wyinact wadr funkeji f w postaci iloczynowej.

%, Funkefa bwadratowa

3.237. Funkeja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe x, ¥; spetniajace dwa wa-

1 1 3 8
runki: —+—=7 oraz x;-x; = 1. Wiedzae, te do wykresu funkcji f nalezy punkt

"‘i b
Al=2, =6), wyznacz wzér funkcji f w postaci ogdinej.

3.238. U6 rdwnanie kwadratowe, ktdrego rorwigzaniami sg Hozby x,, x; spet-
niajgce warunki:

a) x +x,=20m@2x] +x =16 b) x, 4 x; = 5 oraz (x; = x3)* = 37

1 1 1 1
4;.] ¥y + X3 = -5 oraz H—+—=1ﬂ d} Xy ¥z = 4 oraz _z+_:'=2

i X kG
1., 1.0 r o a) L SO, L
-E] If-'-.?:':_‘ orar 4{;1+r”—1'.' f] r:+x:—xf+:rl_?_
3.239. Funkcja kwadratowa y = x" + ¥ + ¢ ma dwa miejsca zerowe x, i x;, ktdre
spefniajg warunek |x, - x, | =+/5. Oblicz c.

D 3.240. Wyka, te jesli b > 1, to funkcja kwadratowa f{x) = %12 + bx - b madwa

miejsca zerowe X1, x; speiniajgce warunek: |x, —x,| > 243,

D 3.241. Wykai, ie dla dowolne] liczby rzeczywiste] o funkcja kwadratowa
flx) = -2x¢* + ax + 1 ma dwa miejsca zerowe spelniajace warunek: [x,|+]x,|2 V2,

Rownania | nieréwnoscl kwadratowe
Z parametrem

3.242. Wyznacz wszystkie wartodci parametru m, m & R, dla ktdrych dane réw-
nanie ma dwa rozwigzania.

A m-2F+(m+Sk-m-1=0 bl(m+2’-2x+m+2=0

3.243. Wyrnacz wszystkie wartoici parametru k, k¥ & R, dla ktdrych rdwnanie:
a) 8(k*—1)x* + (Bk — 8)x + 1 = O nie ma rozwigzan,

b) (k—3)x* + (k- 2)x + 1 = 0 ma tylko jedno rozwigzanie,

) (k-1 - (k + 1)x + k + 1 = 0 ma rozwigzanie,

d) (k- 3k + 2)x* + 3(k — 2)x + 4,5 = 0 ma co najwyiej jedno rozwigzanie,
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3.244. Wyrnacz liczbe rozwigzan réwnania ze wegledu na wartosé paramet-
rup, p € R. Mapisz wzdr funkcji g, ktdra kaidej rzeczywistej wartodci parame-
tru p przyporzgdkowuje liczbe rozwijzan tego rdwnania. Naszkiouj wykres funkeji g.

a)(p-Sp'-dpx+p-2=0 b) (2p -3’ + dpx+ p-1=0

3.245. Wyznac: wszystkie wartodci parametru m, m € R, dla ktdrych dana nie-
rawnost jest spelniona prze: kaidg liczbg rzeczywisty x.

a) x+ (m+ e +8m-1<0 b)2x'+ (34 mjx+220
{d-mx’-3x+m+4>0 d) (m + 1 ~2(m-1)x+3Im-3 <0

3.246. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k < R, dla ktdrych dziedzing
funkeji f jest zhidr B, jesli:

a) f(x)=vhe" +ahx+ k-3 b) fix)= J{F +I.'—E}x" #(k=2)x+1.

3.247. Dla jakich wartodci parametru k, k € R, wartosc funkcji
Flx) = (2k + 1)x* + (k - 1)x + 3k jest mniejsza od wartodei funkdi g (x) = (1=K +3
dla dowolne] liczby rzeczywistej x?

D 3.248. Wykai, ie dla kaidej liczhy rzeczywiste] x | kadde] liczby rzeczywistej k

prawdziwa jest nierdwnodd 2x° - kx + 2 > 3k - k.

D 3.249, Wykaz, e dla kaidej liczby rzecrywiste] x | kaidej liczby rzeczywiste] m

prawdziwa jest nierdwnodé dx° - 2mx + m® = 6x + 3m - 9.

3.250. Wyznacz wszystkie wartodci parametru a, o € R, dia ktérych dane rdwna-
nie ma dwa rozwigzania rzeczywiste przeciwnych znakow.

aj’ + 2o+ 1)k +90-5=0 b 2x* - 3o -1k +1-a' =0

3.251. Wyznacz wszystkie wartodci parametru ¢, ¢ € R, dla ktdrych dane réwna-
nie ma dwa rozwigzania i oba sq dodatnie.

)t -2ex +4-¢'=0 b} x* = (2 -Q)x + ' =2 -3=0

3.252. Wwyznacz wszysthie wartodci parametru i, o R, dla ktdeyeh dane réw-
nanie ma dwa rozwigzania i oba 53 ujemne.

al k' +mx-m+3=0 b) x* + Smx + 4m® - 3m = 0

3.253. Wyznacz wszystkie wartodci parametru k, k € R, dla ktérych dane réwna-
nie ma dwa rozwigzania jednakowych znakdw.

a2k + A+ -2k =0 b) 2x* 4 (k=9)x + k' + 3k + 4 =0

B, Fumkefa kwadratawa

3.254, Dia jakich wartoéci parametru k, k & R, réine rozwigzania x,, X; rdwna-

nia kx® = (k + 1) = 2k + 3 = 0 speiniajg warunek LA
X X

3.255. Dla jakich wartoici parametru k, k € R, suma odwrotnosci roinyeh roz-
wigzan rdwnania x* + kx — 16 = 0 jest rdwna 47

3.256. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktdrych rdine roz-
wiazania ¥, X; réwnania x* + 5px + 20p — 8 = 0 spelniajg warunek x + x} =400

3.257. Dla jakich wartosci parametrup, p € R, rownaniex® + 2(p—1i)x + p* -4 =0
ma dwa rozwigzania, ktdrych suma kwadratdw jest mniejsza od 127

3.258. Dla jakich wartodéci parametru m, m & R, suma kwadratéw roZnych roz-
wigzan réwnania;

al x* + [m~2)x = m + 1 jest najmniejsza?
I:r} X m{m - x'_i = 3m + 2 jest najwisksza?
3.259. Wyznacz wszystkie wartodci parametru k, dia ktédrych rdzne rozwigzania x,,
xy réwnania & - (k - 1 + 1 = O spetniajg warunek —+— = 2k* ~k—21,
¥

1 Ii

D 3.260. Wykat, ie jesli rdine rozwigzania x;, ¥; rownania x’ - px + p + 8 = 0 spet-
niajg warunek xx;(x; + %) 22+ x; -6, top € (-0, —E} u (8, +o0).

D 3.261. Wykai, te jesli réine rozwigzania xy, x; réwnania x” + (2m - 3)x + 2m + 5= 0

spelniaja warunek (x, —x; ]: <3m’ -17m-7, mma(-—l, —%-]
3.262. Wyznacz wszystkie wartodci parametru p, p € R, dla ktorych kwadrat
réinicy roznyeh rozwiqzan rownania 0,5x" + (p + 1)k + 2 = 0 jest nie wigkszy od 84.

3.263. Dla jakich wartosci parametru k rdine rozwigzania xy, x; réwnania
x* = (k + 1)x + k = 0 spelniajg warunek (x; + 3x;)(x; + 3x,) = 167

3.264. Dla jakich wartodci parametru k, k € R, réine rozwigzania x;, x; réwnania
x' = 2k - 1)x + 2k + 1 = 0 spetniajg warunek 3[:::, + J:'§I,}+'E x4 7

113
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3.265. Dla jakich wartoici parametru o, o = R, katde z rozwiazan réwnania
¥ —Bax + 2 = 20 - 90° jest wieksze od 37

3.266. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktdrych kaide
z dwich rozwigzan réwnania x° — (2p - 3)x + p = 0 jest mniejsze od p.

3.267. Dane jest réwnanie x* + kx + k = 0z niewladomg x | parametrem k, k € R.
a) Rozwigi to rownanie w przypadku, gdy k = Fli

b) Wyznacz wszystkie wartofcl parametru k, dla ktérych wszystkie rozwigzania
réwnania nalety do przedziatu (-oc, 2).

3.268. Dlajakich wartoscl parametru k, k € R, funkcja kwadratowa y =x" - 2x + k
ma dwa miejsca zerowe x,, X spetniajgce warunek: 7x; — dx, = 477

3.268. Dia jakich wartodci parametru a, o < R, rdine rozwiazania x,, x; réwnania
x'— (20 + 1)x + 07 + 2 = 0 speiniaja warunek x, = 2x;?

3.270. Dane jest rdwnanie x* — mx + 2 = 0 2 niewiadomg x | parametrem m, m & R.
a) Rozwiai to rdwnanie w przypadiu, gdy m = 2.2,

b} Dla jakich wartosci parametru m wszystkie rozwigzania tego réwnania naleiq
do przedziatu (0, 3)7

3.271. Dla jakich wartodcl parametru m, m € R, rozwigzania x,, x; rownania
2t - 2(2m + 1)x + m{m - 1) = 0 spelniajg warunek x, < m < x;?

3.272. Wymnacz wszystkie wartosci parametru m, m = R, dla ktdrych réwnanie
x' = (2m + 1)x + m* + m - 2 = 0 ma dwa rozwigzania, z ktérych jedno nalety
do przedziatu (0, 2), a drugie do przedzialu (3, 5).

3.273. Dana jest funkeja kwadratawa f(x) = (x - 3p)-(x - p - 3), gdzie p jest
parametrem, p ¢ R.

a) Dia p =% rozwigt nierdwnodé fix) < 0.

b Dila jakich wartodci parametru p funkcja f dia katdej liczby rzeczywiste] x, nale-

tgcej do przedzialu {1, 3:-, przyjmuje wartosci ujermne?

3.274. Mapisz wzdr i naszkicuj wykres funkgji g, ktéra kadde] liczbie rzecrywistej m
przyporzgdkowuje najwigkszg wartosé funkeji kwadratowe] fx) = & + (m® - 1)x + 3
w przedziale {:—1, 1}.

5. Funkejo kwadradows

3.275. Mapisz wzdr funkcji g, ktdra katdej liczbie rzeczywistej k przyporzadkowuje
najmniefszq wartosé funkeji kwadratowej f(x) = x* + kx — k w przedziale {0, 2).

3.276. Dla jakich wartosci parametru m réine rozwigzania xy, ¥; réwnania
x4 2% + m — 1 = 0 spelniajg warunek |x,|+|%,[<37?

3.277. Dlajakich wartosci parametru m, m € R, réine rozwigzania x,, ¥z rdwnania
-x* + ¥ + m — 4 = 0 spelniajg warunek |x,| & |k']| 27

3.278. Dla jakich wartoici parametru m, m < R, réine rozwigzania x,, x; réwnania
Sx' = mx + 1 = 0 speiniajg warunek |[x; - =17

3.279. Dane jest rdwnanie z niewiadoma x | parametrem m, m < R. Zbadaj liczbg
rozwigzarn tego rdwnania w zaleinosci od m.

a3+ 2x-x=m b) e=3)-|x -1 =m

¢) |x* =4 =m*+3 d) —%11+E|H|=3l:m+1}

g)x’ +djx| +3=m )2 -5 =k* -2

3.280. Dla jakich wartoécl parametru o, a & R, dane rédwnanie z niewiadomg x

ma dwa rozwigzania?
Ba-fx-1=0+1 b) [« -4|=a+1

3.281. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m < R, dia ktérych réwnanie
[x* + 6x + 8] = |m + 2| ma dwa rozwigzania i 53 one przeciwnych znakdw.

3.282. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru ¢, ¢ € R, dla ktdrych rownanie
(1-|x + 1| = ¢ - 2 ma trzy rozwiqzania.

3.283. Wyzrnacz wszystkie wartosci parametru k, k e R, dla ktdrych zbicr rozwig-
zan nierdwnoéci [1 - x°| < 3 - k zawiera sig w przedziale (-2, 2).

3.284. Wyznacz wszystkie wartosc parametru a, o € R, dla ktorych niepusty
Zhidr rozwigzan nieréwnosel [x - 1] - |x - 5| < o” - da zawiera sig w przedziale (0, 6).

3.285. Dla jakich wartofci parametru o, o € R, réwnanie x* — (o + 1)jx| + 1 =0
ma Cztery rozwigzania?

3.286. Dia jakich wartosci parametru p, p € R, réwnanie (|x| — 2)° = p° - 3p
ma cztery rozwigzania?

11s
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3.287. Wyznacz wszystkie wartodci parametru p, p € R, dia ktérych réwnanie
#* + 2(p - 3| = 1 - p” ma trzy rozwigzania. Dla znalezionych wartodcl p podaj
te rozwigzania,

3.288. Dla jakich wartoici parametrum, m & R, réwnanie 2x' —mjx| + m -2=0
ma dwa rozwigzania?

Test sprawdzajacy do rozdziatu 3.

1. Wykresem funkcji kwadratowe| y = 2x” - 3 jest parabola, ktdrej wierzcholkiem
jest punkt o wspdirzednych:

A (2,-3) B. (-3, 0) €. (1,-3) D. (0, -3)

2. Osig symetrii wykresu funkeji kwadratowe] r=—d—.h't+3#-rﬂ- jest prosta

o Fownaniue

Ax=8 B.y=-6 C.x=15% D.y=6

3. Funkcja kwadratowa y = —2x(x — 8) jest rosngca w prredziale:
A. (8, +o0) B. (—oc, 8) C. {-oc, 4) D. {8, +o0)

4. Whykres funkeji y = 9 - 2(x + 1)° przecina of OF w punkcie o rzednej:
A1l B. 10 .7 0.2

5. Wskai zbidr rozwigzan nierdwnodei (3 - x)(x + 2) > x + 2,
A. (-0, 2) B. (-2, 2) €. (-2, +o0) D. {-2, 3)

6. Suma miejsc zerowych funkeji y = (x - 1)* - 16 jest réwna:
A2 B B C. =2 D.-8

7. Majmniejsza wartesé funkeji kwadratowej y = 3(x - 2)(x + 6) jest réwna:
A, —48 B. =36 C.=30 D.-12

B. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe: 2 oraz -2 +2 . Wawczas iloraz

%2—‘; jest rowmny:
alaf B. ¥2 C. 32 o EiZ 5
2 4 4 i 4

=, Funkefa kwadratowa

9. Srednia arytmetyczna miejse zerowych funkeji kwadratowe] y = 2%t + bx + ¢
jest rdwna 1, a zbiorem wartosc tej funkeji jest proedziat {10.. +ac), Zatem:
Ab+c=8 B.b+¢c=-8 Ch+e=18 D b+c==18

10, Wykres funkcji ¥ = =x* = 5x przesunieto réwnolegle wzdiué osi OX o 2 jed-
nostki w prawo | otrzymano wykres funkeji . Zatem funkcje f opisuje wzor:
Aflr)=-x-x+8 B.f(x)=-x"-x-14

C. flx) =" —9x - 14 D.flx) = " —x -4,

11. Wyrdinik funkeji kwadratowe] jest réwny 16, a wspitrzedne wierzchotka wy-
kresu tej funkeji wynoszg (-1, 4). Wekat miejsca zerowe tej funkcji.
A-1id B.1li-3 C.-113 D.1i-4

12. ledynym miejscem zerowym funkecjl kwadratowej flx) = ax® + bx + ¢ jest
liczbia 2, a do wykresu tej funkeji nalezy punkt P(-1, 18). Zatem wspalczynnik a we
wzorze funkeji f jest rowny:

Fo B2 . -2 o,
;

Pd | =

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 3.

13. Rozwigi rdwnania:

a) -2(x + 10)* = 0 b) I'[;-1}=153

d) (x* = 3x)* = 4{x" - 3x)

¢) (2 - 3)(2x" + 3} = 5’

14. Rorwiai nierdwnosd:
a) 7 - 2{x - 2 = 5x b) 25" +9<6/2x
x—f +2x

d) —-2-§—=-E'I+1

|:} 3::[3.1( —fi] < 4{4— E'nlr]I

15. Wyznacz najmniejsza i najwigkszg wartosd funkeji kwadratowej y = 2xt—4x +5
w przedziale (-2, 3),

117
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16. Dany jest wzér funkcji kwadratowe] f{x) = —0,5%" + x + 4.
al Napisz wzér funkcji f w postaci kanoniczne].

b) Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.

c} Rozwigz graficznie réwnanie _f{x} =¥+ 2

17. wykresem funkeji kwadratowe; f(x) = ax® - 6x + ¢ jest parabola, ktérej wierz-
cholek ma wspdirzedne (-1, 0).

a} Obliczaic.

h] Podaj zhidr wartosci funkcji, opisanej wzorem v = 8 —fl:.:r].

€] Wyznacz zbidr wszystkich argumentdw, dla ktdrych funkcia f przyimuje wartodci
wigksze, niz funkcja E{K}I =—3n— 2,

18. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe; -3 1 1. Wykres funkeji f prze-

cina of OF w punkcie o rzedne] —1%.

a] Whyznacz wzdr funkcjl f w postaci lloczynowej.
b} Poda] maksymalne prredziaty monotonicznosc funkei f.

c} Jakie miejsca zerowe ma funkeja y = f( —x]+1:1r ?

19. Funkcja kwadratowa f(x) = ax® + bx + ¢, gdzie @ = 0, prayjmuje wartodei

ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy x € [—oc, —6) w (-2, +o0). Najwieksza wartost

funkcji f jest rdwna 1.

a]l Podaj rénwnanie osi syrmetrii wykresu funkeji £

b) Oblicz g, b, c.

c} Mapisz w postaci ogdinej wadr funkcji g, ktdrej wykres otrzymamy, przesuwajgec
réwnolegle wykres funkeji f o 3 jednostki w lewo i 4 jednostki do gory.

20. Ojciec i cdrka majq razem 100 lat. 15 lat temu iloczyn liczby lat cérki i ojca byt
rowny 1029, lle lat ma obecnie ojciec, a ile corka?

21. Suma cyfr liczby trzycyfrowej wynosi B, za$ suma kwadratéw jej cyfr jest
rowna 30, Jesli w liczbie zamienimy cyfry skrajne, to otrzymana liczba bedzie o 396
wigksza od poczatkowej. Wyznacz te liczbe trzycyfrows.

22, Na spotkaniu towarzyskim kaidy uczestnik spatkania przywitat sie z kaddym
z porostalych uczestnikdw uiciskiemn dioni. lle co najmniej osdb brate udziat w tym
spotkaniu, jeieli wymieniono wiecej niz 45 usciskdw dioni?

%, Funkejo kwadratown

23. Dlugoici przekatnych rombu wyraiajg sie liczbami pierwszymi, rdinigcymi
sie 0 2. Wiedzac, ie pole tego rombu jest mniejsze od 17 % , oblicz jego obwidd.

24. W matym zakiadzie krawieckim sg szyte koszulki, ktdre sprzedaje sie do hur-

towni po 86 2t za sztuke. Zwiazek miedzy kosztem produkcji K(x), 2 liczbg x uszytych

koszulek w ciagu dnia wyraia wzor Hl[x} = 4x" ~ 2x + B4, Zaklad moze uszyé deiennie

maksymalnie 18 koszulek.

a} Oblicz, lle co najmniej koszulek dziennie powinien szyé ten zaklad, aby osiggngl
zysk 2 ich spriedaly.

b) Oblicz, ile koszulek dziennie powinien szyc ten zaklad, aby jego dzienny zysk byl
najwiekszy. Jaka jest wartodé najwiskszego dziennego zysku?

25. Drut diugodci 2 m trzeba podzielic na dwa kawatki: z jednego powstanie ram-
ka kwadratowa, a z drugiego ramka prostokatna, ktdrej diugosei bokdw porostajg
w stosunku 2 : 3. Jaka dlugedé powinien mieé kaidy 2 tych kawatkdw drutu, aby
suma pdl kwadratu | prostokata byla najmniejsza?

1
D 26. Wykat, te jedli wierzcholek paraboli bedgcej wykresemn funkeji y = —EJ:‘: +2bx -8
znajduje sie w ukiadzie wspdétrzednych pod osig OX, to b = (-2, 2).

D 27. Wykat, ke jesli zbidr wartosei funkeji kwadratowe] y = -x" + 2kx — 3 jest prze-
dziatern (-oc, 1), to k = -2 lub k = 2.

D 28. Wykai, te jesli o-2b=3, to o’ i-b*i%.

D 29. Wykai, e réwnanie 2x° ~ [k + 1)x + 2 = 0 ma rozwigzanie tylko wtedy, gdy
k e {—m. —5} i {3, +-:3-::-}.

D 30, Wykaz, e nierdwnodé 2x° + [k + 3)x + 8 > 0 jest speiniona przez kaidg liczbg
rzeczywisty x tylko wtedy, gdy k e (-11, 5).

31. Rozwiai rownanie;
a) [x-2x + 1) =4
of |+ x = 1] = [2x -3 -]

b}|.h'1—.h'—3|+x+l=ﬂ
d) [x* - 4] -|9-x7 =5

32. Rozwiai algebraicznie | graficznie nierdwnosc |x’ - 5[:x| * 2| = 2.

1iq
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33. Rorwigt nierdwnodé:

) (|x| -5)lld -7) =0

34. Rorwigi:
a) réwnanie v3x+1+45-x =4./x

b) |27 = 6] < x =3

b) nierdwnode V2x* +x -6 28-3x.

35. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe xy, x; spelniajace dwa warunki:

¥y + X%y =5 oraz ok +-—1- = E Wiedzge, be rbiorem wartofci funkcji f jest przedzial
X, Xy

<—1—12, +m], wyznacs wadr funkeji f w postaci iloczynoweij,

36. Rozwigzaniami réwnania ¥ — (p* + ¢°)x + p + g = 0 2 niewiadomg ¥ sq liczby
5+».|I'ﬁ oraz E—Jﬁ.ﬂhl'rczp ig.

37. Funkcja kwadratowa f(x) = x* - 5x + ¢ ma dwa miejsca zerowe, bedace licz-
bami naturalnymi. Oblicz ¢. Podaj wszystkie mailiwe rozwigzania. Dla wyznaczongj
liczby ¢ podaj miejsca zerowe funkcji f.

D 38. Wykai, 2e jesli liczby x,, x: 53 rorwigzaniami réwnania x* — x — 3 = 0, 10
X +x; =31,

39. Dane jest réwnanie (1 - k)x” + [k - 1)x + (k + 1) = 0 z niewiadoma x | para-
metrem k, k e R. Napisz wzor funkeji f, ktéra kazdej liczbie rzeczywiste] k przypo-
rzgdkowuje liczbe rozwigzan tego rownania,

40, Na podstawie wykresu furkeji fx) = x - |x = 4] wyznacz wszystkie wartodci
parametru m, m e R, dia ktdrych rownanie x - |.:r - -Ij =m® - 1 ma co najmniej
dwa rozwigzania.

41. Dla jakich wartodci parametru m suma dwdch réénych rozwigzan rdwnania
x* = 2m(x - 1) = 1 = 0 jest nie mniejsza od sumy kwadratéw tych rozwiazari?

42. Dla jakich wartodci parametru p funkcja kwadratowa ¥ = ¥* - px + 3 + p ma
dwa rdine miejsca zerowe xy, x; takie, e x; = 1 + x37

43. Dia jakich wartosci parametru p réwnanie 2x" - (p + 1)x + p + 1 =0ma dwa
réine rozwigzania xy, x; spetniajace warunek [xy - x;| = 1,57

=, Fl:-lr.h:n:jn bwadratowa

44, Wyznacz wszystkie wartosci parametru o, 0 = R, dla ktdrych kaide z rozwia-
zan rownania x* - fl + a:lr + @’ = 0 jest mniejsze od 2a.

45, Wyznacz wizystkie wartodei parametru k, k < R, dla ktdrych funkeja kwadra-
towa f{x] =yt - d-{.il: 4 i]x + 2k f.lr - l} ma dwa miejsca zerawe x,, x; speiniajace
warunek xy < K < x3.

46. Wyznacr wszystkie wartodci parametru a, o € R, dla ktdrych dziedzing funkeji
y= J{n? - 1}.11:2 +2(@-1)x+2 jest zbidr liczb rzeczywistych R.

47. Wyznac: wszystkie wartodci parametru o, & € R, dla ktdrych nierdwnosé
(@ = 1)« + (2 - 2a)x + @ = 2 = (2 - 3a)x - 2 jest spetniona przez kaidy liczbe
rzeczywisty x.

8. Wyznacz wsezystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktdrych rdwnanie
Py p= d}xl = 1 ma dwa rozrwigzania.
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Geometria ptaska —
« Okregi i kota

Powtérzenie wiadomosci z geometrii z klasy 1.

4.1. Wyrmnacz miary dwoch katdw preyleghych, jesh jeden 2 nich jest cztery razy
wigkszy od drugiego.

4.2, Punkt O jest punkterm przeciecia dwusiecznych katdw CAB | ABC w trdjky-
cie ABC. Wyznacz miare kata wklestega AQE, jesli:

a) |BaC]+|a4BC|=130° b) |aACE| = 100",

4.3. W trdjkacie ABC poprowadzono dwusiecz-
ne katdw przy wierzcholkach A | B, K3t rozwarty
prreciecia sie tych dwusiecznych jest rowny 1377,
DOblicz miare kata ACE.

4.4. Na rysunku obok zaznaczone sg
katy zewnetrzne trdjkata o, [ v Wiedzac | ¥
e o+ ym 2170, oblicz 3,

4.5. Dany jest trajkat ABC oraz prosta &k, réwnaolegla do podstawy AB i przecho-
dzgca przez wierzchotek C. Na podstawie danych na rysunku poniie], wyznacz katy
tréjkata ABC,

b)

4.6. Dany jest kat ostry BAC, |<<BAC| = 39°, oraz punkt P, lezgcy na zewnatrz tego
kata. £ punktu P poprowadzono dwie proste: jedng rdwnolegly do ramienia AB,
a drugy prostopadiy do ramienia AC. Oblicz miare kata ostrego przeciecia sie tych
prostych,

#. Geometrin plaska - okrggi § kofa 12=

D 4.7. Wykai, 7e w dowalnym trapezie dwusieczne katdw przy tym samym ramieniu
53 do siebie prostopadie.

D 4.8. Korzystajac z danych na rysunku poniiej wykai, ie caworokat ABCD jest
trapezem.
b)

3) o H c a -

i a - 102*
A (]

4.9, Ma rysunkach poniiej proste a i b s3 réwnolegle. Oblicz x.
b)

f) @ N\

4.10. Proste AB i A,B, przecinajg sie
w punkcie O, Proste te przecigto prostymi
rdwneleghymi Ad,, B8, i CC, - jak na ry-
sunku obok.

Oblicz:
a) |ccy, jetli |C,0| = 4 em, |0A] = 3 em,
lAA,| =2cm
b) |oc,, jedli j0A,| = 1,8 dm, |AC,| = 11,2 dm, |OC] = 5.4 dm

¢) o8|, jedli |cc,| = 4 dm, |B88,| = 56 cm, |C,B] = 12 dm
d) |CA,|, iesli |AA,| =2 em, |BB,| = 5 cm, |A4,B8,| = 4,5 cm, |CC,| = 4 em.
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4 11. Czv na rysunku poniiej proste @ | b 53 réwnolegle? Odpowiedi uzasadnij.

i

X =
W

4.12. Wyznacz wszystkie liczby o, @ = 0, dla ktdrych istnieje trdjkat o bokach
majgcych diugosé:
3o d8-a bla,a+3,0+6

o\

c)2a,7.11-a

4.13. Dwa boki trdjkata majg diugosd 4 1 9. Dlugodd ¢ trzeciego boku wyraka sie
liczby pierwsza.
a} Oblicz c. Podaj wszystkie mozliwe rozwigzania.

D b) Wykai, e dla kaidej liczby ¢, znalezionej w punkcie 3]' trojkat jest rozwartokatny.

4.14. Ma podstawie danych na rysunku ponize|, oblicz dlugosd padstawy A8 trdj-
kgta ABC.

al ¢
3
\ / ‘
A 8 ¥
A

4.15. Dlugodci bokdw trdjkata ABC pozostajg w stosunku 2 1 3 : 4. Srodki bokdw
tego trojkata wyznaczajg trojkat, ktdrego obwad jest réwny 13,5 cm, Oblicz dugodci
hokdw trajkata ABC,

4, Geevaetria plaska = olrgar § keta

4.16. Punkty D, E, F driely bok AC trdjkata ABC
na cxtery odoinki rdwnej diugodcl. Przez punkty O, £,
F poprowadzono odcoinki rdwnolegte do boku A8,
ktdrych drugi koniec nalezy do boku BEC, Wiedzae,
ie najkrotszy 2 tych odcinkow jest krdtszy od kolej-
nego odecinka a 7 om, oblicz dtugost boku AB i diu-
Bodci rownoleghych odcinkdw,

4.17. W trojkacie rownoramien- (=

nym ABC kat ACB jest rowny 68°.

Ma proste] AB raznacrono punk-

by O i E w taki sposdb, le

|DA| = |Ac| oraz |8C] = |BE]. Ob- o i g E
licz katy trojkata COE.

2 4.18. Punkt D leéy na prrediuteniu bo- £
ku AB trojkata ABC pora punkt 8. Z punk-
tu D poprowadzono prosta prostopad-
lq do boku AC, ktdra przeciefa bok 8C
w punkcie £, Wykad, e jedli |BD] =
ko trajkat ABC jest rdwnoramienny

4.19. Wysokos¢ trdjkata rdwnobocznego jest o 2 krdtsza od boku.

a) Oblicz diugosé boku tego tréjkata, Wynik przedstaw w postaci a+ bye, gdzie g,
b.ceM,.

b] laki obwdd ma trdjkat, ktérego wierzchotkami sa srodki bokdw danego trdjkata?

4.20. W trdjkacie prostekatnym rdwnoramiennym najkratsza wysokosd ma diu-
posd 2 cm.

a) Oblicz diugodei bokdw tego tréjkata.
c'_l Punkt M naleiy do preeciwprostokgtne] tego tréjkata i dzieli jg w stosunku 1 - 3.
Oblicz odleghoici punktu M od przyprostokgtiych.

4.21. Katy a, B ytrdjkata réinig sie kolejno o 30°,
D a) Wykat, te trdjkat jest prostokgtny.
b) Oblicz obwdd tego trdjkata wiedzac, te réinica diugedcl najdiuiszego i najkrot-
szego boku tego trojkata jest rdwna 4 cm. Wynik zackraglij do plerwszego miegj-
5Ca po przecinku,
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4.22. Bokitrojkata majq diugosé: 20 cm, 16 cm, 12 cm,
D a) Wykat, te tréjkat jest prostokatny.
h] Oblicz sume dlugoscl wszystkich wysokosci tego trajkata.

4.23, Stosunek diugodci krdtszych bokdw trajkata prostokatnege jest rdwny 3 - 4.
Wiedzac, ie obwdd tego tréjkata wynosi 36 cm, oblicz:

a) dlugodci bokdw tego tréjkata,
h} diugodé srodkowe] trajkata, poprowadzone] z wierzcholka kgta prostego.

4.24, Bokitrdjkata majg dlugosd 21 cm, 17 cm, 10 cm.
a] Sprawd?, czy trajkat jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny,
b} Oblicz diugodci trzech wysokosci tego trajkata.

4.25. W trojkacie ABC boki majg dlugedd: |AB] = 18 em, [BC| = [AL] = 15 em.
Oblicz:

a) wysokoié OO tego trojkata,

b) dtugodc srodkowe] AE,

c) dtugosé odcinka DE.

4.26. Oblicz diugosci odcinkdw, na jakie srodek ciezkosci trojkata dzieli srodkows
tego trojkata poprowadzona na podstawe, jesli:

a} trdjkat jest rdwnoboczny, a jego obwad jest rowny 18,
h-} trdjkat jest prostokatny réwnoramienny, a jego ramicna majg dtugosc 3.

4.27. Boki trdjkata maja ddugost: 9 cm, 12 cm, 15 cm. Oblicz odleglost srodka
cigzkosci tego trojkgta:

a} od dwach jego kratszych bokdw,

b) od wierzchotkdw tego trajkata.

4,28, Oblicz diugodci srodkowych trojkata, ktdrego boki majg diugodé: 16 cm,
17 em, 17 cm.

D 4,29, W trojkacie ABC poprowadzono érodkowa AD. Punkt £ jest drodkiem od-

cinka AD. Pélprosta CE " przecina bok A8 w punkcie P, Wykat, ie |PB| = 2|AF|.

D 4.30. W trdjkacie ABC poprowadzono érodkowa AD. WykaZ, be jedli suma miar

katdw DAC i ACH jest rdwna mierze kata ADC, to trojkat DBP jest rdwnoramienny.

4. Geovaeteia pfaska — elegar | kota

7 4.31. Trdjkat ABC jest réwnoboczny, a jego bok ma diugoét o, @ > 1. Punkt D
nalety do boku AC oraz [AD| = 1. Na przedtuzeniu boku BC poza punkt C ledy
punkt P. Wykat, te jedli |CP| = 1, to tréjkat DBP jest réwnoramienny.

4.32. Boki trijkqta ABC majg diugost: 8 em, 10 cm, 12 cm. Trdjkat 4,8,C; jest
podobny do trdjkata ABC w skall % Oblicz obwdd trojkata A,8,C,.

4.33. Tréjkat A,B,C, jest podobny do tréjkata ABC w skali 1,25. O ile procent
obwod trojkata ABC jest mniejszy od cbwodu tréjkata 48,07

4.34. Boki trojkata ABC majq diugodé: |BC| = a, |AC| = b, |AB| = c. Tréjkat A,B,C,
jest podobny do tréjkata ABC, a jego boki majg odpowiednio diugosc: |B,C,| =a + 4,
|ACy| = b + 6, |48, = ¢ +8.
D a) Wykaz, teo:b:c=2:3:4,
b) Wiedzac dodatkowo, fe obwid trdjkata ABC jest rdwny 27 cm, oblicz skale
podobienstwa trdjkata 4,8,C, do trdjkata ABC.

4.35. Boki trapezu ABCD, AB || DC, maja diugoéé: |AB] = 21 cm, |BC| = 8 cm,
|ocl = 14 cm, |4D| = 5 cm. Proste AD i BC przecinajg sie w punkeie P, Oblicz ob-
wéd tréjkata ABP.

4.36. Podstawy trapezu majg dlugosc 4 emi 12 em, a jego przekatne majy diugosc
10 o oraz & cm. Oblicz diugodci odcinkdw, na jakie punkt przeciecia przekatnych
dzieli te prrekgtne,

4,37, W trdjkacie réwnoramiennym boki majg dtugodé: 18 cm, 15 em, 15 em.

a] Oblicz odlegiogci srodka wysokodci poprowadzonej na podstawe od bokdw tego
trdjkata.
b} laka jest odlegiost spodka te] wysokosci od ramion tréjkata?

8,38, Najkrdtsza wysokodé trdjkata prostokatnego jest rdwna 8 cm, a najdtuisza
WYNIOSH 13% cm. Oblicz obwdd tego trédjkata.

4.39, Wysokoid trojkata prostokatnege poprowadzona na przeciwprostokatng
dzieli ja na odcinki, ktérych dlugodci pozostajg w stosunku 9 : 16, Wiedzge, ie ob-
wibd trdjkata jest réwny 30 cm, oblicz divgodci przyprostokatnych,
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4.40. W tréjkacie ABC, w ktdrym |<ACH] =90° oraz |AC| <|BC|, zaznaczono érodek
cietkoscl 3 | spodek D wysokodcl CO,
D a) Wykai, e jesli |4D| = 3 oraz |BD| = 6, to odcinek DS jest rownolegly do boku AC,
a jego diugost jest rdwna \I'E

b) Czy odcinek OS5 byltby réwnolegly do boku AC, gdyby |AD| = 1 oraz |D8| = 47
Odpowiedi uzasadnij

D 4.41. Wtrdjkacie ABC bok AB jest najdiudszy. Na boku AB zaznaczamy punkty C,
i C, w taki sposéb, #e JAC,| = |ACloraz [8C,| = |BC]. Wykat, 2e jedl] [aC,CC, =407,

to |<ACH|=100%

D 4.42. W wéjkacie prostokgtnym ABC, |<C|=90°, poprowadzono wysokosé CD.

Wkat, te:

a) |ac® = |a8]- |aD] b) |Bc|* = |AB|-|08]

T 4.43. W trdjkacie prostokatnym ABC, symetralna przeciwprostokatne] 8¢
przecina przyprostokatng AB w punkcie P. Wykai, ie jesli [4P| : [PB| = 1: 3,
tojAd :|Bd =1: 3.

D 4.44. W trdjkacie ABC poprowadiono frodkowe BD i CE, ktdre prrecialy sie
w punkcie 5. Wykat, fe:

a} pdiprosta AS™ dzieli odcinek DE na polowy,

1:|:| prosta rdwnolegla do odcinka DE i prrechodzaca prrez punkt 5 dzieli boki AB
i AC wstosunku 2 : 1, ficzge od wierzchotka 4,

¢) odlegiost punktu § od dowolnego boku jest rdwna ) wysokoscl poprowadzonej
na ten bok, 3

D 4.45. W trapezie ABCD podstawy AB | DC majg odpowiednio dlugosé a i b, gdzie
g = b. Ramiona AD i BC przediuiono do punktu P. Punkty £ i F s3 odpowiednic
frodkami ramion AD i BC.

a) Korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wykai, ie ED||AB.

b) Korzystajac z wniosku z twierdzenia Talesa wykat, te |ED|= a; b.
::] Miech przekgtne AC | 8D przecinajy odeinek ED odpowiednio w punktach & i L.

Wykas, te punkty K i L 53 Srodkami tych preekatnych oraz |KL|= n_;_b

4. Geometria placka — okrgad | kota 1249

Okrag. Potozenie prostej i okregu

4.4b. Maszkicuj okrgg i zaznacz na nim punkty 4, 8 i C.
a} e cieciw i ile flukdw wyznaczajg te punkty? Wskaz te cieciwy | tukl,
b} He cieciw i ile lukdw wyznaczajg cztery punkty polozone na okrggu?

4.47, W kole poprowadzono drednice AR 1 ciechwe AC, Wiedzac, e BC LAC
i |BE| = 7 cm, oblicz odlegiodt ceciwy AC od 4rodka kola.

4.48. Odcinek AB jest cieciwa okregu o promieniu 25 cm. Wiedzac, e [AB| = 48 cm,
chlizcz odleglodé tej cieciwy od Srodka okregu.

4.49, Promier okregu jest réwny 17 ¢m, Oblicz diugost cieciwy tego okregu, ktdra
znajduje sie w odlegiodci 8 cm od frodka okregu.

4.50. Cieciwa CD okregu jest rownolegta do srednicy AB, a odleglosé miedzy nimi
jest rowna 5 cm. Wiedzac ie rdinica diugodci tych cieciw jest réwna 2 cm, oblicz
dtugost tego okregu.

4.51. Cieciwa CD okregu jest prostopadia do frednicy AB § przecina jg w punk-
cie P wstosunku 9: 1, Wiedzgc, 2e odlegtosd punktu P od drodka okregu jest rdwna
4 cm, oblicz:

a) diugost okregu b} diugoéé cieciwy CD.

4.52. Wyrai w procentach (z dokladnodcig do I?aﬁ], jakg czesd okregu stanowi fuk
okregu o promieniu r, jesli diugodd tuku jest rdwna d.

alr=3cm, d=mncm b) r = S5cm, d = 20 cm

) r=mcm, d=n"cm d) r=025ndm, d =6¢cm

&:Ir=1."§dl'ﬂ,d'=u'rﬁ=dm f}r:ﬂ,dmd:ﬁndm

4.53, Dany jest promien r okregu o i odlegloét d érodka okregu o od prostej k.
Ustal polodenie prostej & oraz okregu o,

a) r=3,d=2.3

o) r=7, d=a?+3

b}f=ﬂ,ﬂ'=9u'5

d)r=log:8, d =3
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4.54. Wskai na rysunku obok trzy
pary odcinkdw rowne] dlugosici wiedzae,
ie proste AC, EC, BD 53 stycine do okre-
gu odpowiednio w punktach A, E, F.

4.55. Proste AE, AD | BC s3
styczne do okregu. Wiedzac, ze
|AD{ = 17 cm, oblicz obwod trdj-
kata ABC.

4.56. Okrag na rysunku obok jest styczny do wszystkich bokdw
tréjkata ABC, w ktérym |AC| = |BC]|, odpowiednio w punk-
tach D, E, F. Wiedzge, fe |A8| = 15 em oraz |BC| = 19,5 em,
oblicz dlugost odcinka FC.

4,57, Miara kata utworzonego przez dwa promienie okregu jest réwna o. Pod
jakim katem widad ten okrgg 2 punktu prreciecia stycznych do okregu, poprowa-
deanyeh z koncdw tych promieni, jesli:
a) a = 45° b) a = 60° ¢} & = 100° d) & = 141°7

4,58, I punktu A poprowadzono dwie styczne do okregu o Srodku @ 1 promieniu
3 em. Odeinek AC ma diugodf 9 cm i preecina okrgg w punkcie P Oblicz odlegiodsd
punktu P od tych styczmych.

D 4.59. 7punktu A poprowadzono dwie styczne do okregu o drodku O | promieniu r.

Polprosta A0 przecina okrag w dwdch punktach P i Q. Wykas, 2e jedli odlegiost
punktu & od poprowadzonych stycznych jest dwa razy wieksza niz odleglose punk-

tu P od tych stycznych, to r=%|AF1.

4.60. Do danego okregu poprowadrano styczng tak, ze kondce 4, B Srednicy tego
okregu 53 odlegle od stycznej o 25 cm i o 15 ¢cm. Oblicz promief tego okregu,

4. Geometria plaska — okrggi ¢ kofa

4.61. Dany jest okrgg o promieniu r | prosta, ktérej odlegiosé od srodka okregu
jest rdwna d. Zhadaj potozenie proste] & i okregu o w zaleZnosicl od a.

a:lrzd-,-n'=a—3 b}r=a,d=ﬂ—ﬂ
tfre-a,d=6+a dir=oa-1L,d=0+1

Wzajemne potozenie dwéch okregow

4.62. Okresl wrajemne poloienie okregdw o (A, ri) i o (B, r2), jesli |4B| = 8 orax:
ajry=1r=9 b)ry=3r:=5

:]r]_:\IEJrE:aJE d}ri=5rr1=13

E} i‘1=\"E, r=11 ﬂq=4—‘.|'*§lr5=4+-..'r£

4.63. Dwa okregi 53 styczne rewnetrznie, Odlegiodé miedzy ich Srodkami wyno-
si 12 cm. Wyznacz promienie tych akregow, wiedzac, fe:

a] jeden z mich jest o 2 cm diuzszy od drugiego.

b) jeden z nich jest trzy razy krétszy od drugiege.

4.64. Dwa okregi 53 styczne wewnetrznie. Odleglosé miedzy ich srodkami jest
réwna 3 om. Wyznacz promienie tych okregdw, jedls

a) jeden z nich jest dwa razy krdtszy od drugiego,

IJ] suma dfugosci promieni jest rdwna 17 cm.

4.65. Wyznacz promienie okregdw wiedzge fe, gdyby te okregi byly styczne ze-
wnetrznie, to odleglosd miedzy ich srodkami bylaby rdwina 15 cm; a gdyby te okregi
byly styczne wewnetrznie, to odleglost miedzy ich srodkami bylaby rdwna 3 cm.
Wiznacz promienie tych okregdw.

4.66. Trzy okregi o promieniu r 53 styczne zewnetrznie, kaddy do dwéch pozosta-
tych. Wyznacz dtugosci bokdw i miary katdw trdjkata, utworzonego przet punkty
styCInosci.

4.67. Dwa okregl 0|4, ry) i o(B, ry) 53 styczne zewnegtrznie do siebie i oba 53 stycz-
ne wewnetrznie do ckregu o(C, ry). Obwdd tréjkata ABC wynosi 25 cm. Oblicz rs.

4.68. Dane sq dwa okreg wspdtirodkowe. Cieciwa wigkszego okregu jest styczna
do mniejszego okregu, a jej diugoéd jest réwna 30 cm, Oblicz promienie tych okrg-
gdw wiedzac, 2e rdinig sie o 9 om.

1=1
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4.69. Dane s3 dwa okregi oA, ry), o(8, r;) takie, te;

a) ri=2,ry=3, |48 =k

b) ry=k ry=k-1, |48 =5

c) ry=3,ry =2k |AB) =4

dl ry=S-kri=k+1,|A8 =2

Okredl polotenie okregdw w raleinodcl od wartodel parametru k.

4.70. Dane sg dwa okregi o(4, 3) oraz o(B, m - 4). Odlegloéé miedzy ich srodkami
jest rowmna 7 Wyznacz wszystkie wartosici m, dia ktérych te okregi maja:

a) jeden punkt wspdiny b) dwa punkty wspdine.

4.71. Odlegtoif miedzy drodkami dwdch okregdw jest rdwna 9, a promienie tych
okregdw sq rdwne: 5 — @ oraz 29, Wyzrnacz wsrystkie wartedci o, dia ktérych oba
okregi maja co najmniej jeden punkt wspdlny,

8.72. Dwa okregi o promieniach rdwnych 2 em i 3 em 53 styczne zewnetrznie.
Dwie proste, 2 ktdrych kaida jest styczng rewnetrzng obu okregdw, przecinajg sie
w punkcie A. Oblicz odieglosd punktu A od srodka mniejszego okregu.

4.73. Dane 53 dwa okregi: (A, 8) i o(8, 12). Odcinek AB ma dlugoéé 25 i przecina
sie ze stycing wewnetrzng tych dwdch okregdw w punkcie €. Oblicz odieglosé
punktu C od punktu B.

4.74. Dwa okregi 0(0,, 1) i 0(0,, 2) 53 roz-
lgczne zewnetrznie. Punkty A i B 53 punktami
stycznosci okregu o srodku O, z dwiema styci-
nymi wewnetrznymi obu okrepdw, Wiedzge, ie
0.8 L0 A, ablic ||:+,EI',.|.

4.75. Dwa okregi o promieniach réwnych 5 i 8 53 styczne zewnetrznie w punkeie P,
Frosta k jest styczng rewnetring obu okregdw odpowiednio w punktach A i 8. Pro-
sta I jest stycing wewnetrzng obu okregdw i przecina sie z prostg & w punkcie C,
Oblice:

a) diugosé odcinka AB b} dtugosé odcinka CP.

T

#. Geametria plaska = okrggi @ kota

7 4.76. Na rysunku obok dwa przystajace ckrggi o,
i 03 59 styczne zewnetrznie w punkcie O § jednoczes-
nie styczne wewnetrznie do okregu o0, r). Wykaz,
e okrag o4, styczny zewnetrznie do okregow o,, 03
i jednoczesnie styczny wewnetrznie do okregu o{0, r),

: r
ma promien réwny E

D 4.77. Przez punkt wipdiny dwéch przecinajgoych sie okregdw o srodkach 0,0 0,
poprowadzono sieczng rdwnolegly do prostej 0,0,. Przecigta ona jeden okrag

1
w punkele A, natomiast drugi - w punkcie B. Wykai, e [0,0,|= E|AE|.

Kota i katy

4.78. Dany jest okrag o srodku w punkeie O, Korzystajac z danych na rysunky,

wyznacz miare kata .
a) b)
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4.79. Dany jest okrgg o Srodku w punkcie O | prosta k styczna do tego okregu.
Korzystajge 2 danveh na rysunky, wyInacz miare kgta o,

4.80. Dany jest okrég o frodku w punkeie O. Korzystajac z danych na rysunku,
wWyznacz miary katdw trojkata A8C.

4.81. Dany jest okrag o srodku w punkcie 0. Korzystajac z danych na rysunku,
ohlicz .

#. Geometria plaska = okregi | kota 155

4.82. Oblicz miare kata érodkowego, opartego na fuku okregu o promieniu r, jesli
dtugost tego luku jest rowna d.

alr=2d=n b)r=3d=2n
djr=54d=3n e)r=6d=56

c}r:d,ﬂ:El‘t
f]r-_'E,d'z-‘-‘rD

4,83. Dany jest okrag o srodku w punkcie © i promieniu r. Oblicz diugosc tuku,
na ktdrym jest oparty kat srodkowy a w tym okregu, jesli;

ar =15 a=72° b) r = 10, & = 216° c)r=4,a=135

d) r =28, a = 30° e) r =13, &= 270°

4.84. Punkty P,, Py, Py Py Py, Py, Py Py, Py naleiy
do okregu i dziely okrag w dane] kolejnoici na dziewied
fukdw rownej diugosci. Oblicz:

3) |<RRA| b) |<RAA|

‘:} !-’-IF{.P,H| d} |-qP1_P1.I'—'.|.

4,85, W okregu o promieniu r kredlimy srednice AB oraz taks cieciweg AC,
te |Ac| = r. Jakq czeicia okregu jest tuk CAB?

4.86. Punkty A, 8, C nalety do okregu. Wiedzac, ie katy trajkata ABC sq rowne:
|14| = 30°, |8 =45°, |ac| =105°, oblicz stosunek diugodci fukdw, na jakie punkry

A, B, C podzielity okrgg.

4,87, Punkty A, B, C dziely okrgg na trzy fuki, ktérych stosunek diugosci wynosi
516 : 7. Oblicz miary katdw trdjkata A8C.

T 4.88. Cieciwy AB i CD sq roznymi Srednicami jednego okrggu. Wyka, be czwo-

rokgt ABCD jest prostokatem.

P 4.89, Wewnatrz rdwnolegtoboku narysowano dwa potokregi: srednicy jedne-

go jest krétszy bok, a srednicg drugiego —~ dlutszy bok réwnolegloboku. Wykal,
e punkt przeciecia tych palokregdw rdiny od wierzcholka réwnolegloboku naledy

do jednej 2 przekagtnych tego réwnaolegioboku.

D 4.90. Dwa okregl przecinajg sie w punktach P i Q. Poprowadzono srednice PA

w pierwszym okregu oraz Srednice PB w drugim ckregu. Wykai, ze punkty A, O,
B 53 wspbiliniowe.
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D 4.91. Cigciwa CD ckregu jest rédwnalegla do érednicy AB. Wykat, fe réinica miar
katdw ACD | CDA jest rdwna 90°,

L 4.92. Na rysunku obok dany jest okrag o frodku w punk-
cie O oraz katy srodkowe: o i [ Wykal, ke jedli «@ = 30°
i fi=50° 10 OC||AB.

D 4.93. Dwa okregi o rdwnych promieniach przecinajy sie w punktach A i B w taki
sposob, e jeden przechodzi praez srodek drugiego. Przez punkt A poprowadzong
sieczng tych okrggdw, ktora praecieta okregi w punktach C i D. Wykai, ze punkty 8,
C, O sy wierzchotkami tréjkata rownobocznego.

D 4.94. Dane 53 dwa katy wpisane, oparte na tym samym tuku, Wykat, te dwusiecz-
ne tych katdw przecinajy sie w punkcie naleigcym do okregu.

D 4.95. Trzy okregio drodkach 0,, 0, O, prze-
cinajy sie w punkcie A. W okregach tych za-
znaczono katy wpisane a, , y— jak na rysunku
obok. WykaZ, e o + [ + y= 1807,

D 4.96. Cigciwy AB i CD okregu przecinaja sle pod
katem 45°, Wykas, te |<C04 +|<D08|=90°,

D 4.97. Proste AB | AC s3 styczne w punk-
tach & i £ do okregu o Srodku w punk-
cie O, Punkt O ledy ma fuku 8C, wewnatrz
tréjkata ABC, jak na rysunku poniiej.
Wykat, te suma |<ABD|+|<ACD] jest
stala [tzn. mie zaleiy od potoienia

4, Geowetria plaska - ebrgar i kofa

punktu O na tuku Hc}_ Czy teza bedrie prawdziwa, jedli punkt D bedzie lezat
na tuku BC na rewngtrz trojkgta ABCT

Twierdzenie o stycznej i siecznef

4.98. Z punktu P poprowadzono styczng do okregu
w punkcie A oraz siecang, priecinajacy okrag w punk-
tach B8 1 ¢ Jak na rysunku obok. Wiedzgc, te |PB] = 1 cm
oraz |BC| = 8 cm, oblicz P4l

4.99, Przez punkt P poprowadzono styczng do okrggu w punkcie A | sieczng,
przecinajgca ten okrgg kolejno w punktach B i C. Wiedzac, ze |PA| = & cm oraz
|PB| = 4 cm, oblicz diugost cieciwy BC.

4.100. Przez punkt P letacy w odleglodci 11 cm od srodka okregu, poprowa-
dzono sieczng, ktdra przeciela ten okrag kolejno w punktach A i B. Wiedzac,
te |PA| = |4B| = 6 cm, oblicz promien tego okregu.

4.101. W okregu poprowadzono dwie cieciwy A8 | CD, ktdre przeciety sie w punk-
cle P. Wiedzac, 2 [AF| = 10 cm, |BP| = 4 em oraz |PD| = 2,5 em, oblicz |CF.

4,102. Punkt P przeciecia cieciw AB i CD okregu drieli cigciwg AB na odcinki
diugoicl 8 cm | 3 cm, Wiedzac, ze [CP| : |PD| = 3 : 2, oblicz diugoéé cigciwy CD.

4.103. 7 punktu P poprowadzono stycing do okregu w punkcie A i dwie sieczne:
jedna zawiera $rednice ckregu i przecina okrgg kolejno w punktach B i C; druga
przecina okrag kolejno w punktach D | £. Wiedzge, ie [AP, = 24, |PB| = 18 oraz
|PD| : |DE| = 3 : 1, oblicz:

a) promien okregu,

b} diugosé odcinka PE.

D 4.104. Punkty A, 8, C naleig do okregu. Styczna do akregu w punkcie A przecing
potprosty CB™ w punkeie P. Wykat, be jesli |FE| - |EC1 =1:3 10 |PA| £ |PE| T B2

D 4.105. Punkty A, B, C naleig do okregu. Styczna do okregu w punkcie A prrecing
pélprosty CB™ w punkcie P. Wykaz, 2e jedli [P4| : [PCl =3:5,1t0 |PB| : |BC| =91 16.
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4.106. Ma rysunku obok punkty A, B, € nale- -
ig do okregu oraz |HB| _ |Hr_'| Srednica AD za-
wiera wysokosd AE trojkata ABC. Wiedzac, ie
|AE| = 12 cm oraz |ED| = 3 cm, oblicz diugosci . g 1
bokéw tego tréjkata. J

[l
4.107. Ma rysunku obok boki A8 | BC trojkata ABC C
53 styczne do okregu o frodku w punkcie &, odpowiednio ‘
w punktach D i E. Odleglosc punktu C od punktu O jest P
réwna 5. Okrag przecina bok AC kolejno w punktach 2 1 Q. E
Wiedzac, te |Pa)=|PC] =242, oblicz: 2
- A/

a) promien okregu, R :

I:n] diugodci odeinkdw, na jakie punkt £ dzieli bok BC.

4.108. Srodek O okregu o promieniu 15 cm jest jednoczednie drodkiem odcin-
ka AB, ktdrego diugoil jest rdwna 50 cm. Przez punkt A poprowadzono styczng
do okregu w punkcie C. Odcinek CB przecina ckrag w punkcie &, Oblicz |-E'E'| i 1.DB|.

4.109. Dwa okregi 53 stycIne wewnetrznie
w punkcie A, przy czym mniejszy okrag przecho-
dzi przez punkt O, bedgcy srodkiem wiekszego
okrggu. Przez punkt O poprowadzono siecz-
ng mniejszego okregu, ktdra przecigta mniej-
sty okrag w punkcle B, a wiekszy w punkcie C.
Stycina do okregu w punkcie A przecina sie
z i3 sieczng w punkcie P, Wiedzac, e }Dﬁ: J5

oraz [AP|=10, oblicz:

a} promien wiekszego okregu,
t:]l diugoss ciechwy AB mniejszego okregu.

4.110. Na rysunku ocbok okregi o Srodkach
2, i &, przecinajy sig w punktach A | & oraz
punkt O, naleiy do cieciwy AQ. £ punk-
tu P, lekgcego na prostej AQ, poprowadzono
styczng do okregu o srodku O, w punkcie C.
Prosta PO, przecina okrgg w punkcie 8. Wie-
dzac, Ze |PA| = 8, [PB| = 6 oraz |PC] = 12,
oblicz |0,0,],

T

4, Gepwactrin plasks - okreggi ( kofa

D 4.111. Punkt A naleiy do prostej prze-
chodzgcej przez punkty przeciecia dwach
okregdw oy i 0;. £ punktu 4 poprowadzo-
no styczng do okregu o, w punkcie 8 oraz
styczne do okrggu o;, odpowiednio w punk-
tach D i € - jak na rysunku obok. Wy-
kai, de jedli |2DBA| = 80" oraz |4ACD|=T70°,
to trdjkat ABC jest rdwnoboczny,

Symetralne bokéw trdjkgta.
Okrag opisany na tréjkgcie

4.112. W tréjkacie ABC, w ktérym |AC| > |BC|, spodek wysokodci dzieli bok AB
na odcinki AD | DB w taki sposcb, te [AD| : |DB| = 3 : 1. Symetraina boku AB
przecina bok AB w punkcie E, a bok AC w punkeie F, Wiedzac, e |.EF| =2.1cm
oblicz |[CD.

4.113. W trdjkacie ABC bok AB ma dtugodc 16 cm. Punkt D jest spodkiem wy-
sokodci poprowadzone] z wierzchotka C. Symetralna boku AB prrecina bok CB
w punkeie P w taki spostb, e |CP] : [PB] = 1: 2. Wiedzac, fe odcinek tej symetralnej
zawarty w trajkgcie ma diugoit & om, oblicz:

a} wysokosd CO,

b) obwéd tréjkata ABC,

c) odleglost punktu D od wierzchalka 8,

d) odleglost punktu D od boku AC.

4.114. Symetralne bokdw trdjkata prostokatnego przecinajg sie w punkcie odle-
glym od wierzcholka kata prostego o 5 cm. Wiedzqc, ie diugosci przyprostokatmych
pozostajg w stosunku 3 1 4, oblicz obwdd tego trdjkata.

4.115. W trdjkacie prostokatnym prizyprostokgtne majg diugost 2 cm i & cm,
Oblicz stosunek diugosdci odeinkdw, na jakie symetralna przeciwprostokatnej dzieli
diutszy preyprostokatng.

4.116. W trdjkacie prostokatnym ABC, w kkdrym |c1ﬂiﬂi=9rﬂ°,s-y'm&tralna bolku AB
przecina ten bok w punkeie D, 2a$ bok BC w punkcie . Wiedzac, e |48 = 42 cm
oraz |DE| = 28 cm, oblicz obwéd tréjkata ABC.
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4.117. W trdjkacie rdwnaramiennym ABC kat pray wierzcholku C jest réwny 120°,
Symetralne bokdw trjkata przecinajg sie w punkcie P. Wiedzac, ze |CP| = 4 cm,
oblicz diugodci bokdw trdjkata ABC.

T 4.118. Na trdjkacie ostrokgtnym ABC opisano okrag o srodku 5. Wykai, fe:

a}l jesli punkt 5 naleiy do jednej z wysokodci trdjkata, to ten trdjkat jest rdwno-
ramienny,

I:r]: jesli punkt 5 dzieli wysokosc trojkata w stosunku 2 - 1, liczac od wierzchotka
trojkata, to ten tréjkat jest réwnohoczmy.

4.119. Dane s3 dlugodci bokdw a, b, ¢ trdjkata. Jak jest poloony wegledem tego
tréjkata érodek okregu opisanego na tym trajkacie, jesli:

ajo=13,b=12,¢c=5 blo=6b=24c=25
cJa=5b=6c=8 da=5b=6c="7?

4.120. Oblicz promieri okregu opisanego na tréjkacie rdwnobocznym, ktdrego
boki majy dtugosf & cm,

4.121. Wysokosc trojkgta rdwnobocznego jest o 3 om diuisza od promienia okre-
Eu opisanego na tym trajkacie. Oblicz diugos boku trdjkata.

4.122. Oblicz promied ckregu opisanego na trajkacie prostokatnym, ktérego pray-
prostokatne majg diugosdi:

al 2emi2em b} 24 ¢cm i 7 cm

c) 60 cm i 11 em,

4.123. Promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest réwny & cm,
Oblicz cdleglosé Srodka cieikodcl tego trajkata od wierzchotka kata prostego.

4.124, W trdjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma diugosé 65 cm,
a wysohkoic poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest réwna 60 cm, Oblicz
promier okregu opisanego na tym trajkacle,

4.125. W trdjkgcie prostokatnym wysokoié poprowadiona na praeciwprostokatng
jest rdwna 4 cm, Spodek tej wysokoscl ledy w odleghosc lé crm od drodka praeciwe-
prostokatne). Oblice:

a} promien okregu opisanego na tym trajkacie,

b) diugoici bokdw tego tréjkata.

4, Geowmetria pfatka — n—l:r{:_gl' i Kofa

4.126. Natréjkacie prostokatnym opisano okrag o promieniu 10, Wiedzac, fe wy-
sokoif tego tréjkata poprowadzona na przeciwprostokgtng jest réwna 8 om, oblicz
diugodci bokdw tego trdjkata.

4,127, W pewnym trojkacie kgt przy wierzchothu A jest dwa razy wigkszy od kata
pray wierzchotku 8, Wyznacz stosunek dtugodcl bokdw tego trajkata, jesli Srodek
okregu opisanego na trdjkacie ABC:
a) nalezy do boku AB b) naleiy do boku BC.

4.128. Ma trdjkacie prostokatnym opisano okrag o srodku w punkecie O, Praeciw-
prostokagtna tego trdjkata ma dhugosf c, ¢ = Q.

- a} Wykat, te odlegtodé punktu O od punktu 5, bedacego srodkiem ciezkosci tego
trojkata, jest rdéwna E

h} Wyznacz promien tego okregu wiedzac, e odcinek O3 jest o 10 cm krotszy
od przeciwprostokatne].

4.129, W trdjkacie rdwnoramiennym ABC podstawa AB ma diugode 18 ¢, a ra-
miona BC | AC — 15 cm. Sprawd#, czy trdjkat jest ostrokatny, czy rozwartokatny,
Oblic: wysokofé CD tego tréjkata. Nastepnie wyznacz promien okrégu opisanego
na tym trojkacie na dwa sposoby:

a) kerzystajge tylko z twierdzenia Pitagorasa,

b} korzystajac z podobierstwa odpowiednich trojkatow prostokgtnych.

4.130. W trdjkgcie réwnoramiennym ABC podstawa AB ma diugosf 16 em, a ra-
miona BC i AC = 10 em. Sprawdd, czy tréfkat Jest ostrokatny, czy rozwartokaty. Ob-
licz promien okregu apisanego na tym brdjkacie na dwa sposoby, jak w zadaniu 4.129.

4.131. Dane s3 dlugodci bokdw tréjkata réwnoramiennego. Oblicz promien okra-
gu opisanego na tym trojkacie.

a) 25 cm, 25 ¢m, 14 cm b) 61 em, 61 cm, 120 cm

4.132. W trdjkacie ostrokgtnym ABC boki AC i BC 53 rowne | majg diugosé 445,
Wiedzae, te promied okregu oplsanego na tym tréjkacie jest rdwny 5, oblicz |48].

4.133. Symetralne bokdw trajkata rdwnoramiennego przecinajg sie w odleglo-
£ci 12,5 cm od wierzchotka przy podstawie | w odlegiodci 10 cm od ramion tréjkata.
Oblicz diugosci bokdw tego trdjkata,

141
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D 4.134. Wykai, te Jeil promien okregu opisanego na trdjkacie réwnoramienmym 4.143. Katy trajkata ABC 53 rdwne: 50°, 80°, 70°. Ma trdjkacie ABC opisanc okrag.

|est rdwny diugodci ramion tego trdjkata, to stosunek dlugosci ramienia do diugosci
podstawy tego trdjkata wynosi 1: J3.

D 4.135. Trdjkat ABC jest réwnoramienny, [AC| = |BC|. Wysokodé poprowadzona
na podstawe jest rdwna h. Na trdjkacie ABC opisano okrgg o promieniu R, Wykak,
te jesli odleglodé ¢rodka tego okregu od ramienia BC jest réwna |BC|,toh: R = 2:5.
Cazy trojkat ABC jest ostrokatny czy rozwartokatny?

4.136. Podstawa trdjkata réwnoramiennego ostrokgtnego ma diugodé 4. Promier
okregu opisanego na tym trdjkacie jest réwny 3%. Oblicz wysokodd h tego trjkata

poprowadzong na podstawe oraz odleghodd o Srodka okregu ad ramion,

4.137. Podstawa trdjkata rownoramiennego ma diugosc zaf‘? Srodek okregu

opisanego na tym trdjkacie leiy w odlegiodci 8 od ramion, Oblicz:
a} diugost ramion trojkata,
b} promier okregu opisanego na tym trdjkgcie.

Dwusieczne katow tréjkagta.
Okrgg wpisany w trdjkat

4.138. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, [AC| = |BC|, dwusieczna kata BAC
twaorzy z bokiem BC kat 120°. Wyznacz katy tréjkqta ABC. Rorwai dwa praypadki.

4.139. W trdjkacie ABC odcinek AD dwusieczne] kata BAC ma diugoéé taka, jak
bok AB. Wiedzac, te |<BAC|=108°, oblicz miary pozostatych katéw tréjkata ABC.

4.140. W tréjkacie katy s3 réwne: 20°, 60°, 100°, Poprowadzono dwusieczne ka-
téw tego trdjkata. Oblicz miary katdw powstatych w ten sposdb szedeiu trojkgtdw.

4.141. W trdjkat réwnoramienny ABC wpisane okrag o Srodku 0. Wiedzac,
fe |<AOB| =130°, oblicz miary katdw tego trdjkata.

4.142, Katy trdjkata ABC 53 rdwne: 50°, 60°, 70°. W trajkat ABC wpisano okrag,.
Punkty stycznosci wyznaczajg wierzchotki trdjkata KLM, Wyznacz katy trdjkata kLA,

Przez punkty 4, B, C poprowadzono styczne do okregu, ktdre przeciety sie kolejno
w punktach &, L, M. Wyznacz katy trajkata KLM,

4.144. W trdjkat ABC wpisano okrgg. Punkty D, E, F 53 punktami stycznodcl tego
okregu odpowiednio z bokami AB, BC | AC. Wiedzqc, #e |[AD| =5 cm, |DB| = 4 cm
oraz [FC| = 3 om, oblicz obwidd trojkata ABC.

4.145. W tréjkat réwnoramienny ABC wpisano okrag. Wiedzac, te |AC] = |BC| = 16em
oraz |AB| = 12 cm, oblicz dlugodci odcinkdw, na jakie punkt stycznodci podzielil
bok AC.

4.146. Wyznacz promieni okregu wpisanege w tréjkat réwnoboczny, jedli:

a) boki trojkata majg diugoéc 10 cm,

b) wysokosci tréjkata przecinaja sie w punkeie, ktdrego odlegtosc od wierzchofkdw
jest réwna 5 om,

4,147, Promien okregu opisanego na trajkacie réwnobocznym jest o 4 om dludszy
od promienia okregu wpisanego w ten trajkat. Oblicz obwadd tego trojkata.

4.148. Wyznacz promied r akregu wpisanego w trojkat prostokatny rdwnora-
mienny, jesl
a) promied okrggu opisanego na tym trajkacie jest réwny 3,

b} réinica diugosci priyprostokatne) i r jest réwna 1++/2.

4,149, W tréjkat prostokatny o preyprostokatnych diugedel 3 om i 4 cm wpisano
okrag. Oblicz diugosci odcinkdw, na jakie punkty stycznosci podzielity boki tego
brdjkata.

4.150. Oblicz promied okregu wpisanego w trdjkat prostokgtny, ktérego praypro-
stokgtne majg diugosd:
a) & cm i 8 cm b} & cm i 15 em

g 12ecmisem d) 25 cmidem,

4,151, Oblicz promieri okregu wpisanego w trdjkat prostokatny réwnoramienny,

jesli;

a) przeciwprostokatna tego trojkata jest réwna 4 om,

b) odleglodé srodka okregu od wierzcholka kata prostego jest © 1 cm divzsza
od tego promienia.



144

Ma rtmatgli:ﬂ. Fhidr zadai. kKlzsa 2. Zakres FRESEErEQny

2 4.152. Wykai, Ze suma promienia okregu opisanego na trdjkacie prostokgtnym

i promienia okregu wpisanego w ten trdjkat jest rdwna sredniej arytmetycznej
diugodci przyprostokatmych tego trdjkata.

4.153. Oblicz promien okregu wpitanego w trdjkat prostokatny wiedzac, ie ob-
wid tego trojkgta wynosi 30 cm, a promied okregu episanego na tym tréjkacie jest
réwny B,5 cm.

4.154. Obwdd trdjkata prostokatnego jest rdwny 56 cm. Na tréjkacie opisano
ckrag | w trajkat wpisano okrag. Oblice promienie tych okregdw wiedzac, ke ich
réinica wynosl 9.5 cm,

4.155. Dane s3 diugodci bokdw trajkata réwnoramiennego. Wyznacz wysokodé
tego trdjkata poprowadzona na podstawe, Nastepnie oblicz promien okregu wpisa-
nego w ben trajkat, korzystajge 1 twierdzenia o odcinkach stycznych i 2 twierdzenia
Pitagorasa.

a) 5 ¢m, S cm, 6cm b) 13 cm, 13 cm, 24 cm

4.156. Dane 53 diugodei bokdw trdjkata réwnoramiennego. Wyznacz wysokodé
tego trojkata poprowadzona na podstawe. Nastepnie oblicz promien okregu wpi-
sanego w ten trojkat, korzystajac z podobienstwa odpowlednich trdjkgtow.

a) 5em, 5 ¢m, 8 cm b} 25 cm, 25 cm, 14 cm

4.157. W trdjkacie rdwnoramiennym ABC, w ktdrym |AC1 = |B-C]',. wysokodé CD
jest rdwna 18 cm. Wiedzac, e promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest rdw-
ny & cm, cblicz diugodci bokdw tego trajkata.

4.158. Podstawa AB trdjkata rdwnoramiennego ABC ma dtugodé 12 cm. Promied

ckregu wpisanggo w ten trajkat jest réwny 3 cm, Oblice diugosd ramienia tego
trojkata.

4.159. Boki trdjkata majg diugosié 4 cm, 5 cm, & cm, Oblicz diugodci odcinkdw,
na jakie dwusieczna najwieksrego kata trdjkata dzieli bok, lezacy naprzeciw tego kata.

4.160. Rdinica diugeici dwdch bokéw trdjkata jest réwna 6 cm. Dwusieczna kata
lezzcego miedzy tymi bokami przecina trzeci bok trdjkata w stosunku 3 ;1. Oblicz
diugesci tych dwich bokdw,

4.161. W trdjkacie réwnoramiennym poprowadzono dwusieczng kata przy pod-
stawie, ktdra podzielifa ramie na dwa odcinki majgce dlugodd: 4 cm i 6 cm. Oblicz
diugesc podstawy tego trdjkata. Rozwal dwa przypadki.

4, feovactria plaska — okrigi i keta

4.162. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC|, poprowadzo-
4
no dwusieczna kata BAC, ktéra przecieta bok BC w punkcie O oraz IL'Di:-:-#r-?*

E

| |BOy=3=.

90|32
a) Oblicz diugosé podstawy AB. |
b) Wiedzqe dodatkowe, 2e adeinek DE jest wysokodciy tréjkata ABD, oblicz [AE] i |BE].

4.163. W trdjkacie rdwnoramiennym boki majg diugosd 12 em, 10 cm, 10 cm.
W tréjkat wpisano okrag. Oblicz diugosici odeinkow:

a) na jakie punkt stycznosci okregu z ramieniem dzieli to ramie,
I:r]l na jakie dwusieczna kata przy podstawie dzieli przeciwlegle termu katowi ramig.

8.164. W trojkacie prostokatnym przyprostokatne majg diugosc: 12 om i 3 cm.
W trdjkat wpisano okrag. Oblicz diugodci odcinkow:

a) na jakie dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatng,
h] najakie punkt stycznosci okregu z preeciwprostokatng dzieli te przeciwprostokgtng.

4.165. W tréjkacie prostokatnym ABC katy ostre sg rowne: |<B| =307 |<C| =60,
Dwusieczna kata ACB przecina bok AB w punkeie 0. Wiedzgc, #e [AC| = 3, oblicz:
a) diugoséc odeinka CD,

b} promien okregu opisanego na tym trajkacie,

I:::l promien okregu wpisanego w ten trajkat.

4.166. Bokitrdjkata majq dtugosé: 15, 20, 25. Oblicz diugosé odcinka dwusieczneg|
tego trdjkata poprowadzonej @ wierzchotka:

a) najwigkszego kata b) najmniejszego kata.

4.167. W tréjkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego podzielita przeciwpro-
stokatng na odcinki diugodci 3 cm | 4 cm, Oblicz:

a) diugosci prayprostakatnych tego trojkata,
b} diugosé odcinka tej dwusieczne], zawartego w tréjkacie.

4.168. W tréjkacie rdwnoramiennym ABC podstawa AB ma diugosc 12. Dwusiecz-
na kata BAC priecina bok BC w punkcie D, ktérego odleglosd od podstawy AB jest

rowna 4:;1. Wiedzac, te promien okregu wplsanego w ten trojkat jest rdwny 3, oblicz:

a) diugodé odcinka AD b) wysokosé CE.
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4.169. Podstawa AB trdjkata réwncramiennego ABC ma diugodd 18 cm, a wyso-
koic BD jest rdwna 14,4 cm. Dwusieczna kata BAC przecina ramie BC w punkcie 2.
Ohblicz:

a) dlugosé ramion AC i BC,

b) diugoét odcinkéw BP | PC,

¢} diugost odeinka AP dwusieczne] kata BAC.

P 4.170. W trdjkacie réwnoramiennym ramie jest dwa razy diuisze od podstawy.
WykaZ, ze dwusieczna kata przy podstawie przecina ramie w punkcie, ktdrego

odleglodd od podstawy jest rdwna i wysokoici poprowadzone] na te podstawe.

4.171. Bok AC tréjkata ABC ma diugost 25 em, 2 wysoko$é €D Jest rdwna 24 cm.
Dwusieczna kata BAC praecina bok BC w punkcie P, Wiedzac, te odlegiodt punktu P

od boku AB jest réwna m‘_: e, -obiez:

a) diugosé baku AB b) diugosé boku BC.

4.172. W trdjkat réwnoramienny wpisano okrag o srodku O | promieniu r oraz
na tym trdjkacie opisano okrgg o srodku 5 | promieniu ],

D a) Wykai, te jedli p oznacza odlegloéé punktu O od wierzcholka tréjkata miedzy

ramionami, a d - odlegtosé punktu $ od ramienia tego trojkata, tor-R = p-d.

b) Wiedzge, zep =5, d =3§ oraz R : r = 25 : 12, oblicz r i R oraz |05].

4.173. W tréjkat rozwartokatny réwnoramienny ABC, w ktdrym |Aq = |EC| wpi-
sano okrig o srodku w punkecie O i promieniu réwnym 4 em. Punkt P jest punktem
stycznodci tego okregu z ramieniem AC. Symetralna boku AC przecina ten bok
w punkcie M oraz symetralng boku A8 w punkcie 5. Wiedzac, ie |PM| = 4,5 cm
oraz |5M| = 10 cm, oblicz:

a} promien okrggu opisanegs na trdjkacie ABC,

b) diugoét boku AB.

4.174. W tréjkat réwnoramienny ABC, w ktdrym
|AC| = |BC], wpisano okrag o Srodku w punkcie 0.
Punkty P i M s3 punktami stycznosci tego okre-
Eu odpowiednio 2 ramieniem BC i podstawg AB.
Sieczna tego okregu poprowadzona z punktu C e
przecing okrag w punktach D i £, a podstawe AS .
w punkcie F. Wiedzac, ie |C'D1 ='¢VI'I.E —d}, }EE| =5 £

araz |E‘ﬂ1 =13, oblicz:

4. Geowetria phaska - okregi | keta 147

a) promier tego okregu,
I:r} pdcinki, na jakie punkt P dzieli ramig BC,
:} odlegtost punktu F od punktu i,

Test sprawdzajgey do rozdziatu 4.

1. W trdjkacie ABC na rysunku obok kat przy
wierzcholku A jest rdwny 807, Dwusieczna kg-
ta ACB przecina bok A8 w punkcie 0. Jeieli
|CO| = |08, to kat ACE ma miare:

A, age B. 207

c. e D. 60°

2. Kat érodkowy ma miare 72° i jest oparty na tuku okregu, majaeym diugosé 4x.
Promier tego okregu jest rdwny:

A2 B. 4 el D. 10

3. Na rysunku obok dany jest okrgg o srodku O, dwa katy \
irodkowe | kat wpisany c. Wowezas:

A, & =110 B.@=120" |

C.o=125 D, @ = 130° 6
4. Srednica AB okregu ma diugodd 2. ledli diugosé cleciwy BC jest rowna 1, to:
a. |ad] =2 B. |Ac|=+3 C. JAC|=+2 D.|ag| =1

5. Dwa okregi o promieniach R | r 53 wspotirodko- .

we, R = r. Cigciwa A8 wickszego okregu jest styczna

do mniejszego okregu. Jesll R —r? = 9, to: ﬂ 8

A |48 =& B.|AB| =9 N
C. |AB| =12 D. |ag| = 18

6. Odlegloéé miedzy Srodkami dwéch okregdw jest réwna 6. Jesli promienie tych
okregdw s3 rdwne & araz 2n, to okregi te:

A, sq rozlgczne wewnetrznie B. 53 styczne wewnetrznie

C. 54 rozigczne zewnetrznie D. sie przecinajg
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7. Ma rysunku obok dany jest okrag o srodku O | kat @
dopisany do okregu. £ danych na rysunku wynika, ie:

A, =507 B. = 55

C. =607 D.ax=85

8. Bok trdjkata rdwnobocznego ma diugodc a, zas promien okregu opisanego
na tym trajkacie jest rdwny R. Wawczas:

A o=28 B.a=R3 C a3=4r 0. o3 =28

9. Boki trojkata majg dlugosé: 6 cm, 8 cm, 10 cm, Promier okregu opisanego
na tym tréjkacie jest rdwny:
A2 cm B.Zcm

.4 cm D. 5 em

10. Ma rysunku obok trdjkaty ABC | ADC 53 wpisane
w okrgg o Srodku w punkcie 0. Odcinek CD jest srednicy
okregu. Jedli [AC| = 2 oraz [-2ABC|=45°, to drednica tego

okregu ma dlugosd:

A o2 B. 2
c. 22 0. 4

11. Bok AB trdjkata ABC ma dlugoét 24 cm. Punkt przecigcia symetralnych be-
kiw BC | AC leiy w odleglodci 5 cm od boku AB. Zatem promied okregu opisanego
na trojkacie ABC jest rdwny:
A.13cm B.12 cm

C.11em L. 10 cm

12. W okregu poprowadzono dwie cieciwy. Punkt prreciecia tych cieciw dzieli
jedng z nich na odcinki diugodci 8 cm | 2 om, a drugy na odeinki rdwnej diugodcei.
Dlugoss druglej clechwy jest rdwna;
A Bcm B. & cm

C. 10 cm D12 cm

13. W trojkacie rdwnoramiennym ABC podstawa AS ma dlugosc 2 cm. W trdjkat
wpisano ckrag. Punkt O jest punktem stycznodici tego okregu z ramieniemn AC, Jasli
lAD| : |DC] = 2 : 3, to obwdd tréjkata ABC jest réwny:
A, 12 cm B. 9 cm C.8cm 0.7 om

14, W trdjkacie ABC, w ktdrym JACL] = |BC| = 36 cm, poprowadzano dwusieczng
kata CBA, kudra przecieta ramie AC w punkcie D, Jedli |CD| : [AD| =4 : 5, to

A JAB| = 288¢cm B.|AB|=40em C.|AB|=45cm D 48| = 54cm

4. Geametria plaska = akregl f kofa

15. Promier okregu wpisanego w trdjkat prostokatny jest rdwny 3 cm, a promien
okregu opisanego na tym trdjkacie jest réwny 8,5 cm. Suma diugosci priyprosto-
katnych tego trojkgta wynosi:
A, 175 cm B. 20 ¢m

C.23 cm 0. 26 cm

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 4.

16. Ma rysunku obok proste AB, BC,
CA 53 stycznymi do danego okregu
odpowiednio w punktach L, M, K, przy
czym [CM| = x, |MB] =y, |K4| = 2.
Wiadomo, e x + y +2 = 10 cm oraz
x=2 I[y.r + ::I-

Oblicz diugost boku AB.

17. Dany jest okrag o srodku w punkeie O | styczna do tego okregu w punkeie P.
Korzystajac 2 damych na rysunku, oblicz a.

18. Punkty A, B, C nalety do okregu oraz |<CBA|=|<ACB|. Przez punkty 8 1 C
poprowadzone styczne do okregu, ktdre przecigly sie w punkcie D. Wiedzae,
te 2|<COB|=|<CBA|, oblicz miarg kata migdzy ramionami tréjkata ABC,

19. Ma rysunku obok punkty A, B, C naleig do okrggu
o Srodku w punkcie O oraz dane s3 katy Srodkowe a i fi.
D a) Wykat, te jedll & = 54° i ff = 72°, to OA| BC.

b) Oblicz miary katdw tréjkata ABC w przypadku, gdy
o =50°% f=T78%
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D 20. Punkty A, 8, D nalety do
okregu o Srodku w punkcie O.
Sieczne AB i DO przecinaja sie
w punkcie C, jak na rysunku
obok. Wykat, fe jedll |BC| = [BOY,
to |<004| = 3|acos].

21. Dwa okregi o0, r) i 0[0,, R), gdzie r < R, s3 styczne wewnetrznie w punk-
cie A oraz [0,0,] = 4 cm.

a] Wyznacz promienie tych okregdw wiedzac, #e ich suma jest rdwna 10 ¢m,

2 I:n} Prze: punkt A poprowadzono prosta, ktdra przeciefa mniejszy okrgg w punkcie 8,
awigkszy w punkcie C. Wykaz, te 0,8 || 0,C. Wiedzgc dodatkowo, te |BC| = 6 cm,
oblicz |A8|.

22. Promienie dwdch okregdw 53 réwne: ry = 2m — 1 oraz r; = 3m. Odlegioéé
miedzy $rodkami tych okregdw jest rowna 14,

a) Wyznacz liczbe m, dla ktdrej te okrggl maja jeden punkt wspdlny. Dla wyznaczo-
nej liccby m poda) promienie tych okregdw.

b} Dla jakich wartoscl m okregi te maja dwa punkty wspdlne?

23. Z punktu P, ktdrego odleghosé od érodka O okregu jest réwna 15 cm, popro-
wadzono sieczng, przecinajgcy okrgg w punktach A | B. Wiedzac, 2e promien okregu
jest rdwny 9@ cm oraz [PA| ; |AB| = 1: 3, oblicz diugoéé cieciwy AB.

D 24, W trdjkacie prostokatnym ABC na rysunku obok c

punkt O jest srodkiemn diuisze] privprostokatnej AB. £
Péiokrag o Srednicy AB przecina prreciwprostokat-
ng BC w punkcie D. Wykat, e jedli |aD| = |DO|, to:
a) |ac] = 2|co|

b) 4-|co|- |08} = 3-|AC]

25. W trdjkacie ABC, w ktdrym |AC| < |BC|, wysokos€ CD jest rdwna 4,5 cm. Sy-
metralna boku AB przecina bok AB w punkcie £, a bok BC w punkcie F. Wiedzac,
ie |EF| = 3 cm, oblicz |ADY : |DB|.

26. W trdjkacie prostokgtnym ABC prryprostokatne majy diugosé; 48| = 8 cm,
|AL'| = & cm. Ohlicz:

a) diugost odeinka DE symetrainej boku BC, zawartego w tréjkqcie ABC,
b) diugoié odcinka CF dwusieczne] kata ACB.

4, Gepractria plaska — skegal | keta

27. W tréjkat ABC wpisano okrgg. Wiedzae, te |AB| = 20 cm, |AC| = 16 cm oraz
|BC| = 12 em, oblicz diugosci odcinkdw:

a'_I na jakie punkty stycznoicl podzielity bok AB,

b na jakie dwusieczna kata ACB podzielita bok AB.

28. W tréjkacie rdéwnoramiennym poprowadzono dwusleczng kata przy podsta-

. B 15
wie, ktéra podzielita przeciwlegte ramig na odeinki diugodci: ?E araz EE - ko-

lejno od wierzchotka miedzy ramionami trdjkata. Oblicz:
a:! diugoii podstawy,

I:n]n promien okregu opisanego na tym trajkacie,

c) promien okregu wpisanego w ten trajkat.

29. W tréjkgcie prostokatnym spodek najkrotsze] wysokodcl dzieli przeciwprosto-
katng w stosunku 9 ; 16. Wiedzac, Ze promien okregu apisanggo na tym trojkacie
jest rdwny 25 cm, oblicz:

a) diugoici bokdw tego trajkata,

b) promier okrggu wpisanega w ten tréjkat,

30. W trdjkacie prostokatnym najkrétsza wysokodc jest rdwna 15, a najkrotszy
bok ma diugodc 17. Oblicz:

a) dlugoéci pozostatych bokdw tréjkata,
b:l promien okregu opisanego na tym trajkacie,
b] promier okregu wpisanego w ten trajkat.

31. Dane s3 dwa okregi 0(0,, 3) i 0(0,, 2) oraz |0,0;| = 12,5. Wspdlna styczna
wewnetrzna tych okregdw przecina odcinek 0,0, w punkcie P. Oblicz |0,#] i [P,

32. Dane sg dwa okregi styczne zewnetrznie; okrag o drodku w punkeie O, i pro-

mieniu r; = 30 oraz okrag o srodku w punkcie O, | promieniu r; = 4 - a, gdzie

g = (0, 4). Odcinek 0,0, ma diugost 8.

a) Oblicz ry i ry.

h} Wiedzac dodatkowo, ie prosta 0,0, przecina styczng rewngtrzng do tych okrg-
gow w punkeie A, oblicz |04,

33. Promienie dwdch okregdw s3 odpowiednio réwne: ¢y = 5 —-m, r; =3 + m,
a odleglodd miedry ich $rodkami wynosi m. Podaj wszystkie wartodcl m, spetnia-
jace warunki zadania. Ustal w zalezneéci od wartoéci m wzajemne polotenie tych

okregdw.
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D 34. Dany jest odcinek AB, ktdrego diugodc jest rdwna 20, Srodek O tego odcinka
jest srodkiem okregu o promieniu 6, £ punktu A peprowadzeno styczng do okregu

w punkcie C, Odcinek BC przecina okrag w punkeie D. Wykat, fe [CD|= ?3% : ® Trygﬂ'ﬂﬂ'MEtrfﬂ

D 35. Dwa okregi o rdéinych promieniach przecinaja sie w punktach A | B, Przez

punkt 8 poprowadzono sieczng prostopadta do cieciwy AB, ktdra przeciefa te .
okregi odpowiednio w punktach € i D. Wykai, ze |cD| = 2|/0,0,]. Tl"yg'ﬂ'nﬂ'ﬁ'l.ﬂfl’ 1a kﬂ!tﬂ ﬂSfF&gﬂ

— powtdrzenie wiadomosei z klasy 1.
36. W trdjkacie rownoramiennym ABC, w ktdrym |AC| = |BC|, wysokoéé CD jest

réwna 25 cm, a promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rdwny & cm, Oblicz s "
diugodci bokéw tego tréjkata. i 5.1. Oblicz obwéd tréjkata ABC na rysunku ponitej z dokladnosciz do 0,5 cm:

a]- A r;} L

37. Wirdjkacie prostokatnym boki praylegte do kata prostego majg diugosé 61 12,
Ma tym trojkacie opisano okrag. Oblicz:

a] promier tego okregu,

b} odlegiodé trodka cietkodei trojkata od srodka tego okregu,

:} odlegiosc spodka wysokodci poprowadzonej z wierzcholka kata prostego
od frodka tego okregu.

38. Promien okregu opisanege na trdjkacie prostokatnym jest réwny 10 cm.
W trdjkat wpisano okrag. Punkt stycznoscl tego okregu 2 przeciwprostokatng znaj-
duje sie w odleglodci 2 cm od srodka okreggu opisanego na tym trojkacie. Oblicz
promien okregu wpisanego w ten trdjkat.

39. W trajkacie ABC bok AC ma diugoéé 10 cm. Wysokodé €D dzieli bok AB

na odcinki AD | D8, Dwusieczna kqta BAC przecina bok BC w punkcie P. Wiedzac, . ) )
ie |AD| = & cm, |DB| = 9 cm, oblicz odlegloéé punktu P od podstawy AB. 5.2. Srednica AB okregu ma dlugos 10 cm. Cieciwa CD, prostopadia do Sredni-
cy AB, jest oddalona od punktu 4 o 9 cm. Oblicz:

D 40. W trdjkacie prostokatnym dwusieczna kata ostrego dzieli przeciwlegly bok 3) tangens kata C8A b) sinus kata CAB.
w stosunku 2 : 3. Wykai e stosunek promienia okregu wpisanego w ten tréjkat
5.1 5.3. Oblicz:

do pramienia okr apisanega na tym trajkacie | i o
i 8L Cp! Ea Fetojgsle Jest iy 3 a'_i fcusSD’—sindﬁ“}{sinEﬂ*‘+|:usd5“]-

b) (3tg30°—ctgd5) —8-sin30°
¢) (V2 c1g60°++/3-c0s45°)(61g- 45°— 72 1g607).

5.4. W prostokacie ABCD przekgtne majg diugoéc 4 cm i przecinajg sie pod katem:
a) 60° b) 45° ¢} 30°.
Oblicz odlegiofé punktu B od praekatne) AC,
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5.5, Wyznacz kat o, & & f_ﬂ'“'.. EI"EI‘:'}, wiedzace, be;
e) tgix =43

f] sinee =% g) cosa =§ h) ctga =1.

5.6. W trdjkacie ABC katy przy podstawie AB s3 ostre. Poprowadzono wyso-
kodé CD. Wyznacs katy tréjkata ABC, jesl:

a) |ac|=10, |co|=5+2, |8c|=1042

b) |4D|=2, |DB|=8, [BC|=+/a8.
5.7, Skonstruwj trdjkat prostokatny, w Ktérym:
a) || =907 sinf]-cza‘|=-;. b) |<ic|=20°, mi{,ﬂ!:%

5.8. Dana jest jedna z funkejl trygonometrycznych kata ostrego e Oblicz wartodei
pozostatych funkcgji trygonometrycznych tego kata.

: 7 &0 2 i
= h = c) tga =2= d) ctgee ==
a} sine = ) cosar = ) tge = 5 ) ctg 3

D 5.9. Dwa katy ostre trdjkata maja miary o i 5 Wykad, ie jesli tgee =2-sine oraz
cosfi= -.E-msur to ten trdjkat jest prostokatny, a diugodcl jego bokdw porostajg

w stosunku 1:\&:2-

7 5.10. W trdjkacie prostokatnym praypro- £
stokatne maja diugost a i b, ad prreciwpro- o
stokatna ma dlugesd c. Wykai, ie jesli na-
preechw boku a ledy kat o taki, Ze tgar = 2, to

(-€)F-¢) s

{u’i +br+cl}1 25

32-sine —sin{90° -« )
A1, Wykat, e jedli & (07, =4, =
D 5.11. Wykat, ie jedll o =(0° 90°) oraz ctge =4, to 6-cos(90° ) +2 o5

D 5.12, Wykag, ie:
a) tg5°-tg25°-1g45° tgh5° 1g85° =1
b) cos'20°+cos”40° +cos 50°+cos 707 =2
¢) sin®20°+sin" 70° + 2-cos? 20°-cos? 70° = 1.

£ Trugengaietria

Sinus, cosinus tangens | cotangens
dowolnego kgta ptaskiego

5.13. Na kosicowym ramieniu kata @, umieszczonego w ukiadzie wspdlrzednych
w poloieniu standardowym, znajduje sie punkt P, Wyznacz odlegiodc tego punkiu
od punktu cr{n. u}. Mastepnie oblicz wartedci funkeji trygonometrycznych kata o

- g ile istniejg.
b) #(-2,243) o P(-3, -6)

a) P(12, 5)
d) P(15, -8) e) Plo, -3) f) P{-5, 0)

5.14. Punkt P znajduje sie na kadcowym ramieniu kata a w potodeniu standardo-
wym. Odleglod€ tego punktu od poczgtku ukladu wspdlrzednych jest rdwna r. Wi
znacz brakujgca wspotrzedng punktu P i oblicz funkcje trygonometryczne kata o
jesli

a) P[-3,y), r=5 ae(180° 270°)

b) P{x,2), r=+13, @e(90° 180°)
c) Plx.4), r=85 ael0°90°)

d P(afBy). r=7 ae(270° 360°).

5.15. Kqt & najduje sie w poloteniu standardawym. Punkt P(x, J.f}l ledy na kof-
cOWYm ramieniu tego kata, w adleglosci r od punktu E{ﬂ, ﬂ}. Oblicz wspdtrzedne
punktu F, jesli:

1]
&

a]- & E {I]", ED"}, Sing = %,
b) o & (90° 180°), cosa =—§, r=9
c) «e (180° 270°), cosa =—_f—', r=10

d) a e (270°, 360°), sl:n{r=-—-;v, Fuaa;

5.16. Kat o wnajduje sie w poltoteniu standardowym. Punkt P(x, v} wybrano
na kofcowym ramieniu tego kata, w odleglodc r od punktu l::ll,'_ﬂ, 0}, Oblicz wspdi-
rzedne punktu P, jesli:

a) ae (1805 270°), tga=2, r=245
b) e (90° 180°), tga=-3, r=410
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¢ e (270° 360°), ctga=?. re=1s

d) a = (0% 90°), I:IE{I=%, r=G5,

5.17. Jakq miarg ma kat @, jeli a = {0°, 360°) oraz:

a) sina =1 bl tger =0 ¢ cosar = 0.

Dla wyznaczonej miary o« oblicz pozostale wartodci funkeji trygonometrycznych
tego kata, o ile istniejg.

5.18. Oblicz - korzystajac z definicji = wartodei funkeji trygonometrycznych kata a,
jedli:

a) @ = 210° b) & = 2407 ¢) a = 135° d) & = 330°

5.19. W ktdrej éwiartce uktadu wspdirzednych znajduje sie korficowe ramig kata o
w poloieniu standardowym, jeieli:

a) sin < Dicosa <0
cjtga > 0ictga >0
e_]slm:r{ﬂimsu::-ﬂ

blsinec<Ditga <0
d) cosa < Ditga <0
f) cose > 0itgar < 0.

5.20. K3t jest ostry. Jakg wartodé: dodatnig czy ujemng, ma ponitsze wyrazenie?
al sin(90°+ea)-cos(180° +a )+ tg(270%+ )

b) cos{90°-a) cos(180° —a )-sin(360° —a )

c) ctg(270° +a)+sin{180° +a)

d) cos[(180° +a)+sin({270° +a) |- tg(180° -~ )

58.21. Kat o znajduje sie w ukladzie wspdirzednych w poloZeniv standardowym.
Punkt P(x, v} wybrano na kodcowym ramieniu tego kata w odlegloéci r od punk-
tu 0(0, 0). Oblicz wspdirzedne punktu P, jedli:

a) tger =§, cosa <0, r=+13

V29

2
=== pota =0, r=——0H
c) tg z :

b) ctge = =3, sina >0, r=5

Gty
[

4
d]- tgrx:E, sing >0, r=

D 5.22. Wykai, 2e jedli @ € {0%, 360°) oraz:

a) sine = cose, to o € {45°, 225°) b) sinee = — cose, to @ € {135°, 315°)

5. Trggnnﬂm.::tn'q

5.23. Skonstruuj w uktadzie wspdirzednych kat o mierze @, wiedzae, fe:

1 2 1
1 == h e t =34'
a) sing 7 ) cosea z ¢ tger 3

d) ctge =-6 e) sina =-=i- f) c.n.san%

Rozwai dwa przypadki.

5.24. Skonstruuj w uktadzie wspdirzednych kat o takiej mierze a, be:

a'_lsinur=-§ilgrzar:l:l b) msu:-%ictgn:-ﬂ

t) tge -_-Iiisinu <0 d) ctge = =2 | cosa >0

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

5.25. Oblicz pozostate wartodcl funkcji trygonometrycznych kata o, jesli
a e (90° 180°) oraz:

a) sing = 0,8 b) cose =—% 4] tgnr=—-;- d) ctigee=-7.

5.26. Oblicz pozostate wartoici funkcji trygomometrycznych, wiedzac,
te a e (0%, 180°) oraz:

.
2

J5

24
= h — I = —
a) tge ) coser = = €} sina 5

5.27. Oblicz pozostate wartosci funkcjl trygonometrycznych kata cr, jesli:

a) 5Inu=-f§ i o e (1807, 270°) b) ctga=% i e e (1807, 270°)

€) tger "_'-'-1‘;;- i (270, 360) d) cose =§ i o e (2707, 360°).

5.28. Oblicz porostate wartodc funkcji trygonometrycznych kata o, & & {ﬂ“. 3607),
jesli

2 i - i
a) cosa e b) sine = = €) ctgee =3 d) ctga = .
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5.29. Oblicz wartosd wyratenia:
4-sing —5-cosa
3)

- cjedl tga =5
casd 3. 5in

jedli ctga = -2,

h] =3-cosa + B Sing
B-sino +3-cose

5.30. Kat o jest rozwarty. Oblicz wartod¢ wyraZenia:
a) cos & - sin’a, Jedli cos’a = 0,81 b) 2-cosa + sing, jesli sin’x = 0,25
d] 3-5ime +4-co50

- . jeslhi r:tg’c: =100,
sine —2 -Cosi

¢) tga —6-ctge, jedli tgia =144

5.31. Oblicz:

a) tga, jesh o e (07, 90°) oraz 4 - sin®ac = 3 - cos’a

b) ctga, jesl a e (90° 180°) oraz 5 -cos’a = 2 - sin’a

€] tge, jedli o e (180°, 270°) oraz 9-sin‘a — 5 - cos’a = 2
d) ctga, jesli o e (2707, 360°) oraz 4 - cos’a - sin‘er = 3.

5.32. Sprawdi, cz2y podane réwnodci 53 todsamosciami trygonometrycznymi, jetli
o = (00, 90°) w (20°, 180°),

a)1-2-sin‘a=2 cos'a—1 b) cos’a - sin‘a = 2 - cos’— 1

BIACE + 005 slme + coso
c} -'—-—=1+t.-u:+:r d} ——————=ctga- (1+tgx)
LOSE SNt
S + tge 1 o5 +CtE o 1
e J 82 14—
Ling COosS COsEx SAnG

5.33. Sprawdi, czy podane rdwnoici 53 tofsamosciami trygonometrycznymi, jesli
e « (07, 90°) w (207, 1807),

a] mn-[i_mm]ﬁ;naﬁ h} ¥ il ctgo —cose

COSX —dm

—_—1=142- =
c) +2-Cig d) et T

sin'a
etgee -{1+t,g’|:a':| -

tga-l{uctg‘-::r}_:
= 1+ctg'a

1+tg'a e

g

7 ’
5.34. Wiedzac, fe « jest katem rozwartym oraz sineg +cosa = = oblicz:

a} £ince - COS & !:]I BN = 0% O :}slina,ms:::.

159

5. Trggﬂﬂm:trin

1 .
5.35. Wiedzac, ie sing +cosa = T, oblicz:
4

a} singe: Cosa b} {msn‘— sin e’ :I} sin‘er + cos'a,
5.36. Wiedzac, ie tga +ctgo =4, oblicz:
¢) (vge —ctger )’

a) tglee+ctgia b) tg'ce +ctg'a

D 5.37. Wykat, te jedli o  (0°, 90°) oraz sina -cosa = %, to sing +Cosa = 1%.

D 5.38. Wykai, ie jedli @< (07 90°) v (1807, 270°) oraz tga +ctga=2;;-, to

25

H i
o+ f=2—,
g cig %

5.38. Zbadaj, czy istnigje kat o, o = {ﬂ“‘, EI-E»[I‘*], ktdry spefnia nastepujace warunki:

a) sinu:=—3 i I:‘I:I-Iﬂ'=—£ b) sing =- - il:1:ts-|::'=—5
5 5 J5 5
t) msa=—%itga=—1~ﬁ d) tﬂﬂ=-’fgi£iau=j—§

Jesli tak, to do ktdrej dwiartkl uktadu wspéirzednych naleiy kofcowe ramie kata o
w poloieniv standardowym?

5.40. Czysina moie sie rdwnac:

a}%

€) _—1 dla pewnego kata ¢
sin i

5.41. Czy cosa moie sie ndwnac:

al ()

2

c) i dla pewnego kata f
sin F

)=

d) g8 +ctgf dla pewnego kata 7

3
b) o=

d) 1gf dla pewnego kata 37
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5.42. Oblicz pozostate wartosel funkcji trygonometrycznych kata c, jeshi:
a) sina =b, gdzie a < (180°, 270°) i be(-1, 0)

b) cosa =a, gdzie o (2707, 360°) iae(0, 1).
Vsin'e 2 Jeos'a

S Cose

D 5.43. Wykai, fe rdwnost =2 nie jest toisamoscig trygono-

metrycIng.

D 5.44. Wykat, te dana réwnoéé nie jest toisamoécig trygonometryczng.

1 singe sing
a) ———cosa=sin'a-tga b) ~
CO5Q 1=-cosee l+cosm

=2 tgo

D 5.45. Wykat, fe dana réwnos€ nie jest toisamosciy trygonometryczng.

since-tger 1 1-cos'e )
) 1-cos’a  sing b) T
D 5.46. Wykai, e jedli sing +cosm = % ta:
)
a) |5Ina—ma|=g b) ftga —ctgu|=},4y {E[F

5.47. Wyka, e jedli @ = (0°, 360°), to:

i 1 L
a}—lﬂilna-ms-;ri— b]aﬂm‘a+ms’a£1
2z i 4

D 5.48. Wykai, te miejsca zerowe funkeji kwadratowej y = 18x" - 24x + 7= 0
53 sinusem i cosinusem pewnego kata ostrego.

D 5.49, Wykat, te miejsca zerowe funkeji kwadratowe] y = 8x° - 4x - 3 53 sinusem
i cosinusem pewnego kata.

5.50. Wyznac: wsrystkie wartodci parametru @, @ € R, dla ktdrych rédwnanie
dx* — dax + o = 0 ma jedno rozwiazanie, bedgce jednoczednie sinusem i cosinusem
tego samego kata. Jakg miare ma ten kat?

5.51. Wyznacz wszystkie wartoici parametru o, @ = R, dla ktérego rorwizzania
réwnania 3ox’ — dax + 7 = 0 s3 sinusem i cosinusemn pewnego kata, Dla wyzna-
czonej wartoici a podaj te rozwigzania. W ktdrej éwiartce znajduje sie ramie tego
kata w polokeniu standardowym?

5. Trgswﬂpm:tﬁa 1e&l

Wybrane wzory redukeyjne
5.52. Oblicz, stosujac wrory redukecyjne:

a) sinl20°-cos150° +1g135°

b) tg120°-ctg30°+cos’ 135°

¢) (cosi20°—1gi50°)°

d) (sin135° - tg120°)- (cos135° —ctg1507).

5.53. Dane s3 liczby:

k]
T 5
o =5in120°+cos150°— 2-1g45° b=[51"w i ]

tg120°

¢=(cos150°+5in1357)( cos 30° +5ind5°) ¢ =1g150°-co530° +5in90°,
Etdra z tych liczb jest liczhy wymierna?

5.54. Pordwnaj liczhy x i y.
a) x=sin135° y=tg"150°
1 1
c} X= f }l =
ctg 1207 cos135%

b) x=—3-cos120°, y=sin120°

Jeog i 900
d) x =4, r=[-:-)

5.55. Oblicz bez uiycia tablic trygonometrycznych i kalkulatora,
a) 4-5in300° cos330° c1g315°

b} cos240°-5in180°+cos0°

c) sin’217°+cos” 127°+2-5in37° cos127°
d) tg225°ctg135° —sin0®

e] cos0®+sind0” —sin270° - 1g180°

5.56. Oblicz ber uiycia tablic trygonometrycznych | kalkulatora,
a) 2-cos120° +4-1g210°-sin120° b) 3-1g225°-cos300° +sin150°

¢} cosZ10%-ctg210°+sin315%-cos315°  d) sinl50°-1g225° +sin’ 300°
&) 5in180° + €0s90° + cos 180° + 5in270°
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5.57. Wiedzac, fe o e(0° 90°)w(%0° 180°), doprowadi poniisze wyraienia

do najprostsie] postaci.
a) sin(180°—a )-cos(90° + & | - cos® (180° —er )

b) sin(90°+a ) tg(180° — ) + cos(180° - a ) -ctg (907 +x )
¢) cos(90°—c)-sin{180° - a )~ sin(30° - & )-cos({180° - )
d) tg{90°+a ) tg(180°~a )+ ctg(30" ~a )-tg(90° ~ex )

5.58. Katytrojkata majg miary: ez, /3, 3 Oblicz funkcje trygonometryczne kata o+ 3,

jesl
a) = 60° b) ¥=30°
) maﬂ=% d) gy =-1

5.59. Wymnacz o, o € {ﬂ":'. BEEI“}. wiedzac, ies

a) cosa =—§ i sinez <0 b) sinee= 01 cosa=-1
e 3

¢) ctga =-1i sin@ >0 -l:l]' tEE::—?IWSE}D

) cmn=§isinm-m f) tga =—3 i sina > 0.

sin[lﬂﬂ“—ﬂ} i tgllﬂ-l]"h:r}
sin(90°—a)  tg(90° —ax)

D 5.60. wiadomo, #e kat o jest ostry i = 3. Wykai,

V17

18 L0 = ——

17

D 5.61. wykai, te jesli o, 3, ¥ 5q katami trdjkata, to:

g
a) cosZ msinE2L b) sinT =oosErL
2 - 2 2

D 5.62. Wykai, e dla dowolnego kita ostrego o rdwnodd:
sin( 2007+ o ) - 3cos( 250 - )
m[?ﬂ"—{zﬂ"+ﬂ}]

=2 jest toisamosciy.

T

5. Trugemometria 1&35

D 5.63. Wykai, te dla dowolnego kata ostrego «, rownosc:

cos’ (270° —ar) sin® (o + 270%)

+ =1 jest toZsamoscia.
sin? (e +90°) -1 cos™(90°-a)-1 : =

Kat skierowany. Miara fukowa kgta

5.64. Skonstruu) w ukladzie wspdirzednych katy skierowane i f, jesli:

a) a=30° f=-30° b) o =135° fi=-135°
c) & = 240° 3= -240" d) e = 435" = -435°
5.65. Oblicz miare gléwng kata skierowanego f, jesli:
a) § = a57° b) f = -130°
c) f = 850° d) fi = -520°
e} § = 1710° f) f=-2010°

5.66. Oblicz miare fukowg kata skierowanego B0A,
robacz rysunek obaok, jedli:

a]r=! [=3 b) -
2 4

4 puzl gal d) r=3 I=4z
2 3

e) r=rt I=2x f) r=+3 .I'=3T:II

5.67. Zamien na radiany:
a) 18° b) 20° g) -2° d) ~108°
e) 252° ) ~300° g) 135° h) -210°.

5.68. Zamien na stopnie:

7 5 2 .
Lix b) 2 ok .
) ) 37 ) =5" } =%
2 a1 11 13
& o= 1 iy
85 5" e F5n



1o

Matemalyra, e zadan, Elasa 2. Zakres rozizerzony

B.69. Wyznacz w radianach miare kata ostrego, ktdry tworzg wskazdwki zegara
o godzinie:

a) 15% bj 17 c) 22

d) 12 g 2° f) 23,

5.70. Od péinocy wskazowka minutowa obracila sie o kat:

4 6l

a] u-—“ I b-} ——39 ! £) ===1
&1

9 -2 EUS =

Ktdrg gr:.-dzine wskazuje zegar?

5.71. Oblicz wartos wyraZenia:

. S R n n T
a) sin=+sin—+sin— b) cos— —cos——tos—
& 4 2 4 3

2

e} ctg— +C[§£rﬂﬂ£

r i " T
g T,
R i ) tegte—teg

5.72. Oblicz, korzystajgc ze wrordw redukeyjnych:

a) ﬁn[n+£)+m[2n—£] b) cas[§+5}amg[n+§]
€} 5tn(2x—§]-ms[2ﬂ+g] d) m[m+g]-ﬂg[§+-§-]
5.73. Oblicz, korzystajge 2e wrordw redukeyjnych:

a) 5In[§—§]+ms[g+§] b) ms[i;--n’-;-}tg[?nﬂ

4 (3 my
:}l :‘tg[i—“i—%]-tg[n-}%} d:l srn(?ma-g]-sm[iw-g].

5.74. Oblicz wartoic wyraienia:

7 5 ) 3
a} sln?—-cusn tﬂ—-v:tgs—n b 5|n—m-|:us—nur:n»s.-£ gin
3 & 4
" 2 I 2 5 &
o tg3 : lF-t-+-:'r.g—’lt 54?" d) sm—lh:ms—:- -;“-ctg--ﬁn

& Tragenametria

5.75. Dana jest jedna z funkejl trygonometrycanych kata «, gdzie a = (0, 2x).
Podaj miare kata a w radianach. Wyznacz pozostate wartodci funkcji trygonome-

trycznyveh tego kata, o ile istnieja.

a) sing =—T3 b) cose = %

d) g =-1 e) sinz =0

5.76. Wyznacz a, a & (0, 2x), jesh:

a} tgee =11 sine <0

. -1
‘:] 5ma=? icosa =0

5. 77, Wymaci &, o e {I], 1.1:]. jesliz

a) coscr =—T3 ising <0 b) sina = -1

c) ctga =-1isine =0 d) tgﬂ=-a::l-;_i i cosor >0

5.78. Oblicz wartoéé wyratenia cosa —cosff, jefli e, P e (E n] oraz
J7

. S
SN == S —
3 A 5

5.79. Oblicz warto$d wyratenia cosa - cos B +sing -sinff, jedh o, § e [3?:1’ I:r:]

5 3
oraz ctga =——,gfi=——
B e gf P

5.80. Oblicz wartodc wyrazenia ctgf-sine —tga-cos B, jelic, B e [n, 3?“] oraz

11 3
- =H=
61 'ef 7

COSE =

les
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Funkcje trygonometryczne
zmienngj rzeczywiste)

b) ts(-%’l]
ol

5.81. Oblicz:

e
ol

5.82. Oblicz:

£) sin[wg]

03

a} sin % -cas( —EI-.'z}l

5ol
e) tﬂ[iﬂ'-g—n)'mﬁ(-n+g) i) 5in(—2n+%]-¢tg[—n+d5]

5.83. Oblicz:
om : Tn

m ] n n I
—_— gt h Pl bilelcrt) —-t
3]’1‘-31# tg 5 185 ter ]'Il:tsm ctg__-ctg—-clg -

1dn 1in 1in 1dn ®... 3% 5 TN
€) C05——+ 05— + (0§ —— + 05— d} sin='sin=— sin—-sin—,
2 4 B 2 2 2 2

5.84. Na rysunku ponitej znajduje sie wykres funkeji okresowej f, okredlone]
w zhiorze liczb rzecoywistych.
| Fa

¥ il

4 a7 44432 lﬂil i 34561718 9 ID-E-

a) Podaj okres podstawowy funkei f.

I:r} Zapisz symbolicznie miejsca zerowe tej funkcii.

c} Dla jakich argumentdw funkcja f przyjmuje wartoid najwiekszg?
d) Podaj argumenty, dla ktdrych funkeja f przyjmuje wartosé 2,

5 Trygonometria

5.B5. Na rysunku ponizej znajduje sie wykres funkeji okresowe| f, okredlonej
w rblorze liczh rzeczywistych,

a} Podaj okres podstawowy funkeji f.

b] Dla jakich argumentdw funkeja f przyjmuje wartosé najmniejsza?

€] Podaj argumenty, dla ktdrych funkeja f preyimuje wartos€ najwigksza.
d) Zapisz symbalicznie miejsca zerowe tej funke)l.

e) Podaj argumenty, dia ktdrych funkeja f prayjmuje wartosc -2,

8.8B6. Funkcja okresowa f kaidej liczbie catkowite] przyporzadkowuje reszte z dzie-
lenia tej liczby przez 5.

a] Maszkicuj fragment wykresu tej funkejl w zbiorze {—lﬂ', -9 -g .. ,8%9 11]}.

b} Podaj okres podstawowy funkeji .

c) Zapisz wszystkie argumenty, dla ktdrych funkeja f przyjmuje wartodc 2.

d} Dla jakich argumentdw funkeja f przyjmuje najmniejszq wartosc?

5.87. Funkcja okresowa g jest okredlona w rhiorze liczb catkowitych w nastepujgcy

sposob;

— dowolnej liczbie parzystej, niepodzielnej przez 3, funkcja g priyporzgdkowuje
wartodd —2;

- dowaolnej liczbie nieparzystej, niepodzielnej przez 3, funkcja g przyporzadkowuje
wartodd =1;

— dowolnej liczbie calkowite], podzielne) preez 3 funkcja g przyporzadkowuje war-
todd 3,

a) Naszkicuj wykres funkcji g w uktadzie wspdirzednych,

b) Podaj okres podstawowy funkcii g.

c] Zapisz symbolicznie argumenty, dla ktdrych funkeja g przyjmuje wartosc

ujemng.
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5.88. Wyznacz okres podstawowy funkeji:

a) y = sin dx b) y=cus§ ) y=tgmx
d) y=ctgdx el r=sinz—_: i) r=m5%

5.89. Wyznacz okres podstawowy funkcji:
a) y=%sin[ﬂx} b) y:tg{ﬁx}—-ﬂf c) y=—ctg{x+1)

d) y:cn;[lx-g] e) y=3-ctg(-dnx)+2 ) y=2.sln[‘1ﬁ+n

5.90. Zbadaj parzystosd funkeji:
a) flx) = x - sinx b} flx) = x* - tgx c) flx) = tgx - crgx
d]f{x}l::-hsinx-tgx 'E]f[3':|=1'5iﬂ:#—.# f]f{}f}=4h'+ﬂﬂ-5.h'

5.91. Wykai, ie funkcja:
a) f(x) = {sinx — cosx)® - 1 jest nieparzysta,

b} f{x) = x - [tgx + ctgx) jest parzysta.

5.92. Wyznacz zbidr wartodci funkcji:

a}l flx) = sinx + 2 h}f{x} = ms{x - n} -1
c}f{x}:tg? =3 d}j{x}: 2 - ctgix
e} flx) = tgx - cosx f:l-ﬂ_x} = ctg'x - sin'x.

5.93. Wyzrnacz zbidr wartodei funkeji:
a) f[x}:%ms.x b} fx) = <5 sinx + 2

o) flx)=4-sin2x-1 d) f(x) = 0,5 cos 3x - 2.
5.94. Wyznacz zbidr wartodci funlkeji:
a) flx) = |3 - sinaf =1 b) fix)=

c) flx) = [tg'x - 1 d) f(x) = 2|coss - 3.

: 1
sinxy -~
.

5.95. Wyznacz zbidr wartodei funkeji:
a}f{x} = —sin®x + & - sinx + 12 h}l fx} = cos’x — cosx — 2
e) flx) = etgin -2 . ctgx -3 d) fx) = tgx - tg'x

5. Trygmnmttﬁa 1&g

Wykresy funkeji trygonometrycznych

5.96. Naszkicuj wykres funke]i f(x) = sinx, gdzie x & (-, 2r). Mapisz réwnanie
osi symetrii wykresu, Nastepnie odczyta) argumenty, dla ktdrych:

) £(x)=L o) £(x) =1 9 £(x)=-2

5.97. Maszkicu] wykres funkeji v = sinx, pdzie ¥ {—n, fr}- Na podstawie wykresu
tej funkeji:

.a]l podaj zhidr argumentdw, dia kbdrych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne,

b) zapisz przedzialy monotonicznodel tej funkejl,

c]l ustaw w kalejnosei od najmniejsee] do najwieks2ej liczby: 51n7—;, sing. sinﬂ,

E‘
E ; 5 " .

5.98. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = sinx, gdzie x {0, Eﬂ-}. Na podstawie wy-
kresu tej funkcji podaj znak wyrazenia:

&n . 4x L. . 5=
al sin— -sin— b] Sirm =5 m—
} & 3 J 4 &
. bm bon - . Bn
— e d — [ —
c) sin skl ) sm[:m) inZ
e) sinl-sin3 f] sin3+sin5.

5.99. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = cosx, gdzie x & l:--ln, Iil'lf]l'. Mapisz réwnanie
o3l symetrll wykresu funkeji £, Nastepnie odczytaj z wykresu argumenty, dia ktdrych:

) 1= )7 = 1 9 ()2,

5.100. Maszkicuj wykres funlrcjif{x] = cosx, gdzie x € I:—n. n}-
a] Podaj zbidr argumentdw, dia ktérych funkcja f przyjmuje wartodci dodatnie.
h} Zapisz przedziaty monotonicznosci funkeji f.

SR . T e " it e
¢} Ustaw w kolejnoici od najmniejszej do najwigkszej liczby: cos cos -, Cos—

[ E-TI:J Tt
cos| —— |, cos—, cos{—m)
3 2
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5.101. Maszkicu] wykres funkeji f(x) = cosx, gdzie x e {-=, x}. Na podstawie wy-
kresu tej funkcji podaj znak wyratenia:

Im [ = n s
a) cos=—.cos| == b) cos =+ cos—
3 |6 3 4
21 5 4
c:l cus{—i:J+ r:us[—-—-;J d] Eus?nums-—;

e] cosl 4+ cos3 f:l cos2 —cosd.

5.102. We wspdinym uktadzie wspdirzednych naschkicu) wykresy funkeji f[x] = 5inKx
araz g[x]- = cosx, pdzie x & {—In, In}- Ma podstawie tych wykresow:

a} wyznacz argumenty, dla ktdrych obie funkcje przyjmujg te sama wartost,
b} paréwnaj liczby (sin109° | cos 109°) oraz (5in271° i cos271°),
:;} wyznacz wartosci funkcii f{x} = sinx dla tych argumentdw, dla ktdrych funk-

cja g (x) = cosx przyjmuje wartosé —%.

£.103. W prostokatnym ukladzie wspdirzednych naszkicuj wykres funkcji
flx) = tgx, gdzie x E(—n. —E]L{ —E, EJU[E "=>- Na podstawie wykresu:
a) okresl znak iloczynu tg[—lli“}-tgﬁ-E”-tEllﬂ*‘,

h} wyznatz argumenty, dia ktorych funkcja f przyjmuje wartos€ 1,

:} podaj zbidr argumentow, dla ktdrych funkcja f przyjmuje wartodici mniejsze
od -1,

5.104. Maszkicuj wykres funkeji f(x) = ctgx, gdzie x < (u-;f ; u]ufu_ n}u[a, E'THD

MNa podstawie tego wykresu:
a] uporzgdkuj malejgco liczby: Etg{—E-‘l"}, ctg265°, ctgd®, ctgl7a”,
h} podaj argumenty, dla ktérych funkcja f prayjmuje wartosé —vﬁ ;

1:] wyznacz zhidr argumentdw, dla ktdrych funkcia f przyimuje wartosch wieksze
od 1.

5.105. We wspdinym uktadzie wspdirzednych naszkicu] wykresy funkeji f(x) = tgx
araz g(x) = ctgx, gdzie x € (-, 7). Nastepnie:

a} wypisz argumenty, dla ktdrych obie funkcje preyvimuja te samg wartosd

b] podaj zhidr argumentdw, dia ktdrych wartedel funkeji g sq wieksze od wartodci
funkeji f.

= Trygﬂmmtﬁn

5.106. Maszkicuj wykres funkcli v = tgx w przedziale [—% g] Mastepnie sko-

rzystaj z okresowosci funkeji ,,fl,'_;r} = tgx | wyznacz wszystkie liczby raeczywiste &,

dla ktdrych:
a} funkcia f przyjmuje wartost J3,

J3

h-} funkcja f przyjmuje wartosd g

c]l funkcia f przyjmuje wartosci ujemne.

5.107. Maszkicuj wykres funkeji y = ctgx w przedziale (0, n). Mastepnie skorzystaj
1 okresowosc funkcji_f{x} = ctgx, gdzie x = kx, kK & £ | wyInacz wszystkie liczby
rreczywiste x, dia ktdrych:

a) funkeja f(x) = ctgx prayimuje wartosé -3,

b} funkcia f przyjmuje wartodci dodatnie,

3

c} funkcja f(x)=ctgx przyjmuje wartosci mniejsze od -

5.108. Maszkicuj wykres funkeji y = sinx w przedziale {—ﬂ, n}. Mastepnie sko-
rzystaj z okresowoici funkeji f(x) = sinx i wyznacz w zbiorze liczb rzeczywistych:

a) argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartos€ 1,
2
b argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosc u—i-_—-,

¢) miejsca zerowe funkeji f,
d} przedzialy, w ktérych funkcia f przyimuje wartosci dodatnie.

5.109. Naszkicuj wykres funkcji y = cosx w przedziale (0, 2r). Nastepnie sko-
rzystaj z okresowodcl funkeji fx) = cosx | wyznacz w zbiorze liczb rzeczywistych:

a]n argumenty, dla ktérych funkeja f prayjmuje wartodé -1,
b) argumenty, dla ktdrych funkeja f przyjmuje wartosé %

) miejsca zerowe funkeji,
d) przedziaty, w ktérych funkeja f prayjmuje wartodci niedodatnie.

5.110. MNaszkicuj wykres funkcjl:

a:ij.-'=5inx+2 h]pf:tg.l:—il

1
¢ y=-2-sinx d) y= ; cosx

e) r=ta{x—§) f) F=—cts[r+~E]

171
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5.111. Maszkicuj wykres funkcji:

a) y = sinlx| b) y = |cosx|
)y ms[ ;}I d) y=ctgle+1
e) y:tgx-% f) v = ~|sinx] -

5.112. Maszkicuj wykres funkcii:
a) r:-—-ms%x, gdzle x e (27, 2n)

b) y=sin{-2x), gdzie x « (0, Eﬂ::l

¢) y=ctg2x,gdziexe(-n, n]-{--;l, .',;,}

d) y=-tg -:—.E_ gdzie x e(-x, x)

5.113. Podaj wrdr funkeji g, ktdrej wykres otrzymasz przesuwajgc rownolegle
wykres funkcji:

a) f(x)=sin2x o wektor E:[E,D]
b) fix)=cos3x o wektor Us[%,u]

c) fix)= tg‘—_;—r owektor U = [-L:, [I]

5.114. Darne s funkeje fig. Podaj, o jaki wektor wadtuz osi OX nalety przesungé
wkres funkeji f, aby otrzymacd wykres funkeji g.

a) flx) = sin 3x g{x}:iin[ix.,.?]

5. Trygonarmetria 175

Test sprawdzajgcy do rozdziatu s.

1. Kat « znajduje sie w ukladzie wspdirzednyeh w poloieniu standardawym.
Punkt P(-5, 12) nalezy do drugiego ramienia tego kata. Zatem:
12

5
C. g s —— D clgr=——
tg 12 B

5
A, COSG =—— 5

. 12
B, e
sir 13

2. Punkt P nalezy do drugiego ramienia kata o w pofoieniu standardowym i jest
punktem prieciecia sie prostej k: x = -3 z prostg I: y = —dx. Zatem:

3 4 =4,
A. o B trax=—— C.tga=—4 D. tgae=—
tgo =~ Bom= Ba= 5

3. O kacie plaskim o wiadomo, fe tga < 01 sina < 0. Zatem:
A.oae (0°90°)  Boae(90°180°) C.ae (1807 270°) D. (270 360°)

4
4. ledli ae(90°,180°) | cos’ =g e

& 5
A, tpo-sineg =§ B. tgo -sing =§ C. tgu:-sim:=--§ D bger-sing =_E

5. Warto$ wyrazenia sin® (90° + 44°) - cos’44° jest réwna:

1
A0 B, —2cos’ 44 C.=-1 D e
6. Wyraienie cos(180° - a - sin(90° - a) + 1 jest réwne:
A. sin-cose+1 B, 2 C.coster + 1 D. sine
7. Wyrazenie tg135° - cos 1207 jest rdwne:
1 NE N
Al B. = L. = b —
i 2 2
8. ledli @ = 150, to:
2443
A. +3-cosa+sina =0 B. (sina —cosa )’ = ;r

2-sine +1 =2~;"§
2-cosa 3

o cuszn:r—s.in*a::=% D.
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9. ledli @, 8, vsa katami tréjkata oraz a = 15°, f = 30°, to:
A, cusr:—ﬁ-ﬁin,ﬂ B. cosy =sin{a+ #)
€. cosy =—0,5-ctg(a + ) D. J/3-cosy =-tg2

10. Jesli @ = (180° 270°) itga = 5, to:

A, sing = j% B. sing =:,_§E C. sing = ;;-E' D. sing = J%E'

Zadania powtérzeniowe do rozdziafu 5.
11. Ma drugim ramieniu kata o znajdujacego sie w potoieniu standardowym lefy

punkt P[—?%, d], Oblicy wartodcl funkejl trygonometrycznych kata o.

12. Korzystajac z definicji funkcji trygonometryczaych kata, znajdujacego sie
w ukladzie wspotrzednych w potoeniu standardowym, wyznacz wartodel funkeji
trygonametrycznych kata rdwnego 300°,

13. skonstruu) w ukladzie wspdtrzednych kat a, wiedzge, te;

a cosa = _.,;l i o e (1807, 270°) b} sine 1:%

14, skonstruuj w ukiadzie wspdfrzedmych kat a, wiedzge, fo:
ajtger=15icosa < 0 b} ctger = -3

15. Pordwnaj liczby: @ = sin135° araz b = sin®150° + sin30° - cos®120°

16. Wyznacz miare kgta o, & & {ﬂ"“. 360°), wiedzgc, e

V3 1++/3
o MEy TH i
a) sine S 118 <0 b) tga e | sine >0

17. Kat o jest katem ostrym oraz tga + ctga = 2,5, Oblicz:
a) gl +og'e b) tg'a +ctg'e.

18. Kat o jest katem rozwartym araz sing +cosa = g Oblicz:

a) sina - cosa b) sin‘a + cos'a.

£ Trydonontria 175

19. Oblicz wartode wyratenia:
a) tg15° tg75%-1g135° b} tg120° tg130°- 1g140°
D 20. Wykai, ze:

a) (sin15° + cos165°)" + 2 -sin75° - cos 75° = 1

b} (sin130° + cos50°)" - 2 sin40° - cos40® = 1

3{sine —8-cosa )
4.cosa —5-5ind

D 21. Wykat, te jedli o jest katem ostrym i =7, to o =457

22, Wykat, te jesli suma cosinusdw wszystkich katdw tréjkata prostokatnego jest

2z
rowWna 3—'? to iloczyn sinusdw tych katdw jest rdwny E

D 23, Wykaz, te jedli o =349 ip=(,g210°), toa-b = 1.

D 24, Wykaz, te dana rdwnodc jest toisamoscig trygonometryczng. Podaj kenieczne
zaloZenia,

a) (1+sina }{ﬁ _ﬁlﬂ] = COSax
b) {1—=ns-:r}-[5im+mia]=sinfz

D 25. Wykaz, e jedh o jest katem ostrym | 2cos e+ Ssin‘a = 4, to [ tga +clga ]! =d,5.
D 26. Wykat, #e jesli @ & (90°, 180°), to (2[cosa|+1)(2cosa +1)+3=4sin’ a.
27. Oblicz wartos¢ wyrazenia: sin{-1320°). tg840° + cos( ~2100°).

28. Zapisz miare kata skierowanego a w radianach, jesli:
a) a = 765° b) & = -306°

29, Wyznacz pozostate wartodei funkeji trygonometrycznych kata a, jesli;

3) cosa =—%. :xf[n. 3—;] b) tge =17, ﬂE[grn]
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. dm In T 10
SDI- ﬂhl —_ S — e | Lt
b 5"'[ 4) E[ EJ'“‘

31. wykas, e dia dowolnego kata ostrego o wartodd wyrazenia

[sinfﬂﬂ'”+u} +1— J1-cos'a

1-sime 'J'll - sin‘

]-s'rn{ 90—z ) jest stata.

32. Wyznacz okres podstawowy funkeji;

¥ T
=2-sin— b y=tg| 3x+—
al ¥ snl ) ¥ g[ x+d:|

33. Zbadaj parzystosc funkgji f(x) = - sin
a) Naszkicu] wykres funkgji f.

x|, gdzie x & {—Eﬂ, ln}.

b} Odezytaj z wykresu argumenty, dia ktérych funkeja F preyimuje wartose 3?

¢} Podaj dziedzing funkgji g (x) = f(2x) i naszkicu] jej wykres.

d]- Odczytaj z wykresu funkcjl g argumenty, dia ktdrych ta funkcja preyimuje war-
todci dodatnie,

34. Maszkicuj wykres funkeji y:l-cas[r—’—;], gdzie x & |::—n;, 2:}.

a} Odexrytaj z wykresu zhidr argumentdw, dla ktdrych ta funkeja przyjmuje wartosc
ujemne.

b) Zapisz wszystkie argumenty, dla ktarych funkcia fx)= 2-4:1:5.[1:— %] okredlona

w rhiorze R przyimuje wartosc 1,
c) Naszkicuj wykres funkejl g{x)=|f(x)| | podaj jej okres podstawowy.

35. Maszkicuj wykres funkeji f{x]= tg%, gdzie x & (-m, m).

aj Odeczytaj z wykresu argumenty, dla ktdrych funkeja f przyjmuje wartodci nie
mnigjsze nii 1.

b} Wykres funkeji f przesuf réwnolegle o wektor u ={ —E. ﬂ]. Podaj wadr funkcji,

ktarej wykras otrzymasz.

6 « Geometria analityczna

Odcinek w uktadzie wspétrzednych

6.1, Oblicz diugodé odeinka AB, jesli:
a) A(3,7), 8(-8,7)
c) A(1,9), B(-7, -6)

¢) A(+5+2,4/5) 8(1, -1)

b) A(-5,-2), 8(-5,7)
d) A(10, &), 8(, 0)

f) A(EI--;, as]; 3[%.—3].

6.2. Wyznact wspdlrzedne srodka odcinka AB, jesli:
a) Alo, 4), 8(-2,0) b) A(-3, 1), 8(3, 5)
c) Al4,-1), 8(-10, 9) d) a(v2.-3). 8(+2,7).

6.3. Dane sa dwa wierzchotki rdwnolegloboku ABCD | punkt P przecigeia sig
przekatnych. Oblicz wspdtrzedne pozostatych wierzcholkdw réwnolegloboku, jesh:
a) (-3, 5, B(-2, -1), P(3, 1) b) B(4, -2), c(2. 7). P(-1, 2).

Marysuj rdwnoleglobok ABCD w ukladzie wspdtrzednych.

6.4. Dane s3 trzy wierzchotki réwnolegloboku ABCD. Oblicz wspdlrzgdne czwar-
tego wierzcholka oraz wspdirzedne punktu P przeciecia przekgtnych, jesli:

a) A4, 1), B(2, 8), c(-8. 3) b) Al-5 -2), B(3, 1), 0(-2, 5).

Marysu] rdwnolegiobok ABCD w ukiadzie wspotrzgdnych.

B.5. Oblicz diugodei przekgtnych réwnolegioboku ABCD, jesli:
a) A(s, 1), 8(8,-3), c(3,9) b) A(-4, -s), 8(s, -3), (-3, 3).

6.6. Oblicz diugodci bokéw rdwnolegtoboku ABCD, jedli dane 53 dwa jego wierz-
chotki i punkt P przeciecia si¢ przekatnych,
a) Al4,-6), 8(9, -6}, P(7. -2) b) A(-3,-8), P(2.-1), O(-1, 3)

177
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6.7. Dany jest trojkat ABC, gdzie: A(~4, -1), B[4, 5), C(2, 9). Oblicz diugosc
srodkowej:

a) AD b} BE t) CF.

6.8. Wyznacz wipdirzedne punktdw podziatu adeinka A8:
a) na cztery odeinki rownej diugodei, jesti A(-5, -7), 8(3, 5),
b) na trzy odcinki réwnej diugodci, jedli A(2, -3), 8(-10, 3),
¢) na szesc odcinkow rdwnej diugodci, jedli A(-1, 3), 8(5, 15).

6.9. Oblicz wspéirzedne punktu § preecigcia drodkowyeh w trdjkacie ABC, jedli:
a) alo, ), 8(9, 0), c{o, &)

b) A(-4, 0), 8{-2, -5), c{o, 2)

c) A(-2,7), 8(1, 2), c(4,0)

d) A(-4,-6), B(2, -11), (5, 5).

6.10. W trdjkacie ABC dane sq wierzchotki: A{-5, -2), 8(7, 4), C(1, 7). Na bokach
AB, BC | AC tego tréjkata zaznaciono odpowiednio punkty D, E, F w taki sposdhb,
ie |AD| : |D8] = |BE| : [EC] = |CF| : |[FA| = 1: 2. Oblicz wspétrzgdne tych punktdw.

P 6.11. Wykai, te tréjkat o wierzchotkach A(0,2), B(6, -2), C(7, 6) jest réwnoramienny.
D 6.12. Wykat, te trajkgt o wierzchotkach A(-2,-3), B(4, 1), €(2, 4) jest prostokatny.

D 6.13. Dane s3 punkty: A(-2, 0), 8(3, 1), c(4, 6), D(-1, 5). Wykai, te czworokat
ABCD jest rombem.

D 6.14. Korzystajac z whasnosci wektordw wykai, 2e jesli A(0, 1), 8(6, 1), C(3. 5),
D(-3, 3), to czworokat ABCD jest rownolegiobokiem.

D 6.15. Korzystajge z whasnodci wektordw wykat, ze jesli A(-3, 4), 8{s, 1), c(s, 4),

0(3, 5), to czworokat ABCD jest trapezem.

Réwnanie kierunkowe prostej

6.16. Wyznacz wspdtczynnik kierunkowy prostej przechodzace] przez punkty 4 i B.
a) A(2,-3), 8(6,7) b) A(-4,1),8(2,7)

a3 ol
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6.17. Prosta k przechodzi przez punkt 4, a jej wspotczynnik kierunkowy jest rdwny a.
Wyznacz rdwnanie kierunkowe prostej k.

a) o=-3 A[5. 6) b) a=2 A(-10,12)

J a=3 A(1,-9) d) a=_§ A(24, -36)

6.18. Napisz réwnanie kierunkowe prostej, przechodzgcej przez punkty A i B.
a) A[-10, s8), 8(2, 22) b) A(-8,-95), B(4, 25)
¢) a(-10,7), B(s,-3) d a(-6,-2), B(24,4)

6.19. Dane jest réwnanie proste] k. Podaj miare kata nachylenia tej prostej do osi OX.

a) iy =x-1 b) ki p=+3x+42 ) k: p=1-+3x
d) kiy=-x+2 e) k-‘]-"=—~"ll—f-:¢+% f k: ='3_2:r§#

6.20. Dane <3 punkty A 1 B. Podaj, z doktadnodcia do jednego stopnia, miarg kata
nachylenia prostej AB do osi OX,

a) A(-4,2), B(1,8)
¢) a(12, -3), 8(s, 15)

k) Als, 6), B(3, -4
d) A(2,-3), (-1, -19)

6.21. Wyznacz réwnanie klerunkows| prostej k, przechodzjcej przez punkt P i na-
chylonej do osi OX pod katern c.
a) (0, 0), & = 135°
¢) P4, 0), @=120°

e) P(-243,5) a=60°

b) Plo, 6), & = 30°
d) P(3,—4), o= a5°

f) P{v6,\B), &= 150°

6.22. Dany jest tréjkat o wierzchotkach: (-4, 2), 8(4, -5) i €(8, 1). Wyznacz:
a]l réwnania kierunkowe prostych, zawierajgcych srodkowe AD, BE i CF,
b) wspétrzedne punktu przecigcia tych prostych,

6.23. Wyznacz liczbe o wiedzge, ie prosta m jest rownolegla do prostej k.
a) k:y=(2a-3x+4, miy=—4x+7

b) k:y=3x+a, m:iy=4+[4+ox

¢) k:y =(1-a)x, m:y=(20-5x-9

d) k:y =8 m:y=[a-10x +7
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6.24. Dana jest prostam: y = —2x - 1.

a] MNapisz rdwnanie prostej k, rdwnaolegiej do prostej m i przechodzace] przez punkt
(-1, 8).

b"l Maszkicuj obydwie proste w ukiadzie wspdtrzednych.

c]l Sprawdi algebraicznie, te proste k i m nie majg punktdw wspdlnych,

6.25. Napisz réwnanie kierunkowe prostej m, rdwnoleglej do prostej k i przecho-
drgce) priez punkt 4.

a) kiy =2, A(3,-5) b) k: ,;:%:, A(-8, 3)

e) k:y =-2x+5 A[-05;4) d) k:y=0125¢-1, A(16, 20)
6.26. Wyznact o wiedzac, te prosta k jest prostopadia do prostej m.

a) k:y =3x +6, My =ax -8

b) k:y =(-0250 +3)x +2, miy=dx-8

¢) kiy=5+(4-2a)x, m:y=—§x+11

d) k: y=—x+3a45, m: y=[2a—u‘§]|.l.’—1‘3ﬂ

6.27. Dane jest rdwnanie prostej m: y = 2x - 2.

a] Napisz rdwnanie prostej k, ktdra jest prostopadla do proste] m i przechodzi
przez punkt (0, 3).

h] Oblicz wspdlrzedne punktu wspdinego tych prostych,

r.]l Maszkicuj proste k i m w ukiadzie wspétrzednych; nastepnie zaznacz ich wspdiny
punkt.

6.28. Mapisz rdwnanie kierunkowe proste] m, prostopadiej do prostej k i prze-
chodzgcej przez punkt A.

a'_I ' r=—§x, .ﬂ.{—d, 1}
h] Ery=-x4+8 A{Iﬁ,—ﬁ}

I:] ky =dx=1, A{E, 9}
d) k:y =0,75¢ + 3, Al6, —4)

&. Gesmetrin analifyeina

6.29. Dany jest tréjkat o wierzchotkach A(-4, <2), B(4, -1), (-2, 2).
a) Napisz réwnania kierunkowe prostych AB, BC, AC.
h] Cay tréjkat ABC jest prostokatny? Odpowiedd uzasadnij,

6.30. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koricach A, B.
a) A(-4,-1), 8{4, -3) b) A(-4,-3), 8(z,3)
c) A(0.3), 8(4,-5) d) A1-3). 8(n1)

D 6.31. Wykai, 7e prosta k: y = —3x + 5 jest symetralng edcinka ¢ koncach
A(-1,-2) 1 8(5, 0).

D 6.32. Dane 53 punkty A(-5, -4), B(1, -1), €[-3, 2). Wykaz, te wysokosé trojkata
ABC, poprowadzona z wierzcholka C, zawlera sig w prostej k: y = -2x - 4.

D 6.33. Dane 53 punkty: A(-1, 2), B(-6, -1), €(5. 1), (10, 4). Korzystajac z wiasno-
écl prostych, opisanych rdwnaniami kierunkowym, wykai, ie czworokat ABCD jest
réwnolegiobokiem,

D 6.34. Dane s3 punkty: A(-1, -3}, B(5, 0), ¢(3, 4), D(-3, 1). Korzystajac 2 whasnodci
prostych, opisanych rdwnaniami kierunkowymi wykai, ie czworokat ABCD jest
prostokatem.

D 6.35. Dane s3 punkty: A{—4, 1), 8(0, -2), C(3, 2), D(-1, 5). Korzystajac 2 wiasnocl
prostych, apisanych rdwnaniami kierunkowymi wykai, de czworokat ABCD jest
kwadratem.

6.36. W trdjkacie ABC dany jest wierzchotek A(~6, ~2), frodek E{0, —1) boku
AB oraz wektor BC = [—E, 4] . Wyznacz rdwnania kierunkowe prostych, w ktarych
zawierafa sie boki trajkata ABC,

6.37. W trdjkacie ABC punkt K(-5, lf jest érodkiem boku AC, za punkt L — frod-

kiem boku BC. Wiedzac, ze AK = [1, 6] oraz KT = [8, 4], wyznacz réwnania kierun-

kowe prostych, w ktérych zawierajg sie boki trajkata ABC,

6.38. Wyznacz wszystkie wartodci parametru p, p € R, dla ktérych prosta k jest
réwnaolegla do prostej m.

a) kiy =4 +p-x-8, moy =3x+2
h]k:p=x+ﬁpJ m:y=|p=-5.x-3p
1:] k;p:'ﬂ—ll—pl-x, m:y=5
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6.39. Wyznacz wszystkie wartodci parametru p, p £ R, dla ktdrych prosta k jest
prostopadia do prostej m.

a} Erp==02x=1,
I:l] E:y=x+8Bp,

E} E:y=3+p=-4x,

miy =|p=3|.x+3
m:j.r=5—|4—;:.||ax

m: e %|p +8x-p*

Réwnanie ogédlne prostej

6.40. Dane jest réwnanie proste] k. Przedstaw to rdwnanie w postaci ogélnej,

X 12-x =X + 5 -1 x+2
3] == b = b—_—=
3 3 ) v=—3 ) pesgmans

B.41. Punkty A | B naletq do prostej k. Wyznacz réwnanie ogdlne prostej k.
a) Al0, 8), B(2 4) b] A3, -4), 8(11, -4)
¢) A(-3,2), B(a,9) d) a(-2.6), 8(v2,-342)

6.42. Do prostej naleig punkty P 1 Q. Korzystajae z réwnania prostej przechodza-
cej przez dwa dane punkty, wyznact rdwnanie ogdline tej prostej.

a} Ao, -4), a(3, 1) b) F{\EJ*a], a(+5.3)
J p(2,2), af-1,0) al-1,-7)

6.43. Dane jest réwnanie ogélne prostej. Podaj miare kata, jaki tworzy ta prosta
2 osig OX,

d) A3, 1),

E} \IE.:+].-'+1=EI
f) 3y-3=0

b] ﬁk-y+5ﬂ=ﬂ
e) x-+3=0

a3 x+y-7=0
d) VEx-3y+15=0

6.44. Dane sq réwnania ogdlne prostych k i m. Czy proste k i m s3 rdwnoleghe?
Cdpowiedi uzasadnij.

a) k:2x -3y +6=0, m: —x+1%r—2=l}

h}ﬁ;‘:ﬂh‘-ﬂrnﬂ. M2y +5=0
c) k:x+21y-3=0, m:x-3y—-1=0
d) k:2x +7 =0, m:3x-5=0

&, Geowetria analibgezna

6.45. Mapisz réwnanie ogolne prostej m réwnolegte] do prostej:
a} k: 3x—2y ++3 =0 | przechodzgcej przez punkt P{—l, 1}

b) k: 4x + 9y = 01 przecinajacej o OF w punkcie P(0, 5)

c} k: 2x — 11 = 0§ przecinajgoej of OX w punkcie P{—dl El}

d) k: ¥ — 5 = 01 przechodzace] przez punkt P{?,u'rl_r} .

6.46. Dane s3 rdwnania opdlne prostych k i m. Czy proste k i m s3 prostopadie?
Crlpowied: uzasadnij.

a) k:5x+3p-2=0 m:=15x + 25y + 10 =0
b) k:5x+7=0 m:3y-2=0
€) kide—20y +30=0 m:15x =3y -2=0

2 3 1 1
d) k: —=x-—y+1=0 11,5x=-1=-y+2—=0
it meLaxmigyriy

6.47. Mapisz rownanie ogdine proste] m prostopadiej do prostej:
a} k: 5x — y + 3 = 0 i przechodzacej przez punkt P(-1, 2}

b} k: y + 4 = 0 przechodzacej przez punkt P{—ﬁ ,u"i:]

¢} k:10x - 7 = 0| przechodzacej przez punkt P(3, 8)
d) k: -3x + 2y = 01 przecinajacej o5 OY w punkeie (0, -2).

6.48. Oblicz brakujgce wspdlczynniki w rdwnaniu ogdlinym prostej m, wiedzae, e

aj prosta m: Ax — 2y + C = 0 jest rdwnolegta do prostej k: 5x + 14y -1 = D prze-
chodzi przez punkt P(7, 0)

h} prosta m: x + By + C = 0 jest rownolegla do prostej k: -3x + 4y -5 = 0i prze-
chodzi przez punkt P(1, -3

¢} prosta m: 3x + By + C = 0 jest prostopadta do prostej k: -20x + 15y -7 =0
i prrechodzi przez poczatek ukladu wspdirzednych

d) prostam: Ax + y + € = 0 jest prostopadia do proste] k: 2x + 4y - 13 = 01 prze-
1
chodzi przez punkt F(E'T]'

6.49. Wyznacz rownanie ogdlne symetralnej odcinka AB.
a) al-4,5), 85 1) b) afo,7), 8(0,-3)
¢} A(-1,-2), B(3. 2) d) Al-1,8), 8(-5, 8)

1835



184

Muatematyka, Zhar zodad. Klage 2. Zakrés razizerzong

B.50. Wyznac: liczbe o, dia ktdrej proste k- 3ax + 4y — 8 = O araz
m; {a + B]x + 2y -9 = 0 53 rownolegle.

6.51. Wyznacz liczbe @, dla ktérej proste k: —gx + (3-a)y + 6 = 0 oraz
m: {u + I.}x 4 ¥ 4 2 = [ 53 prostopadie.

6.52. Na podstawie danyeh na rysunku ponitej wyznacz wspdlczynniki A, B
W rdwnaniu ogdlnym prostej .

a) b)
e 2T T AY
""-..“ L &
o ®
s «
[ I,
g ~% 5[5

Réwnanie okreggu

6.53. Napisz réwnanie okregu o drodku w punkcie 5 i promieniu r w postaci
kanoniczne].

a) 5(0,0),r=3

d) 5(-3,1), r=+2

b) s{o0,-2), r=+5 ¢) 5(4,0),r =25

) $(~B~E).r =4

e) 5(3,-2), r=%

6.54. Ponizsze rdwnania opisujy okrag o érodku w punkcie § | promieniu r. Podaj
wipdlrzedne punktu 5 i promien tego okregu,

Q) Fep=1 b [1—1}14-}'2:2,25
¢ (L4x)+ 2=y =25 d) (-3 +(-1-y) =81

6.55. Wyzrnac: wepdirzedne drodka i promien okregu opisanego rownaniem;
a]ﬁ.p}-lj—_lx-ﬂ].ﬂ-d.ﬂl} bl ¥ +y +6x+10p+33=0

€ X+ -8x+7=0 d) i -2fay-6=0
E}xi-p}rj-lu'-ﬁ.}!-h{-l:ﬂ fJ X4y tdy=5=0
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6.56. Wyznacz wspdirzedne frodka | promier okregu opisanego rdwnaniem:

a} %’ r}'lnx—l:l,E].r-;n:-IE-D b} .h'r+}f!—-.|'§j-'—5='ﬂ

c) xli}'i+x-§}r~£=ﬂ dl #+yP-3x+y-15=0

1e

6.57. Czy réwnanle x” + " —Bx + 2y + 10 = 0 opisuje okrgg? Odpowied? uzasadnij.

b.58. Dane jest rdwnanie okregu araz punkty A, B, C. Sprawd? algebraicznie, kidre
r tych punktéw naleiy do okregu. Nastgpnie narysuj okrgg w ukladzie wspdirzed-
mych i zaznacz punkty 4, 8, C.

a) (x+4)+(y-3F=25  A(-1,7),8(13).cl-2 6
b) &+ + 8x + 2y + 16 = 0, A(-4, 0), B(-3,-2), (-5, -1)

6.59. Punkt A naleiy do okregu o srodku w punkcie 5. Napisz rownanie tego

okregu,
a) s{o,0), A(3,4) b) s(z 1), al4,2)
d) 5(-2, 1), 4(4,7)

¢) 5(-3, 2), A(3, 10)

6.60. W prostokatnym ukiadzie wspotrzednych zilustruj zbiory:
A=l y)ixeRayeRAx+y +6x—8By +21=10)
B=flxy):xeRayeRax+y +2x+ 2y —14=0],

a nastepnie wyznacz zhiory: A U B A-8, B-A, A B.

6.61. Napisz réwnanie okregu przechodzgcego przez punkty A i B, jesli jego 4ro-
dek naleiy do prostej k.

b) A6, 4), 8(-1, 3), k: y=%;-1%

d) Al7 4).8(-5 -12),k:y=x-5

a) AlS, 10), 8(3, 12), k: y = -2x - 2
¢ ""[1 0), B4, 1), k:y =2x + 4

6.62. Napisz rdwnanie okregu przechodzacego przez punkty A, 8, C, jesii:
a) A(-1, o), 8(7, 0), c(o, 1) b} Af1, 3), 8(5, 1), (4, 4)
e) A(1,5), B(8, -2), ¢(2, 1) d) A(-14, -1), 8(3, 18), ¢(11, 4)

D 6.63. Udowodnij, 2e jedli a2 b, to rdwnanie ' + ' —ax + 2by —(,75¢" + 2ab =0

opisuje okrag. Podaj wspdtrzedne Srodka 3 | promien r okregu,
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Wyznaczanie w ukfadzie wspétrzednych
punktéw wspdlnych prostych, okregéw i parabol

6.64. Rorwiat algebraicznie uktad réwnan | przedstaw jego interpretacje graficang.

] {x—y=1 6) {2:—}r=ﬂ'

y=x =Gx+9 y=-2(x-1) +6
y=-0,5%" —2x+3 :|."=13'1+H

c) , d) 4
=2x 4 pmll Sy dym—d

6.65. Rorwiai algebraicznie uklad rdwnan i przedstaw jego interpretacje graficzna.

al ~r{”‘lr +{y-3) =8 b) {[”—3}1+{F+1}1 =16
X=2=y xey=6

; (x+3) +(y-2) =17 ; {[:_*3]24_{“2}::5
5x+3y=~26 Ax+y=—2

b.bb. Przedstaw interpretacje graficzng danego uktadu rdownan w ukladzie wipol-
rzednych. Mastepnie rozwigz ten uklad algebraicznie.

2 Jx+y=-13 . x4y =Bx=-dy+8=0
I;-':.t'“ +6x+7T k+3y=4

4:] x*+}rz—dx—1}-'+1=l] d} r+xz+8x'-t--1¢
y=2x-5 y=dx+23

B.67. Wyznacz wspdlrzedne punktdw wspdlnych [u iIE'lstniEjE;] prostej k i okregu o.
oxlsyi=9

b) k:y =1, o:{x+5 +yi=1

c] Kix+y=-x=8, u:x1+,-,r"+'Ex+Ip=|]

d}k:x+2f+4=ﬂ, orxl 4y L Bx+ Ay +19=0

Czy prosta k jest sieczng okregu, jest rozfaczna z okregiem, czy jest styczng do tego
okregu?

a} k! y:%x—i,
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6.68. Wyznacz wspéirzedne punktdw wspdlnych (o ile istniejg) prostej k i para-

bali p.
a) k:x +y =0, pry=x -2
b) k:y =x + 3, pry=-2x"+8x-4

g) kix -2y +7=0, p:y:%{x-:—l}z
d:l ki2x-y-11=10, p:y:x*—Exw—E

B.69. Zapisz réwnania dwdch kreywych znajdujacych sie na rysunku poniiej, Ma-
stepnie oblicz wspdirzedne punktdw wspdinych tych kraywych, wiedzge, 2e rysungk
przedstawia;

a} okrgg o srodku § | prostg & h} okrag o Srodku 5 | prosta k

&Y

/
{1, 5) a
;
!/-_1

¢] parabole p i prosty k

.
(L 5} {6, 51
o

1N i

g f

g > |

: 3

P i

S B - - =

B.70. Przedstaw & uktadrie wspdirzednych zhidr wszystkich punktéw, ktérych
wspdirzedne spetniajg rdwnanie:

a) y'-x'=0 bl wi=(x+3)
d} x® + 16y* = Bxy E} 257 = xp

£

=¥

) (x+1)f+(y-2P=0
f] afx+1)7-(p-10=0



1g8 Matematyka. Zkér zadad, Klasa 2, Zakves rozszerson

6.71. Rozwiai algebraicznie ukiad rownari. Nastepnie przedstaw jego interpretacje
graficzng w ukiadzie wspotrzednych,

F i_ i p I _m —
a] {x +y —by+5=0 b) { +y —2x—Bp+9=0

X +y! —bx-By+17=0 Xy +2x=2y-3=0

] by +Bx—dy +16=0 g |¥+yi-10x-ay-7=0
c
¥y +2x+2y-8=0 ¥+ —bx—8y+284=0

6.72. Rozwiai algebraicznie uklad réwnan. Nastepnie przedstaw jego interpretacje
graficzng w ukiadzie wspotrzednych.

) {{IH-}"+EHH+E}I'-9:|:D 0) {;.-?4.},.::5

x:+y?+4x+2].r—5=€l y=05x" -3

) ¥ +(y-2)' =5 P ¥+ +6x—11=0
y==x'+5 ax’ -y =0

9 3y’ # 2ay =9y 9 v+xl+3x=0
F:x’:—dx+d {}f—l}l={2x+3}?

Zastosowanie ukfadéw réwnan do rozwiazywania
zadan z geometrii analitycznej

6.73. Dane sg punkty A(-6, 3) oraz B(0, 5). Na prostej k: x - 2y + 4 = 0 wyznacz
wipsirzedne punktu C, kKtéry jest rdwnoodlegly od punktow A i B.

6.74. Dane s punkty: A(0, 2), 8(2, 4), C(6,2). Wyznacz:

aj réwnania symetralnych odcinkdw AB | 8C,

h} wipdirzedne punktu przeciecia sig tych symetralnych,

l:} odleglosé punktu przeciecia sie tych symetralnych od punktow 4, 8, C.

6.75. Boki trdjkata zawierajg siew prostych: k: x -3y + S =0, hx + 2y + 5 =10,
max+y-5=0

D a} Wkat, fe trajkat jest prostokatny.
J:r} Wyznact wispdirzedne wierzcholkdw tego trajkata.

&, Geemedria analityczna

6.76. Dane sq punkty A(-4, -2), B(3, -1), ¢(2, 4), D(-3, 3). Oblicz wspétrzgdne
punktu przeciecia sie przekatnych tego caworokata.

6.77. Prosta k: y = —3x + 8 przecina okrag o Srodku w punkeie (1, 0) | promieniu 5
w punktach A | 8, Oblicz:

al wspotrzedne punktow A i 8 b} diugosé cieciwy AB.

6.78. Prosta k: x — y + 1 = 0 przecina parabole p: y = -0,5%° + 5 w punktach
A i B. Mapisz rdwnanie okregu, ktdrego srednicq jest odcinek AB.

6.79. PunktyA(-4,0), B(4, 4), C(-5. 7) s wierzchotkami trajkata. Odcinek CD jest
wysokoicig tego trojkata. Oblicz:
a) wspéirzedne punktu D b} diugost wysokosci CD.

6.80. Punkty A(-4, 3), (2, 0}, (2, 5) sq wierzcholkami tréjkata. Wyznacz:

a) réwnania prostych, zawierajacych wysokosci poprowadzone z wierzcholkdw
AlC

b} punkt przecigcia sig wysokodei trdjkata (ortecentrum).

6.81. Danyjestokrggo:x’ + ' + 2x—By +1=10.
D a) Wykat, ie prosta k: y = & = 0 jest styczna do okrggu. Oblicz wspdlrzgdne punktu
stycInosci,

b} Wyznacz na stycznej punkty, ktdrych odlegiodé od srodka okregu jest rdwna 5.
Oblicz edlegtosé tych punktéw od punktu stycznodci.

6.82. Dana jest parabolap: y = x° -3,
a) Wyznacz wspotrzedne punktdw A § 8, bedgeych punktami przecigia sig paraboll
piprostakix—y +3=0
I:] Wyznacz wspétrzedne punktdw € i D, bedgeych punktami przeciecia sig parabaoli
p zprostg m: ¥ + 2x = 0.
i) c}l Wkaz, e odeinki AB | CD przecinaja sie w srodku odeinka CD.

6.83. Dany jest okrag o: x° + y* — 6y = 0 oraz punkt A{0, 6).
D a) Wykat, fe punkt A nalety do okregu o.
b} Wyznacz réwnanie proste] k, nachylonej do osi OX pod katem 60° i przechodza-
cej przez punkt A.
¢} Oblicz wspéirzedne punktu B, bedacego drugim punktem przecigeia prostej k
z danym okregiem.
d) Wyznacz na okregu punkt C tak, aby tréjkat ABC by! rdwnoboczny.
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6.84. Punkty A, 8, C nalezg do parabali p: ¢ =%{x— 4}2 i 53 wierzchotkami troj-

kata rownoramiennego. Wiedzgc, e punkt C jest wierzchotkiem paraboli oraz
|-=I .I.i:'ﬂl = 120°, wyznacz wipdlirzedne punktdw 4, 8, C.

6.85. Punkty A(1, -1), 8(3, 5) i C(-7. 11) sg wierzchotkami tréjkata. Wyznacz
wipdirzedne srodka okregu opisanego na tym trojkacie.

B.8B6. Oblicz odleglodt frodka okregu opisanego na trdjkacie o wierzchotkach
A(1, 7). 8(-5, 1), €(7, -5}, od érodka cietkodci tego trajkata.

6.87. Dany jest punkt C(0,5) oraz prosta k: x - 4y + & = 0. Wyznacz na prostej k
punkty A i B tak, aby E.#ICI = |Bd = 4.2 .

6.8B8. Dane jest réwnanie sumy dwdch prostych: x° = 99% = 0, w ktérych zawierajg
sie przekatne prostokata. Wyznacz wspdtrzedne wierzchotkdw tego prostokata
wiedzac, e diugost przekatnych jest rowna 10.

6.89. Dane s3 punkty A(-2, ~1), 8(4, 1). Wyznacz na prostej k: 3x — 2y = 0 punkt C
taki, te |< ACH| = 90°.

6.90. Dane sg dwa wierzcholki trojkata ABC: A(-4, 1), B{4, -1). Wysokoét AD
trajkata ABC zawiera sie w prostej kz x =2y 4+ 2 =10,

a} Wyznacz wspdlirzedne punktu D.
b} Wiedzac dodatkowo, ze [AB = |Ad], oblicz wspdirzedne punktu €.

6.91. Jedna z przekatnych kwadratu ABCD zawiera sie w prostej k: 2x — y = 0.
Wiedzge, ie Al:l, —3}, wyinacz wipotrzedne wierzcholkdw 8, C, D,

Test sprawdzajacy do rozdziatu &.

1. Dane sq trzy kolejne wierzcholki réwnolegloboku ABCD: A(2, -2), B(a, 2),
C(-2, 3). Wowezas wierzchotek D ma wspéirzedne:

A. (0, 7) B. (-4, -1) C. (8, -3) D. (-5, 0)

&. Géamttra anﬂl’r'tgt:nd _'L?:L

2. Prosty k na rysunku ponizej moina opisad rdwnaniem kierunkowym
¥ =-ax + b, Wdowczas:

B.o=-2 B.a=-15 Caoa==1 Da=1

¥
5
-4
£
i
1

3. Do proste] k naleig punkty: (-1, 2), oraz (-1, -4). Zatem prostg k opisuje
rawnanie:

Ay =2x=4 B.y+1=0 C.x+1=0 D.=x+2y=-4=0
4, Wskat rdwnanie prostej, réwnolegtej do prostej k: 2x =y + 4 = 0.

A, =dx + 2y = 0 B.2x+y—-4=0 CIx+4=0 D.x +2¢+4=0

5. Wskat rdwnanle prostej, prostopadie] do prostej kz y = 4x - 1.
Ay=4x+1 B.y==dx=1 C.y=025¢+1 D y=-02x-1

B. Réwnanie y* = 4 — (x — 3)° opisuje:

A, okrag o $rodku w punkcie (-3, 0) i promieniu 4

8. okrag o érodku w punkcie (3, 0} i promieniu 2

C. parabole, ktdre] wierzcholkiem jest punkt (3, 4)
D. sume dwdch prostych: y =—x + Soraz y = x = 1

7. Proste k; -2x + p — 3 = D oraz m: 3x = y + 2 = 0 priecinajy sig w punkcie
o wipdirzednych:
A (1,5) B. (-2 3)

C. (5, 13) D. (-1, 1)

B. Kat nachylenia prostej k: NETR 3y — 1 =0 do osi OX jest rowmy:
A, 307 B. 60~ . 1200 0. 150°

9. Wska: rdwnanie ogélne proste], ktdrej nie moina opisal rownaniem
kierunkowym.

Ay+5=0 Bx=+Z +1=0 C.2x+3y=0 D.2y-+§+2=0
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10. Dane 53 punkty A(-3, 4), 8(6, 7). Punkt P nalety do odtinka AB oraz
|AF - |PB| = 1: 2. Zatem:

A.P(3,8) B. P{l%.ﬁ%] c. P(o. 5) D. P{—mg]

11. Wskai réwnanie prostej, prostopadtej do prostej k: x = 2y + 4 = 0 i przecho-
dzqce| przez punkt (0, 3).

Adx+2y=-6=0 B.lx+y+3=0
Cx+2y=3=0 D05 +y-3=0

12. Dane jest réwnanie okregu: x* + y* + 10x - 6y - 2 = 0. Promien tego okregu
jBst rdwny;

A2 B2 C. 6 D, 442

13. Odleglos¢ punktu (-2, 1) od srodka okrggu o: (x = 27 + (y + 2)° = 9 jest
rdwina:

A. 17 B 3 .25 .5
2 1 =-1
14. Uklad rownan e r
Nap= w.IE
A, ma jedno rozwigzanie B. ma dwa rozwigzania
C. nie ma rozwigzar D. ma nieskoriczenie wiele rozwigzan

15. Prosta k: v = 2x + 1 preecina parabale p: v = {x = 11l|!w punktach A i 8. Srodek
odcinka A8 ma wspdirzedne:
A. (0. 5) B.(2,5) €. (1,3) D. (1.5)

Zadania pnwt&rzem’nwe do rozdziatu é&.

16. Punkt 5(2, 1) jest érodkiem cigikodci trojkgta ABC, a punkt D[1, 3] jest irod-
kiem odcinka A8, Oblicz wipdirzedne punkiu C,

D 17. Dane sq punkty: A(-3, -1), 8(1, 4), €(-1,7), D(-5, 2). Wykaz, ze czworokat

ABCD jest réwnoleplobokiem,

D 18. Dane 53 punkty: A(-6, 1), 8(3, -2), C(4, 1), (-5, 4). Wykat, te czworokat

ABCD jest prostokgtem.

&, Geovaetrin analifyeznag

D 19. Dane s3 punkty: A(-6, 1), B(-1, 2), C(-4, 4). Wykai, e tréjkat ABC jest tréj-
kgtem prostokatnym rdwnoramiennym.

20. Wyznacz réwnanie:

a} proste], rownoleghej do prostej k: 2x — 3y + 1 = 01 przechodzgcej proez punkt
P(-17, 2),

b} prostej, prostopadie] do prostej k: —x + 5y = 7 = 0 i preechodzgcej przez punkt
P[—S, 11).

21. Wyznacz réwnanie prostel, nachylene| do osi 0X ped katem a i prrechodzace
przez punkt P, jesli:

a) a=30° P[\E.—].] bj o= 1200 F[—JEJE} c]l COs & = —%, Pla, -1)

22. Wyznacz rownanle ogdine proste], do ktdrej naletg punkty:
a) A(s, -8), B(-2, 8) b) A(-3,9), 8(-3, 12)

23. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka A8, jedli A(-2, 0), 8(7, 3).

24. Dane s proste k: ax + 2y — 4 = 0 oraz m: & + ay — 12 = 0. Wyznacz liczbe
a, dla ktdrej te proste:

a) =3 réwnolegle b} s prostopadte.
Sprawdi, czy dla wyznaczone] liczby o istnieje postad kierunkowa réwnania prostej k
i réwnania prostej m.

25. Doprowadi réwnanie okregu o: x* + 3 + 3x = Sy = 0,5 = D do postaci kano-
nicznej, Podaj wspdrzedne Srodka i promien tego okregu.

D 26. Dane sg punkty; A4, -5), 8(2, -5), C[-2, -1). Wykaz, ie srodek okregu opisa-
nego na trojkqcie ABC ma wipdirzedne (-1, —4), a jego promies jest réwny +/10.

27. Dane s punkty A(-4, 0), B(2, -2) oraz prosta k: x + y — 6 = 0. Wyznacz na
prostej k punkt C tak, aby |[AC]| = |BC].

28. Dany jest punkt C(—4, 4) oraz prosta k: x = Sy + 11 = 0. Wyznacz na prostej k
punkty A i 8 spetniajace warunek: |Ac| = |8 = J13.

29. Dane s3 punkty: A(-2, 6}, B(-4, 0). Wyznacz na osi OY punkt ¢ taki,
te |< ACB| = 90°,
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30. Prosta k: v = 3 - x przecina parabole p: y = x* + 6x + 9 w punktach A i B.
a) Oblicz wspdlrzedne punktdw A i 8.

D b) Wykai, 2e of symetrii paraboli przecina odcinek AB w punkcie, krory dzieli ten

odeinek w stosunku 3 ; 2.

31. Rozwiai dany ukiad algebraicznie. Nastepnie przedstaw llustracje graficzng
tego ukiadu,

1
=y =3 y=dx—d
72 b) :
p=x —4x+1

a)

(x-2)" +(y-3) =20

32. Rozwiaz dany ukiad algebraicznie. Nastepnie przedstaw ilustracjg graficzng
tego ukfadu.

y [oeayeri=s g [r=2-2n
ay* =(x+2} ) —2x+y =4y +1=0

33. Proste k: y = x oraz m: y = —x + 8 przecinajg sie w punkcie A, naleigcym do

paraboll p: y = alx - 2)*,

a} Oblicz wspdlrzedne punktu A oraz wspdtczynnik a.

b) Kaidaz prostych k i m praecina parabolg p w drugim punkcie: prosta k w punk-
cie B, prosta m w punkcie C. Oblicz wspéirzedne tych punktow.

:} Wyznacz réwnanie okregu opisanégo na trajkacie ABC.

34. Punkt wspdlny prostych k: ¥ = 2x + 1 oraz m: y = <2x + 1 jest punktem prze-
ciecia sig przekatnych prostokata ABCD. Wiedzac, ze przekatne prostokajta majg
diugoét 10, oblicz wspdirzedne jego wierzchotkaw.

35. Dwaokregiogx' + ' +dx -6y +3=0orazopx’' +y' ~dx =12y + 23 =0
przecinajy sie w punktach A i B.
a) Oblicz wspdirzedne tych punktéw.

D b) Wykat, te cosinus kata nachylenia prostej AB do osl OX jest réwny -0,6.

Geowmetria ptaska —
rozwigzywanie trdjkatow,
pole tréjkata, pole kota

4

Twierdzenie sinusow

7.1. Oblicz promien ckregu opisanego na tréjkacie ABC, jedli:
a) |ac| = 3 oraz |acBA| =60

b) |BC! = 4 oraz [4BAC| =150

d |aA|=72°, |«B|=62°, |aB|=2

d) |«8]+|«c|=150°, |BC|=13.

1.2, W trdjkacie ABC katy sq odpowiednio réwne o, f, ¥ a promien okregu opi-
sanego na tym trajkacie jest rdwny K. Oblicz:

a) dlugost boku AB, jedli & = 28°, = 32° oraz R = 8 cm,

b) diugoée boku AC, jesli & = 657, y= 83° oraz R = 10 cm.

7.3, W trdjkgcie ABC katy s3 odpowiednio rdwne a, § » Oblicz:
a) diugodt boku AC, jesli & = 48°, y = 70°, |8c] = 5.em,
b} diugoét boku AB, jesli @ = 177, y= 32°, |AC] = 7,55 em.

7.4. W trdjkacie katy 53 odpowiednio rdwne o, B 1 a boki naprzeciw katdw maja
adpowiednio dlugost o, b, ¢, Ohblicz:

a) b, jesli: sina =% i cos 3 3 orar o =8 em,

b) c, jesli: cos =—0,174 i cos ¥y = 0,719 oraz @ = 19,7 cm.

1.5, W trajkacie ABC bok A8 ma diugoif ¢, zas katy trdjkata przylegajace do bo-
ku AEB 53 rdwne & | [f. Oblicz promiert okregu opisanego na tym tréjkacie, jesli:

2 c=Bemi !inl{mﬁ}=§ b) ¢ =13,5cmi 5in[a+ﬂ]=§
g)e=20cmi :cls{cr+|ﬁ}=-i

8
P d) ¢ —15:m1¢m[¢+ﬂ}—ﬁ
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7.6. Boki tréjkata letace naprzeciw katéw a, 3, ¥ maja odpowiednio diugoél a,
b, ¢. Ma tréjkacie opisano okrag o promieniu R. Oblicz:

-3
a) R, jesii wgy = L =6 cm,

22

a
b} o fedil tHo = tony w—e, =TT e,
} o, jedli g = oosym

3
e) ¢, jesll cgar =1, cosy = %—— b=9,66 cm,

V2

d) b, jesli tge =+/3, cosf = ~i6=19,32cm.

7.7. W tréjkacie ABC mamy dane: |AC| = 343, |BC] =3 oraz [«cA] = 30°. Oblicz mia-
ry pozostatych katow trojkata,

7.8. W tréjkacle ABC mamy dane: |48]=12, |BC|=6+2 orat |<4| = 30°. Oblicz mia-
ry pozostatych katdw trojkata.

7.9. W tréjkgcie réwnoramiennym rozwartokatnym najdtuiszy bok ma diugosc 6.

Wiedzac, te promien okregu opisanego na tym trijkacie jest rdwny 2,/3, oblicz:

a) miary katdw trojkata b) obwod tego trojkata.

7.10. W tréjkacie rozwartokatnym ABC dane 53 diugoscl bokdw: |AB|=3~.E.,
IBc|=3-+/3, |ac| =243, Wyznacz:

a) miarg kata ACB,
b) promier okregu opisanego na tréjkacie ABC.

D 7.11. Wykai, te jedli dwa katy trdjkata majg po 30°, to diugos dwdch bokdw tego

tréjkata jest rdwna promieniow] okregu opisanego na tym trojkacie.

D 7.12. Dane sq dwa tréjkaty ABC oraz A,B,C, takie, te a = ¢ oraz fi + fi = 180°

lac| _lag|
Whykai, ie ——= '
lBc|  [B.c|

D 7.13. Wykai, e jedli promien okregu opisanege na trdjkacie jest rowny diugoici

jednego z bokéw trdjkata, to kat trdjkata lezacy naprzeciw tege boku ma miarg 20°
lub 150°,

T

7. Geowmetria plaska — rozwigzgwarce trdfkqtdw, pole frdikqta, pele kota

Twierdzenie cosinuséw

7.14. Dane =3 diugodci bokdw a i b oraz kat miedzy tymi bokami réwny 3 Oblicz
diugodd trreciego boku, jesli
ala=3,b=9 y=120° h}a=2ﬁ.h=ﬁ,r=d~5“.

7.15. Boki tréjkata ABC majg dlugosé: [4B| = 8 cm, |BC| = 6om, |AC| = 5.cm.
Oblicz cosinusy katdw tego trajkgta. Cry trdjkat jest ostrokatny, prostokatny, czy
razwartokgtny?

1.16. Dane s3 diugosci bokow tréjkata, Sprawdi, czy trdjkat jest ostrokatny, pro-
stokatny czy rozwartokatny. Podaj miare najwiekszego kata tego tréjkgta,

a} a=10cm, b =9owm,c =5cm
bl a=4cm, b=10cm, ¢ =12 cm

¢} a=242 cm, b=+26 cm, c =342 em

7.17. Dlugodci bokdw trdjkata ABC s3 rdwne: |AE| = ~.|"1_d- cm, |AC|= 3«..'5 £m oraz

|EL'| =42 cm, Whyznacz miarg kata przy wierzcholku C.

7.18. Bokitrdjkata ABC maja diugose: [BC]|=5, |AB] =242 -1 oraz |Ac]=22 4 1.
Oblicz miare kata przy wierzcholku A,

7.19. Boki réwnolegloboku majg dlugest @ i b, a kat ostry jest rdwny 3 Oblicz
diugodt przekatnych tego rdwnolegloboku, jesii:

a‘ju:d:m,b:Eﬁnn_,y:dE“ h}u:}cm,b:ﬁcm,;e:Eﬂ“-

7.20. Dwa boki trdjkgta ABC majg diugosé: |A8| = 7 cm, |BC| = 8 cm. Wiedzac,
ze |C|=60°, oblicz dlugosé boku AC.

7.21. W trdjkgcie ABC dwa boki majg diugosé: [AB| = 2 cmi |AC| = 4 cm, a sinus

J1s

kata BAC jest rawny T

D a) Wykai, ie jedli kat BAC jest ostry, to tréjkat ABC jest rdwnoramienny,

b) Oblicz dtugosé boku BC w praypadku, gdy |BAC|e(20°, 180°).

7.22. W réjkacie ABC mamy dane: |AC| = 6 em, |BC| = 4 cm oraz sin|<LACE| = z—"’ri
Oblicz obwad tréjkgta ABC. 3
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7.23. W tréjkacie ABC mamy dane: |AC| = 4, |BC| = |AB| - 2 oraz [<ACE| = 80"
Oblicz obwdd tréjkgta ABC.

7.24. W trdjkacie ABC bok AC jest o 6 em diuszy od boku AB oraz |BC| = 542 em.
Wiedzac, e |~zIABC| =135", oblicz promien okregu opisanego na trdjkacie ABC,

7.25. W trdjkacie ABC bokl majy diugosé: [AB| = 10 cm, |BC]=24/21 cm
i |AC| = 8 cm. Oblicz diugodci Srodkowych CO i BE.

7.26. Boki tréjkata ABC maja diugosc: |48 = 18cm, |BC| = 15 em oraz
|AC| = 12 em. Oblicz:

a} diugoét érodkowej CO,
I:] promien okregu opisanego na trojkacie ADC.

7.27. Dwa boki tréjkata ABC majg diugosc: [AC| = 10em, |BC| = 6. Wiedzac,
ze |-1ACH| = 60°, oblicz diugosé Srodkowe] CD.

D 7.28. W trojkacie prostokatnym réwnoramiennym ABC, |AC| = |AB|, poprowadzo-
4
no Srodkowe CO | BE, ktdre przecigly sie w punkcie M. Wykai, ie cos|<DMB| = =

D 7.29. Na boku BC trdjkata rdwnobocinego ABC wybrano punkt P taki,

2.7

ie |H:F"-E=%|PE|. Wykat, te cosinus kata PAC jest réwny ——.

Zastosowanie twierdzenia sinuséw
[ twierdzenia cosinuséow
do rozwigzywania zadan

7.30. Rorwial trdjkat ABC, w ktdrym 1-&!:1 = |H'l':| FAEl = 10, a promief okregu
opisanego na tym trojkacie jest rdwny 8,5,

7.31. Rozwiak trdjkat ABC, w ktdrym:
a) Jac) =72, |Bq| = 73, |<4| = 49°
b) |ac| = 72, |Bc] = 70, | <A = 49°,

7. Geametria plaska = rozwigzgwarde trdjkatdw, pele frdkata, pole kefa

7.32. Rorwiat traojkat ABC, w ktdrym:
a) |Be| = 178, |AC] = 89, |« 8] = 30°
b) |Be| = 160, |AC] = 89, |<8] = 30°

D 7.33. Wykat, te nie istnieje tréjkat ABC, wktérym |BC| =178, |AC| = 88, |« 8| = 30",

7.34. Boki trojkata majg diugosé o, b, c, katy s3 odpowiednio rdwne «, f§, xa R
jest promieniem okregu oplsanego na tym trdjkacie. Rozwigi ten trajkat, jesli:

a) o=+/6, b=, f=45° b) a=2, b=+2, a=45°
¢) R=c=5, a=60° d]HnErJaz-.'rE_?,,E=45“,¢-ih.

7.35. Na rysunku obok punkty A, 8, €, D naleiq
do okregu o érodku O oraz |AD| = |Dd|. Wiedzac, te
|8c| =8, |AC| = |AB| + 6 |wABC|=120° oblicz obwéd
czworokjta ABCD. 0

7.36. W trajkacie prostokatnym rdwno- 4
ramiennym ABC przyprostokatne maja

dlugeét: |AC|=|BC|=+2. Punkty D, E na-
lety do przeciwprostokatne] AR orar
|9ACD| = |« DCE| =|<1ECB|. Oblicz diugodci od-
cinkdw AD, DE, EB.

P 7.37. Wykai, te jedli a, [ s3 miarami dwdch katdéw trdjkata, a R - pro-
mieniem okregu opisanege na tym trdjkacie, to obwdd trdjkata jest rdwny
2R[ sin +sinfi + sinfa + ) ].

D 7.38. Boki trdjkata majy dlugodd o, b, ¢, a katy s3 odpowiednio réwne «, 5, 3
Wykai, tejedlia 1 b :c =4:5:6, to cosf =cos’a.

D 7.39. W tréjkqcie ABC poprowadzono Srodkowsq CD. Wykat, e jedli [<1BDC| =607,
to [ac|’ -|c]’ =|A8|-jcol.

D740, Katytrojkata ABC 23 odpowiednio rdwne o, 5, » Wykaz, ke jeili E—Ell = \,u"i',
to 2cos’ f—cos'e=1.
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D 7.41. Wykai, te w dowolnym réwnalegloboku suma kwadratdw diugoscl przekat-
nych jest rdwna sumie kwadratdw diugodci wszystkich bokdw.

D 7.42. W tréjkacie ABC dane sg katy: |<BAC|=q, |2CBA|=f. Dwusieczna ka-

lao| _sinps

o8| sina’

T 7.43. W trdjkacle boki majg diugoét o, b, ¢, a katy 53 edpowlednio rdwne &, 8, 1.
Wykat, te jedlia - cos ! = b - cosa, to ten trojkat jest rdwnoramienny,

ta ACB przecina bok AB w punkcie I, Wykai, ie

D 7.44. Boki trdjkata majy diugos$é a, b, ¢, a katy 53 cdpowiednio réwne o, J, ¥

Wikai, ie jesli 2 sina+ E:'usiﬂ,ﬂ =%iny, toten trdjkat jest prostokatny.
c c

 7.45. W okrag wpisano trajkat rdwnobocz-
my ABC. Ma okregu wybrano punkt O, réEny od
punktdéw 4, B, C. Poprowadzono trry odeinki: DA,
DB | DC. Wykat, e suma dlugodci dwoch krdt-
szych odcinkdw jest rowna diugosci trzeciego
odeinka.

D 7.46. W trdjkacie ABC dane s3: |<A|=45°, |aB|=15°, |aC|=120°,

8c|=+2.

a) Oblicz |aB| i lAg).

J2+43
e

c) Wykai, te tg15°=2-+/3.

b) Wykai, fe cos15°=

d]l Mugosci przyprostokatnych a, & pewnego trdjkata prostokatnego speiniajg
raleinoic: o° + b? = dab. Wykat, e katy ostre tego trojkata sg rdwne 157 1 75°

7.47. W trojkacie ostrokgtnym ABC katy przy wiericholkach A i 8 53 odpowied-
nio rdwne o i ff, Wiedzac suma trzech wysokosci tego trajkata jest réwna m, oblicz
diugodci bokdw tega trdjkata,

7. Geometria plaska - rozwinzgwanie tedikatdw, pele tedikata, pole kofa =01

Pole figury ptaskiej

748, Pole jednej kratki jest rdwne 1. Oblicz pola ponizszych figur.

T I I T] 0)

7.49. Na rysunku abok dane
53 trzy figury: kwadrat, trdjkat 5
rownoboczny i koto, ktdrych Y B
pala 53 odpowiednio rowne: 5,
£, w. Wyraf pola figur umiesz-
czonych ponitej za pomocy
pal s, ¢ w.

3)
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Pole tréjkagta, cz. 1

7.50, Wyznacz wysokosd trajkata rdwnobocznego, ktdrego pole jest row-
ne 3.3 em?.

7.51. Promien ckregu opisanego na trdjkacie rdwnoboczrym jest o 4 cm diuiszy
od promienia okregu wpisanego w ten tréjkgt. Oblicz:

a) wysokodc trojkata b) pole tego tréjkata.

7.52. W trojkacie prostokagtnym przyprostokatne majg dtugoedé 20 ¢m i 21 cm,
Oblicz odleglos€ wierzchotka kata prostego od przeciwprostokatne;,

7.53. W trdjkacie prostokatnym wysokosd poprowadzona z wierzcholka kata pro-
stego jest rdwna 12 cm i dzieli przeciwprostokatng na dwa odcinki, ktdrych diugosci
pozostajg w stosunku 4 : 9, Oblicz pole tego tréjkgta.

7.54. Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 136,5 em’, a cosinus jednego z kgtdw
WYTIDSE % Oblicz diugosci bokdw tego trijkata.

12
7.55. W tréjkgcie prostokatnym cosinus jednego z katdw jest rowny 3 a pra-

mien okregu opisanego na tym tréjkacie jest rdwny 13 cm, Oblicz pole tego trajkgta.

7.56. W trdjkacie prostokatnym sinus jednego z katdw jest rdwny % Promier

okragu wpisanego w ten trdjkat ma diugodc 7 cm. Oblicz pole tego trdjkata.

7.57. W trdjkgcie rdwnoramiennym diugost podstawy wynosi 16 cm, a wysokos<
poprowadzona na te podstawe jest rdwna 15 cm. Oblicz wysokoi poprowadzong
na ramie trdjkata.

7. Geowetria plaska = rozwigzywaenic trifkgtdw, pole trdjkgta, pole koba 205

71.58. W tréjkgcie rédwnoramiennym ABC stosunek diugosei podstawy A8 do ra-
mienia BC jest rowny 4: \l"f_! Wiedzac, e pole trdjkata jest rdwne 50, oblice:

a) diugosci bokdw tréjkata,

h] wysokosd poprowadzong 2 wierzchotka A,

1.59. Wysokosci trajkata pozostaja w stosunku 20 : 15 : 12,
T a) Wykaz, e ten trdjkat jest prostokatny.
bl_l Oblicz sume sinusdw wszystkich katdw tego trojkata.

7.60. W tréjkacie ABC dane s3: [AC|=4 cm, [BC|=+/37 cm oraz |<BAC| =60°.
Oblicz pole trojkata ABC.

1
7.61. W trdjkacie ABC dane sq: |BC|=15 cm, sin§=IHAC{=1—i oraz sin|-9CBA|=0,8.
Oblicz pole trdjkata ABC,

7.62. Oblicz pole trajkata, ktdrego dwa boki maja diugosc 10 cm i 14 cm, a kat
migdzy nimi jest réwny:
a) 30° b 120° c) 135°

7.63. Dwa boki tréjkqta majg dtugosé 10 cm i 12 cm, a jego pole jest réwne 30 cm’
Jaka miare mode mied kat tego trajkata miedzy danymi bokami?

7.64. W trdjkacie, ktérego pole jest rdwne 27 cm’, dwa boki majg diugoié 18 cm
i & cm. Wiedzac, 2e kat miedzy danymi bokami jest rozwarty, oblicz:

a) miare tego kata b) dtugoéé trzeciego boku.

7.65. W trdjkacie ostrokatnym dwa boki maja diugodé 5 cm | 8 cm. Pole tego trdj-
kata jest réwne 10+/3 em®, Oblicz:

a) dlugoéé trzeciego boku,

I:r]- wysokott poprowadiong na trzeci bok tego trdjkata.

7.66. W tréjkgcie rdwnoramiennym cosinus jednego 2 katdw jest réwny 0,8,
Wiedzac, te pole tréjkata jest rdwne 7,5 cm®, oblicz:

a) dlugoéci bokdw trojkata b} sinus kata przy podstawie.

7.67. Pole trdjkata jest rdwne 20 cm’, a jeden z jego katdw ma miare 1507, Wie-
dzac, e wysokodd poprowadzone @ wierzcholkdw katow ostrych pozostajg w sto-
sunku 5 : 4, oblicz diugoéci bokdw trajkata przy kacie rozwartym.



7 7.6B. Wierzchotki trdjkatdw na rysunku obok

P 7.69. Wykai, ie w rdwnolegloboku na rysunku obok

D 7.70. Punkt P lezy dowolnie wewnatrz trajkata, jak

D 7.71. Kaidy bok czworokgta jest podzielony dwo-

Matermatyka. ZBEr zadad, Klasa 2. Zakres razszerzond

naleig do dwdch prreciwleglych bokdw rdwnale-
globoku, Wykaz, fe suma pdl trajkatdw biatych
jest rdwna sumie pal trojkatdw niebieskich.

2

suma pdl wislokatdw niebieskich jest rdwna sumie
pol wielokatdw szarych,

na rysunku obok, Kaidy bok tego trajkata jest podzielony
jednym bokiem odpowiedniego niebieskiego trajkata
na dwa rowne odcinki, WykaZ, ke suma pal bialych trdj-
katdw jest rdwna sumie pdl niebieskich trdjkatdw.

ma punktami na trzy rdwne odeinkl, Punkt P jest do-
wolnym punktemn leigcym we wnetrzu czworokata,
[mbac: rysunek al:mk}. Whikaz, ze suma pdl bialych
czworokjtow jest dwa razy wieksza od sumy pal nie-
bieskich trojkatéw.

P

7.72. W trdjkacie rdwnoramiennym ABC podstawa AB ma diugodc 10 em,
a wysokodé €O jest rdwna 12 cm. Oblicz pole trojkata ABE, jesli punkt E naledy
do boku AC oraz

3) |ag| = |ec] b) |ag| : |E =2: 1.

7.73. W trdjkacie ABC wysokoic poprowadzona na podstawe dzieli te podstawe
w stosunku 3 : 5. Wiedzac, te pola powstalych trajkatéw rdinig sig o 4 cm’, oblicz
pote trajkata ABLC.

7.74. Przekatne crworokgta dziely ten czworokat
na cztery trojkaty. Dane 53 pola trzech trdjkgtiw [mv \
5

bacz rysunek obok). Oblicz:
a} stosunek diugosici odcinkdw, na jakie punkt przecie- B ‘
cla przekatoych dzieli te prrekatne, ]

b} pole czwartego trojkata.

D 7.75. W trapezie ABCD, AB| DC, poprowadzono przekatne, ktdre przeciely sig

w punkcie P, Wykaz, ke pola tréjkatdw BCP § APD 53 rdwne.

T

T. Gesmetria plaska = rozwigegwanle trdikatde, pele trijkata, pole kofa 205

7.76. W trapezie ABCD, AB|DC, poprowadzono przekgtne, ktdre przecigly sie
w punkcie £, Pola tréjkatdw ABE i BCE 53 adpowiednio rdwne 78 | 52, Oblicz pole
tréjkgta CDE,

7.77. Pole trijkata ABC jest réwne 24 em’,
Srodkowa €D ma diugodé 9 em, a sinus ka-

ta BOC jest rdwny % Oblicz diugos boku AB.

A o a

D 7.78. W trojkacie poprowadzono drodkowe, ktdre podzieliby dany tréjkat na szedé
mniejszych trajkatdw. Wykai, fe pola powstalych trdjkgtéw s rdwne.

7.79. Srodkowe CD i BE trajkata ABC przecinajy

sie pod katem 45° jak na rysunku cbok. Wiedzae, C
te |BE| = 12 cm oraz [CD| = 21 cm, oblicz pole trdj- .
kata ABC.

A

7.80. Dwa boki tréjkata majg dtugodé o i b. K3t zawarty miedzy tymi bokami jest
rdwny . Oblicz diugo$é odcinka dwusiecznej kata y, zawartego w tym trojkacie, jesli:

aja=8b=6 r=90° bjo=4,b=5y=60°

7.81. Dwa boki tréjkata ABC majg diugosd: |AC] = 4, |BC| = 6, a kat ACB ma mia-
re 150°, Przez wierzchotek C poprowadzono prostg prostopadiy do boku BC, ktdra
prieciela bok AB w punkcie D, Oblicz:

a) diugesé edeinka CD b) pola tréjkatéw ADC | CDB.

7.82. Dwa boki tréjkata ABC majq dlugosé: |AC] =6, |BC| = 12, akat ACB ma mia-
re 1207 Przez punkt C poprowadzono prosta prostopadta do boku AC, ktdra prze-
ciela bok AB w punkcie D.

a) Oblicz dlugosé odeinka CO.
7 h} Wykai, e punkt D jest srodkiem boku AB.

7.83. Podstaws trdjkgta rdéwnoramiennego ABC [ €
jest bok AB. Srodkowe AL i BK przecinaja sie
w punkcie 5 po katem 60° (patrz rysunek obok). t
Wiadome, fe pole tréjkata ABS jest réwne /3,

a} Oblicz diugosci bokdw trojkata ABC.
h_] Cry kat ACE jest rdwny 3077 Odpowied? uzasadnlj.
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7.84, Dany jest trajkat prostokatny ABC, w kicrym
|BAC| =90 araz |AC| = 12 cm. Na boku AB tego trdj-

kata zaznaczono punkt £ w taki sposéb, te [CE| = |EB|.

Wiedzac, #e pole tréjkata ABC jest rdwne 108 cm’, oblicz: AL B
a) pole tréjkata BCE,

h} wysokos trdjkata BCE poprowadzony z punktu E.

7.8B5. Pole tréjkata ABC jest réwne 30 em’. Wysckoit AD dzieli bok BE w stosun-
ku 1 : 4, liczac od wierzchotka C. Wiedzge, te |AB| = 10 cm, oblicz dfugosici bokdw
BC 1AC.

D 7.86. Punkt £ jest punktem przecigcia przekatnych trapezu ABCD, gdzie AB||DC.

Pola trojkgtdw ABE | CDE 53 odpowiednlo réwne P, | P, NMiech P oznacza pole
2
trapezu ABCD. Wykat, te P=(,fR +,/B | .

Pole trojkata, cz. 2

7.87. 7 kawaika tréjkatnege materiatu o obwodzie 1,12 mi polu 504 cm’ wycigto
koto styczne do bokdw tego tréjkgta. Oblicz dfugosc promienia wycigtego kota.

7.88. Pole trdjkata jest réwne 63 cm®. Oblicz jego obwdd wiedzac, e promien
ckregu wpisanego w ten trajkat jest rdwny 3 cm,

7.B9. W trajkacie ABC dane s3 katy: 24| =307 |-=|a|=45". Wysokodd CD jest

rowna 3 cm,
a) Oblicz pole tréjkata ABC,

b} Wyznacz promien okregu wpisanego w ten trdjkat. Podaj przyblizenie dziesigtne
wiyniku 2 dokladnoicig do 0,1 cm,

7.90. Pole trdjkata réwnoramiennego wynosi 48 cm’, a sinus kata przy podstawie
jest réwny 0.8, Oblicz:

a) obwdd trdjkata,
b] promien okregu wpisanego w ten trdjkat.

T

7. Gewastria plaska — roavinaywanie trdjkqidw, pole trdjkgen, pole keta

7.91. Pole trdjkata rdéwnoramiennego wynosi 168 cm”, Promien okrggu wpisane-
g0 W ten trojkat jest rdwny 5; cm. Wiadomo, ie ramie jest diuisze od podstawy

o 11 em.
a) Oblicz diugosci bokdw tego tréjkata.
D' b) Wykaz, ze kat @ miedzy ramienami tege trdjkata jest wiekszy od 30° | jednoczes-
nie mniejszy od 457,

7.92. Pole trdjkata wynosi 84 cm’, a promied okregu wplsanego w ten trajkat Jest
rdwny 4 cm. Wiedzac, fe diugodci bokdw trojkata s3 kelejnymi liczbami naturalmymi,
Wwyznacz najkrotsza wysokosé tego trdjkata.

7.93. Podstawa trojkata rdwnoramiennego ma dlugoéd 16 em, Wiedzae, te pole
tego tréjkata jest rdwne 120 cm?, oblicz:

a) diugoie ramienia,

b) promien ckregu opisanego na tym tréjkacie,

7.94, W trdjkacie rdwnoramiennym podstawa ma diugodd 32 em, a cosinus kata
przy podstawie jest rowny 0,8, Oblicz:

a) pole tego trajkata,

b} promien okregu oplisanego na tym trajkacle,

7.95. W trdjkgcie dwa boki majg diugosc 15 cm, a promien okregu opisanego
na tym tréjkgcie jest rdwny 12,5 cm, Wiedzac, ie pole tréjkata jest rdwne 108 cm?,
WYyZnace;

a) diugoéé podstawy tego trdjkata,

h} promien okregu wpisanego w ten trojkat.

7.96. Dwa boki trdjkata majg diugode 42 em i 20 em, a promien okrégu opisanege
na tyrm trdjkacie jest rdwny 211‘1 cm. Wiedzac, fe pole trdjkata jest réwne 336 cm’,

WyInacz:
a) dlugosé trzeciego boku,
h} promier okregu wpisanego w ten trdjkat,

7.97. Dwa boki tréjkata ostrokatnego majg diugosé 17 cm i 25 cm, a jego pole jest
réwne 210 cm?, Oblicz:
a} sinus kata miedsy ramionami trajkata,

b} diugoié trzeciego boku,
l:} promien okregu opisanego na tym trojkacie.

207
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7.98. Dwa boki tréjkata ostrokatnego majg diugost B i 3, a jego pole Jest réw-
ne Euﬁ_ Ohblics:

a) miare kata migdzy tymi bokami,

b) diugodé trzeciego boku,

c) promied okrggu opisanego na tym tréjkacie,
d) promied okregu wpisanego w ten trijkat.

7.99. Promien okregu opisanego na trdjkacie réwnoramiennym jest réwny 10,
Wiedzac, e kat miedzy ramionami jest réwny 150°, oblicz pole tego trdjkata.

7.100. Promien okregu opisanego na tréjkacie rdwnoramiennym jest rowny 543,
Wiedzac, #e katy przy podstawie 53 rowne 307, oblicz pole tege tréjkata.

7.101. Boki tréjkata maja dlugod€ 21 cm, 17 cm, 10 cm. Oblicz:
a) pole trajkata,

I:] promien okregu wpisanego w ten trdjkat,

:} promien ckregu opisanego na tym trajkgcie.

7.102. Boki trdjkata majq diugesc 25 cm, 39 cm, 56 cm. Oblicz:
a) wysokodci tego tréjkata,

b) sinus najmniejszego kata,

c} promien okregu opisanegs na tym trdjkgcie.

7.103. W trdjkacie rédwnoramiennym ABC podstawa AB ma diugosc 8 em.
W trdjkat ten wpisano okrag. Punkty & i £ 53 punktami stycznosci okregu, odpo-

wiednio z ramionami AC i BC tego tréjkata, przy czym |0C| + |CE| =|DA| + |48] +|BE].
Oblicz:

a) pole tréjkata ABC,

b) promien okrggu wpisanego w ten tréjkat.

7.104. W trdjkacie prostokatnym przyprostokatne majy diugedé 8 cm i B cm.
Przez wierzchotek kata prostego poprowadzono prosts, ktdra podzielita ten trdjkat
na dwa trajkaty o rdwnych obwodach. Oblicz:

a) pola powstatych tréjlatow,
h]l stosunek promieni okregdw wpisanych w te trojkaty.

7.105, W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma diugesé 25 em, Promier
okregu wpisanego w ten trajkat jest réwny 3 om. Oblicz pole tego trajkata.

7. Geonetria phaska = rozwigiywanie trijkgtéw, pole trdjkata, pole kofa 209

7.106. Promien okregu opisanego na trojkgcie prostokatnym jest rowny 17 cm,
a promier okregu wpisanego w ten trdjkat — 6 cm. Oblicz pole tego trojkata.

7.107. Oblicz diugodt przeciwprostokatne] trojkata prostokatnego, ktorego obwod
jest réwny 70 ¢m, a pole wynosi 210 cm’,

7.108. Pole trojkata prostokatnego jest réwne 180 cm’, a promien okrggu wpisa-
nego w ten trajkat wynosi 4 cm. Oblicz diugost przeciwprostokgtne] tego tréjkata.

7.109. W trojkacie réwnoramlennym ramie jest dwa razy diuisze od podstawy,
a suma promienia okrggu wpisanego w ten trojkat | promienia okrggu opisanego
na tym trojkacie jest réwna 11 e, Oblicz diugosé podstawy trdjkata.

Pola tréjkatéw podobnych

7.110. Trajkat ABC ma obwdd réwny 30 cm, a pole 24 em?. Obwod tréjkata A,8,C,
padobnege do tréjkata ABC wynosi 15 cm. Oblicz pele trojkata A,8,C,.

7.111. Tréjkat ABC ma obwéd réwny 33 cm, a jego pole wynosi 18 em’, Oblicz ob-
wid tréjkata A,8,C, podobnego do trojkgta ABC wiedzac, e pole trojkata A,8,C,
jest rbwne 2 em’,

7.112. Odcinek A,B, jest réwnoleghy do odcinka AB. Na podstawie danych na ry-
sunku oblicz stosunek pola trijkata A.8.C do pola trdjkata ABC.

a) a
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7.113. Podstawa AB tréjkata ABC ma diugoié 24 cm. Na boke AC zaznaczono
punkty A;, A, a na boku BC punkty B, B, w taki sposdh, e AB, || ABiAB, || AB,
Wiedzye, te |A,B,|=8 om, |4,8,|=20 cm, oblicz stosunek péi:

a) tréjkgtdw A,8,C, A,B.C i ABC b) wielokqtéw A,8,C, A,8,8,4, | ABB,A,,
7.114. W trdjkacie ostrokatnym poprowadzono dwie proste réwnolegle do pod-

stawy, ktdre podrielily wysckosd trijkata opuszczong na te podstawe na trzy od-
cinki rdwnej dtugosci. Oblicz stosunek pdl powstatych w wyniku tego podzialu figur.

7.115. Stosunek pél dwéch tréjkatow podabnych A,8.C, | ABC wynosi —. Wie-
5

dzgc, e podstawa A, B, trojkata A,B,C, jest o 7 cm krétsza od podstawy AB tréj-
kata ABC, oblicz |4 8| i |A8|.

7.116. Odcinki KL | MN 53 rdwno- £

leghe do podstawy AB trdjkata A8C,

Stosunek pdl figur KLC, MNLE | ABNM K L
w podanej kolejnofci wynosi 1: 8 7.

Oblicz |kt|:Inn]:|ag].

L117. W trojkacie ABC na rysunku
obok punkt £ naledy do boku AC oraz
IEc] : |AE| = 1 : 3; natomiast punkt F
jest drodkiem odcinka BC. Proste pro-
stopadie do podstawy AB | priecho-
dzgce odpowiednio przez punkty E i F
odciety dwa trajkaty, ktdrych pola s3
odpowiednio rdwne 9 i 2. Oblicz pole
trajkata ABC.

7.118. W trdjkacie réwnoramiennym ABC podstawa AE ma diugosé 40 em.
W trojkat wpisano kolo, ktdre jest styczne de ramion tréjkata w punktach D i E.
Wiedzac, ze [DE| = 8 cm, oblicz:
a) pole tréjkata DEC b) pale czworokata ABED.

7.119. W trajkat rdwnoramienny ABC o bokach diugodc 13 cm, 13 cm. 10 cm

wpisano koto. Styczna do kola, réwnolegla do podstawy, odcina od trdjkata ABC
trdjkat DEC. Oblicz pole trdjkata DEC.

T

7. Geametria phaska — rozwigzywanie trijlgtdw, pele trdjlgta, pole kota

7.120. W trajkgcie prostokgtnym ABC przyprostokatne AC | AB majg odpo-
wiednio diugosé 8 cm i 12 em. Na przyprostokatnej A8 obrano punkt D tak,
ze |2ADC|=|<ACB|. Oblicz pole trajkata ADC.

7.121. W trojkacie prostokgtnym
ABC, |l =90°, przyprostokatna AC
ma diugodt 12 cm. Odcinek DE, prosta-
padty do przeciwprostokgtne] 8C, dzieli
trdjkat na dwie figury o polach rowmych
P,=6ecm’iP,=90cm’, Oblicz diugos-
ci bokdw trajkata DBE.

7.122. W trdjkacie prostokatnym ABC stosunek przyprostokatnych jest rawny
|4B| :|ac] =43, Punkt D dzieli przyprostokatng AB na odcinki takie, ie |DB| = 3lap).
Punkt £ naleiy do przeciwprostokatne] BC i odcinek DE jest prostopadiy do bo-
ku BC. Oblicz, jakim procentem pola tréjkata ABC jest pole tréjkata DBE.

7.123. W tréjkacie prostokatnym ABC stosunek przyprostokgtnych jest rowny
|A¢] :| 48] = 5 :12. Punkt D nalezy do praeciwprostokatnej BC oraz |€D| : |DB| =5:8.
Punkt E naleiy do przyprostokatnej AB i ED L CB . Oblicz stosunek pola czworoky-
ta AEDC do pola trajkata EBD,

7.124. W tréjkacie ostrokatnym réwnoramiennym ABC, |AC|=|8C]|, poprowadzo-
no wysokodel CO | BE. Pole trojkata ABE jest o 44% wieksze od pola tréjkata ADC.
Wiedzac, 2 abwad tréjkata ABC jest rdwny 80 cm, oblicz pole trojkata ABC.

7.125. Cieciwy AB i CD kola przecinajq sig w punkcie E. Wiedzac, ie |<B8ED| =307,
|AE| = 6 cm |ED| = 3 cm oraz |EB| = 2 cm, oblicz pole tréjkata AEC.

7.126. W kole poprowadzono cieciwy AB i CD, kbd-
re prrecighy sig w punkcie E. Pole trdjkata AEC jest
o 210 em’ wieksze od pola trojkata EDB. Wiedzqce,
te |AE| = 40 em, |ED| = 16 cm oraz |BE| = 10 cm,
oblicz:

a) diugosc edcinka CE,

b) pola tréjkatdw AEC | EDB,

¢) miarg kata przeciecia sig cleciwy AB 2 cigciwg CD.
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7.127. W trdjkat ABC wpisano koo, ktdre jest styczne do bokéw AC i BC odpo-

wiednio w punktach D i E. Wiadomo, #e [AD| = |EB| = 7 em oraz |DE| = 10,08 cm.
D a) Wykaz, ie tréjkat ABC jest réwnaramienny.

b} Oblicz pole tréjkata ABC.

7.12B. W ostrokatnym tréjkacie réwnoramiennym ABC, |AC|=|BC|, wysokoit CO
przecigla sig @ wysokodciy AE w punkcie 5. Wysokosé AE dziell ramie BC trdjkata
na odcinki BE | EC, ktdrych diugodci pozostajg w stosunku |BE| - |EC = 1: 2.

a) Oblicz sinus kyta EAB.

€] Wyznacz stosunek pola tréjkata ADS do pola tréjkata SEC.

D 7129, W trdjkat réwnoramienny ABC wpisano okrag, Nastepnie poprowadzono
dwie proste rownoleghe do podstawy AB: prostg | — styczng do okregu i prosta k —
przechodzycy przez frodek okrggu. Te proste podzielily trdjkat na trzy wielokaty,
ktarych pola pozostajg wstosunku 1:3: 5 {Iil:zq: ad paola trﬁjkqta]- Whkai, fe trdj-
kat ABC jest rdwnoboczny.

7.130. Wysokosé CD tréjkata ABC ma diugosé 5 cm i deieli bok A8 na dwa od-
cinki: ﬁ.d.n| = 4 ¢m, tﬂﬂ] = & cm. Poprowadzono prostg EF rdwnolegly do CD, ktdra
przecigia boki AB | 8C odpowiednio w punktach E i F. Wiedzge, e odeinek EF dzieli
ten trdjkat na dwie figury o rdwnych polach, oblicz jego diugois.

Pole kota, pole wycinka kota

7.131. Srednice AB kofa podzielono na cztery réwne odcinki, Oblicz, jaky czedé

pola tego kota stanowi figura zaznaczona kolorem niebieskim, jesli:

a) okregi wyznaczajace te figure sa
styczne wewnetranie, a ich dredni-
& 57 2awarte w drednicy AB

B) tuk wewnatrz kofa jest sumg dwéch
potokregdw [patr; rysunek poniief).

Y

7. Geowetria phaska - rezwigzywanie trdjkqtdw, pole trdfkqta, pele kota 213

D 7132, Kasde z crterech mnigjszych k& ma pro-

mien 1, Wieksze koto ma promien 2. Wykat, e
pole figury niebieskiej jest réwne polu figury
srare),

7.133. Promien kola jest rdwny r. K3t wycinka tego kola ma miarg a. Oblicz pole
wycinka, jesli:

a) r=9cm, a =20° b) r=12em, & =150° ¢} r=Sem, a =54°

7.134. Pole wycinka kota jest rdwne F, a fuk tego wycinka ma diugosc L. Oblicz
promien kola, jesl:

a) P=10zem’, L =258 cm
b) P =30em’, L = 12 ¢m
c) P=210mem’, L = 14z cm.

7.135. Dane jest koto o Srodku w punkcie O | promieniu r.
Oblicz pole odeinka tego kota [zaznaczonego na rysunku
obok), wyznaczonego przez tuk diugosci L, jesli:

gr=2L=x bjr=31L=2n
E]f=5,.t.=5!‘[.

7.136. Stosunek pola tréjkata do pola kola wpisanego w ten trojkat jest row-
ny 6 © 7. Wiedzac, e srednica tege kota ma diugoéé 6 cm, oblicz obwod trajkata.

7.137. W trdjkacie prostokatnym jedna z preyprostokatnych jest dwa razy kritsza
od przeciwprostokatnej. Oblicz stosunek pola kota wpisanego w ten trojkat do pola
kola opisanego na tym tréjkacie.

7.138. Kat wpisany w kolo ma miarg 457 | jest oparty na fuku diugosci 3m cm.
Oblicz pale wycinka kola, wyznaczonego przez ten sam fuk.
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7.138. Wycinek kota jest wyznaczony przez kat frodkowy, zaznaczony na rysunku
ponizej. W wycinek wpisano kolo o polu P. Obliez pole wycinka, jesli:
a) P = dnem’ b} P = 9m em?

7.140. W wycinek kota o promieniu 6 ¢cm wpisano
okrag o promieniu 2 cm I,f_znl:natz rysunek abuk}. -
licz pale wycinka kota.

7.141. W kole z jednege punktu okregu poprowadzono dwie cieciwy: kaida
ma diugosd & cm. Wiedzac, e utworzyly one kit 60°, oblicz pole czeéci kota za-
warte] miedry tymi cleciwami.

7.142, Odlegloic srodkéw dwdch kot o jednakowych promieniach r wynosi r.
Chlicz pole credc wspdlnej tych kit

1.143. Podstawa trdjkata réwnobocznego jest srednicy kota o promieniu r, Oblicz
stosunek pela czedei kola leigcej na zewnatrz tréjkgta do pola czedci kola letace
wewngtrz tego trojkata.

7.144. W kat o mierze 60° wpisano dwa kofa styezne do ramion kgta | styezne
zewngtrznie do siebie. Wyznacz pole wiekszego kofa, jesli pole mniejszego jest
réwne 5.

T

7. Geowetria plaska = rozwigzywanie tedjkatduw, pole trdjlata, pole kota 2L

Zastosowanie pojecia pola
w dowodzeniu twierdzen

D 7.145. Trajkat ABC jest trojkgtem prostokgtnym €
o przeciwprostokatnej BC. Z punktu M leijcego H‘““n\_
na boku BC poprowadzono odeinki MD oraz M3
prostopadie edpowiednio do przyprostokatnych AC
MD|  |MS P i
oraz AB. Wykai, te |~—'m1+u'-1 :

|ag| ~Jac|

7 7.146. W trdjkat prostokatny, ktdrego przyprostokat-
ne majg diugoét o | b, gdzie o > b, wpisano prostokat,
jak na rysunku obok. Stosunek bokdw prostokata jest

rawny 1: 2. Wykaz, te diugosé krotszego boku prosto- =,
i
ab ab
ta jest rd luls . W ktdrym priypad-
A e T b gadb

ku pole prostokata jest wieksze?

D 7.147. Punkt M naleiy do podstawy AB tréjkata rownoramiennego ABC, M 2 4
i M = B. Wykat, te suma odlegiodcl punktu A od ramion tridjkata jest rdwna wy-

sokosci trajkata, poprowadzonej z punktu A,

D 7.148. Boki trdjkata majg diugosd a, b, ¢. Wysokoici opuszczone na e boki =3
aby
odpowiednio réwne b, by, b, Wykas, te jesli b, + h, = h., to c= pT

D 7.149. W tréjkacie ABC dane sq; |<ACH =135° oraz |BC|=a. Wykai, ie jesli érod-
kowa CD tego trajkata jest prostopadta do boku BC, to:

2 leo|= b) |ac|=av2.

D 7.150. W tréjkacie dwa boki majq diugosc o i b, a kat zawarty migdzy nimi jest
réwny <. Niech x oznacza diugodt odeinka dwusieczne] tego kata, zawartego w tym

trajkgcie. Wykal, be:
aby2

o+

ab
jesli @ = 120°, to x=——
a) jesii o : e

b) jesli @ = 90°, to x=
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D 7.151. Punkt D naleiy do podstawy AB trdj- =
kata réwnoramiennego ABC, Potprosta CD™
dziell kat przy wierzcholku C na katy a i f, jak

ﬂﬂl sine
ma rysunku obok, kaz, e F— = :
i e |D8|  sing

D 7.152. Punkt M jest dowalnym punktern wewnegtrznym tréjkata. Niech x, v, 7 ozna-
czajq edieglosci punktu M odpowiednio od bokéw g, b, © tego trajkata, natomiast

W, g, B, — wysokosci poprowadzone na te bokl. Wykat, te % + hi )
&

D 7.153. Wykai, fe jesli wysokodei trdjkata o bokach dlugosci a, b, ¢ 3 adpowiednio

d d
réwne; —, —, —, to ten trojkat jest rozwartokgtry.

 7.154. Na bokach trdjkata ostrokatnego
thudowano kwadraty, nastepnie popro-
wadzono proste zawierajace wysokosch te-
go trdjkata. Te proste podzielity kwadra-
ty na szeic prostokjtdw {mha:: rysunek
obok). Wykai, ie prostokaty w tym samym
kalorze majg rdwne pola.

D 7.155. W trdjkat prostokgtny o przyprostokgtnych diugosci o | b wpisano okrag.
Punkt stycznosci okregu 2 prreciwprostokatng deziell ja na odeinki x i y. Wykas,
e ob = 3xy.

D 7.156. Wykai, fe jesli suma wysokogci trdjkata jest 9 razy wieksza od dlugoci
promienia okregu wpisanego w ten trojkat, to ten trdjkat jest réwnoboczny.

7. Geometria plaska — rezwigzywanie trifkqtdw, pole trdfkqta, pole kota

Test sprawdzajacy do rozdziatu 7.

1. Tréjkat prostokatny réwnoramienny ma pole réwne 2 cm’, Z tego wynika,
te przyprostokgtna ma diugosc:

A w.Ei:m B. 2 cmi C. h‘Ecm D. 4 cm

2. W trijkacie prostokatnym przyprostokatne majg diugese 7 om i 24 em. Niech b
oznacza odleglosé wierzcholka kata prostego od przeciwprostokatne] tego tréjkata.
Widwezas:

23

i, h=3i Crm B.h =125cm C.h=672cm D h=5—cm
25 25

3. Pole jednej kratki wynosi 1. Pole figury na rysunku obok

jest rdwne;
A8 B.85 %
C.9 D.95.

4. Tréjkat A,8,C, o polu 36 cm® jest podobny do tréjkata ABC o polu 4 cm’. Skala
podobierstwa trajkata A, B,C, do tréjkata ABC jest rowna:

A3 B.S c. 12 0.

e

5. Wysokodd trijkata prostokatnego poprowadzona na przeciwprostokatng daieli
ja na dwa odcinki, dlugodci 2 cm | 8 cm. Pole tego trojkata jest rowne:

A. 16 cm® B. 20 ¢m® C. 24 cm?® D. 28 cm?

6. Na boku AC trajkgta ABC raznaczono punkty D, E
w taki sposcb, ie [AE| = |ED| = |DC|. Przez punkty £, D
poprowadzono proste réwnolegle do boku A8, ktdre po-
dzielily tréjkat na trzy rozigezne figury o polach rownych
cdpowiednio P,, P,, P; (zobacz rysunek obok). Zatem:
AP :Py=1:2 B.PyiPy=2:3

C.PyiPy=4:8 DLP,tPy=3:5

7. Odcinek €D jest frodkowa w trojkacie ABC. Trajkat DBC ma pole réwne 3 em’,

Pale trajkgta ABC wynosi:

A, 4,5 cm® B.5cm’ €. 6 cm’ 0. 7.5 cm®

217
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8. Bokl tréjkata majg dlugoidé: 3, 4, 5. Pole kofa opisanego na tym trojkacie jest
rwne:

A, 5 B, 8,257 C.10x D. 25x

9. Boki trojkata majg diugosc: 13, 14, 15. Pole tego trojkata jest réwne:
&, 105 B.o1 C. 84 D. 42

10. W trdjkacie dwa boki majg diugos< 8 cm | 5 om, a kat miedzy tymi bokami jest
rdwmny 150°, Pole tego trojkata jest rdwne:

A, 20 cm? B. 1043 em? C 1042 emt D. 10 erm?

11. Ma rysunku obok punkty A i B 53 Srodkami dwdch sasiednich G
bokdw kwadratu. Jaky ciesd pola kwadratu stanowi pole trojka-

ta ABC? ¥
At B. = e 3 p 2 r
4 3 B 5

12, Pole tréjkata wynosi 48 cm’, Promied ckregu wpisanega w ten trdjkat jest
rdwny 3 cm, Obwdd tego trdjkata jest rwny:

A, 16 cm B, 32 em C. 72 cm 0. 144 cm

13. Ma rysunku obok dany jest wycinek kota, ktdrego kat jest
rdwny 45°, Jesli fuk tego wycinka ma diugost =, to pole kola
jest rdwne:

A.m
C.Bn

B.4n
0. 16w

14, Pele wycinka kola o promieniu 12 cm jest réwne 60 cm”, Kat srodkowy, wy-
naczajgey dany wycinek kota jest rowny:

A. 1507 B. 135° C. 120° 0, 807
15. Dane s3 dwa okregi wspaldrodkowe. Cieciwa A8 wigk-

s2ego okregu ma diugodd 10 em i jest styczna do mniejszego

okregu. Pole piericienia kolowego wyznaczonego przez te

okregi jest rowne;
A. 25% cm’

€. 507 cm’

B. 100x cm?
D, 757 cm’,

Y

7. Geometria plaska - rozwinzgwanie trijkatéw, pole trijkgta, pole kefa

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 7.

16. Boki trdjkqta majg dlugodé: a= JE, b=12, c=J6—+/2. Oblicz miary katéw
tego trijkata,

17. Boki tréjkata majg diugost a, b, ¢; katy s3 odpowlednio rowne «, B 1 R jest
promieniem okregu opisanego na tym trajkacie. Rozwia? ten tréjkat, jesl:

a) a=+/6, b=2, f= 45° b) a=2, b=+/2, =45
¢) R=c=5, a=60° d) R=3, a=+/27, B=45°, c<b,

18. Oblicz diugodei bokdw tréjkata réwnoramiennego, kidrego pole jest row-
ne 251""2_, a kat miedzy ramionami jest rdwny 45°,

19. W trdjkacie ABC bok BC ma diugodé 16 cm oraz |~=:[A!:B§|=120". Wiedzac,
#e promien okregu opisanego na tym trdjkacie jest rdwny 16 cm, wyznacz:

a) pozostate katy tréjkata ABC,

b) wysokest poprowadzong z wierzchotka C,

¢} dhugoié srodkowej AD.

3
20. W trajkacie prostokatnym cosinus jednego z katdw ostrych jest rowny <

Promien ckregu opisanego na tym trojkacle jest réwny 12,5 em. Oblicz odlegtosc
wierzcholka kata prostego od przeciwprostokitne].

21, Pole trojkata prostokatnego wynosi 240 cm’, a tangens jednego 2 katdw
astryeh jest rdwny 1%. Oblicz promien okregu wpisanego w ten trajkat.

22. Boki tréjkgta majg diugodé: 13 cm, 20 cm, 21 cm. Oblicz:
a) pole tego trajkata,

b) sinus najwigkszego kata,

-l::l promieri okregu wpisanego w trjkat,

d} promier okregu opisanego na tréjkacie.

23. Dwa boki tréjkata majg diugos 8 i 5, a kat migdzy tymi bokami jest rowny:

o = 60°. Dblicz:

a) diugodt trzeciego boku trojkata,

I;} wysokodd poprowadzong na trzecdi bok,

¢) diugodt odeinka dwusleczne] kata @, zawartego w tym tréjkacie,
d) diugoét érodkowej poprowadzone] 2 wierzchotka kata e

219
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24, Dwa boki trojkata majg dtugosc 28 cm | 25 ¢cm, a promien okregu opisanego
na tym trdjkacie jest rdwny 14% cm. Wiedzge, ie pole trdjkata wynosi 210 em?,
WYZNacz:

a) diugosé trzeciego boku,
h} promien ckregu wpisanego w ten trdjkat.

25. Dwa boki trdjkata majg diugost: @ =7 cm, b =8 cm. Promien okregu wpisane-
£0 w ten tréjkat jest rdwny /S cm. Wiedzac, Ze pole tréjkata wynosi 1245 cm?,
cblicz:

a] dtugosc trzeciego boku,

b) sinusy katdw tego trojkata.

Punkty G, H naleig do odcinka DE. Wykaz, fe:
a) pola tréjkatéw AFG, FBH oraz DEC s3 réwne,

IJ':I suma pdl trajkatdw niebieskich jest réwna polu
jednego biatego trdjkata,

D 27, W danym trdjkacie poprowadzono dwusieczng jednego z katdw. Wykai, te jedli

pola powstatych dwéch trdjkatdw s rdwne, to dany trdjkat jest réwnaramienny,

28, W tréjkycie ABC dane s3: [AC|=20, |[BC|=151 [<C|=30% Punkt D naleiy
do boku BC oraz pole tréjkata ADC jest dwa razy wigksze od pola tréjkata ABD,
Oblicz |A D).

29. W trdjkacie ABC, w ktdrym |AC| = 12 cm, |BC| = 4 em, dwusieczna kata ACB
przecina bok A8 w punkcie 0. Wiedzac, 2e pole tréjkata ADC jest o 643 em’
wigksze od pola trojkata DBC, oblicz pole trdjkata ABC.

30. W trapezie ABCD, w ktdrym AB||DC, przekgtne przecinajg sie w punkeie £,
Wiedzac, te pola trdjkatdw ABE i CDE sa odpowiednio réwne 90 cm?® | 40 em?,
ablicz pole trajkata AED.

31. Przyprostokatne trdjkata prostokatnege ABC porostajg w stosunku
|AC| - [AB| = 3 : 4. Symetraina prreciwprostokgtne] BC przecina bok 8C w punk-
cie D i bok A8 w punkcie E. lakg czgsf pola trdjkata ABC stanowi pole trdjkg-
ta EBD?

b i

D 35. W iwiartke kota o promieniu R = 1 wpisano kolo, kto-

7. Geowetrin praska = romwiqzpwanie trdfkgtde, pole trijkgta, pofe kofa

32. Pole kola jest rowne ?2%:: cm’. Cieciwa CD

przecina érednice AB w punkcie E, odlegtym
o 5cm od Srodka kota. Wiedzgce, e pole trojkg-
ta EBD jest 9 razy wieksze od pola trajkata ACE,
oblicz odlegloéé cieciwy CD od frodka kola.

33. Pale wycinka kota jest réwne 40w em’, a fuk tego wycinka ma diugosc 10m cm.
Qblicz:

a) promier kola b) miare kata Srodkowego tego wycinka.
34. W trojkacie prostokatnym ABSC L
dane s3: |A-L'| = 3em,; |-¢[Eﬁﬂ|=9ﬂ°.
|ABC|=30° Przyprostokatna AB

jest drednicy potkola, jak na rysunku

obok. Punkt D jest punktem przeciecia
pofokregu z bokiem 8¢, Oblicz:

a} diugost cieciwy D8, A
I::} pole ocdeinka kola, zaznaczonego
na rysunku obok.

rego promien jest réwny r. Wykat, #e r=+2 -1.

36. W tréjkqcie réwnoramiennym ABC podstawa AB ma diugost 26 cm. Wyso-
kost AE jest rdwna 24 cm. Oblicz:

a) obwdd tréjkata ABC,

b) dtugodci odeinkdw, na jakie wysokoét CD podzielita wysokost AE,

r:] stosunek pola tréjkata ADS do pola trdjkata CSE, gdzie 5 jest punktem wspdlny
wisokodci AE i CD.

D 37. W trdjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokodci AE i BF, ktdre prze-

ciely sig w punkcie M. Wykai, ie promien ckregu opisanego na trojkacie ABC jest
rdwny promieniowi okregu opisanego na trajkgcie ABM.

221
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D 38, W trdjkacie ABC kat ACB jest réwny 1207 oraz JAc| = 2|BC|. Dwusieczna
kata ACE przecina bok AB w punkcie D. Wykai, Ze stosunek promienia okregu
opisanego na trajkacie ABC do promienia okregu opisanego na trdjkacie DBC jest

rdwny 3 : L

D 39. W tréjkacie prostokatnym ABC, w ktdrym |<C|=90°, poprowadzono odei-
nek CD w taki sposéb, e D e AB oraz |<BCD|=2|<ACD|. Wykat, ie jeteli pola
trojkgtow ADC | BCD 53 rdwne, to katy ostre trdjkata ABC majg miare 307 | 60°.

D 80. W trdjkycie prostokatnym ABC, |<BCA|=90°, cosinus kata CAB wynosi 0,8,

Punkt O jest punktem stycznoscl okregu wpisanego w ten trojkat z przeciwprosto-
katng AB. Wykas, Ze stosunek pdl tréjkatdw ADC i DBC jest réwny 31 2,

8 « Wielomiany

Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej

8.1. Wirsd poniiszych wyrater algebraicznych znajduja sie wielomizny. Wskak je.

3
a) 3T -2¢+ 4 b) —12x* 2 e
d] Jx+8 8] 5-= f) 20« +3
' 2x" +8
- L% 1
g «2 h) 3xf=2x+1 i p

8.2. Dany jest jednomian F{x). Okresl jego stopien.
a) Flx)=-5-[" b) Flx) = 0,2(x’)"
c) Flx) = 8- («*-x)" d) Fx) =-03-(x)-(x"-x)

8.3. Dany jest jednomian stopnia n, n € N. Oblicz n, jesli:
a) Glx) = 0,5x" oraz Gl4) = 32

1
b} Glx) = 3 ¥ oraz G{3) = 243
e} 6(x) = J5 x" oraz Gl{q'g} = 125
d) G6(x) = 2 x* oraz E{I-ﬂ} =32,
8.4. Uporzadkuj dany wielomian resngeo. Nastepnie podaj stopien tege wielomia-
nu oraz wypisz jego wspdtczynniki.

a) Flx) =2-4x"+ 8"+ 3x" + 8
o) Hix) =x*- 26"+ 4 + 30"+ 1

b) Glx} = x - 3*+ 5x + 3"+ 24’
d) Wix) = 3x—9x*+ ' 3+ 9

8.5. Uporzadiuj dany wielomian malejgco. Nastgpnie podaj stopier tego wielo-
mianu oraz wypisz jego wspolczynniki.
a) Flx) =dx -3+ 5x' - 5x" - 8x

) H{x)=2-3"+ 2 + 4x*

I:I': E{x] :'Q.KE-I-E.—TI—EI:E:' + Tx
d) W{x‘]l = 4% + 6+ 2x - 8’ + 4x°
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8.6. Podaj przyklad wielomianu jednej zmiennej rzeczywistej x:

a} stopnia siddmego, ktdry jest uporzgdkowany rosngeo i ma tylko trzy wyrazy
raine od zera,

b} stopnia dziewigtego, ktory jest uporzadkowany malejgco i ma tylko piec wyra-
zéw réznych od zera,

8.7. Dany jest wielomian W(x). Oblicz jego wartoé€ dla podanych obok wielomiany
liczh.

a) Wix) = ="+ ax’-7; -3,-1,4,5
b) wix) =x?-x2+ 1 V241, J3-42

8.8. Podaj prayktad wielomianu W(x) zmiennej rzeczywistej x:
a) stopnia pigtego, ktéry ma tylko trzy wyrazy réine od zera oraz dia ¥ = — 1
przyimuje wartodcé 6,

b} stopnia czwartege, ktéry dla ¥ =2 prayimuje wartodé 0.

8.9. Wyznacz sume wszystkich wspatcrynnikéw wielomianu W(x), jedli:
a) Wix) = 8x" - 2x* + dx* - 10 b Wix)=-12x"+6x* + ax + 1
) Wix) = (3= 2 d) Wix) = (-ax"+ 2x"%

8.10. Wyznacz wspdtczynnik @ wielomianu W{x) = —x* - 2x* + ax + 3, jedli
wi(-2) = 1.

8.11. Wyznacz wspdlczynniki a i b wielomianu W{x) = —5x+ ax + b wiedzac, e
wi-1) = 2 oraz W(2) = -31.

8.12. Wyznacz wspdtczynniki o i b wielomianu W{x) = 2¢* + ax* + ¥ + b wiedzac,
ze W(1) =—5 oraz W(-1] = -1.

8.13. Jeden ze wspdlczynnikdw wielomianu W(x) = ax®+ bx® + cx jest wyznaczo-
ny przez warunek W(1) + W{-1) = 8. Podaj wartoéé tego wspdiczynnika.

8.14. wyznacz wspélczynnik o wielomianu W(x) = x* + ax - 4, wiedzac, ie

wivz-1)=w(1-42).

8.15. Suma wszystkich wspdiczynnikéw wielomianu
W(x) = 35" - (20 + b)x" + (o - b)x + & jest réwna 8 oraz W(-2) = -82. Oblicz a1 b.

2. whielemiany

B.16. Suma wszystkich wipdfezynnikdw wielomianu
W(x) = Sx* + (28" - 3)x® + (@ + 1)x + 2 jest réwna 11. Obliez o.

8.17. Suma wszystkich wspdiczynnikdw wiglomianu
W(x) = =2x* + (0 = &'}’ + b - 4 jest rowna ~6 oraz W(0) = 8. Oblicz o b.

8.18. Wyznacz wspotczynniki wielomianu W(x), jesli:
a) Wix) =3¢ + (0 + 3b)x® + ex - b oraz W(1) =4, W(-1) =2, w(2) =11
b) Wix) = 2x* + (o® + 5)¢* + (60 - b)x* - 12 oraz W(1) =3, w(-1) =-15.

8.19. Dany jest wielomian W(x) z parametrem m, m & R. Okresl stopien tego
wielomianu 2e wigledu na wartost m.

a) Wix)=[m*-1)x* + [m+ 1) + (M- 2m - 3)x + m -3
b} Wix) = (m® + 4m - 21)x* + (2m —6)x* + (m + T’ + 3w + 1

D 8.20. Dany jest wilomian W(x) = 2x*+ (o + b)x* - 30x - b + 2, gdzie a, b & 2.
Wykat, ie liczba W(3) jest podzielna przez 8.

D 8.21. Wykai, ze jedli Wix) =ax®- 11"+ [0 - 1} + 0 + 25, gdziea & Rix & R,
to liczba Wia) jest nieujemna.

8.22. Wielomian W(x) = ax” + bx" + cx + d, gdzie a = 0, dla liczby 5 przyjmuje
wartosé 317, zas dia liczhy 1 prryimuje wartosé 12, Wykai, ie oo najmniej jeden
z jego wispalczynnikow nie jest liczbg catkowita.

Dodawanie, odejmowanie | mnozenie
wielomiandw

8.23. Dane sq wielomiany W({x) i P(x). Wyznacz wielomian W(x) + P(x).

a) Wix) =-ax"+ 2" -3+ 8 Plx) = ax"-3x° + 207 + 4" - 8

B) Wix) =3x"—8x"+ 20*—x Plx) = 9x* + ox*-6x* + 1

) Wix)=3-ax"+ 8¢+ x* Plx) =-x"-8x*+ 2x

d) Wix) = %xﬁ— %35+ Gx?— % Px) = =0,25x% + 0,5x*~ Bx" 4+ 0,125

225
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8.24. Danes3 wielumian-gr W(x) i P(x). Wyznacz wielomian W{x) - P(x).

a) Wix)=
b) w[;}:nx -11::’ +0,6x + 04

e) wix) = 3¢ —J2x* + 220" + 82
d) Wik)= J2x4-3J3 + ax? 21

1
x"+-—-x5‘+3
B

8.25. Wykonaj dziatania:

a) (20F-3x" + 2x) = (" + Bx® + 4x -

Pix) = 0,75x7 + gx*+1},115x" + 2
P(x) = —4x* - 12x" + 0,5x + 0,4
Plx) = Sxf =225 + dx -1

.PI:J:} oyt =yd g JE.I-:'E 2

1) + x° + 5x* + 6’

b) (-3x* + 5x7 - 6) - (ax' + 2x* + ax) - (-7* + 3x" + 8]
c) 7x" —6x" + 2 — (8x® + 3 - 6) - [7x7 - 20x°)

d) 12— (7 + 4x) - (242" - 5x7).

8.26. Dany jest wielomian W(x) = —3x° + 4x” + 2x — 1. Wyznacz wielomian F(x)

i uporzgdkuj go malejgco, jesli:
3) Flx) = 4-wl)
d) Flx) = (x - 1) -wix)

8.27. Dane sy wielomiany: W(x)

bB) Flx) =-0,5 -w(x)

e} Flx) = (x*+ 3x) - Wix) 1) Flx) = (2~ 3) - Wlx).

= 3% + 2x% + Sx - 1, P(x)

Q) F{x) =x-Wlx)

= 2% & 3¢ orax

G(x) = x* — 2x* + 4" - 7. Wykonaj dziatania:

a) Plx) + 26(x)
¢) Wix) - [Plx) - 6lx)]

b) 3P(x) - 2w(x)
d) Wix) + G(x) - 3P(x).

8.28. Dane 53 wielomiany: W{x} =3x'-2, .F"I[.h'] =x*+2x-1oraz
G{x) = 4x* — 3x + 1. Wykonaj dzialania:

al Wix)-Plx)
c) [W{x}]l Gix)

8.29. Wykonaj mnotenie:
a) (x" - x%)(x* - %)
g) (" —a%-2)(x* + x%)

8.30. wWykonaj dziatania:
a) (3x" - ax)(3x" + ax)
:} (3% + lx}r

b) Plx}-G(x)
d) [Plx]]*-wix)

b) (x'* —1)(x" + x%)
d) (x*—x* - x)(x* + 1).

b) (54° - 6x)?
d) (9x - xF)(9x" + &%),

g. 'I.-.'J'i:i-u-.ﬁ-l.l'ﬂn-gl

D B.31. Wykat, ie (o + b + ¢}’ =a* + b + ¢ + 20b + 2bc + 20c. Nastgpnie wy-

kenaj dziatania;
a) (' -x+1f = (x*+x+ 1)}
) (&% +x)* + (3 + 1)

b (3% - x + 2)* - (3x® + x + 2)*
d) (25 — 3x)* + (x* + 4x)’.

B8.32. ‘Wvykonaj dzialania:

a) {x" 2%+ I:I{Jur;r 4 T.] + I:.r' 4+ 35 + E}l::r’ = Zr}

b) (2x°— 3% + 5)(x® + ax = 1) + {x* + 2x)(x* - ax

l:} {3;3— 25 + 5x + 1}|:x + :'-.‘} + {rl + A5~ 1}{11 + 5:}

d) (- 26" + dx + 52" - 1) - (®— 4x + 26 - 3)(x? = 2x).

B.33. Okredl stopien wielomianu W({x) oraz podaj wyraz wolny i wspsiczynnik
tege wielomianu przy najwyiszej potedze zmienng] x — bez wykonywania dziatar.
a) wix) = (-3x* + 1)(24* - 5)* b) Wix) = (dx® - 1)(2x% + 2)(x° - 4)

) wix) = (3x + 1)*(2x* - 5) d] Wix) = -2x{x* + 1)%(2 - 3x)*

8.34. Wykanaj mnozanie wielomiandw sposochem pisemnym:
a) (-2t e+ (-2t 4+ 2 =30 2 20 4+ 3x 4 1)

]:IJ {-*]I:' +x' =34 x e -IIJ{—EL:" +2x 4 4 2x-3)

1:] |::r‘ - 2x" 4 2x" - 6Gx + 1:!{—5:3 +2x" —3x + 4)

d) (-2x" +dx® - 3" + 267 + 5}{—3:‘ +5x" - 3¢ + 2).

8.35. Podaj przykiad dwdch wielomiandw zmiennej rzeczywistej x, ktdrych iloczyn
jest wielomianem stopnia siddmego, przyjmujacym dla liczhy 2 wartos€ 26, a jego
wyraz walny jest rowny 15,

8.36. Podaj przykiad dwich wielomiandw stopnia széstego zmienne] rzeczywiste] x,
ktarych iloczyn jest wielomianem, przyimujacym dla liczhy -1 wartodé 14, a jego
wipdlczynnik przy najwyisze] potedre zmiennej jest rdwny B

Réownosé wielomianow

H 37. Sprawdi, czy wielomiany W{x) i P(x) sa réwne, jedli:

Wi(x) = (3x - 1)(4 - 2x)(x + 1) P(x) = —6x* + Bx® + 10x - 4
b} Wix) = (3 -5} {x* - 1) - 25¢*  P[x) = -30x" -16x" + 30x - 9
c) Wix)=(-2x +1)* Plx) = =8 # 125" = 12x + 1
df Wix) = 3x" = (2x* + 1)[»" - 1) Plx) = x* =" + 2x* + 1.
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8.38. sprawdi, czy istnieje liczba o, dla ktdrej wielomiany W{x) i P(x) sg rowne,
jesli:

a) W(x) =[x - ox)(x + 20) + Bx
b) Wix) = 2x*-3(a + 1)x* + o
) Wix) = (x* - 2a)(x* + 20) - 6x
d) Wix) = (3x-a)-dx

P{x} = x' = 2x*

Pix) =24 -6x' + 8

Px) = x* + 30x - 16

P(x) = 36x" + 48x" + 16x.

8.39. Wyznacz liczbe g, dla ktérej wielomiany W(x) | P(x) 53 rdwne, jesli:

a) W(x) = (3x* - a)(x + 20) - (2x - 1) P(x) = 3x* + 18x" - 5x - 17

b) wix) =8 +oxfox+1) - (a®+ x-5x) x Plx)=5+3"-2x+8

) Wix)=—-6x"-50x" —ax-2 Plx) = (3" - o' + 2)(-2x - 1)
d) wix) = (2x* - 3){2x - a*) - 4 Plx) = ax* + (0 - 3)x* —6x — o,

8.40. Sprawdi, czy istniejg liczhy a | b, dla ktérych wielomiany W(x) i P(x) sa
rdwne, jesli

a) Wik =20+ (30 + 1)’ + (b + 2)x -4
b} w{x) = (2ax - b’

c) wix) = 2ax(2x - b)*

d) wix) = (x* —ax}® - (x* + bx)*

8.41. Wyznacz wspdlczynniki a i b, dla ktérych wielomiany W(x) - F(x) i H{x) s
rdwne, jesh:

a W= +ax+3x+1, Flxj=2+bx-4, Hx)=x"-"+8x+5
b Wix) =2 +ax® +5x—3, Fla)=x"-5x"+bx+ 4, H{x)=x'+ 2" + 4x -7,

Plx) = 2o + 4’ + 5x -4
Plx) = 8’ — 10x° + 6w — 1
P(x) = 16x" - 48x° + 36x
Px) = <2x" - 3%,

8.2, Wyznacz wspdlczynniki a i b tak, aby Wi{x)F(x) = H{x), jeshi;
a) Wix)=u"+3x+2, Fx) = ax + b, Hix) = 2x* + 3" -5 -6
b} W(x)=2x"-x +5, Flx) =ax + b, Hix) = -2x* + Ix* - 8x + 15,

8.43. Wyznacz wspdiczynniki b i ¢ tak, aby wielomian W{x)€(x) — H[x) byt wie-
lomianem zerowym, jesli:

a) Wix)=-3x+5  Flx)=x"+bx+g
b) Wix)=2x-3, F(x) = #* + bx + ¢,

Hix) = =3x" = x* = 2x + 20
H(x) = 2x* + 7x* - 13x - 3.

8.44. Danesgwielomiany: W(x) = (2x + b)[x’ + 3x + 1), Flx) = (ox + 3)(x + 1)* oraz
Hix) = x® + 6" + 10x + 2. Wyznacz wartoéci parametréw a, b, dia ktérych
W(x) = Fx) = H(x) dla dowolnej liczby rzeczywiste] x.

: 'I\I'!IErﬂm.-E-EH.H

8.45. Dane sy wielomiany: W(x) = (ax - 2){(x + 2)%, Flx) = (2x + b)(x* + 3) oraz
H[x] = S%7 + 11x* + 10x — 5. Dla jakich wartodci parametréw o, b wielomian

Wix) + F{x) - H(x) jest wielomianem zerowym?

B.46. Wyznacz wspdlczynniki a, b, m, n, dia ktérych wielomiany Wix) i Flx) sa
réwne, jesli;

a) Wix)=x*+mx’+nx’ +18x + 9
b} Wix) =x*+dx" + mx® + 12x 4+ n
c) Wix)=x"+mx’+ 5" +nx + 4
d) Wix)=x"+mx’+ 65" +nx + 1

Flx) = (x* + ox + b)°
Flx) = (x* + ox + b)*
Flx) = (x* + ox + b)°
Flx) = (x* + ox + b)*.

Wzory skréconego mnozenia stopnia 3.
Wzér na a" - &"

B.47. Zapisz za pomoca sumy algebraiczne] wyralenie:

a) (v+ 2 b) (2 +a)? g (1+3p  d (Ba)
e (5-8)p f) (x-a) g (2x-3p W (1-42).
B.48. Oblicz szetcian danej liczby.

a) 1-43 b} J6+2 ¢ 3J2-1 d 42446
e 2442 H -3-6 g 2¥2-34 h) ¥5+2%35

8.49. Zapisz za pomocy sumy algebraiczne] wyraZenie;

a) (x + a)(x*- ox + &) b) (3 +x)(9-3x + %9

) (v+a)(16 - 2y + ') d) (2-y)(4+2y+¥)

e) (25 + 5x + x*){x - 5) i) {ﬁ—z}{:‘+2+~:’i:}.

8.50. Oblicz:

) (2-45)(a+245+325)
9 (3+35)(¥5-¥6 +A)

b) (1-232+43a)(1+232)
d) (adfa+2918+Y81)(¥9-2472)
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8.51. Doprowadi dane wyraienie do najprostszej postacl.
al (x-1P+(2-%) b) (2 +x)*+2(x -1
e) (x+ 1{x"-x+1)+(1-x) d) 3(x-2)(x*+ 2x + 4) - (x + 3)°

e) (x + 4)*= (8 = x){x* + dx + 18) ) [%E+x1]] —{%‘E—rr ~6325x

8.52. Wykonaj dziatania | przeprowadi redukcje wyrazdw podobnych:
a) (x+ 1) (22 -3 - (x + 3+ 2(x - 2)[x + 2)

h} {E;n: & 5]1[.# - 1} — (3% + 1}2[1 + 1} - I[x - 1]{x1+ X+ l:l

¢} (2x -1 [x + 1P+ (x = 2)*- (x + 2J(x*- 2x + 4)

d) (2x - 3y)* - (3x —y)(3x + y) + (¥ - 2p)* - (B~ Ty)(-2y)

e) (¥~ 1P~ (x — 1){x* + 1)(x + 1) + ax’{x’ + 1)

f) (3x - 1= 3(x + 1)(x* - x + 1) + 2{x - 2)".

8.53. Roewigz rownanie:

a) (x-1)"+35=4d[x+ 1)°~ (2-x)(4 + 2x + x7)

b) (2+x)+9x=10-(2-x)"+ (2x-2)°

l:]- E{ﬂ-.:r —5]1 + 3{1’ + 1}{.!."— X+ 1} = {x + 3}’ + Ex{x’— 25} + 72
d) (x—4)*-12(x + 2J° + 200(x - 4) = -9 - (x" + 3x + 9)(3 - x).

B.54. Rorwigd nierdwnoic;

a} {x— 2} + Tl [2 -*-x]f_.:rz- 2x + 4} > 2%+ 12¢ + 25

b) (x — a)(x? + 4x + 16) - 2(x - 1)*= 5(x - 4){x + 3) - »’

o) xx-5)-(x-2)"<3x-12(x - 1)

d) (3 + )7+ (2x - 1)(ax” + 2x + 1) =~ 11(3x + &) < Ix(x + 1) - [x* + 2).

8.55. Zamien na iloczyny wyraienia:

a) o=t -1 b] x*+ 18x" + 108x + 216
€] 2727y + 9yt =y d) 8x*+ 36’y + Sduy’ + 27y
e) 14 6x+ 12x"+ 8x' f) 1-15y + 75¢" = 125",

8.56. Zamien na iloczyny wyraienia:
a) '+ 8 b} 1-x° ¢ 27r'-1 d) Bk*-125
o) 64 + 27y f) 1256°+216 g 545 +x  h) p-242,

& 'L'-'fﬂmfﬂny 231

8.57. Usun niewymiernoié @ mianownika utamka:
245

2 1 2
a) ﬁ b) 3G ¢) e

I 2-42
Z ﬂ 7 } {E h) {E—l
e Te-tna+18 ° alie+2as1 | Y3+30

B.58. Rorwiai réwnania i nierdwnosci:
a) |a- = (Y3382 +9)(¥2 +3)

b) (¥6-1){1+Y6+338) < |x + 5|
¢) 3}x-2| < (295 - ¥10)( Y100 +23/50 + 4425 )
d) (¥5+243+4)(¥3-2) =lax + 2|
e ia-vxiz{ﬁ—zj{4+ziﬁ+ﬁ]
f) 2+ 1| - (¥2+3a)(¥a-24318) > 3lx + 1],

Zastosowanie wzoréw skréconego mnozenia
w dowodzeniu

D B8.59. Wykat, teliczba 207 + 148* jest podzielna przez 71.
D B.60. Wykai, te liczha 536*— 124° jest podzielna praez 103,

D B.61. Wykai, ie jesll liczba catkowita przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to szeé-
cian tej liczhy przy deieleniu przez 5 daje resztg 2.

D B.62. Liczba catkowita a przy dzieleniu przez 4 daje reszte 3, zaj liczha calkowita
b przy drieleniu przez 4 daje reszte 1. Wykai, Ze suma szedciandw tych liczb jest
podzielna praez 4.

P B.63. Liczha calkowita ¢ przy dzieleniu przez 6 daje reszte 2. Wykai, ie liczba 4 + ¢
jest podzieina przez 12.
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D B.64. Liczba catkowita ¢ przy dzleleniu przez 3 daje reszte 1. Wykai, 2e resita

z driglenia liczby ¢ = 2 przez 3 jest rdwna 2.

D B.65. Wykat, 2e jedli liczba parzysta jest niepodzielna przez 6, to szedcian te] liczby

przy dzieleniu przez 6 daje resztg 2 lub 4.

D B.66. Wykat tejeflio-b=5ia-b=71t0 o' -b'=230.

D B.67. Wykat, tejeslia+ b =4 i a-b+9=0,t0 &’ +b*-172=10.

D 8.68. Wykat, fe liczba (1-+2 ) (7+5v2) jest liczba catkowita,

D B.69. Wykai, fe liczha {15 -154'5][2 + ﬁ]a jest liczbg naturaing.

D B.70. Wykat, te liczha 2 -1-Y3+242 jest liczba naturalng.

T B.71. Wykai, ze liczba 209%" - 459 jest podzielna przez 164,

D 8.72. Wykat, ie liczba 384* - 120 jest podzielna przez 11.

D 8,73, Wykat, be liczba 26°* — 15" jest podzielna przez 41.

D B.74. Wykai, ie liczha 38 — 2'® jest podzielna przez 19.

D B.75. Wykai, ze liczha 3% - 2 jest podzielna przez 13.

D 8.76. Wykat, ie liczba 8- 5° jest podzielna przez 13.

D 8.77. Wykat, te liczba 6! -9 jest podzielna przez 15.

D B.78. Wvykaz, ie liczha 2% — 3% jest wielokratnoscia liczby 7.

D B.79. Wykai, ie liczba:

a',I [%‘rﬁ + &'EH}[%"E -—l}wﬁn A + 1:| Jest liczbg naturalng, podzieing przez 15.

b) (81-4){Y81 +243 +4)( 81 -24/5 +4) jest liczbq naturaing, podzieing przez 17.

8. Wwiclomiany 255

D B.BO. Wykaz, e liczba {E—JE}-E}?E +3245 jest liczby catkowity parzysta.

D B.B1. Wykas, te dana liczba jest calkowita.

a) Yeu3+10-43 b) ¥5v2-7-42

T B.82. Reszta z dzielenia liczby catkowite] dodatniej o przez 6 jest rdwna 1. Wykat,
o reszta @ drielenia Hozby 3% przer 13 jest réwna 3,

T 8.83. Restta z deielenia liczby catkowite] dodatniej b przez 4 jest réwna 3. Wykad,
fe reszta 1 drielenia liczhy 2° przez 12 jest rdwna 8.
- ra = - o
Podzielnosé wielomianow

8.84. Podaj przykiad wielomianu pierwszege stopnia, przez ktory jest podzielny
wielomian W{x), jesli:

a) wix)=x"-1 b) Wix)=x"+3x"+3x+1
e} wix) =81-x* d) wix) =8+ 125¢

e) Wx)=x*—6x"+12x-8 f) wix)=x*-32

gl Wix)=2m"-64 hj Wix) = ax"—dx® + 1.

8.85. Wskai cztery wielomiany plerwszego stopnia, przez ktore jest podzielny
wielornian W(x), jedli W(x) = (ax* - 9)(x* — 4x - 5).

8.86. Wska: piet wielomiandw plerwszego stopnia, przez ktére jest podzielny
wielsmian W(x), jesli W(x) = (x* + 125)(6x" + 13x - 10){ax" - 9).

8.87. Podaj przyklad wielomianu drugiego stopnia, przez kidry jest podzielny
wiglomian Wi{x), jeshi:

a) Wix) = (x + 1)(x* + 8)(x - 3) b W(x) = 27x" - 1000

¢) W(x) = 125¢° + 216 d) Wix) = 8x" - 60x* + 150x — 125.

8.88. Dany jest wielomian W{x) = —3x°(4 - x)(x + 2). Wskaz trzy wielomiany
stopnia trzeciego, przez ktdre jest podzielny wielomian W{x).
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8.89. Dany jest wielomian W({x) = (9¢* - 1)(x* - 4x). Podaj przykiad wielomianu:

a) stopnia pierwszego b} stopnia drugiego
¢) stopnia trzeciego d) stopnia czwartego,
przez ktdry jest podzielny wielomian W(x).

8.90. Podaj przykiad wielomianu F(x) stopnia pierwszego i takiego, ze wielomian
W(x) = (x* + 10x + 25).F(x) jest podzielny przer wielomian P(x) = x* + dx — 5,

8.91. Podaj przyklad wielomianu F{x} stopnia plerwszego i takiego, 2e wielomian
W(x) = (8x" - 1).F(x) jest podzielny przez wielomian P(x) = 2x" 4 5x - 3,

8.92. podaj przykiad wielomianu F(x) takiego, ze wielomian
Wix) = (3 - x)(4 + Sx}-F(x) jest podzielny przez wielomian P(x) = —x* + 9x - 18,

8.93. Podaj prayktad wielomianu F(x) takiego, te wielomian
wix) = f{‘f + 2)(x* - % - B)-F(x) jest podzielny przez wielamian
P(x) = x* + 6x" + 12x + 8,

8.94. wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x). Wielomian
-Q[x} = 4 + 3y jest ilorazem z dzielenia W{x} pries F[x}_ Wyznacz Pf,;-}, jeshi:
a) W(x) = 16 - ax’ b) W(x) =9x" + 24x + 16 ) W(x) = -3x"—x + 4.

8.95. wielomian W(x) = -10x" + 11x" + ax + b jest podzielny przez wielomian
Px) = 1 - 2x. llorazem z dzielenia W{x} prrez P(x) jest wielomian
@(x) = 5 = 3¢ + 2. Oblicz @ i b.

B.96. Wielomian W(x) = -3x" + (30 + b)x* - (4a + 9b)x + 30 jest podzielny przez
wielomian P{x) = -3x + 5. llorazem z dzielenia W(x) przez P(x) jest wielomian
Q(x) = x* ~ dx + 6. Oblicza i b.

B.97. wielamian W(x) = —6x* + (o — b)x® - 21x* + (20 - 3b)x — 15 jest podziel-
ny przez wielomian P(x) = 3x° — 2x + 5. llorazem z dzielenia W(x) przez P(x) jest
wielomian Qfx) = -2x" + x - 3. Oblicz a i b.

8.98. Wielomian W(x) = 6x” — x* + 10x - 8 jest podazielny przez wielomian P(x).
llorazem z dzielenia wielomianu W(x) przez P(x) jest wiglomian Q{x) = 2x* + x + 4.
Wyznacz P(x).

2. Wwhelowrany

8.99. Wielomian W(x) = 2x* — 7x* + 6x” + 10x — 15 jest podzielny przez wielo-
mian .P{;-:i}. llorazem z dzielenia wielomianu W(x) przez P(x) jest wielomian
a(x) = x* - 26’ + 5. Wyznacz P(x).

8.100. Wislomian W(x) = (8x* - 27)(2x - 7) jest podzielny przez wielomian P{x].
llorazem z dzielenia W(x) przez P(x) jest wielomian Q(x) = 4x° + 6x + 9. Wyznacz

P{x}.

8.101. Wielomian W(x) = (x* + 216)(3x + 5) jest podzielny przez wielomian
P(x) = 3x* + 23x + 30, a ilorazem z dzielenia W(x) prrez P(x] jest wielomian Q).
Wyznacz Cl‘[x}.

8.102. wielomian W(x) = (2x — 3)*(3x + 12“ jest podzielny przez wielomian
P(x) = 6x° - 7x — 3, a ilorazem 2 dzielenia W(x) przez P(x) jest wielomian Q/x).

Wyznacz Q(x).

8,103, Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), a lorazem 2 dziglenia
wielomianu W{x) przez P(x) jest wielomian Qlx). Wyznaez wielomian Q|x), jesli
a) Wit) == 2x' + 2% -2 + 1, Plx) = (& = 2x + 1)
B) Wixj= =P s 2 -xP-xf e 2x -2, Plx)=(x'+x"-12)

8.104. Wielomian W{x) = [x* = 3x + 1) (x* 4+ 2x - 2)" jest podzieiny przez
wiglomian P(x). llorazem z dzielenia wielomianu W(x) przez P{x) jest wielomian
afx) = 5" + Bx - 3. Wyznacz P(x).

8.105. Wielomian W(x) = (x* - 2x + 3 - (« + 3x)? jest podzielny przez wielo-
mian P(x) = x* + x4+ x + 3, Wielomian O[] jest llorazem z dzielenia wielomianu
Wix) przez P(x). Wyznacz Q(x).

8.106. Wielomian W(x) = (x* - 6)7 - a[x" + 1)7 jest podzielny przez wielomian
P(x). Wielomian Q(x) = x - 2x + 4 jest ilorazem 2 dzielenia W(x) przez P{x).
Wyznacz P(x).

D 8.107. Uzasadnij, e wielomian:

a) Wix) = (66" + 19x + 2)*~ (" + 5x + 5)7 jest podzielny przez dwumian liniowy
P[x] m5y—1

b) W(x) = (3x - 1)° - (x - 2)" jest podzielny przez wielomian P(x] = 13x" - 17x + 7.
W kazdym przypadku wyznacz iloraz Qlx) z dzielenia wielomianu W(x) preez P(x).
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Dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy.
Schemat Hornera

8.108. Wykonaj dzielenie:
a) [x*—6x" + 12x - 16) : (x - 4) b) (x*-x* -5k +21):(x +3)

¢ (X -3x"+3x-2):(x-2) d) (x* +5¢* - 12x% + 5S¢ + 1) : {x - 1),

8.109. Wykonaj dzielenie:

a) {lﬂm*"12m2+di'x—ﬁ_]:{x—%} b) (38x* 4 sz—ﬂx—l}:[xi-%]

€} (16x% + Bx* = T 4+ 2x 4+ 1) :[.x+%] d) {ix‘-rax*—zx—:-l-}:[nE

2f

8.110. Wykena] dzielenie:

a) (2x* - 154" + 240 = 5x = 6) : (22 = 3)
b) (12x* - 3% + 8" - 6x + 1) : (4x - 1)
cf (—2o* + x* - 16x* + 4) : (=2x + 1)

d) (-3¢ + 207 - 12x + 8) - (-3x + 2),

8.111. Wykonaj dzielenie z reszta:

a) (3 -2x+1):(x+2) b) {-2x*+4x-3):(x-1)

g) (4x*+ 3x*—6x + 3) : (x + 1) d) (3" + 2%+ 4): (x-3)

e) [x*+ a4 -2 + 1) : [x + 3) £l (x*- 32"+ 2067+ 1) - (x - 2).
8.112. Wykonaj dzielenie, stosujac schemat Hornera:

a) (x'+ 2%+ x - 4): [x-1) b) [« + 3" +3x+2):(x+2)
¢ (3*-a-x-6):(x-2) d) (26*+ 7' + 8x + 15) : (x + 3).

8.113. Wykonaj dzielenie, stosujac schemat Hornera:
a) (3 + 3"+ 2¢ + 3w + 1) ¢ [ + 1)
B) (2x* + 3x" = 2% + 6x - 3) : (x - 0,5)

:} {31'—1’+Ex3+?r—3}: [.\:—g]

d) {5.;’*+Hx’—1x=+5x—1}r[x—§].

8. I.-U'l':fﬂm.l’n.ﬂg

8.114. Wykona] dzielenie, stosujac schemat Hornera:

a) (F-3x+2):(x-1) b) (2% + x + 18) : [x + 2)
e) (- +ax +3): (x+1) d) (5x°-7x-28):(x-2)
e) (2x*-5x+3):(x~1) f) (3t +2xt+2):(x+1)
8.115. Wykonaj dzielenie z reszty, stosujgc schemat Hornera:

a) (3x+5):(x+4) b) (-ax+1):(x-7)

o (¥-1):(x+2) d) {31('—1#+E:|:[.h'—2]

g) (56° + 2"+ 7): [x— 1) f) (-2x*+ ax® + 6) : (x + 3).
8.116. wykonaj dzielenie:

a) (2x* + 3" - 15): (x - 1) b) (-3x*+ 2x +16) : [x - 2)
g (F+1):(x+1) d) (#*-1):(x+1)

g) (x"+1):(x-1) f) (x*-1):(x-1)

8.117. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian P(x], jes:
a) Wix) =227+ dx"-5x + 1, Plx) = x -2

b) Wix) =x*-2x*+ 4, Plx) = x +1

g) Wix)=-3x"+4dx"+89, Plx)=x=1

dl Wix) =x®+ 2 + 3x + 1, Px) = x + 3.

B8.118. Dany jest wielomian W{x) = x* + (K + 1)x’ - 2kx - 15.
a) Dla k = 1 oblicz reszte 2 dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x + 3,
D b) Uzasadnij, ie jedli k = =5 lub k = 3, to wielomian W(x) jest podzielny przez
dwumian x + 1.

8.119. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = m'x* - 55* — 3m przez dwumian
¥ =1 jest rdwna -1, Oblicz m.

B.120. Resita z dzielenia wielomianu W(x) = m*x® - 8 + 5m przez dwumian
x + 1jest rdwna 2, Oblicz m.

8.121. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a, o € R, dla ktérych reszta z dzie-
lenia wielomianu W(x) = 2¢* - 3x* + ox® + o'x + 2 przez dwumian x - 1 jest
wieksza od 3.

8.122. Wyznacz wszystkie wartodci parametrua, o € R, dia ktérych reszta z dzielenia

1 . . 2
wislomianu W{xj 't —; axis gfx + 1 prrez dwumian x = 2 jest mniejsza od 4.
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Dzielenie wielomianu
przez wielomian stopnia wigkszego od 1

B.123. Wykonaj dzielenie:
a] {&H‘3 + 13%% 4 x —2} : (r' +2%x+lJ

b} (8x* - 6x* - 17x - 6) : (8x? - 10x - 12)
c) (24 - 26x% + 9x =~ 1) : (126" - 7x + 1)

2
d) (12x® + 16w + 7% + 1) : [x+%] 3

8.124. Wykona dzielenie:

a) (2 + 36+ 2x) : [ + 1)

b) {f+x'—1#3—1r-3]:{x1+x + 1]

) (x*—9w®): (3x% + 9x)

d (x*-2x"-8): (2x" - ax® + 4x - B)

g) (x°+ "+ 3"+ 82" + 15) : (x¥ + 3)

) P+t e — =2 =1) s [+ 2 + 1).

B8.125. Wynacz iloraz Q(x) i reszte R{x) z deielenia:

a) (Fex'-ex+8):lx-3x+1) b («*+5):(x*+5)

) [dx® -3¢ —1): (4 + 4x + 1) d) (3" - 6"+ 13¢%) : (87 + 4x + 2)
e) (Bx® + ax* - 1) : (2% - 5 4 1) f) (2x% + 07— 22 = 1) : (24° + 2).

B.126. Wyznacz iloraz Q(x) i reszte R(x) z dzielenia:

a) (" -xf+ 20" - 20 + 2P~ §) 1 (P - 1)

b) (2x' -+ 36 + 7) : (x° + 2)

o [ +x%+245+ Sa” # ' = x) : I:x"+1:|

d) (2x7 - 3"+ dx" - % + 2x + 4 (26° + x* - 1)

g (+x’ -+ 2t -3 e T -1): (e 3x 4 2)

f) (x® - 3x% - 3x7 + 9% 4 2" = 5wt 420 —xt + 3x + 3) 1 [ - 3 4+ 2),

8.127. Po podzieleniu wiclomianu W(x) przez wielomian P(x) = x* + 4x? - 3
otrzymujemy iloraz Q(x) = -2x" + Lireszte R(x) = x* + 5% + 6. Wyznacz wielomian
W(x) w postaci uporzadkowanej.

2. Wielerarany

8.128. Po podzieleniu wielomianu I.-'I."[:u:] przez wiglomian P[x] =2 +5x -1
otrzymujemy iloraz @x) = Sx - 7 resztg R(x) = 3x’ - x. Wyznacz wielomian W(x)
w pastach uporzgdkowanes).

B.129. Wielomian W(x) przy dzieleniu przez dwumian  + 3 daje reszte 6, a przy
drieleniu przez dwumian x - 2 daje reszte 1. Wyznacz resztg 2 diielenia tego wie-
lomianu przez wielomian P(x) = (x - 2)(x + 3).

8.130. Wielomian W(x) przy dzieleniu przez dwumian x + 2 daje reszte 8, a przy
dzieleniu przez dwumian x + 1 daje reszte —4. Wyznacz resatg 2 dzielenia tego
wielomianu przez tréjmian kwadratowy P(x) = x* + 3x + 2.

8.131. Reszta z dzielenia wielomianu W({x) przez tréjmian kwadratowy
Plx) = {x + 4)(x — 2) jest rdwna ~5x + 2, Oblicz resztg 2 drielenia wielomianu wix)
przez dwumian x + 4.

8.132. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian P(x] = x* - 1 jest
trojmianem kwadratowym 2x° - 3x — 1, Wyznacz reszte 2 drielenla wielomianu
W[x} przez dwumian x — 1,

8.133. Reszta 2 dzielenia wielomianu W{x) przez wielomian P(x) = (x* - 1)(x + 2)
jest réwna 3x" + Sx — 2. Wyznacz reszte z drielenia wislomianu w(x) przez wielo-
mian Fx) = (x - 1){x + 2).

8.134. Resrta z drielenia wielomianu W[x} przez wielomian
Plx) = x* + x* — 3¢’ — 4x - 4 jest rdwna x” - 5x + 1. Wyznacz resztg z dzielenia
wielomianu W(x) przez wielomian Fx) = x* - 4.

8.135. Reszta z dzielenia wielomianu W{x) = x* = 2x' + ox + b przez wielomian
P(x) = (x - 1){x + 2) jest rdwna 9x - 3. Oblicz a i b.

8.136. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = x* + (@ + b)x® + 2% + bx + & przez
wielomian P(x) = x” + 4x + 3 jest rdwna x + 9. Oblicz o i b.

8.137. Wielomian W(x) przy dzieleniu przez dwumiany x + 1, x + 2, x — 1 daje
reszty odpowiednio rdwne: 2, 3 i 6. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu wix)
przez wialomian .F"I:.H'] =xt+Ixl—x =2

8.138. wielomian W(x) przy dzieleniu przez dwumiany x — 2 i ¥ + 4 daje resz-
ty odpowiednio =3 oraz —51. Wiedzac, ie wielomian Wl:x} jest podzielny przez
dwumian x + 1, wyznacz resztg z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian
Px) = x* + 3x* —6x - &.
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8.139. Resrta z dzielenia wielomianu W(x) = x* - 2x* + ax” - 3x + b przez wie-
lomian Plx) = x* - 3x + 3 jest wielomianem zerowym. Oblicz a i b.

8.140. wielomian W(x) = x* —x” - 9x* + ox + 2 jest podzielny przez wielomian
Plx) =x* + 2x + b. Oblicz a i b.

Pierwiastek wielomianu. Twierdzenie Bezouta

8.141. Sprawds, czy podana obok wislomianu Ia'l.-"{.r] liczba ¢ jest jego pierwiastkiem:
HJ W{x}—x—Exi'+12x-?, =k

b) W(x)=5x"-2x"-6x-20, £=2

c) W{xJ_Ex 3t +5x+3, c=-1

d) wix) =x"+ 7+ 165" - 24, ¢ = -2.

8.142. pany jest wielomian W(x) i zbior 4. Sprawdi, ktére liczby 2e zhioru A
53 pierwiastkami wielomian W(x),

a) Wix)=x'~3xi - ax+ 12, a=|-1,42,3]

A= {—ﬁ.—%.l.ﬁ}

b) Wix) = x* - 252 - 3,

B.143. wielomian W(x) jest zapisany w postaci iloczynu wielomiandw pierwsze-
go | drugiego stopnia. Podaj stopien wielomianu W(x) i wyznacz pierwiastki tego
wielomianu,

a} H"{x] = {x = 2]{1‘: + 2x + 4)[5 - Ir}{xl + 1]
B) Wix) = (81" - 4)(x" - x - 6)(3 —x)(x + 5)
i:] W[x} = 5:{2:2 + X+ i}f‘:'lx! —6x + 1}[4 + xl}
d) Wix) =[x+ 3x + 4)(1-2x = 8x°)(x* - 9)

8.144, Podaj przykiad wielomianu W(x) széstego stopnia, zapisanego w postaci
ileczynowe] i ktdrego pierwiastkami sg liczby:

a) 0,1,2,3,4,5 b) =+/5.-43,0, 43, 5
¢ -1,1,3 d) -2.

&, ‘wiclemiany

8.145. Sprawdi, nie wykenujac dzielenia, czy wielomian W{x) jest podzielny przez
dwumian P(x), jedli:

a) Wix)=x"-3x" + 4x - 12 Plx)=x-3
b) Wix)=2x*+3+ 2 + x-14 Plx)=x+2
o) Wix)=5x"-3"-2x+9 Plx)=x-1
d) Wix)=-3x"+ 82" + 4" + 1 Plx) = x + 1.

3.1::1-5. Whznacz liczbe &, dia ktdrej wielomian W[x]l jest podzielmy przez dwiumian
P|x), jesls:

a) Wix)=2x"— (3k + 2)x* + Gkx — 18 Plx)=x +3
b) Wix)=x"—(4k + 3"+ (6k-1)x +25 Plx)=x-5
c) Wix) =2x + 3K%%% + kx - 20 Plx)=x-2
d) Wix)=x"+2x"—kK'x +5k + 7 Plx) = x + 3.

8.147. Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W{x) wiedzac, ze wielomian
wx) jest podzielny przez P(x), jedli:

a) Wix) =3¢+ 20" + 1lx -6 Plx) =x +1
b) W(x) = 2% - 10x* + 10x - 8 Plx) =x -4
c) Wix)=2x"-3¢"-20x + 21 Plx) =x +3
d) Wix) =8x* - 6x" - 18x -4 Plx) =x -2
e) Wix)=x"-ax’ - 3x + 18 Plx) =x -3
f}] wix)=x"+2x-3 Plx) = x = 1.

8.148. Dany jest wielomian W(x) | liczba c. Wykaz, ie liczba ¢ jest plerwiasthkiem
wielomianu W(x). Nastepnie wyznacz porostale pierwiastki wielomianu Wix), oile

istnieja.

a) Wix)=x*-x"-16x-20, ¢=-2
b) W) =x*-x*-8x+8 <c=1
e) Wix) =2+ T' + 2% -3 £=-3
d) W(x) =x*+ 5% + 5x 425 c=-5

B.149. wykat, te liczha ¢ jest pierwiastkiem wielomianu W(x). Nastepnie wyznacz
pozostale pierwiastki wielomianu W(x), o ile istniejg.

a) Wix) =x*+ 22" + 25" + dx’ - 3x - 5, c=-2

IJ] W[x}:xi'—:r"+3.t*-3ﬁ?+lx--1_ =l

) Wix)=2x*+ 20" - 200" - 200 + 18x 4 18, c = -1

d) Wix) = x"— 2x* - 15x" + 30x" = 16x + 32, c=2
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8.150. Wyznacz liczhe a, dla ktérej liczba ¢ jest pierwiastklem wielomianu Wi{x).
Dia obliczonej wartodei o, podaj pozostale pierwiastki tego wielomianu,

al_l “I‘[x]:x"-rlxz—x--m c=l
b) W(x) = 3x" - (4a + 5)x° + 28x - 4a, =2

8.151. Wielomian W{x) jest podzielny przez podany obok wielomianu dwumian.
Oblicz a. Nastepnie wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W(x).

a) Wix) = ax® + 56 + ox - 2, x+::-

b) Wix) = 4x* + 6ax? + (40 + 2)x - 12, x—%

B.152. Liczby x, | x; s3 plerwiastkami wielomianu W(x). Oblicz a | b. Nastepnie
anajd trzeci plerwiastek wielomianu W(x).

a) Wix) ="~ (o + b’ —|o-b)x + 3,
1

b} Wix) = 2x* + (& + b)x* + |:5b+2ﬂ]r—ﬂ. X, =4, X;= g

=l k=3

B.153. Oblicz wartosci wspdtczynnikdw o i b wielomiang W'l:.H']I wiedzgc, Ie wie-
lomian ten jest podzielny przez podany ohok tréjmian kwadratowy P(x). Podaj
wszystkie pierwiastki wielomianu Wi{x).

gl Wix)=x"+ax’-bx+8 Plx) = (x - 1)(x - 2)

b) Wix) = 3" + ax’ - 15x + b Plx) = 3" + 11x -4

D 8.154. Wykat, te dla dowolnej liczhy naturalnej dodatniej n wielomian
W{x) = e *? = [n - 1)x" - 1 jest podzielny przez dwumian x = 1.

T 8.155. Wykat, e dla dowalnej liczby naturalnej dodatniej i wielomian
Wix) = 2" + [n = 1)x* + ax + 2 jest podzielny przez dwumian x + 1.

8.156. wielomian I.u'.n"[.:r} jest trzeciego stopnia. Pierwiastkami wielomianu WI:A':I
53 liczby: -2, 11 4. Wiedzae, ie reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian
¥ + 1 jest réwna 30, zapisz wzdr wielomianu W(x} w postaci uporzadkowanej.

8.157. wielomian W(x) jest czwartego stopnia, a suma wszystkich jego wspol-
czynnikdw wynosi 4. Wyznacz wzdr tego wielomianu wiedzac, e jest on podzielny
przez wielomian P(x) = x* - 4x® + x + 6, a reszta z dzlelenia wielomianu Wi{x) przez
dwumian x + 2 jest rdwna <140.

&, Wielowiany

8.158. Wielomian W(x) = »° — 9x" + mx + n ma trzy plerwiastki xs, X3, X, takie,
e My = Xy+ 2 0raz xy= X+ 4 Wyzinacr:
a) pierwiastki wielomianu W(x) b) liczby m in.

8.159. Wielomian W(x) = x” + ox® + bx — 27 ma tray pierwiastki xs, x2, x; takie,
ig xy= —3X; OF3L X3 = 9x;. WyInacz:

a) pierwiastki wielomianu Wi{x) b) liczby oi b.

8.160. Wielomian W{x) = x* — 9x* + (b — 5)x — 15 ma trzy plerwiastki x,, X, X3
takie, e x; = X + @ 0raz X3 = X; + 20, gdrie o = 0. Wyznace liczby @ | & oraz pier-
wiastki wielomianu Wi{x).

8.161. Wielomian W(x) = x* — 14x* + 56x — 64 ma trzy plerwiastki x;, xz, X takie,
78 x; = GX; OFal X3 = o'k, gdzie g = 0. Wyznacz liczbe o oraz pierwiastki wielo-
mianu Wi{x).

Pierwiastki wymierne wielomianu

8.162. Wyznacz calkowite plerwiastki wielomianu W(x), jesli:

a) Wix)=x+8x" + x -6 b) Wix)=2x"-2x"-2x -4

c) Wix)=2'-5x"-2x+5 d) Wix) =3+ Tx’ -4

e) Wix)=x*+x"-11x"-0x + 18 f) Wix) =5« + 150" = 19%% + 3¢ - 4.

D 8.163. Wykai, te wiglomian W(x) = dx* + 4x” + 11x" - x — 3 nie ma plerwiastkdw
catkowitych,

D 8.164. Wykai, ie wielomian W(x) = x* + 6x" + 3x — 10 ma tylko catkowite
pierwiastki.

8.165. Wyznacz calkowite pierwiastkl wielomianu W(x).

3) Wix) = x' -2 —x+2

el
Pl b) Wix)= 3 3:1'+2

c) W{x]=%x’+§x’+5x+12 d) Wix) = Ex*+x!—}§xl-?x+12
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8.166. Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W(x) wiedzac, te ten wielomian
ma plerwiastek catkowity.

a) Wix) =x*+ 2x* - 3x - 10
c) Wix)=x"+ 2x* - 15x - 38 d) W(x) =-2x" + 28x - 16

g) Wix) =2x" + 4% - 24 ) Wix)=x*-x'+2% -2+ x -1
g Wikl =a® -8 -4 + 8"+ x -2 b) Wx] =5 =x" ="+ x"-Bx + 8

b) W(x) =3x" + 8x" + 3x -2

D B.167. Wykat, te jedli @ € Z oraz wielomian W(x) = x* + 2x” — 4x" + ax — 2

ma plerwiastek, bedacy liczby pilerwsza, to wielomian W{I} ma dwa pierwiastki
catkowite.

D 8.168. Wykas, te Jesli o & 2 oraz wielomian W(x) = x"+ ax’ + x ~ 12 ma pierwia-

stek, ktdry jest nieparzysty liczby plerwsza, to reszta z dzielenia wielomianu W({x)
przez x — 1 jest rowna -12.

D 8.169. Wspdtczynniki ai b wielomianue W(x) =x" + ax” + bx’ = 5x + 6 53 liczbami

catkowitymi, a dwa pierwiastki wielomianu W(x) 53 liczbami pierwszymi.

a) Oblicza i b.
b) Wykat, te wielormian W(x) ma tylke dwa plerwiastki.

8.170. wielomian W{x) = * —ax® - x + 5 ma trzy catkowite pierwiastki. Wiedzac,
te o jest liczbg pierwszy, wyznac plerwiastki wielomianu wix).

B.171. Wyznacz wszystkle wymierne pierwiastki wislomianu W{x}. jedli:

a) Wix)=5" + dx® +dax -1 b) Wix)=6x*+x"+ d4x® + x -2
¢) wix) =12x" - 8¢’ - 205 + 15 d) Wix) = 8x" + 1227 - 2 - 3

o) Wix)=ax'+ 1’ +9x -5 -2 ) Wlx)=6x"+x"=13"-2x+2,

D 8.172. Wykai, te wielomian W(x) = x* - 2x' + 3x* + 4x ~ 10 nie ma pierwiastkéw

wymiernych.

D 8.173. Wykai, te wielomian W(x) = 2x" + x* — &x - 3 ma tylko pierwiastki wymierne.

8.174. Wyznacz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu W(x), jesii:
a) wix) =x-19x +30 B) Wix)=x'-8c"+5x + 14

e Lo &
d) W[x_]—x+3x "

_ 2 2
‘:1.| W{x}—l!x 4+ 2205 4 12X 4 2 :

) 12 22 3
e et el ) Wx) = xS x —xe =

_ o
R e 5 5 4 16

#. Wwhielominng

8.175. Wyznacz wszystkle plerwiastki wiglomianu W{x), jesli:

a) Wix)=x*+ 24" -3x-10 b) W{x}=3:*+ﬂx‘1‘+3r—2

) wix)=-24+ 28x - 16 d) W(x)=x'+ 26— 15% - 36

E} W{I}=H‘—Exa+dxl—ﬁx +3 f} Wl:.l'}=2.h'3+4x—3d

g Wix)=2x"+ 5" -ax"-15x -6  h) Wx)=x"+3x - 124" - 130 - 15,

B.176. Wykai, e dana liczba jest niswymierna.

a) 45 b) 233 o) {2 d

|5

8.177. Wykat, te dana liczba jest naturalna.

a) Y26+1543 -Y6-15.3
b) ¥17J5 +38 - Y1745 -38

Pierwiastek wielokrotny

8.178. Podaj pierwiastki wielomianu W{x) i okreél krotnoéé kazdego z nich,
a} W{x}l m {Ex = 1]{:’ + EH: - 9}2

b) wix) = (3x + 2){ax” + 12x + 4)(4 - 9x")(x + 5)

¢} Wix) = (x' - 4P(x" - x ~ 6)(x" - 9)

d) Wix) = (" - 27) (20" - 3x - 8)(x* - 37)(2x + 3)

8.179. Podaj pierwiastki wielomianu W(x) i okrel krotnoéé kaidego z nich.
a) Wix} = [x° + ax + Q) (x* + 6x? + 12x + 8)(x" - d}
b) Wix) = (8x" - 122" + Bx - 1)(1 - ax7)(8x7 - 1)

8.180. Wielomian W(x) jest stopnia trzeciego i ma trzy pierwiastki: -2, -1 oraz 4.
Czy wielomian P(x} = W(x)(x" + 3x" + 3x + 1) ma pierwiastki wiglokrotne? Jesli
tak, podaj ich krotnosci.

8.181. Wielomian Wi{x) jest stopnia drugiego i ma pierwiastek dwukrotny, réwny 2.
Czy wielomian P(x) = [W{x}] Wx' - 4) ma pierwiastek wielokrotny? lesh tak, to
podaj jego krotnosc,
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D 8.182. Wykai, fe liczha o jest plerwiastkiem wielomianu W(x). Nastepnie okres!
krotnoit tego pierwiastka.

a) wix) =6x* +3x? + 10x + 5, d==5

b) Wix) =x"+ ax* + ax" - 6x* - 24x - 28, 0=-2

D 8.183. Wykas, 2e liczha ¢ jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W{x).
a]l W{x]:x‘-lx}+irl—4#+2. c=1
B) Wix)=x*+6x" +9¢ + 5" + 300 + 45, ¢=-3

D 8.184. Wykat, e liczba p jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu W(x).
a) Wix) =x® -6+ 13x" - 1dx" + 12x -8, p=2
1

b) W(x} = 27x% = 27x* + 360 —28x? + W~ 1, p= =

8.185. Podaj przvkiad wielomianu stopnia dsmego, ktory ma tylko dwa pier-
wiastkiz =3 i 4, przy czym —3 jest pierwiastkiem trzykrotnym, a 4 jest pierwiastkiem
jednokratnym.

B.186. Podaj przykiad wiglomianu stopnia siddmego o wspdtezynnikach catkowitych,
1 b
ktory ma tylke trzy pierwiastki: 3, 4 oraz B pray czym 4 jest pierwiastkiem jedna-

krotnym, —% — pierwiastkiem dwukratnym, a 3 — plerwiastkiem czterokrotnym.

8.187. Wyznacz liczbe o wiedzae, e wielomian W(x} ma jeden pierwiastek
dwukrotmy.

a) W) = (4x" + 12x + a)x
4;] Wix) = ox’ - 8Bx" + x

b) W(x)=x*+ ax® + 25«
d) Wix) =—4x* + ax* + ax’

8.188. wielomian W{x) ma jeden pierwiastek trzykrotny. Oblicz a i b, jesli:
a) Wx) =x"+ax’ + bx -1 b) Wix)=x"+6x"+ax+b
c) Wix)=27x" + ax® + bx + 8 d) Wi(x) =8x* + ax® + 150x + b.

8.189. Liczba p jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W(x). Oblicz a i b, jesli:
al Wix)=x"—ox'+bx +12, p=32
b) Wix) = x*+ (a-b)x' + (a2 +b)x* +8Bx + 8, p=-L

2 Wielpraiany

8.190. Liczba k jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu W[x}. Wyznacz liczby
aib, jei

a) Wix) =x*-2x* 4 ax + b, k=1

B) Wix)=x*+x*-3x+ (a-blx +a+2b, k=-1

8.191. Liczba m jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu Wl:x]- Whyznacz liczby
a. b, ¢, jedli;

a) Wix)=x"-3x"+ox’ + b’ +cx -1, m=1

b) Wix) =x*+ 5¢*+ ax’ - bx—¢, m=-2,

B.192. Dany jest wielamian W{x} = {I-I.."rz = = E}{.E'x + 2], pdzie k = 0.
a) Dla k = -2 podaj pierwiastki wielomianu Wi(x) i ustal ich krotnosc.

h-} Dla jakiej wartodci k liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wiglomianu

wix)?

8.193. Dany jest wielamian W{x} = [2x - k:i . [{k + 3}:’ —dx + k|, pdzie k£ = -3.
a} Dla k =0 podaj pierwiastki wielomianu W{x} i ustal ich krotnosc.

l}]- Wheznacz wartost k tak, aby wielomian W{r} mial pierwiastek trzykrotmy. laki
to plerwiastek?

8.194. Dany jest wielomian W{x) = {x + 1) - [x* + (p + 3)x + 9]. Ustal krotnose
plerwiastkdw tegpo wielomianu, 2e wegledu na wartos€ parametru p, p € R,

8.195. Dany jest wielomian W(x) = (x* —4x + 4] - [.EI ~(p + l}x = d] . Ustal krot-
nosé pierwiastkéw tego wielomianu, ze wigledu na wartosé parametru p, p @ R,

Rozktadanie wielomiandw na czynniki

8.196. Rozté: wielomiany na czynniki, stosujac waory skréconego mnoienia.
a) 625x* - 1 b x*-2x+1

c) -4 - 20x" - 254" d) 81x'-16

e} {Ar—ﬂl}z—{E.'ar+1}:r I‘} 9%’ —6x +1— [2x + 5)°
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8.197. Rorfai wielomiany na crynniki, stosujac wzory skrdconego mnoienia.
a) ="+ 37 -3x+1 b) Bx* + 36x" + Sdx + 27

¢) 1+ 8% d) 216x" - 125

e} (x-5)"-8x’ f) 27 —(2x + 1)

8.198. Rozld: dane wielomiany na czynniki, wyltgczajac wspdlny czynnik poza
nawias.

a} Axt = dx? + x*
¢) x(3x®+ 1) - 4(35% + 1)
€] (2x —5)x* — 3x(2x - 5)

B) (x*+2)(2x - 3) + Swlx® + 2)
d) (Sx - 1)(x* + 1) + (52 - 1)(6 - 2+
f) 9lx—4) + (x — 4’ + 6x(x - 4)

B.199 Rozid: dane wielomiany na czynnikl, wyltaczajac wspolny czynnik poza
nawias.

a) Sx(x—1) + 7x(1-x) + 2(x - 1)
¢} (4w — 1) + (1 - dx)x” - (4 - 1
e) (-1 -x)(x* - 1) - (x + 1)

b) ~2x*(2-x) + 3ulx - 2) + 2(2 - %)
d) x(x +5)-x"(x +5) - 2(-x-5)

fl (-9 - (x-3)

8.200. Zamien sume algebraiczng na iloczyn, stosujgc metode grupowania
WYrazow,

a) olx +vy) + bx + by
c) cx —cy—ay+ ox
e) ¥ +2xy—2x -y

bl ax + bx — oy - by
d} x*-xy+ax-—ay
f) 3oc-be-b + 30

B.201. Rozld: dane wielomiany na czynnikl, stosujac grupowanie wyrazdw.
a) ¥+ 3xf-de-12 b) 7« + 2x"-21x -6

c) 3x°-6x"+4x-8 dl #*-x+x-1

g) dx’ +dx-x -1 f) —ox'—18x" + x + 2

B.202. Rozld: dane wielomiany na czynniki, stosujgc grupowanie wyrazaw.
a) S —dx-27x + 12 b} 5x*—4x’—5x+4

¢) 16x* + 16x" - dx - 4 d) 18x* + 9%’ - 18x -9

e) 3x%—Tx® — 27x + 63 f) 102+ 15x° + 8x + 12

B8.203. Rozid: dane wielomiany na czynniki, stosujgc grupowanie wyrazdw.
a} -3x - ax' 4+ 12x + 16 b) 20x* + 12x* - 45x = 27

€) —dx® + 2u% = B+ 3 d) —6x" - 165" + 3x + 8

e} 2x' 4 3" = 2% = 3x f]l 3x* —x? - 15" + Sx
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8.204. Roztd: dane wielomiany na czynniki.

a) ¥+ P -x -2 b) 8x*+ 24k’ + x +3

Q) ¥ -xt-27x+27 d} 1254 - 125x* - 8x + 8
e) Bx'+ B -x—1 f) 3x*+ 2c' - 246 - 16

8.205. Rozloz dane wielomiany na caynniki.

a) (x+2)(x+2)-4x-8 b) (x=3)x + 3) - 4x + 12
€) 2x-14 + 5(x - 7)x’ d) 3’ - dx’ - (3x - 4)°

e) 2x + 3 - (ax + 6)[2x - 3) £} 2+x+(4+22)°

8.206. Rozidz dane wislomiany na czynniki.

a) x1—1+{f—1}{x’+1} b) 3(x +5)* - {x* + 10x + 25)
g) [x*+8x + 16)x" — (x + 4)* d) 4-x"=(x~2){x + 2){x-3)
) ¥*—8+ (x-2)(x*-3x + 1) f) (3o + 12" + 5) + 27" + 1

B.207. Rozhdi damy wielomian na czynniki wiedzge, e ma on calkowity pierwiastek,
3) B+t -5x 42 b) «*+3x-4

¢ 3 +8x" + 32 d) -7 +11x-5

e) 25 -5x"-Tx+6 f) 3x"+ 11 +5¢-3

B8.208. Rozloi dane wielomiany na czynniki.

3) ¥ +dx+x-6 b) 2x" -4 + 2x°

c) 27— [4x + 1)° d) »*+8x*-3x-18

e) 5x* + 8x" + x? - 2x f) 2K - - 212x 9

B.209, Rozici dane wielomiany na czynniki.

a) (x+3)"+alx+3) +alx+3) b) (2% -3)°-2{2x - 3)* + (22 - 3)
c) (4x -5)" - 9(4x - 5) d) 3(x-2)-(x"-4)(x-2)

e) (4x - 1)* - (3x + 2)° f] [2x+3)-8x-12

B8.210. Roztd: dane wielomiany na czynniki.

a) 2 -x'=-1 b) —x*+10x* -9

:} xX=-Tx'-8 {:I} {:-.'1 - 3.:«'}r .

g) 9’ - (% + 2)° f) fx+1)'-5(x+1)"+4

B.211. Uzasadnij, e dany wielomian nie ma plerwiastkdw. Nastepnie roztoz ten
wiglomian na czynniki stopnia drugiego.

al '+ 1 bl 3x*+ 27 ¢ X*+x'+1  d) x*-3"+9
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8.212. Dany wielomian rozid na cxynniki,

a) ¥F-1 b} x*+1 ) 256 - x" dl ¥ -2+1
8.213. Dany wielomian ronidd na czynniki,

a) x’ - 7)° - 36w b) (x"+9)* - 16x°

€) x*+ Sa” + 1di’ + 22x + 12 d) 4x® - 12x" + 25x° - 48x + 36

e} B-tyqd f) 1oieidygl
2 2 i 4 2

8.214. Prredstaw wislomian W{:} w postaci loczynu dwich wislomiandw stopnia
drugiege o wipdicrynnikach catkowitych,

a) Wix)=x"+ 26" + 5% + dx + 3 b) Wix) =x*—3x" + 6" - 5x + 3
Réownania wielomianowe
B.215. Rozwiai rownanie:

a) x’-8=0
d) 81x*—1

b) #*+64=0
e) ¥X*-B64=0

o) x*+1=0
f} a2+ 1=0

B.216. Rozwigi rownanie;

a} {d —.'ur}f.:r + S}flx - EI-] =0 b} [x*-dx + 1){x* + 5)(8 - x’} =0
¢} (x*+6x+2)(8x" - 4x) =0 d) [9x® - 25){125x" + 216) = O

e) (207 + x + 1)(3c* + 12) =0 f) (x*-256)(3x* - 6)(x* + 27) =0

8.217. Rorwigz rownanie:

a) xix' - 4) = 3(x* - 4) b] -S{x’ - 3x) = 2*(3x - %)
o) ¥{a-x)+x-36=0 d) ax?(3 - 2x) + dx’ = Bx
e] {x—l]’—lx{x—l]:l-x f] 912{1'+I1||+Ex{x+2]=-x—2

B.218. Rorwigt rdwnanie:

a) ¥ == s1m0 b) 8x*=32¢'-x*+4=0
g) 2x° 4 3x' =16k =24 =0 df ¥*=x'-125¢"+125=0
e) Bx*-128x" + x' - 16 =0 f] 2nt+s5a’ - +2=0
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8.219. Rorwig: rdwnanie:
a) ¥ -3+ de' = 12x

¢ 3 -Mt=-Tx+3=0
e) *-8=(x-2)x+85)

B.220. Rozwigi rdwnanie:
a) ¥*-12=x'

¢ ¥(x'-7)=8

g) (x?+ 1) = 81s®

B8.221. Rorwigi rdwnanie;
a] dx{xi—1}+{x+1}=ﬂ
¢ x'-13x-12=0

g) dx’-1=13x

B.222. Rorwijt rdwnanie:

a] '+ 12 + 44x + 4B =0

1:]I ?{x' ux:"] =9 - 5y’

g} d(3x + 5x + B) = x7(x? = 3x - 2)

B.223. Rorwigt rdwnanie:
al [x' - 3) = 4

) ¥ =8(x=-1)*"=0

E_] B’ +{x+5}3=|1}

B8.224. Rorwigt rdwnanie:

a) x*(x* - 25) = 200x - 8x°

c) x*-26x' = 27

e} (2x - 1)(x* - 1) = 5,5(x + 1)

8.225. Rozwigi rdwnanie:
a) By3x® -20x" =23k -5

b) 3*-2x'+2-3x=0
d) »*+ ax* = Sx* + 20x
f) »*-2x"m (220

b) (x*+1)(x* +5)=2x" +2
d) »*+8=9x°
f)] 10x*-7x"+1=0

b) x-3+2x[x*-9)=0
d) ¥-5x+12=0
fl ¥-5x+2=0

bl x*-9x*+23x=15
d) x[x*+1)-2(2x*-3)=0
f) 2(3x* + 5) = Txfdx + 1) + x°

b) [’ -2)° =386
d) *-(3x*+20=0
f] 125¢*=(x +1)*

b) 2(x* + 3) = 13x°
d) (x+1){x-a)=x*+1
f) »-2lx+20=0

b) ¥ -5x*+dx'=0

c) (4x-3)(x*-4) = (3" - 12)(2 + 2x) o) x%(2x-1) = (Bx - 3){1-2%)

e) ' =2x"+9

fl 3’ +5x"-12x-20=0
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B.226. Rozwig? rownanie:

a} Gx® + dx" = Sx + 4 h} 2{x1+1}+?x’+?x=ﬂ
¢) &7 -x* = 16x* - 16x’ d) (3x+ 1)(x*-9) =af3-x)
e rut=2 f) x*=40-3x

B.227. Rozwigk réwnanie:

a) 3x(x + 3) = 2(x* + 5) b) 6x’-13x" = 2-9x

) 2x'(x* - x - 20)(x* - 125) = 0 d) 4’-13x"-13x+4=0
e) [Sx-7)x’+a(5k-7)=20x"-28x f) 6x’-1lx'-12x+5=0

8.228. Roxwigt rdwnania:

a) 24’ -2 -9k +2=0 b) 18" -9 -2x+1=0

) (x-2P-2x+1P+10=6x-5x" d) [x+1)P+2=x"+11x-2
e) (x-1P +(2x+3)=27x"+8 f) 6x'-2=13x"-9x

8.229. Roxwigi réwnanie:

a) (S’ - 1) + 2=(x -1 + 2x(x + 1)

b) 2(8x* + 1) + 1 = ax(7x - 1)

) (x+2)(x*-2x+4)-12=0"-(x+1)
d) (x' -2 - (x-1)*=17 - x[x" + 3)

e) (Bx +B)x*—x + 1) —x —6=4x*(x + 2)
f) 2x° - 3x*(7x - 25) = 5{21x - 10) + ¥*

8.230. Rozwiai réwnanbe:

a) -2+ (x-2P=0

b) |x + 1| = |2x + 2

¢ (x-3)|x-3]=27(x-3)

d) (3x-1-x+2] +4[1-3«)=0
e) -1 =x"+x+1

f] |x*-8| =5&' + 10x + 20

8.231. Rorwigi réwnanie;

a) Bx-1 + (x-1){x*+4)=0
) «*+5=|5"+ x|

e} x*—Tx =2|2x* - 5

b) 3| + 2| = (x + 2){x = 1)(x + 1)
df ' +13-|13" + x| =0
f) P+|xf-3+2|=(2x-1{x+1)-1

8.232. Jednym z rozwigzan rdwnania 3x”' + ax’ + bx + 12 = 0, gdzie &, b = 2,
jest liczba 1 + 2. Oblicz i b,
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Zadania prowadzgce
do rownari wielomianowych

8.233. Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu

wWix) = x* + (o' = 1) + (26" + 40 + 23]x - 15.

a} Oblicz a.

b) Rozidi wielomian Wix) na czynniki moiliwie najniiszego stopnia.

B.234. Liczba -2 jest pierwiastkiem wielomianu

wix) = 2% + 8x" + (40 + B)x* + o' - &,

a} Oblicz a.

b) Wyznacz pozostale pierwiastki wielomianu wix) i podaj krotnoéé wsaystkich
pierwiastkow.

D B.235. Wykai, ie jedli suma wspdlczynnikdw wiglomianu
Wix) = x* + 20" - Ba’)x" + 90 ~ 28 jest réwna 0, to wielomian W{x) przyjmuje
wartodé 0 tylko wiedy, gdy x = 1.

B.236. Wielomian W[x} = x* 4+ 4|:|'1{ﬂ = 1].:1' + 3ax — 4 jest podzielny praez dwi-
mian (x — 1),

a) Oblicz a.

b) Wyznacz iloraz z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian (x - 1).

D B.237. Wykai, ie istniejg trzy wartodci parametru o, dla ktdrych reszta 2 drielenia
wielomianu W(x) = x* + x* + (" - ') + 60 przez dwumian (x + 3) jest réwna ~12.

B.238. lloczyn kwadratu pewne] liczby | kwadratu liczby o 3 od niej wigkszej jest
rawny 324. Wyznacz te liczby.

B.239. lloczyn trzech liczb catkowitych, 2 ktdrych druga jest o 3 wieksza od pierw-
s2e, a trzecia o 1 mniejsza od drugiej, jest réwny —30, Wyznacz te liczby.

£.240. Uczniowie pewnej klasy podzielili sie na trzy wieloosobowe grupy. W dru-
giej gruple jest o 6 osdb wigcej niz w pierwszej, a w trzeciej] grupie jest o 10 osdb
wiece] nit w plerwszej. lloczyn liczby uczniow grupy drugiej | trzeciej jest o 76 wigk-
szy od szedcianu liczby uczniéw pierwszej grupy. llu ucznidw liczy ta klasa?
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B.241. Cyfra dziesigtek pewnej naturalnej liczhy trzyeyfrowe) jest dwa razy wick-
sra od cyfry setek, a cyfra jednosci tej liczby jest © 1 mniejsza od cyfry setek.
Wiyznacz te liczbe trzyoyfrowa wiedzac, 2e rodnica szescianu cyfry setek i iloczynu
pozostabych cyfr jest rdwna 4.

8.242. Suma objetodei trrech sredciandw jost rdwna 73 em’. Krawed: drugiego
stescianu jest o 2 em divisra od krawedsi pierwszego szescianu, a krawed: trrecie-
go szedcianu jest o 1 cm krdtsza od krawedzi pierwszego szesciany. Oblicz diugodcl
krawegdzi tych szesciandw.

8.243. Smietana pakowana jest w prostopadioicienne pudetka o pojemnosci 0,4 |,
Podstawa pudelka jest kwadratem. Wysokosf pudetka jest o 6 cm krdtsza od kra-
wedzi podstawy, Wyznacz wymiary pudetka,

8.244. 7 prostokatnego kawalka blachy o wymiarach 0,5 m = 0,4 m naledy wy-
cigé we wizystkich rogach jednakowe kwadraty tak, Zeby po zgieciu odpowiednich
krawedzi otrzymad otwarty, prostopadicdcienny pojemnik. lakie] wymiary powinny
mied wyciete kwadraty, aby objetoif pojemnika byla réwna & litrdw?

8.245. Akwarium ma ksztatt prostopadtodcianu. Krawedzie jednego akwarium
wychodzgoe 2 wierzcholka przy podstawie maja diugodf 3 m, 5 m, 2 m. Krawedzie
drugiego akwarium s odpowiednio diuisze o staly odcinek od krawedzi pierwszego
akwarium. Wyznacz wymiary wiekszego akwarium wiedzac, Ze jego pojemnosd jest
o 110 m” wigksza od pojemnosci pierwszego akwarium,

8.246. lloczyn trzech kolejnych liczb parzystych jest rowny 192, Jakie to liczby?

8.247. lloczyn trzech kolejnych liczh nieparzystych jest o 65 wiekszy od rdinicy
kwadratdw najwiekszej | najmniejszej z nich. Znajdi te liczhy,

Réwnania wielomianowe z parametrem

8.248. Wymacz wsrystkie wartodci parametru @, @ € R, dla ktdrych rdwnanie
(2x — 3){3x — 40)(x + 5) = 0 ma dwa rozwigzania.

B.249. Wyinacz wszystkie wartosci parametru m, m < R, dla ktdrych rdwnanie
(x + 3)(mx* + 2% + m) = 0 ma dwa rozwigzania.

8. wielorianyg

8.250. Wyznacz wszystkie wartodci parametru p, p € R, dla ktdrych rdwnanie
[x + 3)[4x” + 3px + 5p — 4) = 0 ma jedno rozwigzanie,

8,251, Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k £ R, dla ktdrych rdwnanie
(= - E]Ix’ ~ a4k + 20w + [k + 2]'1] = 0 ma dwa rozwigzania.

8.252. Wyzrnacz wszystkie wartosci parametru o, o € R, dla ktgrych rownanie
(2x + 3) [{3 + o)’ + (0 + 1)x — 2| = 0 ma trzy rozwigzania.

8.253. Wyznacz wszystkie wartodci parametru m, m € R, dla ktorych rownanie
(" - mx + 4)(x" + 4% — 4m) = O nie ma rozwigzar.

8.254. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych réwnanie
(- x - I}Tx* + (m - 3)x + 1| = 0 ma cztery rozwigzania.

8.255. Wyznacz wszystkie wartosdci parametru k, k € R, dla ktérych réwnanie
(k + 2)x’* = x(2x - k - 3) ma trzy rozwigzania.

B.256. Wyrnacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktdrych rownanie
x* + [m + 2)x* + m* — 4 =0 ma jedno rozwigzanie.

B.257. Wyrnacz wartosd parametru g, p = R, dia ktdre] réwnanie
x' = (p + 3)x* — 4% = 0 ma trzy rozwigzania, z ktdrych jedno jest Srednig arytme-
tyczng dwich porostatych,

8.258. Wyznac: wartost parametru a, a € R, dla ktérego réwnanie
k= Bt {En- - 5:|x + 10 = 0 ma trzy rozwigzania, z ktdryeh jedno jest drednig
arytmetycing dwach pozostabych,

B.259. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktdrych réwnanie
¥*=2p + 1)’ + (2p° + 3p + 1)x = 0 ma trzy rozwigzania, z ktdrych dwa 53
daodatnie,

8.260. Wyznacz wszystkie wartodci parametru &k, k € R, dla ktorych rdwnanie
x* + (2k — 3)x® + 2k + S)x = 0 ma trzy rozwigzania, z ktorych dwa s3 ujemne.

8.261. Wyznacz wartedd parametru @, o € R, dia ktdrego rdwnanie
x* + (@ + 2)x" + @’ - 9 = 0 ma trzy rozwigzania,

8.262. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p & R, dla ktérych rdwnanie
¥ + [p - 3)%* + p* - p - 6 = 0 ma dwa rozwigzania.
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8.263. Wymnacz wszystkie wartodci parametru k, k € R, dla ktdrych rdwnanie
x o+ I[Jt - EII.I-:! + 4k? = 0 ma cztery rozwigzania.

B.264. WyInacz wizystkie warkosci parametru mi, m £ R, dla ktdrych réwnanie
5+ (2 —m)x’ — 2m + 1 = O jest sprzeczne.

B.265, Wymnacz wartosd parametru m, m < R, dla ktdrego rownanie
4 [m + 1}#2 + {rrr + 3}‘1' = [ ma dwa rozwigzania x;, ¥; | spelniajg ane warunek:
|y - x4 > 1.

D B.266. Wykaz, ie dia dowolnej rzeczywiste] wartoici parametru m, rownanie

5+ mix - 2} =2xt-x+ 2} ma tylko jedno rozwigzanie.

B.267. Wvyinacz wartodd parametru p, p = R, dla kidrege rdwnanie
¥+ 2px® + dpx + 8 = 0 ma dwa rozwigzania.

8.268. Dane jest réwnanie x' = px’ + px - 1 = 0 z parametrem p, p = R. Zbadaj
liczbe rozwigzan tego rownania ze wzgledu na wartosE parametru p.

8.269. Zbadaj liczbe rozwigzar réwnania (x* + 6x - 7)[mx* + (m - 3 + 1] =0
e wigledu na wartodd parametru m, m € R. Mapisz wazdr i naszkiouj wykres funkcji g,
ktdra kaidej liczbie rreczywistej m przyporzgdkowuje liczbe rozwigzan tego réwnania,

Funkcje wielomianowe

8.270. Funkcja wielomianowa Wix) = ax’ + bx’ + cx + d, gdzie a # 0, ma tray
migjsca zerowe: -2, 114, a dla argumentu -1 przyimuje wartosé —10,
a} Whznacz wspolczynniki o, b, c, d.

b) Wyznacz wszystkie argumenty, dia ktérych ta funkcja przyimuje te samg war-
toéé, co funkeja kwadratowa y =x" + x — .

8.271. Wielomian I-"-"{J:} jest trzeciego stopnia | ma dwa pierwiastki: -3 1 1, przy

czym liczba 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym, Funkcja y = I.".-"[:r] dia argumentu —4

prayjmuje wartosé —50,

a] MNapisz wrdr te) funkeji w postaci uporzgdkowane;.

b} Wyznac: zbidr wszystkich argumentdw, dla ktérych funkeje y = W(x) oraz
¥ = Blx + 3| przyjmuja te samg wartosd.

B, Wiglmmining

i ; . oo e |
8.272. Wielomian W(x) czwartego stopnia ma dwa pierwiastki: 2 i S+ Pray caym

liczba 2 jest plerwiastkiem trzykrotnym. Funkcia y = W(x) dla argumentu 3 przyj-
muje wartos€ 15,

a) Mapisz wzér funkcji wielomianowe] w postaci uporzadkowane],
b}l Podaj miejsca zerowe funkeji, okredlonej wzorem y = Wix + 4}.

8.273. Wykres funkcji v = ax’, gdzie 0 2 0, prze-
sunigto réwnolegle o wektor [2, 4]i otrzymane
wykres funkeji ¥ = Wi(x), ktdrego fragment jest
priedstawiony na rysunku obok. Wiadomo, e do
otrzymanego wykresu nalezy punkt {0, 0).

a) Oblicz a.

h} Mapisz wzir funkcji v = h'I.-"le]l W postaci | | 10

uparzgdkowane;j.
1:} Maszkicuj wykres funkcji v = Wl:|x]]

S I o B g

8.274. Na rysunku chok przedstawiony
jest fragment wykresu funkcji wielomia-
nowej y = W(x), do ktérego naleiq punk-
ty: A1, 3), B(3, 3{ oraz punkt (0, 0). Wia-

pu

doma, ie st W{x = 3 oraz wspdlezynnik
priy najwytszej potedze zmiennej x jest e fEra
réowny 1.

a} Mapisz wzér funkcji wielomianowej
w postaci uporzadkowane].

b) Oblicz wspdirzedne punktow wspdl-
nych wykresu te] funkcjl | prostej
o rdwnaniv dx -y =9 =0,

B.275. Wykres funkcji » =%r" przesunieto rdwnolegle o wekmr[ -1, —-4] i otray-

mano wykres funkeji y = W(x).
a) Napisz wzér funkcii ¥ = W(x) w postaci lloczynowej.
b) Podaj miejsca zerowe tej funkeji,
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B.276. Ma rysunku obok przedstawiony jest frag- ¥ AH A
ment wykresu funkcjl wiglomianowej y = W(x), ktd- L Kl
ra ma dwa migjsca zerowe: % oraz 2. Do wykresu tej 1

i
funkcji naleiy punkt AI\I%.IJ oraz st W(x) = 3.

a) Mapisz wzér funkeji ¥ = W(x) w postaci uporzgdkowanej.
h] Wiyznacz reszte 2 dzielenia wielomianu W{x}l przez wielomian
Plx) = ax* - Bx + 3.

8.277. Ma rysunku obok przedstawiony ¥

jest fragment wykresu funkcji wielomia- | | e Wix)
nowej ¥ = W(x), ktdrej jedynym miejscem I
rerowym jest liczha -2. Do wykresu tej funk- 13

cji naletq punkty: A(-3, 27), 8(1, 27) oraz AGE AT

(0, 24). Wiedzae, te st. W(x) = 4, napisz waér
funkeji w postaci uporzgdkowane).

B.278. Na rysunku obok przedstawiony jest
fragment wykresu funkcji wielomianowej
y = Wi(x), do ktorego nalety punkty (2, -4)
i (0, 0). Funkcja ta jest parzysta, a jednym 2 jej
miejsc zerowych jest liczba 22 Uzupetnij jej
wykres dia x < 0. Wiedzae, e st. Wix) = &

a) napisz wzdr te]j funkeji w postact uporzadko-

wangj,
b) rozwigi réwnanie Wix) = -3.

g, Wielpraiany

B.279, Na rysunku obok przedstawiony
jest fragment wykresu funkcji wielomiano-
wej y = W(x), do ktdrego naleiy punkt

A( 3-,15-;} Funkcja mia dwa migjsca zerowe:

-2 1 oraz st. W(x) = 3.

a] Qdczyta) z wykresu zhidr argumentdaw,
dla ktdrych ta funkeja preyimuje wartosci
ujemne.

h} Mapisz wzor tej funkcji w postaci upo-
rzgdkowaneaj.

c} Dla jakich argumentdw funkcja W oraz

funkcja liniowa y:—%x—i% przyjmujg

te samg wartosf?

8.280. Na rysunku obok przedstawiony jest

fragment wykresu funkcji wielomianowej

¥ = W(x), gdzie st. w(x) = 3. Funkcja ta ma dwa

miejsca zerowe =2 i 1, a dla argumentu =3 prayj-

muje wartosé 16.

a] Mapisz wzdr tej funkcji w postadi iloczynowej.

b} Podaj zbidr argumentdw, dia ktdrych ta funkeja
przyjmuje wartoscl nieyjemne,

l:]l Whznacz wspdirzedne punktdw wipdinych wy-
kresu funkeji y = Wix) | wykresu funkeji kwa-
dratowe;j f(x) = 2x" - 6x - 20.

8.281. Ma rysunku obok prredstawiony jest frag-
ment wykresu funkeji wielomianowej y = W(x), gdzie
st. l-'.l'l:x] = 4. Funkcja W ma dwa miejsca zerowe: (i 2,

a dla argumentu -2 przyimuje wartoié -16.

a} Mapisz wzdr tej funkcji w postach uporzgdkowane).

b) Wyznacz wzdr funkeji G, ktdrej wykres otrzymamy
przesuwajgc rownolegle wykres funkeji W o wektor

[ -1, 9]. Zapisz ten waér w postaci lloczynowe).

Ll I T N

Al3, 16 i]

¥
i
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8.282, Ma rysunku obok przedstawiony jest

fragment wykresu funkcji wielomianowe|

y = W(x), do kedrego naleiq punkty Ald, 19),

B(1, -8) oraz €(-1, -16). Funkcja ma jedno

miejsce zerowe, réwne 3 oraz st. Wix) = 3.

al Mapisz wzdr te] funkcji.

h] Wykai, ie przeksztalcajgc tem wykres
przez symetrie srodkowsy wigledem po-
czatku ukladu wspdtrzednych, otrzymamy
wykres funkeji G(x) = &7+ 3" + 3x + 9,

Nierownosci wielomianowe

8.283. Rozwigt nierdwnosé:
a) (2-x)(3x+ 1){2x-3) >0
e} (x + 3)(x - 2)*{x - 1)’<0
E:II !l!ll:d - x}{x $ 1]'! =0

b) (2x-4)(5-x)(x-2)(x*+1) =0
d) (1 =x)*e+ 2% (x" - d)(x*-1)z0
B wl-2-xPx-2 <0

£.284, Rorwigt nierdwnosc:

a) (ax' + ax + 1){2x* - 5x - 3)(3 - x) <0
b) (3x-x") (-2 - 2x-x'){x-3) =0

) (27-x"x-2)"(5-xF>0

d) (' —x -6 (x" -6 + 9)(x* + 4) >0
e) (2-x)(x"-Tx+86) <0

i) (8-x)(x"-13x-12) 20

8.285, Roewiak nierdwnosé:
a) x*+ 8x > 12

¢) 2% =T -2x+ 720

e) ax’ s Bxi<11x-3

b) x*-3x*<9-3x
d) 3x°-45+ S’z 27x
f) ax'-9x"25-12x

8. Wiglomiang

8.286. Rorwigi nierdwnoid:
a) x*-x* < lax - 24

c) 2x'-32x s 3"~ 48

e) 27(x + 1) s ax’

8.287. Rozwiai nierdwnost:
a) dx + 35 2x+ 5

€) 2c'+ 2%+ 9 > 30+ x
e) (' -1 -g[x'-1) +520

b) «*(x—9) > 15{1—2x) + 7x
d) 18x —5x7= 2x°— 45
i) dx'-Tx+3>0

b) 3x°+20< 70"+ Bx
d 9+ 3T 501
f) (*-57-4(x-5-5<0

B.2BB. Wyznacz dziedzine funkcji f, jesti:

a}l f{x} = Jax' +12:" Loy’

c) flx) = Va4+6x—2x’

8.289. Rorwia? nierdwnosc:
a) 9P -|x| s0

of ¥ -3w-2sx’-3c-2
e] |(x*-9)(x*-25)| =0

8.290. Rozwigi nierdwnosd:
a) |x-2P-9]x-2/z20

¢ [#*+3x+2|>2

e) |x*+ 8| < 3% —6x + 12

B.291. Rozwigz nierdwnosd:
a) 3t < |x® - dud

¢ ¥-3'c |x* =3

e) |x* - 2x%] = 347

b) £ = V80

d) flx)= v-2x' +9x7 —12x+4

) s 23+ 2 <0
d} |x'—dx| > a7 — dx
f) [« -1)(x*-4) =0

b} |« + 1] < 25}x + 1
d) |«* +6x' - 16x — 48| < 48
f] |« —125) > 2x* + 10x + 50

b) x*<|ex- x|
d) |@+2¢ <cox+18
)] |«-1]zx-x

D B.292. Wykat, e 2(x* -5’ -2y) +y' 46> 0daxcsRiy R

D B.293, Wykat, dex" - 8¢  + 17" -10x + 26 > 0dla x = R.

D B.294. Wykat, 2e jedli x & (—=, -2), tox* + 8 > (2x" + x + 15)(x + 2).

D B.295. Wykai, je jeslio=0i b <0, to 80" + 27b° < 6ob(20 + 3b).
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D 8.296. Wykat, te jedli liczby rzeczywiste x i y 53 ujermne, to
27x + 8y* < [an? — 1 - 2p(ax ~v)] {2y + 3x).

D 8.297. Wykai, e dla dowolnej liczhy rzeczywistej x prawdziwa jest zaleinosc:
P LR | P

D B.298. Wykai, ze dia dowoinej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest zaleZnosc:
¥+ 2% — By + 92 5

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 8.

1. Wyratenie (-1 — 2x)(dx? + 1 - 2x} jest rdwne:
A1+ 8¢ B.-8x'-1 C.8c% -1 D.1-8x"

2. Wielomian Wi{x) = x" + &’x* + d4ax + 5 dla x =— 1 przyimuje wartoéé 0. Wobec
tego:
Ag=—2 B.ag=-1 Cawml D.a=2

3. Suma wszystkich wspdiczynnikéw wielomianu W(x) = (3«7 - 2x" + 1) jest
rawna:

A -2 B.2 C.=128 D.-128

4. Jedli P(x) = x + 3, gdzie x = R, to wielomian W(x) = P(x) - (x* — x —6) ma trzy

pierwiastki:

A.=3,-1.86 B.-3,-23 C.=56=-3,1 D.-3.2 3

5. Jedli wielomiany Wix) = (x - a){2x® + 3) oraz P(x) = 2x* + dx’ + 3x + b 53
rdnwme, bas

Aa+bh=-1 B.o+b=0 Co+b=12 Da+h=4

6. Szescian liczby 42+ ¥4 jest réwny:
A6 B, {!,I'i+ﬁ}i (42 +Ya)
c. 6+316 D. 61+ Y2+ ¥4)

8. WIn!E-m'ru'ﬂnﬂl 253

7. ledli P(x) = (-x - 3)® oraz Qx) = (x* - 3x + 9)(x + 3) + %", to stopied wielo-
miianu F‘{x + Q{:n:} jest rdawny:
ALl B. 2 R | 0.d

8. Wielomian W(x) = x* = 3x* = 8 jest podzielny przez dwumian:
A x-8 B.x+2 C.ox =32 D.x+4

9. wielomian W(x) = (2x - 1)(3 - x){2x + 1) nie jest podzieiny przez wielomian:
A3+ 5x -2 B 1-4x° C-2x+=-3 D.4'-dxr+1

10. Reszta z dzlelenia wielomiany W(x} = 2(x* - 3x + 1)* — (5 - 2x)" przez dwu-
mian x + 1 jest rédwna:

Al B. -7 C.6 b.-5

11. llgrazem z podzielenia wielomiany 2x” — 3x” — 4 przez dwumian x - 2 jest
wielomian:

Axvx-2 B.2x +x +2 C.2xt+2 D2 -x+2

12, wyraienie 5x° - 5x° po rozioteniu na czynniki przyjmuje postac:
A5t - x) B. 5x - (x — 1)(x + 1)(x* + 1)
C. x® - [x - 1)(5%% + Sx + 5) D. 5-x(x - 1)[x + 1)

13. Liczba pierwiastkow wielomianu (3x” - 4)(2x" & x + 1)(8x" + 125) jest réwna:
A3 B. 4 C.5 1

14, lloczyn rozwigzan rownania lx{x -4} =[x = #]{x’ = 3} WY oS
ALD B. =3 C.12 D =12

15. Ktére z podanych rdwnar jest sprzeczne?
A. [x - 3)* = 5.{x - 3)* B.x' + 3 = -’
C(x-1)'-1=0 . [x* - 1) = -27
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Zadania powtérzeniowe do rozdziafu 8.

16. Dane sq wielamiany W(x) = (x* + 2x + 4)(2 — x) oraz G(x) = (x - 1)’. Za-
pisz wielomian F{x) = W{x){x - 4) - (1 - x}G(x) w postaci uporzgdkowanej.
lle pierwiastkdw ma wielomian F(x)?

17. sprawdi, czy istniejg liczby a i b, dia ktdrych wielomiany
W(x) = x* + @’x® — 3x + a oraz F(x) = x* + 4x* + (@ + b}x + b — 1 53 rowne.

18. Usun piewymiernodd 2 mianownika ulamka:

i T S
25-1 Ya-332+3

19, Wielomian Wix) rozté: na czynniki moiliwie najnizszego stopnia. Nastepnie
padaj jego pierwiastki.
a) Wix) =—x*+25¢% + x* - 25 B) Wix) =x"-31x" + 30

20. Wielomian W(x) = ofx* - 1)(x + 3), gdzie o # 0, dla liczby 3 przyjmuje
wartosc 36,

a) Oblicz a.

b) Wyznacz pierwiastki wielomianu F(x) = Wix) - 10(x + 1).

21, Restta z drielenia wielomianu W(x) = x* + (o° - 2x* + 20%x - @ + 5 przez
dwumian x = 1 jest rdwna 6. Oblicz a.

22, wielomian W(x) = 2x* + (b - a)x’ — (30 — b)x + o + 2b jest podzielny przez
dwumian ¥ = 3, natomiast reszta z dzielenia wielomianu W{.ﬂ przez dwumian
x + 1 jest rowna 12,

a) Obliczaib.
b) Wyznacz catkowite pierwiastki wielomianu w(x).

23, Rozwigi rdwnanie:
a) (2x=-5"-2=0 b) 4x*+35¢°-9=0
) X+ -2x-6=0 d) 3x'-10x° + 9k = 2.

24. W trzycyfrawej liczble nieparzyste] podzielnej przez 5, cyfra dziesigtek jesto 2
mniejsza od cyfry setek. Wyznacz te liczhe wiedzgce, ke szedcian cyfry dziesigtek jest
g 12 mniejszy od iloczynu pozostatych cyfr.

& Wielpwiany 265

25. Wielomian W{x) jest trzeciego stopnia | ma trzy catkowite pierwiastki, z ktérych
jeden jest rdwny -2, a drugi 4. Reszta x dzielenia tego wielomianu przez dwumian
% + 1 jest rdwna —10. Wiedzge, 2e suma wszystkich wspotczynnikdw tego wielomia-
nu wynos! 0, wyznacz wzor wielamianu W(x):

a} w postaci iloczynu dwumiandw stopnia pierwszege,
b) w pestaci uporzgdkowane] malejgco.

D 26. Wykat, ie wielomian W(x) = (2x* + 3x)"* + 1 jest podzielny przez dwumian
{x + 1) i nie jest podaielny przez dwumian (x - 1),

D 27. Wykai, e jedlix -y =5 oraz x.y=1,to x" —y = 140,

D 28. Wykat, ie liczba:
a) 5 -7 jest podzieina przez 19
b) 5* - 3" jest podzielna przez 61.

D 29. Wykai, ie dla dowalnej liczby catkowite] nieparzystej x liczba
3x® + 9x" — x — 3 jest podzielna przez 4.

D 30. Wykai, e suma szedciandw trzech kolejnych liczb naturalnych niepodzielnych
przet 4 jest podzieina przez 4.

3
D 31, Wykai, te o g-l;:-”—_

D 32. Wykaz, 7e dla kaidej liczby rzeczywiste] o roZnej od zera, wartost wyratenia
(@ - 1)*(a + 1)* - a1 - 2a)* - 120" - & jest ujemna.

D 33. Wykai, 2e {x + 3)* = (x=1)* = 16 dia dowolnej liczhy rzeczywiste] x.

34, Dany jest wielomian W{x) = x* + 3x" — 15x" - 19 + 30.

a'_!l Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu Wi(x) przez wielomian
Plx) = x" - 3x + 1.

b) Zapisz wielomian W(x) w postaci iloczynu wielomianéw stopnia pierwszego.

35, Wielomian W{x) = x* = 3%* + 3x* — ax + 2 jest podzielny przez wielomian
P(x) = x"—3x + b. Oblicz ai b.

36. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian P(x) = 2x* + 3x* - 8x + 3
jest réwna R{x) = x* + 5x + 1. Wyznacz reszte z drielenia wislomianu W(x) przez
wielomian £(x) = (x - 1)(x + 3).
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Metematyka. Zhise zedad. Klase 2. Zakres rozszerzony

37. Wyznacz wymiemne pierwiastki wielomianu:
a) Wix) = 6x*—5x%+ Tx*—5x + 1 b W{x}:lx‘—h’q-x-‘-p-x—;.

38. Wielomian W(x) = x* + {m + 1)x" + (m - 3)x - 3, gdzie m e Z, ma trzy cat-
kowite pierwiastki, Qblicz m.

D 39. Wykai, fe wielomian W(x) = 16x* — 16x + 4x — 1 ma trzykrotny pierwiastek.

40. Rorxwlai nierdwnosé:
al (3-xP(x*-3"+2x-8) <0 b} |x*-21x + 10} = 10.

41. Wielamian W{x} jest trzeciego stopnia | ma dwa pierwiastki: =1 oraz 1,
przy czym 1 jest pierwiastkiern dwukrotnym. Wykres funkcji wielomianowej
v = Wix) przecina o OY w punkcie o rzednej 2.

a] Mapisz wzdr funkeji ¥ = W(x) w postaci uporzgdkowanej.

b} Rozwigz nierdwnosé Wix) = 4x’ - 5x* — 2x + 3,

42, Ma rysunku obok przedstawiony jest frag- KA

ment wykresu funkeji wielomianowe] y = W(x),

gdzie st. W(x) = 3. Funkcja ta ma dwa miejsca

zerowe: 5 oraz =1, a dia argumentu 3 proyjmuje

wartosc 32,

3} Mapisz wzdr tej funkcji w postaci iloczynu czyn-
nikdw stopnia plerwszego.

h} Wyznacz argumenty, dla ktdrych funkcja
¥ W :nr] priyimuje wartosci mniejsze, niZ funk-
cja fx) = =x*+ 13x + 5.

43. wielomian W(x) = —x* + px® + gx — 24 ma trzy pierwiastkl x,, X2, X3, ktdre
spelniajg zaleinodd; xq-X: + Xz ¥y + Xy X3 = =14, Reszta 2 drielenta wielomianu
Wix) przez dwumian x + 2 jest rdwna —40.

a} Wyznacz p iq.

h} Oblicz wartoét wyraienia x; x,x; = 5{_.1:1 + Xy o+ x;}.

D 44. Dany jest wielomian W{x) = x* + ox’ + 7x + 15, gdzie o & Z. Wykat, te jedli

wielomian W(x) ma pierwiastek bedacy liczbg pierwsza, to suma wszystkich jego
plerwiastkow ted jest liczbg pierwsza,

D 45, Reszta z dzielenia liczby catkowitej dodatniej p przez 3 jest rdwna 2. Wykat,

te reszta z deielenia liczby 2F przez 7 jest rdwna 4.

8. Wwliglamaiding

D 46. Wykaz, je dla dowolnej liczby catkowite] k, liczba & - 6k™ + 11k — 6 jest po-
dzielna przez 6.

D 47, Wykad, e liczba 437010 +117 - 437410 -117 jest naturaina.

48. Wyznacz wazystkie wartodei parametru m, m € R, dla ktdrych rdwnanie
¥+ (m—1)x" + m* + 4m - 5 = 0 ma tylko dwa rozwigzania,

49, Dany jest wielomian W(x) = (x - 2)(x* - 2mx + 1 - m’) 2 parametrem m,
gdzie m = R.

a) Dla m = 1 rozwiat nierdwnodt W{x) z |4 - x*.
b) Wyznacz wszystkie wartodci m, dia ktdrych wielomian W(x) ma trzy pierwiastki.

50. Ustal liczbe rozwigzan réwnania (x + 3)(mx® + 2mx - 3) = 0 z niewiadomg x
ze wzgledu na wartodd parametru m, m < R.
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deawisdzf do zadan

Odpowiedsi do zadad 269

1. Przeksztatcenia wykresow funkcji

Wektor w ukladzie wspélrzednych = podstawowe informacje

12. w=[30], v=[-40), r=[05], p=[0.4], E=[42. T=[-3.
m=[-4,-2], 5=[3-5]

13. a) AB=[6-3] b)AB=[2,3/3] o aE =E:§] d) E:[g%, -1-1]

AB = [3,-1], CA =[2,-8], B =[-59], BA=[-3.1],

8 = [5,-9]

L4, .A_l'_: = [_'11' E] ]

1.5 a)13 h]?% c)61 d)3

16. JEl-vE wlEEl=-E glaEl=zs olaE-22

4
17 a)8(-3,9) b)a(-1,13) o 8la,-9) dB(s2,3)

18 a)A(-5,7) b)A(s,-11) I::IA[%A%] d) 4[-+3, -5)

1.9,  wektory rdwne; AB | l:'_frj pary wektoréw przeciwnych: AB i AD, €E | AD Oraz
AE i cD

110. 3} P(1.4) b]PI[ai%.E%]

111 a3)s(-2.1) b)s(L1) o) s(-1,8) d}i{—i%.—i%)

112, ajel{4,-1) bje{1z,-4) o elo-2) d)8(-8-3)
113, a}A{~?,5]_ b) A(4, 6)

1,14, Wektory A i BD 54 prieciwne; wikozowno wykad, fe trdjlkgty ACE | COB sg przy-
stajaoe.

1.15. a) FS, SC. ED
1.16, |48 = /82; |Acl =542;  |BC| = 44/2; trajkat jest prostokatny

117, &) 584454437 h]@

118, a)tak 845  b) nie: 1242 42417
118, a)p(-2.2) b)s(-052) olac =481, 80l=3
1.20. ¢(2,2),0(0,7),|AB| = |cof = 23, |BE| = |4D| =5

1.21. B(3,-4), |48 =10

122. ajm=alp==2 bjms= —3§.n= z% gme=2n=-2 dm=0n=-6
123, EF = %[ AB - ﬁ]
1.24. a}ﬁ=15+5 b) AD=2b+2a :}E§=-EL"—E
125 8)[5,3] ®)[4,-3] <o) [10,8] d)[-10,-6] e [-25-15]
1.29. aj[-4,-2] b [5. -zzﬂ ¢ [0.0] d)[-14,-37|
130, of9,-7)
131 k=31=-4
- — b 1 i - 1
132, a)x=[-23] b)x=[3-15 o= =[5—, —4—] d) x ={-1, --].
2 2 2
g % = [19,3]
Przesuniecie rdwnolegte. Przesuniecie rdwnolegle wzdiui osi OX
1.33. a)A,12) B)a[3.5) <) A,ls 10)
1.34. a)8(6,2) b)&(10,-3) <) B(L-5)
1.35 a) hx) =f(x-3) bl {x) = fix = 2)
x |1lz]3]|2]|s x |ala]=z|-2]0
hx) fo 21 ]2 [0f1]2 Mxloj1jz|o]1)2
1.36. a
x | 7[s]lsfmw|n
glx) |-10(-5]| 0 | 5 |10
137, a) o 4 jednostki w prawo; « = [4,0] b o 6 jednostek w lewe; v = |6, 0]
¢) o 5 jednostek w lewo; & = [-5, 0] d) o 10 jednostek w prawe; u = [10, 0]
138. B,={-6,3) O,={27 0,=(-72)
1.39. miejsca zerowe; funkeji f; -3 oraz 2; funkeji g: -6 oraz —1; funkeji f: -1 craz 4
1.40. a}2 bj-6
141 a)gx) = Jx+3,u=[-3,0] b) glx) = {x - 2}, v = [2, 0]

¥ = gixt

=5 =4 =3 =2 =1 ”}li Py A5
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Materatyla. Fhkifr zadan. Klate 2. Fakwrés raTiTErTomn
S b)n —%{x—5}=m;-.'t +2,5, u=[5,0] d)alx)=|x+1], u=[-1,0]
B Fﬁ:i RRE
e glx) = (x+1)', u=[-1,0]
¥egi
1
-3
=1
=4 1
=1
142. a)u=[50] b)u=[-10,0] Ju=[30] du=[-50] eu=[10] f)u=[s0]
143. a)g(t)=4 b)funkeja g est malejaca w przedziale (-oc, 3) i rosngea w praedzia-
le {3, +a0)
144. a) D = (-2, +00) bj-2
145 a)p,=R-{1} b}(0,-1} ¢ [~oa,1). (1, +=c)
1.46. a) g{x)=(x+2)’
147. a) o, = (-1, T} b} funkcja g jest malejaca w przedziabe (-1, 4) i rosngca w prze-
daiale (4, 7)
1.48. d) 0, = (-2017, -2002)
145 miejsca zerowe: —12, -8, —2; zbddr wartodci: {—3, 5}
1.50. ¢} (s, 10), (20, 11), {11, 5)
1.51. a) g(x) = x" = 10x + 26 b) glx) = 2x +5

e) flx) =x" - x -2 d) glx) = (x - 3)(x-9)

Cdpowiedzl do zadad

Przesunigcie rownolegle wedlui osi OY

1.53,

1.55.
1.56.

1.57.
1.58.
1.59.

1.60.

1.6d.
1.63.
164,
1.65.
1.66.
167
1.68.
1.68.
1.700

1.71.
1.72.

1.73.

1.

1.75.

a) h{x) = f(x) + 2 o) h(x) = f{x) -7

x |-2]1|o0| 1|23 x |2|ajof1]|2]3
Mx)|B|5]|4[2]3]4 hx) |A|A|S[F|H]-5
Ai=[01] bu=[0-2 dJu=[o-6 du=[03

a) o 4 jednostki do dohu; & = [0, 4]  b) o 2 jednostki do géry: u = [0, 2]

¢) o 8 jednostek do géry; o = [0,8] o) o 3 jednasthi do dotu; & = [0, -3]

—45

8

dla funkcji f: (0, 2); miejsce zerowe: 3 dla funkeji g: (0, 4); brak miejsc zerowych
dla funkeji h: {0, ~3); brak miejse zerewych .

adald)=-2¢+6, u=[0,5]  blolx)=x-3, u=[o, -3]

t) glx) = 32" -7, :=[ﬂ. -7] d) g (x) = |x|+4, l-..l'=[ﬂ',d]

e}n{xﬂ:%—!, H=Eﬂ, -2] F]g{x}:%x*+3, H-[ﬂ, 3]

a) 05 bjZW,=R=-{2} ¢ funkejajest malejgca w przedziatach: (-oc, 0), (0, oc)
al-1,1 2w, = (-1 +0e] €)(-20,0)

al¢ b6 ¢ (35

a)glx)=|x| -4 ) najmniejsza wartosé funkgi f: 0; najmniejsza wartodé funkeji g: —4
a) 8, ={-1,2),ZW, = {-2,7} b}{0,-1)

a) (16, -6} d) {2341, 2351)

o) -3, -8). (2.-9)

c)glefme’ +2x4 3

a) v = [0,6] b)nie

v =[-4,0]

¥ [=3|=2| 1|6 13}4a 100
gle) |-5|-3]| 0| 6| 7 |30|405

du=(24 blu=[15] Ju=[=5-3 di=[1-2 euv=][510
fu = [-4,-42]
Jal) = di-T+2 bg(x)=(x+2+3 dal)=je-4-5 dal)=——-3

x=1
Au=[18 bi=[204] du=[3-] du=[14] <u=[-28

o =[5-7]
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Motematyka, Ziide zodai. Klasa 2. Zakres rezszerzony

177 a) funkeja g jest resnqca w praedaiatach: (-9, -5, (-2, 3} § malejaca w przedzia-

te (-5, -2} b)dla x = -5 funkeja g preyimuje wartodé najwicksza, réwng 7 dia
x = =2 funkeja g proyimuje wartodé najmniejszg, rowng 1 ) 24

178, a)0,=(-o¢,-2),2W,=(-2,3) b)D,= (515}, 2w,=(-9,-1) ¢B,=R-{-1},
IW, = (7, +0c)  d) 0, = (-5, 4), ZW, = (-, 10}

179, a)glx)=x*+7x+10 b)g(x)= :—j+1 dglk)=-3"-6x+4
d) glx) = 2" + Bx + 13

Symetria osiowa. Symetria osiowa wizgledem osi OX i QY

1.81. 1)a)dwie b)trzy c}jedng d)citery e} piet f) nieskoriczenie wiele
1.83. a) 0, = (-6, 5}, 2w, = (-2, 4) b} 0, = (-7 4),2W, = (-3.3)
e) 0, = {-3,6), 2w, = (4,0} d} g, = {5 5), 2w, = {-4,-1) v (2, 5)
184. ajglx)=-3c+2 b)glx)=5x-8 clg(x)=-x"-8 d)g(x)=x"-1
elglx)=—x +15 fglx)=—x-7
185 a)glx)=4 Hal)=-x+3 calx)=- dald=-" eglx)=-Vx+2
glx)=—x"+1
1.85. :-j} .':rf, = (-4, 3), ZW, = {-5,1) b0, =R-{3},ZW, = (-c0, 4}

1.87. al

x |7[2]a]3]a]s[w
gl (3]s [z2]o[a[-4]=s

188, 3) D, = (-4,3).2w,=(-2.4) b)D, = (-3, -1} w(0,5). 2w, = [-2.5)
o, ={-4,3).2w, = (0.4) d) O, =(-3,6),ZW,= (-3,4)
189, a)hix) =-x+2 gdvie xe(=2,4)  d)h(x)=—x'-2 gdzie xe(-2,1)

| y=hix

190. a)glx)=-5x-4,0,=R b)g(x)=v=x +2,0,=(-0,0) cglx)=[3-x.0,=8
dol)=—-.0,=R-[6} e)gl)=x=3.0,=(-0.4)

fa(d) =T, 0,= R (-1}
191. 2)D,=(-3.4), 2w, =(-1.5) b)D, = R~ |-3], 2W, = {-4, +ec)

LTS



= Matematyka. Zhifr zodal. Klase 2. Zakres rozszerzany

4 0

193, a) q{x} = e xe{-&,#], hix) <0 e xe{-—ﬁ, -4] b} g rosngoa W przedziatach:
{=5.0), (2 6): b rosngca w przedzialach: (-6, -2}, {0, 5)
194, a)-6,-1,5(0,4) b)-51,6(0-4) o -&-23;(0 2
Jxo3 gy, xed
196, a)y= = b} ¥ =
Symetria srodkowa. Symetria srodkowa wzgledem punktu (0, 0)

199, a)

X |-43|-30(-11|-B| O | 3| 4
g{x_]—&ﬂ—!l—ﬁ—! E | B |20

1.100. a) O, = (-5, 2), ZW, = {-2} b} &, = (-5, &), 2w, = (-5, -1)
e) 0, =(-3.4), 2w, = (-2,3) d) D, = (-5, 5), ZW, = (-3,-1) w {1, 3)
1101, a) g{x) = x -4; 0, = {0, 3) b glx) = ~=x; 0, = (-4, 0}

¥ gl S

1102. a) ZW, = (4,2} b)-4 o)1z d} (-5 -3}, (13)
1.103. 3) 0, = (~7.3), ZW, = (-4,0) b) O, = (-5,1), ZW, = (-2, 6)
0, = (-8, +oc) 2W, = R {8} d)0,=(~2,4). 2%, = (-0, 1)

Odpowiedsi do zadan 2TE

1.104. a} g (%) = —8x - 7: _T?:[-EI,—T:I &) glx) =1~ J=x:-1,(0,1)

fl g{x) = 3(x + 2H{1 - x): -2, 1; (0. 6)
Wykres funkeji y = |f(x)| oraz y = f{ix])
LS. Jafafe]1]3
yugle) [ 5|7 2]4]2
1.106. a) b

¥ [l

=L L L EL BLSWSES L

1.107. a)
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Matgratyka Zbidr zadad. Klasa 2. Fakres rozszerzony

Odpawiedzi do zadad 2T

€ : d]

=il W E LT

1.113. a) xE{ﬂ, -r-.-mj b:l.xE{—-::l,—i'll-u{l +m)

1116. a) {0,5) b} (0.9) o (1,10} d)(115)
1117 a) (-4,4) b)(-700w(0.7) <) (-5.-2) (25} d (e -2 {11} w2, 400)
1.118. a) -28,-2,2,28 b)-7,2,28
1119, 3} (0. 3] 6} (0. -3)
Wykres funkejl y = k- f{x) oraz y = f(k - x), gdzie k = 0
1.121. a) A, (0, 0), 8,(3, -9), ¢,(6.9) b} 4,(0,0), B,(3, 1), C,[86, 1)
e} A,(0, 0), B,(3, 2), C,[6. -2)

» |-m|-g|{-5]-2]1]a

y=5f{x) | 10 [-15] 20 [-25] 30 |-35

1122




278 Matematiyka. Zhidr zadan, Klasa 2. Zakees rozszerzony Odpoveiedzi do zadad 279

1.127. a}u,:-(—g.1> hjn,c{u,a} o,=(-21) do,=(-42

1.128. a) )

yogin |_y=fin

¥
3
3

==3=pa=1 B} 3 3 4567 2X

glx)= J_2x+1, D, =(-4, %) 2w, =(0,3) g(x)= %;r' -2, 0, = (-4,2), 2w, =(-2,2)
ﬂi' R 9

FIriE W

I

¥

B
- gt

ﬂl:,!]=_?111_%- o, ={_2-1}- W, =[_1'3%} F["‘}“z—-f_x' b, "{L“:" E“'r#={_°:" -1}

1125. 3} 4[-8, r:-i aa{i. =2, ﬁ:(ﬁ."z}” EJ Ay(12, 0), B;{—ﬁ.—z}; c;[—Er 2)
40,0 8(-% -2} ¢ [-2.2)

k)
1126.8) [y s[4 o] O« [as5]12] 0] 3 |3 &}ﬂ{f}=[%#—1]r”E{-1uE} b) {-2.2}

1| =5 1 | -3 ] 7 ¥ r|l3|1|5] 2

“j:rsrj—yununﬁn d) "% T=a0|-19z] 0 | & | &0
3 =l aE=s]=z EAEIEEIE




280 Matematyka. Zbidr zadad. Klasa 2. Zakres rozszerzony

{ldpﬂm'tizl' do zadan

a) glx)= ﬁ-z. 0, =(-5,-3)ps(-21) b)ZW, = [-n:, -1%}u{u1. +m)

1.131. wskosdwio: a) y =2 fix) I:r} y= g{#ar} c)y=hix+ 1)
1132, wekozdwhe:a) v =f(2x) by =-2g(x) ¢ ¥ =n{lx)
1.133. 0, = (-32, 96); miejsca 2erowe funkeji g: ~24 oraz 32

1.134. 0, = {—E, 5},II.-'-"E = [—EE.J%], (0, -4}

1 2 1
1.135. O, = [—1, E)' ZW, = {—9, 4) migjsca zerowe funkeji g: g 0, z

1.136. 0, = (-5, 10), 2w, = (-&0, 48), (0, -&)

Szkicowanie wykresow wybranych funkcji

1137 3} galx) = (2 =3 + Loglx) m =[x =3 =1 b} gilx) = =", glx) =~{x-3)"+1
1.138. a) g, (%) =x+4 -2, g(x)=d=x+a -2 b) g, (x)==x, g(x)= [~(x+4)-2

1.139, a) nie b} tak
1.140, tak

1.141. a) 1-r=|%—2|—2 b) nie

1142 nie; wdwczas otrzymanmy wykres funkeji y = f(|x}- 5)

1.143. nie;  wdwezas otrzymamy wykres funkeji v =_ﬂ]:: i l”
1.144. a) b

1.145, a)

¥
qo- Mr=linl 3,

6 -5-4-3-2-1

dl

¥ou o la=201

4 -3 =2 -1 “11 134567 8K
-2
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282 Matermatykn. Zbidr zadad. Klasa 2. Takres rozszerzony

<) _ d)

:f'? fil= 3'"-II|

1.147. a)

Ly 13-z =l  ymd-file 1]

aaaalP1 i 3abe v aX saaaall)i3aEs X

1.148. 3) f(x)=—2-x+3 b) f(x)=-+=|

yefia)| | ym i

¥
3
2.
1-

= EEETEEEEIREY e EEEEE AR R

o _f{x}:.,llix—i{—z d _f{k‘}=.,||i#|-1
L3
13!

4323 DL 3385 6R
N O .

Odpewiedzl do zedan

1.149, a) flx) =Jx -

hh‘{xl e =2 +2

283



2584 Materatuka, Zeidr zadaed. Klaga 3. Zabres rozizerzony

-5 = =7 =6 =5 4 -3 ]

(x+1), jedlixs-1

1,153, m2=fx =1
3 ﬂ'ﬂ h’rf =1, jedlix=-1

b fx)=

v?ﬁﬂ
| -'r5-'-3 ! g 12 3 i 55
At | —tt 4 1 R 1211
=3 e f— ! |- 1
- I . SRS S ] S S I - S S S
|+1, jedlix g1 IJE|—3| Jedli x e {—n, 2|2, +)

(x-3) +1, jedlix =1

I.

d) flx)= [;] jeitxe{-2,2)

: {r = fl=} | { | LA L

e e T A ol S O T W

Zastosowanie wykresdw funkejl do rozwigzywania rdwnan i nierdwnosci
1154, x e {~1,-3}

1155 x = -4

1.156. x & {1, 3}

1.157. x & {-EI, +¢) bBjx=4 cjx=-4

1158, x e {-2,1} blxe {25 cjxei-11}

1150 a) ¥ =1 bjxe{-1,1} cx=7

1.160. {-2e, -3) w (-2, + o)

1.161. {1,5)

Odpawiedzl do z2adas

1.162. (-0, D} i ll:d-, +oo)
1163, a)x =1 bjxe(-1,0}
1164.3) x € (-1,0) s (1, +2¢) b)x e (2,6} ¢)xe(-o00,~1)
1.165. a) x € (-oo, 6} w (2, +0a) blxe (-2,-1) ¢ xe(-20,3) w45 v (5 +ec)
1.166. 8} € {2, 4} b)x = (2. 4)
1167 a}x € {-1,3} b)xe(-1,1)u (1 3)
1168 a)x & {-2, 2} b)x e (o0, -2) wi{-L1) (2 +o0)
1169, x & {-3,0,5} bBjxe [-4-1} cxe{-12 dlxe {404
1170, a) x € (00,2} b)xe(-B-2) (28 cxe{-L1) dx=0
1171, a} K& |:—l, 71||- h:l X E {—c:-c:-, -1} bt {r-l. 2} g, + o0)

:]x '3 [—LEI] L) |:4..5I:| d:l.ar 3 {—m,—l} i -Ilrl,.-l-m]
Test sprawdzajgcy do rozdziatu 1.
Mr zadania 1 z E] L 5 & 7 &
Odpowiedi | D [ D [ B[ B | D | A ] C
Mr zadania 9 | 4 | 11 | 12| 13 | 14 | 15
Ddpowiedt | B (D [ B | c | B || C

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 1.

16. a)A{6 -8) b)cf1z,-23)

17.  Di{-4,2), |ad =642

18, D(-7,11)

19,  wskozdwia: Wykat, 3e DC =2 AB

20, alg(x)=-x'-6x+1 bla=8

21, ajglx)=3x-1 b)u=][086]

23, alglx)=2¢-3 Blh{x)=2¢x+3 cJk(x)=-2x-3
24

25

b) {-3,-2), (2.3}

285
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26.
b} x e (-3, 1:|'-.,- (1, 5)
7. )o={8a),IWw={-1+00) b)O=(-48),IW=(-001)
¢} 0 = (-7,5), 2W = (-5, +x)
28. aglx)= %-1 b} x & {-2,0)
29. ajx=-4 bjxe {13} doxe{-22
30. a} x € [-o0, —1:|- v {I:I-i h] X E {—2, 1} c} xE {—5,—1} i [—:lr +m}
31 h] przesuniecie réwnolegle o wektor u= [—1 ﬂ],flfx} = Jﬁ,a nastapnie syme-
tria wzgledemn osi OF h{x:l = nf=54+7
32. b)D,=(-15 cZW,=(-24) d20
33, )] T
] I [ T S -
.
41
. | | 1.5 lv=pli
B} 9 (x) =i +1) +1
35. ajxef-202 bjxe{-20
6. alxe(-13) blxe(-oc 1) {1,+|:|::-]
an
aj o =; R- iul,. 1} .E:W-c f—m—l} w |0, +0e) b funkela g jest rosngca w kazdym
z priedziabdw: {—m, -1}, {1, n} funkcja g jest malejgca w kaidym z przedziaidw;
{0.1). (L +00) d)xe{-2,-1) (12}
38. ajm=-3 bjxe(-4-2u(-L1)w(24

cdpowiedsr de zadan

39
a0,

41,

al m =4 b réwnanie ma cztery rezwigrania
1
——x—d jeilixe|—-m, -8
4% ielllas )
%JH-'L jeslix a8, —4)

ajxel-10, -6, -2,2] b)g(x)=1 .
gl jedlixe(-4,0)

1 -
jx, Jeslix e (0, +22)

a) ZW = {—4,.+m]l .h]x=—5vx-—1‘-.-";r=15r=5
:}xE{—m.—S} I I:—l. 1} i |:5.+m]

2. Rownania i nierdwnoscl z wartoscig bezwzgledng

Warto$é bezwzgledna liczhy rzeczywistej

1.
.2
2.3
2.4,

2.5,

2.8,
2.7,
2B
28

2.10,

ald4 b1 -07 d3-42 e5-2 flo
a3 blaa-7 17-242 d2 go fafi-z
a)-3 bj2-+2 ¢-12 d-v

a)-11 bB)-11 <17  d) 345-14045

8 b1 -6 d}l%

a)-56 b)-3
ajs B)-1
a) 110 b) 50
ala-2 bj-3-a ¢J3e-2 d)jsa-4
a)20°-20 b)-50-1 cla+3 d)i-a

287



228

i DTS el S
N s PP iy
i—sx. jedlixz3
e T (S
ECR et POE s

213 a1 b)& -7 d}4
217. a)-%0 b}-23 11 d)20

Ddlegiosé migdzy liczbami na osl liczhowe],
Geometrycina interpretacja wartodel berwzglednej na osi liczbowej

1 1
218. ajc=ld=3 h}.:::-i,:r:ai €] ¢ = =3,45; d = 4,95

7 1
d) c=as d=d27 ) c=-1647,d=17  f)e=-2+15,d=7-35

219. a)-1i5 b)-7i3 c)-33i19
d) V2-3142+3 e d-niz-2 f -23+2/3i5
220. 3} (4,8} B [-1,7) o (-=e -5} v (1, +ec)
d) (o0, -7} v (-3, 40c) €] [-00.5) v (T +m0] ) {—5-, 1}

221 a2 h}il% 23 -n d)6v2+3 &8 )3+ a3

222. 3| =8 b)ly-9=1 o|-3-al=a d)jz-g<3
efp+2>7 flk+1<5 g)[7-m >2

222, a)16-3m b)em-15 cm+15 d|m’+33

Proste rdwnania 2 wartoicia bezwzgledna

2.4, a)-3,3 bj4,-10 ) fadna d)-5

2,25, i}xe{—%.%} h}l‘ﬁwninie‘iprmme :]xe{—d’i,ﬁ]

d) réwnanie spriecine ejx =0 fjxe |-3.3
226 a)xe{-1,5 bjxe{-53 cx=3
dirxe{-3,-1} elxe{37 flxel-1,9
227. ajx=-9 b)xe{-511 cjxe|-11-21)
d)x e {18, 24} e)x e |-8,6] f) réwnanie sprzeczne
228, ajjx=11=0 bjjx+19=0 oJnp|x-1=-1
d) e~ =8 e)|e-4=5 fjx+2xj=5n

Gdpowiedzi do zadad 289

2.29. a) |x|=JE I:}|.t—2|=~."‘-_’: 1:”:{-!-31.@|=D d}ih'—ll|=ﬁ

e [x+2,5=6 1 }x— 1;

230. ajxe-1,3] blx=4 cxel-53 dxal51
e) réwnanie sprzecane ) x g |-6, -4}

231, ajxe {-56:8 b)lxe {284} cJx=-25 d) réwnanie sprzeczne
ejxe{-13 fxe{-137

232 a)xa {04} b)xe{-42;-06 «cxe|-3.24;-2,76
d) réwnanie sprzeczne €] x & [-18,3;24,3]) 1) x & {10, 8

2.33. a) réwnanie sprzeczne h}xE{—?+5~E.?—J§} I::IIE{E\E—T.T—ﬁEi
d]xei—lﬂu"f—l,i} u]xe{lﬁ—i,i} ﬂxe!—ﬁﬁ—!.lﬁ+!}

=4

2.34. a]xe{—i—l%] h}xe[qg,s} :jxe{—;,:r%}

dixe{-67 ¢ xE{-EJ} i) u‘{—sg,ti}

5

235 ajxe|-2-6 bjxef24) ¢ xe{-53 dréwnaniespreczne
ejx=3 Fflxe|-62

236 a)A={13,B=[-5.¢=|53
Bl(BuC)ma={3,[a-C)uB={-51.C-A=-Bug

237 ajxe{-22) bjxe{82 dxelns dxe|-6%-31]
E}:E{—E,EE f:le:—E,—E_I'

238 a) xef3-242,3+242] b xef-12+445,-JB] o) xe 436,443 6)
d) we{-342-2,342 -4

239, ajjedlim=d tox =1 jedlim=8tox =9 b} m =-2 drugie rozwigzanie nie
istnieje c}ieﬂlm.eull,mx=25;je£lim=?’,mx=—ll d}m=—1luhm=1:
x=2

240, g fe+3=0 blopfe-1=2 dopfr-7=3 o np.fes5 =3
ejnp. [x~H=2 flap |x+8=8

Proste nierdwnodci z wartodcig bezwzgledng

241. 3)3,6,7 B)-9,6 c}-z.ai,s d) -2

242 a)lx=0 bjR-{-1} <R dj@

2.44. a)xe(-44) b)xe (oo, -6} v {6 +x) cfxe(-00,-9)uw(9+x)
d}rE{—E,E} E}:E{"E..E::- f]xet-—m,'ﬁ]u[ﬁ,+m]

245 a)xe(L7) bjxe(31) cdxer-{2} djxe(-35)
e x e {],d} l}xe{—m,—?}u{da,+m:l
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246,

2.47,

.48,
249,

2.50.

2.51.

.52,

2.53,
2.54,
2.55.

2.56.

257

2.58.

.59,

a) x € (~oe,-3) v (1, +20) h]wq{—qgrn}u{l-!-m} c) x = (-2, 2)

d} x e (0, 8) E]'xs.‘.{E,IE} f) x & (=00, =7) w [=5, +00)

anp. <9 bBlnp >3 cJnople-4<8 dnpx+1>3

elnp. |x-8>1 flop|x-5<5 gipfx+d<7

h]np.|x~ﬂ-::q'§ i} np. % - 2| < 3=

a) x € (o0, 4w (6, +2¢) blxe (-5-1) o xel-00-7)u(-1,+:)
alxe{-987) b)xe (oo L) (4 +ax) o) x € (~00;-15) u (1, +c0)

f) x & (-1.2; 1.8)
a IE{\E-L-\EJ.-].] b ::E{—n:-:', —Iu'li}uli-ﬁ, -n:u]l g) -5
d) nierdwnost sprzeczna e}xE[—nc-, ﬁ—]]u{ﬁ, n::-} f:lxe{--.,ﬁ—s_ —A.E—l}

a) xe(—ﬂ?%,zﬂ) b xe{—d.di] 0 H[—m, 4%};[3%, m;.]

d)xe(-0531) ex= _%

o

d) KE{@.E}U(3§,+=¢-) e}x-ﬁ[—ql:j}u{-lrwuj f}xe[——,ljl

v

al xeﬂ*[:—u} b nierdwnodé spreeezna ¢} x e (13, 17)

x=d 1) xe(-01-45)0 (3445, +)

9
a)=8,-2 ¢)AnB=(-6-5 u(-30).8-4=(-00,-6) v (0, +0
aja=(-22,8=(-31) bjo,1 d}.ﬂ"ﬂﬂ":[—:n,—ﬂu{lrd-uc-]
3)0,1,2 bj3.45 ¢-2,-1,0,1,2 do

a) xe(3,5) h]u;la(—i.. -z%)u( 1 1}

-2,
3) xe{0,4) b)xeR o xeR-{-5| d) xe(—e,v2-12)u(2+10, +x0)

d) xeR

€] nierdwnodé sprzecmna ) xel{—m,i}u{dﬂ—l. +m}
A xe(-oe-2) w3 +) b)xe(-o00-16) u (5 +00) ¢ xe(-12,-8)

d) x & (-2, 8)

dxe(L3ui5? bx=-5 dxef{-1.3 dxe(-20, 610 +x)

Wiasnoscl wartofcl bezwzglednej

2.60.
2.61.

262

263

ajo bjx-3 c)-8

a1 b)8 ¢ -3

dl3 eo fli-2x-1
1
dj5 e p-24 ) e
il} F3 l'r]' =4 wekorowka: Przedstaw Hezbe pod pierwiastkiem jako kwadrat pewne)
ligzby.
3jl=P=1 bjl=ps=2

Sdpawiedz do zadad

164,
265,

2.66.

261

.68,

2.69.
2,71

a) -2d=x B2 Jx

alé B)9-b
a) -3x-3  b) Ix-9 d;i_'r d)

b3

fr-1]+2

ajx e {0,4) b)xe {—% 1} ¢) réwnanie sprzeczne  d) x & {—1. -%}

ejxe{-9-1 flxe {—1-;—,2-2?:}

a}xe[l%,&} b) xe{-3,1} :;m;{—n.%} d]xe{-§.1u}
E}IE{LE%] flx=3

ax=0 bjx=3 créwnaniesprzeczne d) x = -2
=1,6

.74, wskordwko: Zauwal, te v & {—5,—1} e lys3| <2orazfe sy o2 =|(x=1)+(y+3)
Skorzysta) 2 odpowiedniej wiasnoicl wartodel berwzgladne],
Réwnania z wartedcig bezwzgledna
278 ajxe{-14,14] bjxref-3-1.13 cxel-B-20,6 dxe {511
2 .
4,239 f 2=, =1=,=,2
e)xe[4239 ]xE{ S }

279,

2.80.

2.81,

.82,

2.83.
.84,

2.85.

a)xe{-10,-2,2,10) blxe{-2,0,2} ¢jxe{24] dixe{-97
e} riwnanie sproecine f} ¥ & I—E, =3 =4 1I

a) x =1% b) rownanie sprzeczne ) x ¢ [-4,0) d)x e {2 6}

elxe (l+oc) flxe {03
ajx=-1 bjxel-31] cjx=-2 d}xe{—l,+m'] elx=3 f)xe |-60}
a) xe(-3,1) blxe {—d%, 2%}» c)x e {—E, g} d) réwnanie sprreczne

e) xe(—n, -1} ) x=1§
a)xe(-1,1) bBxaf02 dxe{42 dxef-L5

a)xa L3} blx=-1 Jxef{-13 dxe(-200 exe|5-13
fix e {1,5)

HJKE{U-*I?:I b]I'E{J.%,H} o) xe{-5.5 d) x=-3 E}IE{—!%,—;]

flx e {-6,0,3}

291
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Miegrdwnodc £ wartoscly berwzgledng

286, a)xe (3,3} bjxe(-00,-6) w8 +oc) o) re(-oo, -8 (62 u(4x)
d) xe(-4,0)(4.8) e xe{-8 -2}u-1,5)

f) x-&{—w, —1;:)'4 (—:,ziju{a +an)

287 sjxe{-35 bjre(-oo,-Tull+e) dxe-5-7) w31
dixe {15 ejxel-20-3) (3|7 +x) ﬂxe[—m,—i}uil{u{ﬁ-ﬁm]

288, a]xe[i%,HE:] h]xe{—m.—l%}u{—%r;mJ c}xe{—ld,—!]l d]xs(—%,!}

e} nierdwnoit sprzecna f)x e R
2.89. a)x e (0, +00) b)xe (-, uI} cJreRr dixe(-, 3} W {?. +oa)
-E]xe{-—ﬂ-..E] f) x € [~o0, 0) w (3, +o0)

2.90. a) xé{—W.—d]u[E%, +cr.'] b xe(-5, -1) ¢ xe(-w, ~6)(-5,0)u(1, +=)
d) xe(-4,2)u(2.8) o) xel-4,-1) f}:E{--m,—E]u[%,-rm]
291, a) xe[l%,]] b) xe(1.2) o xe(%ﬂ) d) xe(-e,1)

e) xe(-6,-2)u{0,4)u(6,10) f) xe(-=, —z}u(z, 3%]u{5, )
292. a)xe(1,2) blxa(-2+00) exeR dnierdwnodé sproecana

293 a) xe(-w, -12)u(20, +=) bj IE[I%, +:.n] ¢} xe (-, 1pu(s, +=)

1
d) xe(-=,3) &) xe{—==, —6)u(2,4) 1 x-ﬁ[—l? +ut)

294, ajx e (-0, -4)u(l,+c) Blxe {_2"1]' clxe R dixe {—1, 5}
e) x e {—I, 3:} f]- nierdwnoic spraecana

Rdwnanie liniowe 2 parametrem
2.95. :}m-&ﬁ-[-l}.x=m—ig b]men-l-!,}.n;% o meR={o}, x=0
. -t i —— B K —
d) ﬂ'I'E[U,--Ji]_.:\'—?; ¢ meR-{-3,3}, x — fjmeR=|-2}, x=m-2

296 aja=-2 bBle=-5 ceec|-1,0,1] d)nieistniejetakies ejo=3

f)a e {0,6)
297 alk=0 bjk=2 cfnieistnicjetakie k d) nie istnieje takie k ) k < -4, 4]
flk=1

298. almeR-{0) bjmeR meR-{3} dmeR-{-22 emanr
fimer-{-1,0

Cdpowiedzi do zadan 295

+3
2989, a)jeilim & R —{-2, 2}, to rdwnanie ma jedno rozwigzanie x=£"—|m] jjeslim = =g,

to rdwnanie ma nieskorczenie wiele rorwigzan (kaida liczba rzecaywista jest roz-
wigzaniem rdwnania); jedli m = 2, to rdwnanie nie ma rozwigzan

[+

b) jedli @ & R - |8}, to réwnanie ma jedno rozwigzanie x = % jedli o = B, to réw-
nanie nie ma rozwigzan

c)jedli k & R - |0, 1}, to rdwnanie ma jedno roawigtanie x= J.'_il': jesH k=0,
ta rdwnanie ma nieskofczenie wiele rozwigzan (kazda liczba rzecaywista jest roz-
wigzaniem rﬁwnania};]eiﬂ k =1, to réwnanie nie ma roowigzan

d)jesl & « R - {-JE,JE}. to réwnanie ma jedno rozwigzanie x = 0; jesll

be {—ﬁ, ».E} ,ta riwnanie ma nieskorficzenie wiele rozwigzan kadda liczba rze-

cIywista jest roawigzaniem r-l!nwnania:l
i
4
&) jedl @ € R - 12}, to réwnanie ma jedno rozwigzanie x =4:|_+1 yieslie = 2, to rdw-

nanie nle ma rozwigzan
1 R
f) jedl b & R - [-6, 6}, to réwnanie ma jedno rozwigzanie L jesli b = &,

to réwnanke ma nieskonczenie wiele rozwigzan (katda liczha rzeczywista jest roz-
wigzaniem réwnania); Jesli b = -6, to réwnanle nie ma rozwigzan
Fl
- m Koo
2100, a) jesli m & R - |4, 4}, to rdwnanie ma jedno rozwigzanie x = ey jedli

m & {-4, 4}, to rdwnanie jest spreecane

b) jesll p = R - {1}, to rdwnanie ma jedno rozwigzanie x = p - 1, jedli p = 1, to réw-
nanie ma nieskoriczenie wiele rozwigzan (kazda lczba rzecaywista jest rorwigza-
nlem réwnania)

c) jedll p & R - |-1}, to réwnanie ma jedno rozwigzanie x = p + 1; jefli p = -1,
to réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzar (katda liczba rzecrywista jest roz-
wigzaniem réwnania)

1

d) jedli m € R - [" %; 5]; to réwnanie ma jedno rozwigzanie x= 5 jesli

1
2(2m-1)
= _% L o rdwnante ma nieskofczenie wiele roawigzadn [ka-zda ficzba roecrywi-

sta jest rozwigzaniem rﬁ-wnnnla]:]eﬁhl = l , o réwnanie nie ma rozwigzan
2

k
s jebli k=
3t #

e) jeéli k = R - {-3, 3}, to réwnanie ma jedno rozwigzanie x = ¥

to réwnanie ma nieskofhczenie wiele rogwigzan {hai-:l‘a liczioa rzecaywista jest roz-
wigzaniem réwnania); [edll k = -3, to rdwnanie nie ma rozwigzan
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f) jedli m & R - {-1, 1}, to réwnanie ma jedno rozwigzanie x = n:;r_" _2: jedli
m =1, to rdwnanie ma nieskofdczenie wiele rozwigzad [kadda liczba rzecrywista
jest rozwigzaniem rdwnania); jeéll m = ~1, to rdwnanie nie ma rozwigzan

2100 a) jesim & R - {1, 3}, to réwnanie ma [edno rozwigzanie r=1_m—_:|;je:‘.ll o=,
to rdwmanle jest spreecene; jesli m = 3, to réwnanle jest toksamodciowe

b:l Jesli m & R, to rownanie ma jedno rozwigzanie x = %

. 2 . pitie i =3 2
cljgdlim e R - {—}. bo rdvicnanie ma jedno rozwigranie x=——=: [afi m==,
) 3 , Bm -2 : 3

to rdwnandie jest sprieczne
3 pjeslim =1,

| =2|-m

d]]eﬂl me /- [1}, to réwnanie ma jedno rodwigzanie ¥ =

to rdwnanke [est spreecine

e) jedli m € R - [-6, -2}, to réwnanie ma jedno rozwigzanie x= s ; jesli
il

m
2|m+3|+
m = =2, to rdwnanie jest todsamosciowe; jesli m =—6, to rdwnanie jest sprzccine
m* —6m—16
=291’
jedli m e {=2, 8}, to rdwnanie jest toisamoiciowe; jedll m & -4, 6], to réwnanie
jest sprigcng

f) jedli m & R = {=4, <2, 6, 8], to rdwnanie ma jedno rozwigzanie x=

2.102, a) jedli @ =0, b & R, to rdwnanie ma jedno rozwigzanie x - rjedlle = b =0, to
a

réwwnanie ma nieskahczenie wiele rozwigzan; jesli @ = 0 1 b = 0, to rdwnanie nig
ma rozwigan
bf jedli m = 11 k & R, to réwnanie ma jedno rorwigzanie x:li; jedlim =1
L
i k=0, to rdwnanie ma nieskahczenie wiele rozwigzan; jeslim = 1i k=0, to rdw-
nanie nbe ma roewigeahd

c] jesli g = -2, to rdwnanie ma |edno ratwiranie x = 0; jedli @ = =2¢, to rdwnanie ma
nieskoficzenie wiele rozwigzar

d] jesli p 2 50 k & R, to rdwnanke ma jedno rozwigzanie 1=:—'-"-1-; jetlip = 5
o

i & = =1, to rownanie ma nleskofczenie wiele rozwigzan; jeslip =51 k = =1,
to rdwnanie jest sprzecane
e} jedli b = ¢, to réwnanie ma jedno rezwiazanie x:ﬁi s jedli b = ¢ =0, to rdwnanie
=t
ma nigskoricoenie wiele rozwigzan: jesli b = ¢ | b =0, to réwnanie jest spraecmne

Cdpowiedsl do zadan

b
f} Jesh @ = —b, to réwnanie ma jedno rozwigzanie x =ﬁ sjedlia = b =10, to row-

nanke ma nieskonczenie wisle rozwigzan; jesli @ = -b i @ =0, to rownanie nke ma
rozwigzan

Nierdwnodé linlowa z parametrem

2-103.3][—&,2%] b) R :][—q-:.—zf'—l:]

2.104. a) [% +un-] bj R ) (0, +ac)

2105 a) (~o0,1) B)R ¢ R
2.106.a) (2,+2c) BlE o=

2107. a)m=28 bjm=2 cm=-7 d]m:l%

2108.3)p=3 b) p==5
2108.8)p=-3 blp=-11

2.110. a) me{-2, +=] b} mﬁ{li +m] c) me(-5, +) d) me[—d%,a-z]

201 a) k=3 Blk=2 ke (-1 4x) dke (=2 +0)
2112.a)m=1 bjm=-5 ome{ls dm=-2
M am=2 bjm=4 dmel-11 dm=-1a em=2 fm=-2

Réwnania liniowe 2 wartofclg berwzgledna i z parametrem

2114. 3} x € {-1,1} b} réwnanie totsamoiciowe  c réwnanie sprzeczne
dj rdwnanie sproecIng
2115 a) k e (=1, +o¢) B}k e (2,+00) o ke R - {0}

2 2
I:I:H!:—; e) ke(—=, 0)u(0,4) f}j;:;

2.116. a) jedli p = 0, to réwnanie jest toisamoiciowe; jedli p & (o, 0), to réwnanie nie ma

rozwigzan; jeshi p € (0, +oc), to réwnanie ma dwa rozwigzania

b) jedli p = 2, to réwnanie ma jedno rozwigzanie; jesli p € (~oc, 2), to rdwnanie ma
dwa rozwigzania; jeéli p e (2, +0c], to réwnanie nie ma rozwigzan

¢} jedll p = 0, to rdwnanie ma jedno rozwiqzanie; jedll p & R - [0}, to rdwnanie
nie ma rorwlgzadh

d) jedti p & {3, 3}, toréwnanie jest toisamoiciowe; jedli p € R = {-3, 3], to réwna-
nie ma pedno rozwigzanie

€} jedli p & (-1, 1), to rdwnanie nie ma rozwigzar; jedli p e {=ae, 1) w (1, +=¢),
to rdwnanie ma dwa rozwigzania

f) jedii p & {"—E. 2), to réwnanie nie ma rezwigzan; jedli p € (~oc, -6) {2, +2¢),
to rdvarnanie ma dwa rozwigzania
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2.117. a} jedli p & (-0, ~4), to réwnanie nle ma rozwiazad; jedli p e (-1, +oo) u -4},
to réwnanie ma dwa rozwigzania; jesli p e (-4, —1}_ bo rdwmanie ma cztery roz-
wigzania; jeshi p = <1, to réwnanie ma trzy rozwigzania

0, jedlipe(—=, ~4)

2, jedli pe(-1, +=)uf-a)
3, jedlip=-1

4, jedlipe(-4, -1)

wadr funkeje: fp)=

b jedli p & (-1, +ac), to rdwnanie nie ma rozwigzan; jedli p e (~oe, -7) w {1},
to rdwnanie ma dwa rozwigzania; jesli p = =7, to rdwnanie ma tray rozwigzania;
jedli p & (=7, -1), to réwnanie ma ctery rozwigzania

0, jedli pa (-1, +o=)

2, jedli pe (=, =Tji~1)
3, jedlip=—7

4, jedlipe(-T7, ~1)

wzde funkcji: f{p) =

2118, jedli o € (-9, +aa) i o # 9, to réwnanie ma dwa rorwigzania: x = —g -G oraz x = @ + 12
2118, k e (-4, +20)
2120. m e IIL 4—:::}

2121 a)pe(57) blpe [-%.1)

2435 4l o ale, +e5)  Blge [5115‘]

2.123. a) .E‘E{J.%, 3] b) k @ {2,5)
2124. m € (-6,-4)

2,125, a) ke<33, 51) b te{n.ll}
271 4

2.126. a) pe(-10, +=) bj pe{lgr.ﬂg]

2.127. a) jedli p & (~oo0, 2}, to réwnanie nie ma rozwigzar; jedli p ¢ (2, +o0), to rdwnanie
ma dwa rozwigzania; jesli p = 2, to rdwnanie ma nieskadczenie wiele rozwigzan
(rozwigzaniem jest katda liczba rzeczywista naletgen do przedziaty {ﬂ, )

b} jedli p & (~oc, ~1), to rownanie nie ma rozwigzan; jedli p = -1, to réwnanie ma jed-
ne razwigzanie; jesli p & (-1, +0c), to réwnanie ma dwa rezwigzania

e) jedli p = (5, *m], to rdwnanie nie ma rozwigean; jedll p {—n-.-., Y IE}, to row-
nanie ma dwa rozwigzania; Jesli p = 2, to rdwnanie ma trey rozwigzania; jesli
p ez 5}, to rownanie ma cztery rozwigzania

Cdpownedzl do zedad

: 1
d} Jedh pq[—a}i —%]-._.-{3%, -r-::], to rdwnanie nie ma rorwigzan; jesli p:—i,
s IO,
to rdwnanie ma jedno rozwigzanie; jedh pﬁ[—irii} to réwnanie ma dwa roz-

wigzania; esli p nEEI , to rywwenanie ma nieskodczenie wiele rozwigzan {m:awlqza-

niem jest kaida ficzba rzeczywista naletgca do zhioru [-oc, -3} L (0, +0c))

2128, oe (1-’1,3)
3

2, jedi [y <8 HENEEENEL.A
2.129, a) g(k) =11, jedli [k|=8 N O O ||
n. | =8 0 = o
I.ESIH - & & --1- . - . -
1t T ] +— o
S-B-7 654321 [V ] 2345678 9%k
| Lol

0, jesdli ke -, 1)

2, jedlike(d, +=)fl}
3, jedlik=4

4, jedli ke(1,4)

b) glk)=

0, jedli ke (-, 2)

2, jedlike(8, +x)

3, jedlik=8

4, jedlik e (5,82
6, jedli k=5

8, jetlike(2,5)

¢} g{k)=+
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d} g(k)

0, jeli ke(~1,3)
_ |2 jesli ke, ~3)uf-1,3 (S, +=)
|3, jedlike{-3,5)

4, jedli ke (-3, —1)ws(3,5)

Elf*r .

Ukiady rdwnar pierwszego stopnia 2 dwiema niewiadomymi z parametrem
2130.a)-2 b)3 )26 d)13

1‘:::'-—? x:!E x:—ﬁi x=15~.|'§+3
2131, 3) 1oy g ol "
F_E F_IE F—_H_E m_"\'ri
41 17 19 A
g i 3.2+1
= x=5 x=0 3
2132.3) " 23 b) { ) dJ
y= -B = 7 y= —u'E -..IE—J
}I’:
3
" z{:ﬂ a)
2.133. a) jedli @ & R - |6}, to uklad ma jedno rezwigzanie 2a-3)
fr
A
edll @ = 6, to ukiad jest sprreczay
&
A
- e z S o' =1
b} jeéli @ € & - {~1, 1}, to ukiad ma jedno rozwigzanie 4 -
-0
!|.|=
- |
leslia & {-1, 1}, to uklad Jest sprzeczny
r 3
=
c) jeill a & R — |4, 4}, to uktad ma jedne rozwigzanie . °
i g +bo+8
" a*-18

jetl & =4, to uldad ma neskoncaenie wisle rozwigzan, ktdre 53 parami liczb posta-
cl [x, Exu-:u] , Bdrie x a R jedli o = 4, to uklad jest spreeczny

Odpowiedzi do zadan
1
s
d) jedli o & R - {3, 3}, to uktad ma jedno rozwigzanie o g2
- §-g’

jedli @ = -3, to uklad ma nieskorfczenle wiele rozwigzan, ktore 53 parami liczh posta-
cl [x. —2:—%] . pdrie ¥ @ R jetli @ = 3, to uklad jest sproecony

2.134. a} jesli o = R - [~6), to uklad ma jedno rozwigzanie ‘:Z;l
jedli o = =8, to ukfad ma nieskorczenie wiele rozwigzan, ktdre sg parami liczh majg-
cymi postad [x, -gx—-%} gdzie x € R
Aom=3
b)  jedlia & R - {0, 3], to uklad ma jedno rozwigzanie e a {—2:1;]3.
ola—

jedli @ = 3, to ukfad ma nieskoficzenie wiele rozwigzan, ktdre s parami liczb majgoy-
mi postad (x, —%I+%}. gdzie ¥ & R; jesli o = 0, to ukiad jest sprzeczmy

2(a” -6)
X =i
: 3
g} jedlio & R - {-2, 2}, to ukiad ma jedno rozwigzanie o —4
a
e . Y F-a
jeslia & [~2, 2}, to uklad jest sprzeczny
a+l
e
d)  jeflio e R - {0}, to ukiad ma jedno rezwigzanie e
o

jesli @ = 0, to ukiad ma nieskoriczenie wiele roawiazan, ktdre 53 parami liczb majgoy-
mi postad {x.. K= 1]',. gdzie x ¢ B
2135, k e (12, 18)

2136, #q[—mu _%}UG' +~DJ

2.137 ¢ e (-8, 18)
2.138. ¢ = 12
2138, a) p e {0,8) b} (5, -3)

2.140. k @ (-2, +20)
1
2341, a=2

2.142, mt—(l%, +:c-}

2q9q
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1

2.143. pe(—=, FH}U(—ﬂE. +¢-=~]
2 1
2144, k 3—.-1]1._{4..4—]
E[ 3 3

Test sprawdzajacy do rozdziatu 2.

Nr zadanta 1 2 3 4 & & T B 4 | 10

Odpowledt | O | € | A | D | B | D | B[ A | D|B

Zadanla powtdrzenlowe do rozdziaty 2.

1].

12,
14.

15,
16.
17
18.
149.
200
21,
2,

25,
26,

ar

I8,

BB

A

a-} a =3§ & wartodf wyraZenia: 2 h-:l b = 55; wartasf wyralenia: —335

:]1-x b) <3a - 3b

a].:'rE=-1_.5‘]- b) réwnanie sprzeczne l:_:|.:l'=r—3

a)x e {~10,-4} b} x e {~13,5/

a:l X E {—m, —5} i {11, +¢n-} l:} XE {—IE. —E}

a]xEI—E.—E} b:IJ'EII—‘.F,E!}

alxel~o0,1)u(3d +o0) blx=-5 cxeR-{-1} dxer
a)x e (-00,2) w (4,6 b)xe(-10,-5)u(-3,2)

AuB=R AnBm(-7-1), A=8=(-13) B-A=(-cc -7} (3 +x)
ax=7 bjxa{-31)

a) rdwnanie spraeczne  b) x @ {1-4/3, 1443]
a}xe{—m.—.?—ﬁ}u[i-.lrl_+2,+m] h}xeﬂ'—ﬂ—;i

jesli p = 1, to drugim rozwigzaniem rdwnania jest liczba —5; jedll p = 11, to drugim
rofwigzaniem réwnania jest liczba 19

a}:e[—s%.—g} h}x[-—ii.E] e x=6 d) xe{-3,2)

a} x @ (oo, -7} {13. +e)  blx e {-2,22)

ajxe {-2,1,4] bjxe|-5-21)

a)x e (o0, 0) u {1.4} u (6, +00) b)x e (0 4)

a) jedli k= --::. to rdwnanie ma nieskedczenie wiele rozwigzan: jesl ken—{—g},

to rdvananie ma jedno ropwigtanie x = 2 = 3k
b} jedli k = -2, to réwnanie ma nieskadczenie wiele rozwiazan; jedli k = 2, to rdw-
nranie nie ma rozwigzad; jedi k & B = frrl. 1}, to rdwnanie ma jedno rozwigzanie
e k' 45k +6
-4
alp=14 b)pe (1, +x)
alm=-5 bBm=il

Odpowiedzi do zadai 301

36 alme(Le bjme(l+x) omel-5-1

0, jedli ke (5, +a)
2, jedli k e —=, 2)s{S}

37, k=
g{] 3, jedlik=2
4, jeslike(2,5)
4
22 ez 2
38, jedli aeﬂ—{—g, i},tﬂ ukiad ma jedno rorwigzanie 4 sjedll o= ;,tuut{id
Y= %0+2

2
ma nieskorczenie wiele rozwigzan postaci (x, 2 - %), ¢ € R; Jeéli a = to uklad

nie ma rozwilgzan
3. ke(-§, +=)

3. Funkcja kwadratowa

Przypomnienie wiadomosci o funkcji kwadratowej z klasy 1.

31 af(x)=2"-3x- o= bw-3¢=-3 bflx)=-2¢"-160-27;0 =-2,b=-16,
e=-27 of{x)=-6’+Ion-6b=3c=0 dflx)=diandb=0,c=0

3.2 a}y:%x? b) p = =x* 4:}!-'=2~..I'§x’

33, alb=2,¢=-15 bjb=-5c=0
34, 3 j{x}:%x’—%x+4 hjf{x]=—3:l+5

35 a r=%{x~5}' by =-2(x-3) ¢ }r=§x'+4 d)y=-x"-2
1 1 1 3 = 1 2
36. J’=-I{¥-1} -3 b }f=—:{x+1} -5 ¢ y-—i[nij +4

d) y =—§fx—5]: +2
37 ajwi(-3,0)(0,-9) b)w(11) (0,3 o wlo -4, (0 -4)

d} wi-3,-2), [n.z%] &) wi1, 0), (n, 41] i) w2, -1), (0, -2)



S02

3.8, a) ZW = (-oe, 3} funkeja jest rosnaca w przedziale (oo, 0), malejaca w przedziale
{'LD-, -um:l: x =1 b} W = |:—5, +m}; funkcja jest malejgca w praedriale [-oo, ﬂ}.
rosngca w przedziale {L'I. +m:|: x=10 r:} ZW = {u, +oa); funkeja jest malejaca
w przedziale (-oo, —4), rosngca w przedziale {4, +oo); x =-4  d) ZW = (~o0, 7k
funkgja jest rosngca w przedziale {—m 1}, malejgea w preedziale {:, +oo)ix=1
e] £ZW = {—3, +.::.:.j; funkcja jest malejgca w preedziale [—c::-, —5}, FOSRNICA W PrIE:
dziale {—5., im}; X = =5 f:l ZW = [—m, —-i}; funkecja jest rosngca w proedziale
[ I]l, mialejgca w prredziale {2, soofix=2

39. a) fix)= —i{x-ﬂi. Hx)= --%:’+1%x—§

1 ] 1.2 .1 1
b) f{x)= 4—{3— 31 +1, flx)= 5= l-i:r+31

e f(x)==2x+ 1 +3,flx) m=2x" =4+ 1

d) f{x}=%[:r—2%] 3%. _F[J;]mif- 2%:

e _f(x}:—%{:ﬂ}t—l. f{:}l=—-§f—§x—1§
fl f[:r]:é{x+d}}, f[x}:%fﬂgxq-s%

3.10. -Borazd

311 f[:}:—%[x—i]i+d
312, flx)=2(x+1)-2
313, flx) =Slx+3)'+5
3.14, J[x}=—§{x-:}’..¢
316. ajx=3 bly=x c)jy=-4 djy=-x

Zwigzek miedzy wrzorem funkcli kwadratowe] w postaci ogdlnej,
a wezorem funkeji kwadratowe] w postacl kanonicznej

317 a)f{x)=ax’-24x +16 Bb) I{x}=%a”+4:r+2 e} flx) = ~5x* + 10x - 4

38, A= (-1 0 f)=2{x-3 s Q=

ol | oa

A =3(c-a)+2 ) flx)=3(ce3] -4 1) flx)=-3(x-a] 46
319. a)A=0 bjA=48

3.20. a) _f{x}:i[h%):_lal

c)A=64 djA=-3 eA=0 f)JA=-15
Bl fle}=x"-a o) fls) =~lx-5)

Cdpowiedzl de zadad

321

3.22.

3.23.

3.24,

3.25

3.26.

32T,

! 15

fle) =lx-3 -1 o ﬂx}:d[w-%} W2

a)b=0 blb=10 cjb=2 djb=-5
ala=-1b=8c=-13 bloa=2b=-2c=15
dja=-3,b=-6c=0 ejlag=-4,b=16¢c=-19

a)o=-3(0,-19) b)e=243, {n, —ﬁ} £} u:%, [u,gﬂ

f) f{x)=3{x+2) -5

cJo=6b=0c==5
flo=5b=-3¢=05

d)a=-1,(0,-18} e} o =%.{u,¢] f) o =4, (0,-4)

3 flx) = (x -3 -4 (0.5). 4(6,5)  b) F(x)= —%[x +a¥ +1; (0,7), 4(-8,7)

) f{x) =2(x-2)" +1:{0,9). 4(a,9) d) fx)= -%['x -8)f -%; {0,-8), a(8, -8}
¢) f{x}=—2|::r+1£]: +a21(0,0)4(3,0) ) f(x)=S(x4) -3 (0.3).4(-8.)
a}ﬂi" l{ﬂ, -rm]- l;l-] E'I.'p":E—aﬁ,?::l t}!“":{—m.'ﬁ}l ﬂ;l W= {—%.+Eﬂ]
a) f jest malejaca w przedeiale (—oc, 3}, rosngca w przedziale (3, +oc)

b f jest rosngca w prredriale {—m, I-D}, malejgca w prredziale {‘.I.EI. +00)

£] f jest malejgca w przedziale (—no, E}, rosngca w praedziale {E. +oa)

d] f jest rosngca w przedziale {—m —?%), malejgca w praedziale <—T%, +f-:']

a) 53 dwie takie funkgje: f(x) = (x + 37 - dorazg(x) = (x-3)* -4 cjx=0

Miejsce zerowe funkeji kwadratowe].
Wazdr funkcji kwadratowe] w postaci lloczynowej

3.28.
3.29.

1.0,

331
332

3.33.

3.34,

ajo bj2 ¢z do €1 fo
a) -2, 247 b3 ¢)-3.3 d)-B.4 ) fniemamiejsczerowych ) -3,1

FRER el
3

a)-9.-1 B 5 c] 4, 10 d}—i,% e] -4 f) funkcja f nie ma

miejsc rerowych
a)-2,7 bj04 =5 d)-+2,8 €13 f)a+2
al0,2 b5, 5 &) funkeja nle ma miejsc zerowych 1) 1

a -; o4 o % d) funkeja nie ma miejsc zerowych e} -8 ] 2

€} -24,0 d)-5

alz2 b0 g1 dj1 eo f)2

3035
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3.35. a)-51 h]-:l.,; c)=4 d) funkcianie ma miejsc zerowych e} -8.2 f)-3,1

3.36. a) A=9m rerowe: 1,4 b) A =4 m. zerowe: 0, % ) & = -16; funkcja nie ma

1
miejsc zerowych  d] A = 1; m. zerowe: 131 &) A = 20; m. zerowe: 6-2+/5,

B+245 f) A = 76; m. zerowe: 5_:E. 5+;I'1_g

337 3 Hxl"-;}a‘-zni b) fix) = 8" - 96x f{x]'=g:r’+ﬁx+15
d)flx)=-Sx*+ 256 + 120 &) f(x)=-2x+6 £ f(x) =" +8x-16

338 a]y:ﬁ[x+d}[x—%] b ¥ =—3x(x + 2) c}y:i{x—?‘f

dJ r:—%{x—ﬁj{:—&] ey =7x+2" 1) y:%{x—nﬁ}{t—!—ﬁ]
3.39. a) fl:x]u%{;vrdrlﬂ}l:xrlrﬂ b f{x}:%x{x—d] ¢ nie istnieje

() =-4le-1)(x-9) o) f(x)=Zlx-a) 1) F{)=2(r-T)(x23)
3.40. a)wiy 125) b)wio,-32) ¢ wi-5-100) d) wis, 3)
341 a)f(x)=(x+2'-9 b) fx)=25(x+2f -85 ¢ f(x)=2(x-B)

d} f{#’}=—%xl+jﬂ Ej f[g}=%{x+2}r_5§

342 alf(x)=(x-3){x+1) Bbjflx)=~1-[x+B c}flx)=dlxc-7)x-3)

a.48 d) flx) =-9(x + 2)x &) nieistnieje  f) nie istnieje
Wzor funkefi Ewadratowef [ w postac

) ﬂ_’x}:—é{x-;%}’+%

llaczynowe] ogdine] kanonicene]
=HI[H]I=—§{H+=]-[r—1} _F[x,]:—-i-x'—%;rﬂ ;{:}:%(m;)?”%
o) f(x)=2(x-5)(x-2) | f(x)=2x' - 2ara I{x}:%[x—%}i—%
e R F e A e
& Sx)=5(x+3)(x-2) | Flx)=20+2x-2 ;[ﬂ:%[“%]’_z%

3.45. wskordwho: Oblicz F{1).

Odpewicdz’ do zaded

346, A=4
347 a) flx) =(x + 2)(x-1) h}f(:}:%xhgxﬁé ff.t]=%|[x+5f

348, A=1,ke(-17 +o0)

Szkicowanie wykresdw funkell kwadratowych.
Odczytywanie wiasnosei funkefl kwadratowej na podstawie wykresu

349,
aj i
:-rl.ﬁ'.r;l
— 1::;11- =32 =L
—¢-3=:-1‘TF_1:|.13~*"
- "
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i o, i a),
¢)x e (1,8)

Cdpowieds do zadan

3.53.

3) % @ (~o0, -2} {1, +00)
_ TR T

:}xE{—m,ﬂ}
o=0b<0ec>0 Bla<0b>0c<0 co<Ob<de=<0
dla>0b6>0c>0

. @) [oe,1), (3, +e0) B)0.26 ¢Jf{x) <0 x € (0,2} v (6 +o0)
. b)IW = (-00,2) ¢)-6 d)xe(-3-1)

WAL

=07



308

Matemalgka, Ziidr 2adan. Klaca 3. Zakees rezizerzony

3.58.

3l

h] LW = {—5, +:u:|} c} funkeja f jest malejgca w predziatach: {—m, —4:}, {:-2, 2},
rosngca w prredziatach: {—d,—l}. {2. +:u:]' d]l f{—!n}-f[ﬁ+1]{u

Wyznaczanle wzory funkeji kwadratowej na podstawie jej wlasnosci

3.58,
3.0,
361,
ie2,
563,
3.4,
3.65.
366,

367

3.68.

3.69,
370
371

37
3.73,
3,

3.75.

376,

b=1rc=-1

b=-1,c=-18

bed, c=8
(b=-4c=-B)lub(b=4,c=-8)
b=1} =8

Flx) =-0,25¢" - 2,5% — 4
fl:::]-:-ix!+ 2x+12

Flx) ==3u" = 126 =8

flx)= ;;* —3q'+2%
fix)= —%xhzx—.’i

f{:}:%x’ ~8x +30
Flx) = -2x" + 24x + 90
fx)= %x’ +13x ~60

f{x}r%;" +2xel
Flx} = <2{x - 4)[x + 10)
f(x)= -:-f; ~)(x+3)

_rf:]-=—§r’+4x+lﬂ

1
o==_h=-3%
&

Ddpawiedsr do zadar,
377, a=-4, b=
378. a=-2,b=10,c=-12
Najmniejsza oraz najwieksza wartosé funkeji kwadratowe)
w przedziale domknigtym
3.79. a) b) | d
wartpsE najmniejiza 1 =& =1 o |
wartosf najwigksza -2 o =5
P 1) 5) < d)
wartodé najmniejiza 2 2 0 —i
wartodt najwicksza B 4 2 0
3181 a) b g d) e f)
oié najmnlef 1 a= ~ 24413 —El 104
wartosé najmnlejsza 5 % |® 5 g
wartadt najwieksia 2 5 12 9.3 w2 |
3 4 20
382 a) najwigksza wartosc: 108, dla argumentu -2 ¢} w przedziale {—1 3} najmniejsza
wartosc: 96, najwieksza wartest: 105
283, a)funkeja prayjmuje wartosé najwigksza, dla argumentu 2 b) w predziale (5, 7)
wartosd najwieksza: 3, wartedd najmniejsza: 0
3 1 E
: =y 4= =
384, fix) 4.&:" lx-r:ﬂ-q
1 1
3.85. = ==x—-2
e 4 2
_ kg 1
3.86. flx)= zf 3L=ur+12
3BT flx)=2r +dx -6
3.B8. ffx}:—%f +Bx—18
3.80. ﬂr}:%rl —§x+ﬂ
3.50. ﬂx}=—%f ~3x+41

3.91.
382,

fle)=—2c-ax+2
1 & 4
_f[.:’}=§xz +E:'I'+'§

Badanie funkcji kwadratowej — zadania optymalizacyjne

3.03,

4

394, 010"



310

Matematyka, Zhidr zadan. Klasa 2, Zakves rezczérzong

395 a)44m bj1llmSs
396, Sm
397 100 =50 + 50
3.98. 30=15-(-15)
399, 18=0+9
3,100, 16 ucznidw.
3101, a) Plx) = =" + 3x + 40; 0, = (0,8) b) x =1,5¢m; P = 42,25 cm”
3.102. a) P(x) = ~8x" + 100x; 0, = (0,10) b} x = 6,25 cm; £ = 3125 em”
3.103. 15 cm
3,104, wymiaryplacu: 2Zimx 21 m; P= 44l o
3105 3mx6m; P =18 m’
3.106. 17.5 cm = 16,5 ¢m
3.107. 1m=075m
3.108. 1L,5m=2m
3.100. a) Px) = 2x" - 8x + 16; 0, =(0, 4)  b) K. L, M, N - drodki bokéw kwadratu
3.110. 1700 2/
3111, wysokedd caynszu: 1330 2 miesieczny rysk: 217 200 2
3.112. 3) 55 b) 52
68
3113 ? i, E m
3114 somx 6 om
3.115. 25 cm = 25 em

3.118. ﬂ1:r|1n,,E4:|'m

el med

323J3-4)  24(9-443)
3,117, m, m

11 11
n+dy g ! 3

. Plx)=- — eriias —
3.118. a) P(x) [ - }x +ax  h) “(u'aﬂ] —m
3.119, 8J2-4 m

7

3.120. a) d{t)=(5-60t) +(40c)’ , ¢ >0 b Odlegiosé migdzy samochodami bedrie

najmnigjsza po uplywie % h i bedzle wynoslé ok. 2,8 km., wekardwks Funkeja

v = d(t) przyjmuje wartodd najmniejszg wtedy, gdy funkeja f(t) = (50-60¢)* + (a0¢)*
prayimuje wartosd najmniejsag. Dieje sle tak dlatego, 2e funkcja y= X Jest rosmgca.

Cdpowiedz’ do zadad =11

Réwnania kwadratowe

E falral®

3.1

3.123,

3.124.

3.125.

3.126.

312

3.128,

31249,

1
ajx=-2 b) xE[ﬂ,ig} c} réwnanie sprzeczne  d) x=15

—
k]
i
-
I

}

J» h]xe{l,l-:-] ¢) réwnanie sprzeczne d}xE[-;-',D]

0.

a)x e |-3,5 b) xe[ﬂ%,n] )xe{-31 djxe{-119}

&|»
Fpen

.M
Y
3]

|
P
LT R

[}
[l
I
mi
_,_l‘-\_\.,_n.ri-—.\_,_rl-\_‘m
P
Y
[TERE

e) xef-5.-1} f)xa{-21

I]'.t a {1, -5} b}x e {-1, 0] c]- xe{-iﬁJjﬁ} d) xE‘{—l E]

32
B xe —SE,E] f:l XE{“E,'!}
I3 2 2

a)x e {-1,1} b réwnanie sprzeczne :}RE{IE.%] deE{-Brlg}

&) xe[%.l}‘ flx=5

a) us[—?, %} ) xe{—ﬁ.%} ¢} réwnanie sprzeczne ) xi{—a. ]_9:}

elxe|-500 flx=2

a xelﬁ, -1%} b) réwnanie spriecine ¢ IE{..: ;

d}xe[%,#} e}xe{%,l} ﬂxe{—l%.l}

g;
Tl
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Matewatyka, Z0idr radad, Klasa 2, Zakees rozszeriony

3.130. a) xe{%.%} b) xe-{uﬂ%,?} g xe{%,l} d) IE{—E%,G}
[_3_:"2_1. _EHI'E} f xe{—z,lﬂ

2

e} xa

3.131. a) réwnanle sprzeczne  b) xEE,I} e} xe{!%, %] d) x e {-12,0}

-E} x= _..; l] réwnanie sprzecine

3132 a)x € (0,1} b) Hﬁ{—i.ﬂ ¢ xe{-6=+5, -6+5} d)x=3

3133 ale=-1luha=1 ble=-3lba=1
3134 a)xe |-3.2} bjxefLd cxel02 dxef-a-1}
3135 x = 8a -k

Rédwnania prowadzgoe do rdwnan kwadratowych

3.138. a}xe!—&,ﬂ,d} b} xe{—..l'gw..l'gl :]xe‘—l,:l.! |:|:| réwnanie sprecine
2] xE{—-B, -%.. %,3} f)xe{-22

3139, a)x @ {-2,-,1,2 b xe[242]  dxe{-9-334

d) x € {-5,0,5] e] rdwnanie sprzeczne  {) ::E{"%.. %}

3.14&.3}:4-&'5,-%,%,45} h]xs[—%,if-l :Jxe{—.";—g.%}

dx=0 & &[5 -85 fraf2-112)

3141 a) x € {-1,1} h]xe[—%,%} ) réwnanie sprzecine  d) xe |3,
elxe{-1,1 flxe|-202

3.1&2.3]#5{-5*-2,2,415; b x e [-1,1) :Ixs{—li’ d) réwnanie spreece-
ne ejxe|-40.15 flxel-2 -1

3.143. a) x & |1, IE}jw.'.'.l.:nmeﬂ:i-J; h]xe{%,ﬂ-} c xe{%.d}

l'.l]l HE{%, 1] t} K= 5 wekordwda: teyi=1 i] réwnanie sprzeczine

Cdpowiedar de zadad

3344. a)x = 0,125) blxe B 27} cjx=6561 d) ”E{?E'IE}
3045, 3} we-242, 242} wekordwho: =i +1
d) x e -2, 6); wskordwha: t= Wt —dx+5

3.146. a) x =13 b) réwnanie spriecne  c) H{],E-i%} d) x « |6, 86}

bjx e {-4.4] ¢ ;'FE‘--.I'FZ-JJEE

Nierdwnosci kwadratowe
3147, alxeR blx=0 1:} X E(‘.‘I, E} d) x € {~o0, =5) L (5, +cx:} E] nierdéwnodd

spreecana £} v € (~oc,0) L {1, +o2)

3.148. a) x (-4, 2) h]IER—{'g'}D o} xe{—nﬂju{é,fz] djxeR elxeR,
f)xe(-25)

3.149. 3) % @ [~20, 1) WS, +oe) B)x e {-2.0) ¢ xel-x, -1}'-1'{1%, +¢'J

=

dl x € R &) nieréwnoéé sprzeczna 1) x =%

3.050.a)x e R blxe {0,5} e} x=3% dixe(-21) e xer f)nieréwnodé
SprIecIng

3,151, a) xe{—m,l—xﬁ}u{1+ J3, +u:] b) xe{—m,—i%}u[i%, +mJ ) x:%

d) nieréwnodé spraecena &) xe H‘—{—%} fjxe{-12)
3.152. a) nierdwnost sprzeczna h} xeR c)xe (=00, -3} L {:2, +oc) djxw=2s

:}.:r e (0, 2] f) xeﬂ'—{é—}
3.153. a) mi—m.a}u(a%, m] b) x:a[:ﬂ. %J e} :r-r:[-t. —l—f}u[i, +1:]

d) xe (—3-, %} ) x =-5 f) nieréwnodé sprreczna

3154.a) x =3 b) nleréwnodé sprzecina cjx e R dix s {l;l,. lﬂ:l e)x e f—i, 3}
f:l nlardwnoid spraecing

3155.a)x=(-14) b) xe{—n:-, %Ju[E. +m) ) xE(—%.ﬂ) dixef-3] elxek

f] nierdwnost sprzeczna

213
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Matematyka, Thide zodad. Klasa 2. Zakres rozszerzony

3.156. a) x @ (-0, 2) w11, +oc) b) xE(-El%,l) c}xef_-ﬂn,nzs}u{l,-fm}

dlxeR-12)
3157 a)x € {1,4) bjxe (oo, -1 w(2+oe) c)xa(-o0,4) |0 +e) dixer
e]xEI:-—d-,l} flxeR-{3}

3.159. ¢ = -8
2
3.160. o=-2=
5
4
3.161. a=-1—
5

3.162. A = (-0, 1} [ {5. +oo); B = (~o0, 4} (L, +6}; A 0 B = (~oe, —4}'-.-'{5, +oo);
AvB=FRB-A=(15)
3163 A=(0,4);8={-2,-1,0,1; A8 ={-2,-1} w (0,4} A~ E={0,1

3164.3) 0= R B)O={0.2} ¢ D=[-00, -4} (L +x) d]ﬂ:{%}

ejp=(-3,1) 1) D=n—{4—}

&
3.165. a) m & (a0, -1} w (5, +3s) b)me(-s0,-2)u(3, +ec) mel-L1)u(2.4)
d)ma (-4,-3) v (-2-1)
3366, a)m e (4,4} bjm=-6 cme(-3,5 d mE[-c':, —-zv}n.-'{]. +)

Zadania prowadzace do rdwnan | nierdwnoicl kwadratowych

3.167. 16§12 lub-16i-12
3,168, -12,-10, € lub B, 10, 12
3169, -9,-7,-5ub5, 7.9
3.170. 354

3.171. 23 lub 32

3,172, 141,

3173, 18

3.174. 6

3.175. 5 klas

3,176, 30m

3.177. 0,54 m*, 0,96 m*
3178 2,5cm

3.179. 0,6 km 10,8 km
3.180. p = 30

3,181, 32 cm | 32 ¢ lub 41% el zzg it

3,182, w | beczee: 120 litrdw wocenbe 20 zt za litr, w 1l beczoe: 80 litrdw w cenie 30 # za litr

Odpewieadzl do adad

3.IEZ, tak, 25 Iat
3184 511 0ubBi2

3.185. a) P[u]:%ﬂ":+u,aefﬂ,1-m] bla =12 l:]nEI:Jf,ﬁ}

3.186. &3, 54, 45, 36, 27
3.187. sedd

3.18E. 1 m

3.18% 3cm, 4 cm

3190, 4 =4
13

Rawnania | nlerdwnoscl, w ktérych niewiadoma
wystepuje pod mnaklem pierwiastka kwadratowego

3191.ajx=-8 bjx=4 :}::—% djx=7 e)jxe {34 ﬂx:%
3192. ajx=-3 bjx=1 ¢ x=42 d) réwnanie sprzeczne ) x & !—JE-JE}
fxe{-1,1}
3193.a)x =0 bjx=4 clxe {78 d)rownaniesprzecme ejx=-1
flx e {-2.2}

3194, a) xe{2-242,2+2J2}; wskazdwko: réwnanie doprowads do postaci

 —dx+8x" —4x +4 =0 | podstaw £ =x' - 4x
b xc{!—ﬁrz+ﬁi;wﬂwﬁwkﬂnp¢dﬁwwt=-.lx'—dr+3-,wd1.masr’—4r=!‘—3
cjxs[—uﬁ,—%.ﬁ,ﬁl d rf{s-&gmli-ﬁ's+ﬁ 5+~.I'1¢5}

3 2 3 U2
3195.a)x=2 bjxe{-1,3 cx=4 dixe{234 e}re{l—-u"l_ﬂ,l+\l'ﬁ}

f}l.::’ =4
3a96.a)x e (26) bjre(-3,6) cjxe(-8-1) dxe(-10,-9)u (-1, +00)

e x & (=00, I} f) H‘E{L\I’E::I
3,197, a) x € (o0, ﬂ} b) ke (3%5. 3) ) x e [~oa, "?:I {1, #o0)
d}xE {3, +o0) w)xe {1.2] f}xel:wm..-l}u{il,+m]

3.196.a) x € (1,2) h}xe{u,e;%} ¢) x & (-17,-8) (8, 17) d}xﬁ[l%.i}

e nlerdwnodé sprzeczna fl % « {—d_, -1}
3.195, a] XE {—m —1} s {'lj h} XE {3. +m]|- |::| xE l:—ln,—ﬁj i I:E-, ltl-}

dxe(-6.2] exe(a35) flxe(-L0)w(o1)

315



2le Matematyka. Zhitr zadad. Klaza 2. Zakres rozizerzony

3.200. a:l X E {3, H} wekazdwhko: podstaw £=x+1: wowezast' = x + 1 oraz
LN ={x+1}—-1~.':+1 =t -4t +4 =|:r—1f: analogicznie
1u+.r—51.".:r+1=|{x+1‘]—ﬁ+.l'x+1 +i=t’—5r+5=|,’r-3}’: atrzymujemy rdwnanie
[t=2|+|t-3]=1,skadt e (2,3) bjxe (510} ojxe(8 +oc] dfrdwna-

nig sprzecane
Wykres funkeji kwadratowe] 2 wartodciy berwzglgdng
3.201. a) il b )

¥z

Il
P O

B

el
o N
P
=¥

i

1
=1
=
-3 e ————— -
B ~4-3-2-10 1 2 3 4 8 ¥
_5

Réwnania i nierédwnodci kwadratowe z wartosicig bezwzgledng
3211 9)x e {-1,3,7 bjxe|-5-L15 créwnaniesprzecene  d) x @ {-6, 2

e IE{—i—%.—l*-?‘-,% f) IE{-I—JI-_?, —I,U,—1+-..|"1_?'i'

302 alxe{-33 blxe (0246 crelos0) (2 ree] dx=4
elxe{-1,2 flxek

3.213.a) x € {-2,0}  b) réwnaniespreeczne ) x € |-3,0,2.5) djx e {-2,2
e)xe{-503 fxe{-1135)

dpowiedsi do zadak 317

3.214. a)x ¢ |-8,-5,-2] bjxe{-22 ¢ xe{l%,:ﬂ- d) x & {-3,-2,0,1)
el x e {ﬂ. -..'r.il f] .:-rE{-l. 21.!5--1}

s a)xe{-2-1} blxe04,8 cre(-oe.2ju(+x) dref-1a
ejxea(-33 fr=21
3.216. a) m—,‘{l—ﬁ,z—ﬁ} b) réwnanie sprzecane ¢ x=%

dxe(-5-20358 e xe(—5-v2)u(yI5) flxef13

327 a)x e {-3,-2) u{-10} b)xe(-o0,-2} {2 +x)
) x e (~oo, ) (-3, 3) L4, +o0) d)xe(0.8) e xe(-13)
flxe(-11-3) w27

3218.a)x e (-22) b)x e (o0, -2)u (-2 1) (3 +m)
cx e [—m.—i} w {0l uéi, +20) dixe(-44) e)xe(-mx, -—5-} L {B, +2a)
f}xe [mm,-ﬂ}u{ﬂlu 4..+m:|

3219, a)x e (-5-2) w (25 blxe(-30u(nd) dxel(-20u(13)
dixeR elxe I:—:s:u,—?} L_-'-I:_—Sn.—l::l u{1,+m} f) x & [~o0, -2) s (2, +20)

3220, a) x € (3-342,3) U (2,3+342) B)xe (oo, -3)u(-3 1)u(3 +0)

¢ xe[—m, ""';'rﬁ]u{-L u]u{ﬂ,i}u[“:ﬁ, ...m]

d) x & (=00,0) u{EJ +oc) e)xe(-2,-1) uﬂ:i.. dy M) x e (~00,-2) (2 +0)
Weary Vietea

3.2, a]u]emne h]]edmdudatnie.dmgleu]emne c) dodatnie  d) sjernne
3.222.a3)-3,-2 b)-2,4 )17 d)2,10 e)-51 f)-5,3

1
3213 a)b=15cw=25 blos=Xcmll ¢oambe-20 d:lcr=-£;b=:l.

3224, a)e>0.b<0,c>0 blo<Db>0c<0 ¢o>0b>0c>0
dle<0b<0c<0 ea>0b<0c>0 flo<0b<bc<0

3.225 (x;=1 2 =5,p =-13) lub {x; = -1, ;= -5, p = 13}

3.226. (x e {0,3},g=0) lub(x e {1,2}, g = 4)

32273 = b) 1=

12 12

52

&

1642 -10
5

1
3228, b 2=
) 22 b2l

3.229,

1 3
3221, pu=d=| g==3-
¥ 4 ) 4
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Mateiaatyba. Zhidr zadad, Klaga 2. Zakres rozgzerzony

3.233. [p=151g=-11) lub(p = Lig =3}
3234 flx) = 2 + S5 -3
3.238. f{x) = ~{x-2)* + 9

3.235. f(x)= —%{x —-4)(x+3)

3.237. f(x)= ;—:x’+§x+% arhuf[x]-ﬂﬁf-tmawﬁ

3238 8) X' -2x-6=0 bJx'=5xr=3=0 2’ +1Wn-1=0 d} x-210x+4=0
lub o + 2410k +8=0 &) 26 ~5x+2=0lub2x’ +5x +2=0lub2x*-3x-2=0
lub 2% + 3k -2=0 flu-3c+1=0lubx’+3x+1=0lub »* —Sx-1=0 lub
xS =1ml

3.239. ¢ = =1; wekaordwka: Skorzystaj z zaletnodcl |:.:L —.I!zlz =(x —:ri]2 =(X, +:!]' =&, X,
i oblicz xyx.

3,240, wikazdwka: Uzasadnd], e jesl b > 1, to & > 0; nastepnie oblicz |x, -x;|’.

3.241. wskozdwka: Ponlewat A = o + 8 > 0, wiec funkcja f ma dwa migjsca zerowe,
“"Ll"‘l“:l}r =x" +x7 42, x| =(x, + x,f -2, X + 2%, x|

Rownania i nierdwnodcl kwadratowe z parametrem

3242. a)m e R-{2} b)m e (-3,-2)w (-2 1)

3243.a)ke{1,3) bjk=3bk=4 ¢ #E{-i, 1%} d) ke{—=, 0y f1}ir(2; +m)

2, jedlipe [—dn- —3%};{1,5]1._.'{ 5, +m)

3.244. a}g(p)=1 1, JefIEPE{—%, L 5}

0, jeili pe [—3 %, 1]

i B i 1

2. ]esli pe | =m, =3}li] =, 1= |i] 1=, som
FABE| ) [2 2) [2 ]

b) g(p)=1 1, jesi pe{—z. 2, 1%}

1
D.Hllpe[—’:'l. i}

d} m & {-m,-z}

3.245. ) m = (-26,0) b)me (-71) ¢ ME[_\“;—E%]

Odpowiedzr do zadas

3206, 3k ¢ (0,1) b) ir-e[—u-:-. -4§>u{z. sio)
3.247. n[—m. -%]

3250 a}uE[—dﬂ.g] S S O
3251 3) ce(v2.2) ) ce[a.a%]

3252 a)m e (23) b) me[é,.m]

3.253, a) ke[-lg,ﬂ]u[z, +x) b)ke(-71)

3,254, k = -1
3,255, k= -54
3356.p=-32lubp =48

3257 pe [ﬂ.l%]

3258 a)m=1 blm=3
3.259. k ¢ {-5,-1) v (3,4)
3.262. p & (-6, -3) v (1,4)

3263 k=—d %; wekardukn: Lewg strone rdwnodeol doprowadi do postac EII.'.'-‘1 - ?r,}f L E o
3.264. k e {-1, 0}

3.265. g [1;, + m}

3.266. ne[n, 4_1"5]1.,-[“"'?,4]

z

1
3,267, a) #E{-—-E.I} by #i&(—l;,ﬂ)u{d, +0)
3,268, k = -15; wskosowka: Zauwal, e xy + &; = 2, wlec para {:r., J:;j jest rozwigzaniem
Ky kg, md
ukladu rdwnad {
{?x, =l 5, = AT
liexby & wyrddnik jest dodatnl.

. Ponadto & = x,- %3 sprawdi, e dla wyinacionig]

X =4k

. Skad
K+ ¥ =20+1

3260, g = 4 wskordwks: Para [x,,. x;] speinia wktad rdwnar {

Ao+ 2 2o+l
X = z  Hy =

. Poniewai x,-x, = o +2, wiec liczha o jest rozwigzaniem

319
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Matewatyka. ZBidr zadan. Klaca 2. Takees rozszerzony

3.270.

3.271.
3272,

3273,

3.274.

3.2795.

3.276.

3277

3278

32745,

4a+32 .%:ahi; sprawdi, e wdwezas & > 0

rdwnania

a xmf2 b ms(z,ﬁ,aé)

m & (~0o, -3} (0, +0c)
m e (1,3}
a xE[n-. EI--;] b} FE{U‘.'E}

m’ +3, jedli ma{—m, —1)u(l, +=)

gim) "[-nﬁ +5, Jeslime(-1,1)

wikardwka: Zauwat, de ramiona parabali bedycej wy-
kresem funkcli f 53 skierowane do géry, wigs dla x
funkcja [ przyjmupe tyko wartosd najmniejsia, Zatém
w prredziale {—1, 1), funkecja f preyimuje najwiskszy
wartodé réwng: « f(1), gy f(1) = F(-1) ub » £{-1). gdy
f(-1) < £(2).

k+4, jeslike(-=, —4)
gik)={-0,25k" -k, jedli ke{-4,0)
~k, jedli ke (0, +=)

—F .
wikardwka: W rbiorse R funkcja f dla s, gdzie & = i preyjmupe wartodd naj-

mniejszy, réwng —0,25k — k. Jedli x, & (0, 2), cayli gdy k « {~4, 0}, to funk-
cia f prryimuje w przedziale IIEI, E} najmniefszq wartost rdwng: -0,25k — k. Jedll
k e (—o¢, —4) (0, +oc), to najmniejszy wartodcia funkeji f w przedziale {0, 2) jest
liczba f(0), ady fEﬂ} < f(2), albo liczba £(2), gdy £(2) < (o).

b1
me(—l,IJ
4
mEIZ#—i, -I-:r:]
4

rrhs{-:-:-1 —314"5}-.;(3\@, +u:-}

wkordwko: Naszkicuj wykres odpowiedniej funkeji.

a) O rozwigzad, jeéll m & (—oo, 0); dwa rozwigzania, jedli m e (0} w (4, +oc); trzy
roewigzania, jesll m = 4; crtery rozwiazania, jedli m e (0, -ﬂ'_I

b) O rozwigzan, jesli m & (oo, 0); dwa rozwigzania, jedil m e {0} w (1, +oc); tray
rozwigzania, jedli m = 1; cztery rozwigzania, jeéli m & (0, 1)

1:] dwa rozwigzania, jedlim e {—m,—l u{l, +m}:lr:vmmlq:ania.jﬁﬁm E I-—L I};
crtery rozwigzania, jedli m @ (-1, 1

Cdpowiedai do zadad 2L

d) 0 rozwigzad, jesli m & (0, +oc); dwa rozwigzania, jedll m & (~oc, <1) v {O); trzy
roawigzania, jeéli m = =1; cztery rozwigzania, jedli m < (=1, 0)

&) O rozwigzan, jedli m & (—oc, 3); jedno rozwigzanie, jedli m = 3; dwa rozwigzania,
jedlim o {3, +m]|

00 rorvisat, e k{0, ~B) (45, +0);
dwa rozwiazania, jedli k &2, ﬁ}u{-ﬁ, 1."5},-
tray rozwigzania, jedli k{2, /2 ;
cetery roawigzania, jesh k e (~v3, -V |u(v2.43);
2280, ae{-1, -2} b) oe(, ~VB)u(B, +)

3.281. m € (oo, -10) w 6, +20)

3.282, ce{—#’i.-ﬁﬁ

3.283. k e IIB.. +oc); wskendwka: Naszkicu] wykres funkejl ¥ = |1 - x%| | zaznacz przedzial
{—2, 2} na osi OX; pamietaj, e zbitr pusty jest podeblorem kaidego zbioru.

3.284. 0 ¢ (-1,0) w (4,5)

3.285. @ € (1, +oc); wskazdwko: Niech ¢ = |x|; dane rownanie ma cztery rozwigzania, jedli
réwnanie t* — (o + 1)t + 1 = 0 ma dwa rozwigzania dodatnie,

3.286. p & (-1,0) (3, 4)

3.287. jedlip = -1, tox & {-8,0,8); jesli p = 1, to x & |4, 0, 4}; wskardwiko: Niech ¢ = |x];
dane réwnanie ma trzy rozwigzania, jetli réwnanie t* + l{p —3}: +p*—1=0madwa
rodwigzania, z kbdrych jedno jest réwne 0, a drugle jest dodatnie.

3,288 m a (-0, 2) {8}; wskazdwke: Niech © = |x|; dane réwnanie ma dwa rozwigzania,
jedli rédwnanie 2t° - mt + m = 2 = 0 ma dwa rozwigzania przeciwnych makdw albo
tylkeo jednn rarwigranie dodatnie,

Test sprawdzajacy do rozdziatu 3.

MNr zadamia 1 i i 4 5 & 7 B 9 | IO | 11 | 12
O povwiedi o & C C B & A o A A ] B

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 3.

13. a)x==10 hixE{—E,E} cxc-{—g.g} d) x & {-1,0, 3,4}
14. aij(%.l} b]x:% :]rq[—g,-;-] dlxeR

15, najmniejsza wartosd: 3; najwieksza wartodd: 21
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6. a) f{x}:-—{l-,ﬂ{.:\'—*l}l-t 1-;—'- b)-2,4 e]xe|-273
17. aa=c=-3 b)(8 +)c) xE[—l. —%)
_ 1 : 1 1
18.  a) postaé ilecrynawa: f(x)= E{x+3}(r—1}: postad kanoniczna: fix)= E[_xﬂ] +2
h}fmm.a_:a w przedziale {—L m];fma-‘lejq:a w priedziale [-—-ﬂu. —1:|- -i:} o2
1 1 1 i
= —Je— = o = — S ey T Rl
19. a)x=-4 bja g behen-3 e} glx) 4.::" 3313
200 ojciec ma 64 lata, corka 36 lat,
21, 125,
22,  conajmnigj 11 0sdb
23, W34 em
24, a) 2(x) = 86-x — K(x), skad Z(x)= -4x" + B8x - B4, gdrie ¥ € {1, 2, .., 18}; co naj-
mniej 2 koszulki  b) 11 koszulek; dzienny zysk wyniesie wéwezas 400 21
50 48
31. alxei-1,3 b J:E!—Ji.l*u@} Jx=2 djxa(-o0,-3) (3 +0)
3. xe {—m, _5,].1,_,. {-—-!. =1} wi (1, 4) {5, + o)
33.  a)xe(-o0,~7) v {-55) V{7 +ou) Blx=3
34, alx=1 blxe (2 +x)
5. f(x)=30x-2)(x-2)
36 (p=-1lig=3)lub{p=3ig=-1)
E {E = U.x'|_='ﬂ,:l:1=5] |Uh{l: =4, = ].,..I!-_u=-i:| |IJ|.‘I|:|':=E.I|_=.I‘,:I';=_:I]
0, jedh kﬂ[—i,].)
5
] N T -
- HK)= 1,Jeglu.lr_—§
2, jedli ke [—-t-u, —%] (1, +=)
40. ME{—JE, —1}-._-{1,1"5;'1
1
) -1
41 mE(z' ]
43, p=2-17 ubp=2+17
43, pe-2lubp=8

Qdpowiedsr de zadan

44,

45,
46,

47,

48,

(i)

k& [~oc, -8) v (0, +oc)
o & |-og, —3} t {1, +ac)

ﬂ'E[].!.. +-=J
3

p € [~o0, ~1) v {3}

4. Geometria plaska — okregi i kofa

Powtdrzenie wiadomosci z geometrii z klasy 1.

4.1,
42.
43
q.d.
45.
4.6,
4.8.

4.9,

4.10.

4.11.

4.12,

4.13,
4.14.
d.15.
4.16.
4.17.

4.19.

4.20.

d4.21,
4.22,

3567, 144°

a) 245° b} 220°

laAcE =9a°

fi=143"

a) 35% 677, 78*  b) 52°, 75¢, 53¢

51‘&

b) wekordwko: Poprowad: prosta AB i oblicz miare kata prayleglege do kata CBA.
x=24 blx=9 cjx=45 dx=45 ex=12 f) x=1l2|§

a 2% em  bjgddm ¢} 7dm d)9em

ajtak bjtak cjnle d)nie

alae(2.6) bjoe(3 +oe) o nE[l%J EJ

e e {7 11}

a9 b)o

&y, % crm, 12 cm
7.14, 11, |AB| = 28
285 287, 124°

a) B+443  b) 124643
a) 22 em 22 em, dem  b) ;}Em%m

b) 189 cm
b} 376 cm

2%
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4.23,
a4,

.25,

4,26,
4.27.

d.28.

4.28,
.30
4.31,
4.32,
4.33.

4.34.

4.35.
4.36.
4,37,
4,38,
4,39,
.40,

4,41,

4,43,

b) 7.5 em

i5
a) rozwartokatny  b) B em, QE cm, 16,8 cmn

a} Sem, 12cm, 15 om

£m

E‘E ¢} 7.5 cm

aj12em b)

) 3,23 1) n,s-ﬁ. A2

a]l 3 em, 4 om: wikardadka: Zauwad, te trdjkat jest prostokgtny. Poprowads ze Srodka
przeciwprostokatne] odcinki prostepadte do prazyprostokatrych, wyznacz ich diu-
goéé | skorzystaj z wniosku ¢ twierdzenia Talesa  b) Som, 2413 em, VT3 em

3~;’_LF_

15 cm, =—— ¢,

wskozdwko: Poprowads przez punkt D prosta, réwnolegly do pdiprostej CE .
wskazdwha: Wykat, 2e [2ADC]=90° Nastepnie uzasadni], te AADC mAADB.

wikordwks: Wykat, q¢ APDC mAADS.

10 cm
o 20%

5
b 2
B0 om
(2.5 em, 7.5 em) oraz (2 em, 6 cm)
a) Gem; 36cm; 36cm  b) R2em
40 em
7.5 cm, 10 am
b) nie

[o+|as]
2

wikardwho: Wykat, te [2C,CC,|=

wakazrdwha: Niech |BC] = 2y, |AB| = dx; wyrai ¥ w zaleinosci od x,

Okrag. Potozenie prostej i okregu

4.46,
4.47,
4,48,
4.49.
4.50.
4.51.
4.52,
4.53,

a) 3 cigeiwy, 6 lukdw  b] & cigciw, 12 fulkdw

3.5 em

Fem

30crm

261 cm

a)10mem  b)6em

a)17% b)64% ) 50% d)12% ) 100% ) 28%

a) prosta k jest roztjczna z okregiemo b prosta k jest siecang okrggu o <) pro-
sta k jest sieczng okrggu o d) prosta k jest stycana do okregu o

Cdpowredzr de zadad

4.55. 3dom

456, |FCl=12em

457 a)135° b)120° c)80° d}39°

458, 2com

4,60, 20 cm; wskozdwka; Skorzysta) dwukrotnie 2 twierdzenia Talesa.

461, aloe {3, +oo): jedllo € {3, '.-‘:I, 1o prosta jest sieczng okregu; jestl a = 7, to prosta
jeststycena do okregu: jeshia & I:?, +m:|-, to prosta jest rozlgczna ¢ okregiem

h] a e {D,E}:jeﬁliu (0, 4), to k jest rozigczna z okregiem, jeilia = 4, to prosta jest

styczna do okregu, jeflio & {4. B}, to prosta jest sieczng okregu c} aE |:-'E, o)
jeilio & {:—E..—E], to prosta jest sieczng okregu, jesli @ = =3, to prosta jest stycina
do okregu; jeslio (=3, 0), to prosta jest rozlgczna 1 okregiem

d) o € (1, +o0); prosta jest rezlgcana 1 okrggiem
Wrajemne potodenie dwdch okregdw

4.62, a] okregl styczne wewnetrznle  b) okregl styczne zewnetrznie |::| ckregi sie proeci-
najg d]' okregi styczne wewngtrznie e okregi rozfaczne wewnetranie I] akragi
rozlyczne zewnetrznie

463, a)5cm, Tem b} Iem, 9cm

464, a)3em,6em  b) 7em, 10em

465 6Gcm, 9cm

466, trdjkat rdwnoboczny o boku r

4.67. 12.5com

4.68. wskozdwko: R —r =90raz 15" = R =" = [R =) (R + r) =9 (7 + r), teraz wystarczy
rorwigzad uklad rdwnad (R—r =9 A B + r = 25}

469, ajk a i:l:l-, +:u::}; el ke {I:I-
to okregi styczne wesongtrznie; jedli k ¢ {L 5), to okregi sie przecinaja; jesl k =5,
to okregi stycene rewnetrznbe; jesli k {5, +m}, to okregl rozlgczne zewnetranie

b} k & (1, +ac); jesli k & (1, 3), to okregi rozlaczne zewngtrznie; jesh k = 3, to ckreg
stipczne zewnatrznbe; jedll k {3, +:::],. to okregi sie przecinajy c]l k € [0, +20);

f

jesli kELﬂ, %] to okeegl roztgczne revwmetrznie; jesl k= %, to okregi styczne
. 1 1'| . T 1 .

zawnetranie; jesli ke 2 ':l-i } to okregi sie praecinaja; jedli k= 35, to okregi

styczne wewnatrznie; jesli ke[3%, +m}. to okregi rozlqoine wewngtranie

d} & & (-1, 5); jedli k & {1, 3}, to okregi stycone wewnetrznie; jesl k e (-1, 1) (3, 5),
to okrggi rozigczne wewngtrznie; jesli k = (1, 3), to okregi sie przecinajg

4.70. a)m e {8,14] bjm € (8, 14)

4.71. oe (d, 4 ;)

3 l}, to okregl rorlgomne wewnetrznle; Jesl & = 1,

25
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472, 10em

4.73. 15

474, 0,0)=342

475, 3) 410 b) 2410

476, wakardwhke: Polgce srodki trzech mniejszych okrggdw | wyznact wysokodd tego troj-
kata poprowadzong na podstawg w zaleinodei od r.

477, wskordwko: Poprowad? preez punkty @, i 05 odcinki prostopadie do odeinka A8,

Kota i katy

478. 3)a=107" bB)a=61" ¢ a=160° d)a=76 e a=art ) a=34°

479. a)a=65® b)e=105° ¢ 69c d)77°

4.0, a)60% 65°,55° b 35°% 15% 130° c) 40°, 707, 70°

481, 340" b)100° )55

482, a)80° b)120° c)225° d)108° ejok 57° f)ok 286°

14

4.83. a)6x bjizm o 3n d T“ e} 19,57

484, a)20" b)80° c)120° d)140°

ass 2

3

4.86. BC:AC:AB=2:3:7

4.87. 50° e0F, T0°

4.91. wskodwia: Zauwai, te |<ABC|=]|<ADC|. Nastgpnie zapist kat ACD jako sume k3-
tdw ACE, BCD | skorzystaj 2 twierdzenia o dwéch prostych réwnoleghych praecig-
tych treecly prosta,

492  wekordwko: Dblict |q.ﬂ£'-|:r| | skorzystaj T twierdzenia edwrotnege do twierdzenia
o dwich prostyeh rdwnoleghych preecietych trzeciy prosty.

483, wekordwko: Oblicz miary katdw Srodkowych B0,A oraz AQ,E, gdzie O, I G,!_.q $rod-
kami danych okregdw i skorzysta) z twierdzenia o katach frodkowym i wpisanyrm,
opartych na tym samym huku.

4,04, wskardwks: Poprowadi dwusieczng jednego kata; niech preecina ona okrag w punk-
che P, Wykat, de punkt # nalely do dwusiecznej drugiego kata,

495, wekerdwho: Potgez odeinkami punkt A z punktami przecigeia kazdych dwoch akre-
géw, nastepnle wyrat powstabe przy wieracholku A trry katy cdpowiednio w zaked-
noiciod o, [, x

406, wskozowka, Wyratkat CBA 1a pomocy kqta COA orazkat BC0 za pomocy kata 8O0,

1 1
4.97. tak; wskerdwko: Wykat, te |<ABD| =E|¢rm:m1 arar |<ACD]= E|m':u:;|~r|.

Odpowiedzi do zadad 327

Twierdzenie o stycine| | siecznegj

4598, 3Ieom

495 12om

4,100, T em

4.100. |CB| = 16 em

4.102. |CD| = 10em

4103.2)r =7 b) [PE|=1643

4.105. wskordwka: Niech |Pa| = 3x, oraz |PB| = y; wowczas |PC) = 5x. Wyrai y w raleino-
il od x.

.ﬂﬂ:r!.iﬂE:Ew.lrg cm, [AB| = 12 em; wskazdwha: Niech |CE| = |EB| = x; wowezas
gex=1l%

4107 a) r =3 b) |[CE| = 4 cm, |EB| = 6 em; wskezdwka: Poprowadi promled OF | ob-
licz CE. Mastepnie zauwat, e ADBC ~HEQLC.

4,106,

a0 40 3 .
4.108. = 4 = 1 wskordwica: Oblicz wysokods CF trdjkgta A0C oraz diugodd
o] o || T
adcinka CB.
4109, ) R =5 b} [aB|=245
4.110. En.l'ﬁ: wikozdwka: Skorzysta) z twierdzenia o siecznej i stycznej do wyznaczenia
diugosci cieciwy AQ, a nastepnie 1 twierdzenia o siecznych do obliczenia promienia

wigkszego okregu.
4,111, wekarduibe: Wyka, de trdjkgty ABD | DCA =3 rdwnoramienne.

Symetralne bokow trojkata. Okrag opisany na trdjkacie

4,112, 3,15 am

4113.3)9em b (314497 )em ¢ 12em d) ﬁfﬁm
4,114, 24 cm

4.115. 5:4

4.116. 168 cm

8117, & cm, 4 ¢m, 43 em

4,118, a:l wikazdwika: Niech drodek 5 okregu oplsanego na trdjkacle ASC naleiy do wysoko-
Lot CO. Ponlewa? przez punkt 5 moina poprowadzif tylko jedng prosts prostopad-
13 do boku AR, wiec wysokodd CO zawiera sia w symetralngj boku AE, Zatem y-
metralna boku AB przechodzi przez punkt C. Nastepnie wykas, te AADC maB0C
b) wskozdwho: Niech |AB| = 20, |CD| = 3x. Weéwezas |C5| = |SB] = 2x. Zastosu] twier-
dzenie Pitagorasa kalejno do trdjkatdw DES | DBC.
4.119. a) 4rodek okregu jest drodkiem najdiuiszego bokue  b) na zewngtrz tréjkata c) na
rewnqtrz tréfkgta d} wewngtrz trajkata
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4.120. 243 em
4.121. 643 em
4122 3) JZem b)125em ¢ 305¢m
4,123. 4¢m
4.124. 84,5 £m

1 1 2
1325 a) 4= b) 8= cm, 6= cm, 5cm
4.135. a} 5 < ) : 3

4125, 845, 445, 20
a127. |AB:(BCl:|aci=2:43:1 ) asf:jac]:|ac]=1:42:1
4.128. b) Gem

4.129. 12 cm, 'Bg cm

4.130, E% cm

1 3
131, et b} 169-— em
4.131. a) 13“ cm b) =

4,132, |AB| = 8

4,133, 24 em, 15 cm, 15 om; wskozdwhko: Majpierw skorzysta] z twierdzenia Piiagorasa
do wyznaczenia diugodci ramienia, Nastgpnie skorzystaj 7 podabiehstwa odpowled-
nich tréjkatéw de obliczenia wysokedei tréjkata poprowadione| na podstawe.

4.135. Trajkat ARC jest rozwartokatny, bo b < .

W10

4136, h:E,d:T

4137 a) 30 b) 17 wskozdwka: Poprowad:i symetralng ramienia | oznacz dhugodci po-

8 R 15R

wstatych na boku rownych odcinkéw praez x, Wéwezas —- = 52" stqd x = ITh
14—
i7

Dwusieczne katdw tréjkata. Okrag wpisany w trojkat

4.138. (407, 40°, 100°) hub {80°, 80°, 20°)
4139, 63°, 9°

4140, 1. 10° 40°, 130* I 50° 50°, 80° . 507 6O°, 707 V. 30° 40° 110° V. 30°
707, BQ° VI 10° 60°, 1107

4,141, 50°, 50°, B0° lub E0°, 807, 20°
4,142, 55°, 657, GO7

4.143. EO®, 60°, 40°

4,144, 24 cm

Crpowiedzr do zadad

4.145. 6om, 10 cm

543

4.145. a wf b} 2.5 cm

4147, 2843 cm

4.148.3) r=342-3 bjr=1

4,149, 1cm, 2cm; lem, 3cm: 2 cm, 3 em

4150.a) 2em b)3cm € 2em d}{u";wl]-m

4151, a) 242-2  b) 241

4,153, ¥ crmy; weskazdwska: Skoriyataj 2 wilasnosci opisanej w poprrednim zadaniu.
4.154. R =125%¢cm, r =3 cm

4,155, a) 1,5cm b 24 cm

4.156. a) 1% em b} 5,25 cm

4.157. |4B| = 4B cm, |AC] = |8C] = 30em,

4158, 10 em: wakoedwkg: Mlech @ ornacza drodek okregu, O - punkt stycanodcl okregu
1 podstawg A8, £ = punkt stycznodci 2 ramieniem BC, Zauwai, ie trajkgt DBC jest
podobny do tréjkata OEC w skali 2. Jesli |0C] = x, ta |8C] = 2x.

2 1
4,159, #— cm, 3— crm
3 m,. 3

4,160, 9em, 3cm
4.161. Eg crm lubs 15 o

4.362.3) a8 =6 b) Jar|=42, [ae]=12

4,163, aj Gem, 4em b sa:ll cm.d% om

4. 164, a} B% Cim, 6% i b}E cim, B cm

o

4.165. a) |co|=2J3 bR =3 :}r=-%3—

5042 h}zu-."{ﬁ
7 3

4167, a)4,2¢cm, 5.6cm  b) 2,442 cm

w85 b) |cE| =8

11

4.166. a) wikardwka: Zauwad, e trajkgt jest prostoka by,

4.168. a) |AD|=

329
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m'"

4.169. a) JaC| = |8¢] = 15em  b) |H‘F]=El—i cm, lFCIE=E% em ) |AP1=

4.171. a) |AB| = 20 cmg wekozdwho: Niech £ € AB oraz PE L AB; woéweeas — |F|51 I'fﬂ

ic8l “feel @

stad |PB| : [CP| = 4 : 5. Nastgpnie skorzystaj 2 twierdzenla o dwusieczne] w trd)-
kacie.  b) |ac=/745 cm
1
4172. b) r=3, R =EE' |-|:|_-ff|=1E

4173 a) R =12,5cm, b) 24 em; wskezdwko: Niech D oacza spodek wysokosci popro-
wadzonej ¢ wierschotka O wowczas ADBC ~ ML

: 2710
20

411, a)r=5 b)|BP| =175 |PC =12

Test sprawdzajacy do rozdziatu 4.

Mroadania |1 |2 3fals|6]7|8)a|s0jra]12|13|m]15
Odpowiedt | B |D|c|B|a]o|p|e|D|c|[a|B|D|Cc|C

Zadania powtdrzeniowe do rozdzialu 4,

16. GBcm
17. aja=39" bja=50°

18. [ﬂ] =77
T
19, b) jed|=39°, |aB|=25°, [aC]=116"
21, ajr=3cm A=Tcm b) |48 =45 cm
22, Okregi istnieja, jedl mE{%, +a-=-] a} okregi s3 styczne zewngtrznie, jedll m = 3;
b

promienie okregdw: 5 i 9, okregl 53 styczne wewngtranie, jesli m = 13; promienie
okregdw: 25133 b) m e (3,13)

23. 18em

B 1

2. a)|DE| =375¢em ) JoF| =345 om

]

a) 12 crm, B oy wekordwko: Wkad, 2e trojkat ABC jest prostokatny.
3 4
bj 11= cm, B= om
) S om #o
1 1
28. aji0 B R=F— €] r=3=
} } 24 }I 3
29. a)30em,40em,50cm b} 10cm

Odpowiedzi do zadad

7.1 | 3
30. a 1— - — Py
}3-3.3lia b].Et-!E_lE e) r Ea

A,  |oF=15cm, POy =5cm
32, a)ry=6r=2 b)jjo4 =12
33.  Warunki zadanla s3 spelnione, gdy m & {-EI. 5}. 12411 HTJE{%. 1}», o okregl 5§ stycz-

2
ne wewnetrenie; jedli m-ﬁ(3 } to okrggi si¢ proecinajq; jesli ""E( ]*"'{2 5),
to okregl 53 rozlgczne wewnetranie,
38, wskordwko: Oblicz kelejne |AC], wysokoéé €0 wéjkata AQC oraz |CB|. Nastgpnie
shorrysta) ¥ twierdrenia o siecanych,
35, wskordwko Wykad, te clechary CA | D4 53 drednicami tych okregdw.

2
3. |as|=267 em, Jac]=[Bc]= 283 om
37, a)R=35 Db)V& 185
I8, 4dem
3. 4Ecm
40, wikardwka: Niech o, b, c bedy divgosclami bokdw trédjkata oraz @ = Sx. Mamy

bicw2:3orazc® = b + (Sx), stad b=25x, c=35x.

5. Trygonometria

Trygonometria kgta ostrego — powtdrzenie wiadomodci z klasy 1.
51. a)335cm b)385cm c)27em d)455cm e} 235em 1) 275em

J10

52 a3 b) e

1

3. 4) 7 8 23 ¢ ~30+546

54. a) 3 em bf J2 em £] 1em
55. ¢ B0° fl45° g)30® h)ase
56.  a) jaa|=a5°, l<8{=30° [aC|=105" b) |a4|=60°, |q.q=3u=* |aac]=s0°

24 F) 5
L8, a3 cosg=—, =—,ciga=3= b snn—— tg.::_ , g =5—
} 5 By ; B8 11

E] ] ' 3 10
far B —— 2 e =
Tl d) sina Ty Selam o W w3

55, wikordwro: Wykad, e = 60% § = 30"

L i2
c] Sl =—, CO8E =
] 12

551
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Sinus, cosinus, tangens | cotangens dowolnego kata plaskiego

] 12
by i Ly ivegrai | B
5.13. a) sina ot T

5.14,
5.15,

5.16.
517.

5.18.

519,
3,20,

5.21

5,22,

5 z
=—, g = 2=
o LEEE 12 ] 5

3

%, oSt =—%, tger = —J3, g =——

3
J6 3

:}l 5Ina=—-§u, CosIE =—?. tgﬂ':-.lri. Cchg -:1';—5

h] sina =

B 15 B )
I =——, :mr_'g'_ .tﬂﬂ'r e L@ =—1—
d:l Y 17 ; 15 ¥ B

I}Siﬂ-ﬂ!=—1.E-D5|:|:-'ﬂ,IE:}:’—“EEiSI.ﬂi-EJE,Etga:ﬂ
f sing = 0, ¢os e = -1, tga = 0, ctger - nie istnieje
y=-4 blx==3 Jx=75 dy=-1

a) P{342,342) b} P(-6,3J5) o) (-6 -8) d) (3 5]

alPl-2.-4) bjp(-13) dri1z-9) d (V5 25)

8) g=90° b)o=0°luba=180" cfa=290°uba=270°
- 3

a) smzm;=?], cos210° = 2;-?2 tg210°= ""?F ctg210° =43
= -1 V3

b) sin240° = mz"':-i- cos200°=—, 15240° = V3, ctg2e0° ==~

¢) sin135° =§, c0s135° = -'n;-ri tg135° =1, ctgl35° = -1

d y:naw-:z!, €0s330° = "';E 1g330° = ;E..ﬂEEW':'——xr

a)mew. bl ew. o)1 éw lub il éw  d) dw e) IV Ew B} IV éw.
a)wartoiéujemng b wartodédodatnia  cwarteséujernng  d) wartodd dodatni

s 9358 04id) i

a.] wikardwka: Skornystal ¢ definich funkeji trygonometrycznych i ustal, te koncowe
ramie kgta o zawiera 3ig w proste] p = x.

Podstawowe toisamodci trygonometryczne

5.25 a}-::nm=—u.ﬁ.tga=—i,ctgcr---3- h}ﬁna:ﬂrmuz_.fﬁ;u.g:.ﬁ
3 [ i 15
c) sl =1—J£E,m5ﬂ=_f.ctgﬂ=—3
d]sif"]:— ﬂ=—£g|iﬂ"-"l

1n'm 10 7

Cdpowiedzd do zadan
5 2,5 7 3
5.26, 3] sing ==—, cosma— =2 b sing=—, =— P
) . o8 | sk o=, ciga =3
2 5 2.5 J5 25
oS =—, g =—o, =— m-=, - - -
ﬂj{ 3 t2 3 ctga : ]I-l.lh (mm lHe 5 ctg o £
&0 11 5
d] sing w=— cofg === ==h
) 61 1 ¥ 11
5 12 8 . 15 15
527 a8 s =—-— d=—, tgx=— h =, S0 = —— B —
]' 13 BETp 8 ) eosa=-oz, sihe =20, gar =g
1 5 J5 A5 245
€] SiNE = =GOS — @ o= ] sing =—-—, ge=-—, =—-—
) 13 =4 12 ) BE="3 i 5
12 12 L 12 12 5
518, a)|sing=—,tga =—, ctgat =— | lub | sing =-—, =——, =——
][ » 5 HE 2] { 13 G 5 en 12]
11 60 11 11 &0 i1
b [mrx=—— g =— .:tga——Jlub[cnm:—.. o m—— ﬂ:——]
) 61 11 B0 61 t‘ 11 R B0
J10 W10 J10 310 1
c [:‘me: s COSE =—— r.:_— lub| sing =—-——, =—— ==
}k T R e T it
d}[:ﬂi#=£, =|l'll:l—z tgu="— Iulb [rm:r--ﬁ.. 5Im:=—E.I‘gr:¢=E
53 53" a5 53 53 45
15
5.29, ‘]':Tﬁ‘ b) &
1 16
530. a)-1,08 B} 0,5-43 ¢ -1y d) g
5.31. a) tgc:=“'-§ b) -.-ngc.—-n-“f::_'l gtga=1 d)ctga=-2
&0 17 ) 12 5
534 a) =— bl— ¢)sine=—, c050m=—
)1 Y 9 T il
1 3 7
535 al-— bBl= ¢ =
)3 83 o3
536, aj14 b)154 )12
5.39. a)mie b tak, do IV éw. ¢ tak de il éw.  d) nie
540. ajnle bjtak cjrak d)nie
541, alnie b)tak ) tak d}m.
542, a) cosa=—1-# tga= : E
1- .b*
i || e
h] s =—1-6° tga = :—d g = -
2 i-c

==
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Matematyka, Zbidr 2adan. kKilasa 2. Zakred rezizerzomy

543, wekorowko: Podaj provitad kata a, dia kidrega L =P

544, wikarduka: Podaj pezykiad kata o, dia ktdrego L = P,

5.6, IJ] wikordwka; Rozpatrz dwa proypadkic sing o Codd oraz sina < cosa.

547, a) wikozowko: Skorzysta) z zaletnedei: (sing + cose)® = 0 oraz (sina - cosa)’ = 0.

1
b) wekazdwha: | sposdb - 2 punktu a) wynika, te 0<sin’ e -cos’ e <3 atem

Uﬁﬂn!aﬁl—ﬂﬁzﬂ}ﬂé Terar wyratenie sin‘e(1 - sin’a) doprowadi de pestaci

—s5in' - e’ + 1. 1l sposdb — zastap cos’or wyradeniem 1 - sin'er; nastepnie pod-
staw ¢ = sin'e, gdzie t & (0, 1) § oblicz wartode najwigkszy | wartos¢ najmniejsza

funkeji f(t)=¢ —r+i~ w prredziale {0, 1).

548, wskozdwko: Oblicz miejsca zerowe x,, X,; nastgpnie wykas, te #E +.h'§ =i,

540, wikardwka Oblicz miejsca zerowe iy, x5 nastepnie wykat; ie x: +x; ml,

.50, ae{--ﬁ.ﬁ};iﬂﬂl a=y2,1t0 x-i;z-r o = 45% jedll 8=—+2 , to x=—%.

o= Xage

—-..E -11--4"5
[

5.51. o= 6 wiweias ¥= 4 = VK e i hofcowe ramie maapduje sie w | fwlartcea

Wybrane wiory redukey]ne

T—d3
1

3 1 1
e i r
5.52. a) -1 b) -2 c) d) 2

583, o=-2, b=n+:"r§,c L s

= me, @@=, Liczhy wymierne to: a, ¢, d.
1 5 e Ubyuyml

554. ajx =y blx=y cx<y dix<y
555 al3 Bj1 cjo d)2 e)3

556. aj1 b2 o-2 :tjt% e) -2

557 a)-1 bjo ot djz

558. a) x+ fi= 120 sinfa +ﬁ}=%, cns{.:nﬁ]-:l:-, tg(a+B)=—3,
-3

etgfa +H}=T €} wskazdwika: p= 150°, wiec a + §=30°  d) wskazdwia: y= 1357

559, a)210° b)180° c}135° d)330° e)315° ) 120°

Odpowiedzi do zadad 35

Kgt skiercwany. Miara fukowa kata

2,65,

5.66.

=67

5.68.

5.69,
570,

Lo

a7

5.73.

EHE

5.75.

a)97° bj230° c)130° d)200° e)270° f) 150°

an dn \E:‘t

alé B}z 4= il fj-=3

)6 b = 43 92 =
5 i K 3 ) 5 3 T
il — b= gf=-— == Bj == -== = -=
‘,IEI- JE ]Eﬂ d}E ]5 r'lﬂ E:Ini-H h]En

a)126° b)ase® c)-40° d)-30° e)120° f)-1230° g)485° h) 780°
5 7 17 i1 n =

a) T ) T €l T d) e el e f) =

a) 2™ b)a® o s5® d)3* eu™ f)1™

g3 g gl _2_3@

! 3 HT3

)1l g g2 g

2 G
1-43 1 3
3 —— b1z o -3 d -
9-1 e gy g
a) I.u=d—5;¢nm=—_-!.tgn-ﬁ,mq=_£
3 2 3
!I.a:s—:: cmu:%,t,ga=_ﬂl ﬂ;gﬂ-=_§

bl e= E.‘ tinnﬂ-?,munl,Ma=1

m J2

1. = o=l £+ = ==], =
a= =% sina=-=, tga =-1, g = -1

ela= E,‘ sini h%,miﬂ'#—\;j.ﬂ;d=1@

a= %: 5Im:=—%. mw=—§, cfg & =~.E

an P
di Lag= ==; Sifig == 05 ==—, cigar=-1
} i ) F! .

Tn J2 J2

lha=—; sing =-—, tosa =—, ==l

t,'l I ogr=0; cofiz = ], tga =0, cotangens o nie [stnigje . ¢ = 5 cosa =-1, Ra =0,
cotangens @ nie istnieje
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Matermatyka. Zhidr zadad. Elaga 2. Zakees rozszerzony

L o= ?:ﬂ_—!: 5Inn=%.tﬂ:ﬂ=—1?~, g =3
o= %’; :Inu--%,lﬁn=%.ﬂgﬂ=~ﬁ
5.76. a}n=‘r'—:- h}ur=:‘:§ t}n=% d}un:"—;
5.77. a}a=% h}n=% :}a.iT“ d}.::“?"
5.78. —%
579, E—sg
5,80, 1%%

Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywiste]
fogbh g g8 gl 92 gs

581, a) g = e

z
- 1 -1
5.82. a]% r»ﬂ-“'rE ] d]l-:— g1 1=
583 3]0 bjo 2 dj1
584 a)T=4 bjf(x)=0e (x=248knkeZ] cJe=dkkeZ
difix)=2= [x=14+2knk el
585 a)Tm8x=3+BkkaZ c)(x=-2+8kvx=8kjrnkel
df{x) =0 [[x=1+8kva=-1+8klakeZ
ﬂ;{;}:aq[[;:um:”,umﬁnz]
586 b)T=5 cf(x)=2o(x=2+5knkel] dx=5kkeZ
S87. o] E’ TTTTTTT]
.".'.‘.’_["F.:;.-...-. 6 P 0
v . . ] 1 . -—..!..| - - 1 1 ' - e
1- 2

= T —1—1u1::l$ﬁrl'|!-1[l§-
I 1;1]--;5—'_!‘]‘" » 1-;.---......“..' foeteel—— i —— 1

| * Logt | Lot g L Lol | e e
B e s e e b | N W -1 |
1 { i L L2 1 1 1

B)T=6 cje=3k+lvx=3k+2 gdiiekel

h} 1

Odpewiedsr do zadai

5.88. a) T= b T=6x ¢ T=1 .:Ij|1r=:E g T=3z f)T=4

z

=
585, a)T=i th*% Tur d)T=x ?}T=% flT=4

5.90. a) funkcja parzysta b funkeja nieparzysta ¢ funkcja parzysta  d) funkeja pa-
rzysta o) funkefa nieparzysta ) funkcja nie jest ani parzysta, ani nieparzyita

592. a){1,3) B){-20) co{-3 +oe) d{-oc.2) el(-1.1} f{0.1)

/ \ s | 1
523 al (==} wl{=z? =3 d =22 -1
(-23) oan d(sy o (23

j!
|

594, a) (-1,2) b ".ﬂ 31:1 e) {0, +00) d) (-3, -1}

v EJ
595 a) (7,15} b (21 .0) g} (=4, +2c] d) |r o, 2
M- ST oy AL ey,

Whykresy funkcji trygonometryczoych

14 T 4 ff. =5» S5 T 1lx
596, of symetrl: ¥x=— 3 —=,— B —. = ¢g]——, =, =—, —
ymetil:x=2 AT B33 : 88 8B

557, a)l-n,0) b)fmalejgcaw przeduiatach: |:'—=, —%'- I:I.E' ﬁIII: fFrosngca w praedzia-
b i ]

| w o= CoEm Coas = Sz b
|a I"——.— ¢ '-'enl—-ifn::-ln —— | < 5iINR < siN= < §in=— < 5in=
W1 e o b -

5.58, a)wyrazenie ujemne b:l wyradenie dodatnle  ¢) wyratenie ujgmne  d) wyrate-
nie ujemne  a) wyrazenie dodatnie ﬂl wyratenle wjemng

7 i I TR I
5:00; el syt Rl ) —an < 2T oo o B X E AN
4" 4'a 3 B 656 &

5.100. 3} x E:r _E- g | b} f rosngea w przedziale (—x,0); f malejaca w przedziale {0, =)
h ' '

[T 3 i = i
el cns{—::jn-::ns-—-{mﬂ e | o GO o CO5 = € €05 =
7 2 ) F 4 =

5.101. a) wyrazenie ujemne  b) wyratenie uigrnne  ¢) wyratenie dodatnie  d) wyrate
nle ujemne

e) wyratenie ujemne  F) wyrazenis dodatnie

5.102. a) —?. —aﬂ—'.“. E. E;—'T b) 5in109° > cos109° sin271° « cos271°
g fl-45).8 ;;'_E]__ﬂ f2m)a B fan)_ _sB
W T T T O il e e )

5.103. a) ilocayn jest ujemny ) —%E,'-: £) k@
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Matematyka. Zbidr zadad. Klaga 2. Zakres rozszerzony

5 n 5
5.104. a) ctg3® > ctg265° > ctg(-61°) > c1g178®  b) -E, = ) xE[lL E]U{:' -4—]

n 3n In x = [ £ [: 3:]
— —fF —— —— ) 0, — | —, —
"4" 4 hb:IM[ ' q]u[ 2 !] 13 zZ 4

5-.1'|:IE.a:|x=--:—l+i'ft.kEE b} x-~£~+hl:,l:ﬁ1 .:st[ug-mmk.-:].kez

5105, a) —Hf:, -

£ |

5.107. a) x:EEE-h:.hsz h:lxe{n+tr:..g-l-lrr:],£ &Z b xE[I;~+h.n+m],k ez

5.108. a) r=%+2km keZ b x=—%+1k:luhxn-—§f+1i':, gdzle k & 2 ¢) x = k=,
keZ dxal2knn+2n)kel
5109 ) x={2k +1)m. ke Z B r=%+1k= Iubx-E;"--bli.-r:. porie k = F

N=M {dk+1)= {H‘+3}a) P
2 Rl

c) 5

kel d) kr:(
5.113. a) g{x}-sin[ll—gj b} g{x}wm[h%a%t} ) g[x]=—ts(§"§}
5.114. 3) J:[-E, El] ) J:E.n] ) Ir’-:[-%“.ﬂ-]

Test sprawdzajacy do rozdzialu 5.

Nrzadanla |1 ) 2|3 |al5 |6 |7 8|5 |10
Odpowledi |AJC|D|D|A|D|BJB|A|B

Fadania powtdrzeniowe do rozdziatu 5.

g i5 -8 7
= e = O ==, u’a—l—
11. simce 3 GO AE 1 g 1 g ;

Jz

1
15, d=—,b==, tatemo=b
2 2

16. a)a=300° b)a=150°
i 1
17.  aj4- b 16—
Jas b6

137
18, 3 %; wsknzdwka: Oblicz (sing —cosa ) | uzasadnil, te sine - cose > 0. b) =

19, a)-1 b} -2

21, wskordwko: Wykad, detge = 1.

Odpowiedzi do zadas 539

7.

2B.

29,

30.

il

a2,

33,

EL

a5,

=1
ala= 17 b = =L
4 10
J7 7 37
al singg =——, gt =—, g =——
)i F e o
b) sina 1£. CosE = -ii. ctgm -"-ir-?-
[ 17
~z
12
2 wskardwho: Zastosuj weory redukeyjne. Nastepnie pomnd? licznik | mianownik
utarnka ms:az preez wyratenbe 1 + sime.
1 =sina

"
alT=4 hjr-i

-5t 4n 43 Sn

a:l funkcja f jest parzysta h] Ty YA 1:} o, = {-nr:,r:}

RN

a) KE{"I'I:, 'EJU[E?“, 1—?] b) x = 2kn, k € Z lub x=££—+1‘-l'rt. kalZ

c}T:n

a:l A’E[:E_..'{] h]l j.r=l:g[-:-‘-i£]

6. Geometria analityczna

Odcinek w ukladzie wspdlrzednych

G.1.

B.3.
6.4,

6.5

11 b9 17 d)evE & S0+ r;z%
al(-12) v){0.3) <(-3.4) d(s22)

a)c(9,-3),0(g,3) b)a(-4,-3), 0(-5,6)
J0(-6-2.7(22) bc(6.3), ¢[33)

3 lacl = 2417, |p8] = 845 b) |oe] = 10, |Ac]| = 1042
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6.6 al a8l = |ocl =5 lao| = |6e] = ¥B5 &) lagl = |oc] =8, |ag] = |ad] = 217
67 3113 b JIE o452

B8 a)5,(=3,-4), 5,(-1, 1), 5,(1, 2}
b) $3(-2,-1). 5,(-6. 1)
c) 5,(0, 5), 5,(1, 7). §,(2, 9), 5,(3.11), 5.(4, 13}
6.9 a)5(3,2) ws(-2-1) oS3 d) s
§.10. D{-1,0), E(5,5), F-1, 4}
6.13. wskardwka: WykaZ, te wsrystkie boki coworokyta maja jednakowy diugest,
E.14, wskozdwig: Wykat, ie odpowiednie wekiary sg rdwne.
6.15. wskosdwha Wykat, fe odpowlednie wekbory 3 rdwnoleghe.

Réwnanie kierunkowe prostaj
616. a)25 Bi1 ¢l18 d)=16

1 2 3
617 aly=-3x+21 bjy=2x+32 c]}l=§x--3a!- g},r:_:,_lg

2 1 1 4
=-3¢ +28 bly=10x=15 (] y=——x+= d| ym=x=-=
618 a)y jy = 10x Fysmeneg, dyacins

6.19. a)45% Bj60° ¢)120° d)135° e)150° f} 30°
6.20. a)ok.50° bjok 112° ¢} ok 108° d)ok 79°

6.21. ajk:y=-=x bBjk:y =%H*E c)k:ym —{3x+ 43

"~ : E] -
d]k:;.-::r—‘.l' Bl y=y3x+11 filk!}'=—~'T.i:‘3u'2

-7 1 -2 1%
6.22. a)pr.AD: y=-05¢+1,prBE y=s—x+9, pr.CF y=—k~-1 b} |2=\==|
2 4 \"3" 3)

623 a)la=-05 bje=-1 ¢lo=2 dla=10
6 alky=-2x+3

3
E25 aly=-5 b y-—::r-r? gfy=—2x+3 djy=0125 +18

626 3) m=—2 hHm=13 o m=1> u]m—l—”ﬁ-
s L - 4 2

1
6.27. a}k:y---i-:r--! bj (2. 2)
o 1
6.28. a)y=15 +T b) y=x-3J3 cjy=-021%+95 d] !-'=—1—3'# -4

£.29. a) pr. AB: y:%—%,pr. BC: pa -%r+1,pr.ﬂf.':jf =2x+6

Cdpewiedz do zadad

6.30. 3}y =dx=2 bjy=-x-1 c}r:%x-l d}r=—%r+5

6.3, wskordiwko: Wykai, 2e srodek odcinka AB naleiy do prostej & orag k L A&,
B6.32. wikordwke: Wykad, fe punkt C© naledy do proste) k oraz & L AB.

6.33. wskordwho: Wyznacz wspdlczynniki kierunkowe prostych AE, BC, O, AL,
B34, wikondwke: Wyznats wipdlezynniki kisrunkewe prostych AR, BC, DC, AC.

6.35. wekordwhe: Wystarcry pokazac, Ze: | odpowiednie boki 53 do siebie prostopadie
i majg taky samg diugoss; albo |, prockatne coworokata 53 do siebée prostopad-
be, @ punkt przecigcia sig proekgtnych lety w jednakowe) odlegholel od wsrystkich
wierzchobkdw ciworokgta,

1 1 1
6.36. Al y=—=x-=1,8C ye==x+3 AC: pul=x+T
¥ G .5 2 2

6.37. ﬂrp:lx—l,ﬂf_‘: y:—Exl-SE,AE‘:}r:E:r +31
2 SRR
5.38. ajp=-Tlbp=-1 blp=4bp=6 ¢cjp=2
6.39, ajp=-2lubp=8 Blp=3lubp=5 cJp=-10lubp=-5
Réwnanie ogdlne prostej
B.40, a}np.x—E:ﬂ b}np.x+d-r—5=ﬂ c]nnp.x-hﬁ].r—?nﬂ
641, aj2x +y~8=0 bly+4=0 cjx-y+5=0 dlIx+y=0
642 a)-5x+3p212=0 b)¥-45=0 ¢j-2x+3y-2=0 d)-2xs+y+5=0

6.43. a)135° bj60° ) 1200 d)30° e)30° )07
G4, a] tak b:lnlz c) nie d tak

645, alm:dx -2y +5=0 blm:dx+8y—d45=0 cmix+d=0 d)m y-2=0
646, altak b)tak c)nie d)tak

647. alm:x +5y-9=0 blm:x+J7=0 oim:iy-8=0 dlm2x+3p+6=0
6.48, a]A-:?E,ClS h}Hw-l.i.EuuS ) Bmd,Cul diA=-2, C=-6

649, a)Sx-2y+1=0 bly-2=0 cjr+y-1=0 djx+3=0
650, amwi

651 a=1luba=-3

6.52. a)A=28=6 blA=13,8=-2

Réwnanie okregu
653 ajx'+y =9 blx'+(y+2 =5 ¢(x-4)+y =525
dlxr3Poly-1=2 @ (x=3 lye2f =5 0 (xeB) 4(y+i2) <16

654. a)5(0,0),r=1 b)s(t0Lr=15 os{-L2),r=5 djs{-3.-2)r=9
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Matematyka. Zbidr zadad. Klasa 2. Zekres rozszerzony

6,55,

6.56.

6.57.
6.58.
6.59.

6.60.

6.61.

B.62.

8)5(1,2),r=3 b)s(-3,-5),r=1 «f5{4,0)r=3
d) s{0.3).r=3 e)s(13)r=1 fsfo-2)r=3

al 5[%&}‘ re2 b) §(042), r=22

) 5{_2—1..%], r=1 d)5{1,5-05).r=2

Mie; tylko punkt (3, -1) speinia to réwnanie.

a) tylko punkty 4, 8 b) tylko punkty 4, C
a)xt+y'=25 bjlx=-2)+(y-1)'=5
e+ 3+ (y-2=100 d)(x+2) #(y-2)°=72

.
! X4l b)

d)

e L

ajfx+3)+(p-47=100 bj{x=-3"+¥ =25
o'+ (-8 =25 d)(x-1)+(y+4)' =100
al (k-3 y+3 =25 B)fx-3F+(p-2'=5
) x—4) + (y -1 =100 o) (x + 2 + (v—4)* = 169

B.63, 5[%,4}}, o |4:| - H

Cdpowiedz’ do zadad

Wyznaczanie w ukladzie wspalrzednych punktdw wspdlnych prostych,
okregow i parabol

6.64.

5.65,

6.6,

667,

6.68.

6.63,

B,70.

6.71.
6.72,

a)(2.1).(s.4) b)(z4).(-1.-2) <oj(-4.3) d){z3)(s8)
al (1) B)(2.3,(7n-1) {-73), (-4 -2 d)ukiadsprzeczny

a)(-5,2), (-4,-1) &) (1.1),(4,0) cuz,-u.[zg,z;] d) (-6,-2)

a) (3.0 (4%.—1%]; prosta jest sieczng okregu

B) (-5, 1); prosta jest styczna do okregu
¢} (-4, —4), (-6, -2); prosta jest sieczng okregu
d) prosta jest roztgczna z okregiem
1

a) {-2.2L{ 1,-1) b} nie istniejq punkty wspélne  c) (-3, 2), (z,ai] dj (4, -3)

a) 0 (x + 3)7 + v = 10, ki x - 3y =-13, (4, 3)

h}m{x—l]h—[y—j_]i:lj_t:y::t—l.[

2 2 2

c)piy=2x-16x + 29, k:x + y-2m0, (3, -1), [4%,-1%]

h 5
dpiy = —ox'-4x =5k x4y +320,(-2,1)

a) suma dwdch prostych: y =x, y = —x
b} suma dwéch prostych: y =x + 3,y = % =3
¢ punkt {-L .'!:I
d] prosta x —dy =10
ej suma dwdch prostych: x =0, ¥ = Ix
f] suma dwoch prostych: ¥ = 2x + 3, ¥y =-2x -1
a)(23) b)i0,3.(12) ) (-40)(-22) d)ukadjestsprzeczny
a) (=5, —2}. {—1 2] (1, —d}: suma prostych, okrgg
b) (-2, -1), (2, -1); okeag, parabola
) (-2 1), (-1, 4), (1, 4), (2, 1); okrag. parabola

.

d) [—z é -4 } [—I-E ,4L; J (1,-2), (1, 2) okrag, suma dwéch prostych

g] E,%S} [z, o). fi,, 1); suma dwédch prostych, parabaola

f) (-4, -4), (-1, 2), (-2, 2), (1, -4); parabola, suma dwdch prastych

4-422 1-5} [q+~.l'z_z 2++22

z

|

345



Matgmatuks. Zhife zadad. KHlaza 2. Falwdl rozdzerzony

Zastosowanie ukladdw réwnan do rorwiazrywania zadan z geometril analitycznej

6.73. f-2, 1), wskazdwha: Punkt € jest punktem wspdlnym prostej k | symetralngj od-
clnka AB.

67, aly=4-x,y=2-5 bj(3.1) o V10

6.75. b)(-5,0) (3, -4).(1.2)

B.76. [HE,E]
253

6.77. a)A(4,-4),8(1,5) b} |a8|=310

6.78. Al-4,-3),8(2,3),e:(x+ 1) +y' =18
679. a)b{-2,1) b)|co{=3.5

6.80. ajy=3,y=2c+1 hj(L3)

6.81. a} wakazdwkn: Wykai, te akrgg | prosta majq tylke Jeden punkt wipdlny,
b) wsknzdwko: Zauwat, te szukane punkty prostej nalety réwniet do okrggu o pro-
mieniu 5, wipdtirodkowego 1 okregiem o

6.82. a)A(-21).8(3.8) b)cl-3,6).0(1,-2)

33 3] P fafa]

683, blk y=v3x+6 ¢ a[-—_ { =

684, (4,0), [11"_:..."".5_,11}[““"@,11]

3 3 3

B.BS, [—4%,4%] , wikozdwka: Srodek okregu opisanego na trdjkacie jest punktem prie-

clecia sie symetralnych bokdw trdjkgta.
6.86. 2

6.87. A[-4, 1), E[ “.I.?; r-;], wikordwka; Punkty A | B to punkty prieciecia prostey k

z krggiern o[ €, 442 ).

Sae baes v i)

2 ' 2 " 2 2 "2 2 ' 2

6. 84,

.89, C[—l%,—!%] lubcf2, 3}; wikazdwie, Skorzysta) @ wiasnoscl: kgt wpisany, oparty

na grednicy jest prosty | poprowad? okrgg o Srednicy AB.

Ddpewiedsr do zadad S5

B840,

6.91.

a) D{i%.lé); wekazdwko: | spesth = Punkt O nalety do okregu o drednicy AB.

Il sposdl — Punkt & nalety do proste| prostopadbe] do proste] k | przechodzjce
przez punkt 8. b E[: ;J

B(o, 0), ¢(-3, 1), o{-2, -4)

Test sprawdzajycy do rozdzialu 6,

=
L
=i
--1
i

r radania 1 2 10
Odpowied: ] B c A o B A o B C

Hr radania 11 | 12 | 13 | 14 | 15
Odpawied: A c o | A

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 6.

1g,
0.

21

i
23,
.

25

& o

i B

3L

3

b

'C[dr _3']'

a)2x -3y +40=0 bjSx+y+4=0

a}lr=:|,:-l§r—2 b]y=—~.|r3-¢r—~.lri'_. e)y=-x+8

alix+y=-d=0 bjx+3m=d

ye=3x+9

ajoe {4, 4], Jeflio=-dtoky=2x+L,my=2=-3
jellig=dtokym=Ix + I, my=-Ix +1

I:]-u:ﬂ; widbwiezas K y = 2, m: 2x — 3 =0; Nie Istnleje pestac kierunkowa proste] m,

H 1
[JH-E] +[x-—-5-] u; 5[ 2 5] ro=d
2 2 2'2

weskordwka: | sposob. Zapisz réwnanie okregu o danym srodku i promieniv, Mastep-
nle sprawd$, e punkty A, B, C naleig do tego okregu, Il sposab, Wyinacz punkt
wipdinyg symetralmych dwdeh dowalnych bokdw; nastepnie oblicz promien okregu,

cl1,5)

Al-8, 1), B(-1, 2); wskarowka Punkty A | 8 naleiq do okrggu o frodku w punkeie C
i promieniu -.EE ;

¢lo, 2) lub c(o, 4)

a) A(-6, 9). B(-1. 4)

a) (4.-1) ®©}{1-2),(58)

[1: 11J (4, 3), [1— A :] (4.-3) b)(Lo)(1-4B.3). (1++3.3)
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Muatematuka, Zkifr zaded. Klaza 2. Zakees rozszerzony

33  a) .du[-!l, -ﬂ-}; g=1
b) (1, 1), £(-1, 9)
e &’ + [y - 5) = 17; wskozdwka: Zauwat, te tréjkqt ABC Jest prostokainy, wige éro-
dek tego okregu jest srodkiem preeciwprostokatnel.

M, A5 -2d5+1), B(V5,-245+1), c[B.25+1), b(-5,25+1)

i 4 .
35 a) AlL, 2), E{-]E-g,ﬁ-E] I:} wskardwke: | sposdh, Skorzysta) 1e wipdirzednych

punktdw A, 8 i oblicz tangens kata nachylenia prostej AB. Il sposob. Zauwat, fe pro-
sta A |est réwnolegia do symetralnej odcinka, kidrego kodcami 53 Srodki okregdw.

7. Geometria ptaska —
rozwiazywanie trojkgtow, pole trdjkata, pole kota

Twierdzenie sinusdw
71 alJ3 bja dz2 d13

72, a) |ABl=8J3 em b} |AC] = 10,6 cm

7.3. aj|acl=59em b} |48l =53cm

7.4, B}b:i.'-.'cm b}ctl?r..ﬂl:m

75. alGem b)9em mg em  dj85cm

76, a]nﬂ:E-:m b]a:!d-:m l:]r:=:5-1:m d}haﬂ,14:m
77 (jab|=60°, [ac|=90°) ub (|<8|=120° |ac]|=20°)

7.8, (|aB|=105" [ac|=45%) lub (|aB|=15°, |aC|=135")

78, a)120° 30°,30° b) 6+443

7.10. a)120° b) A=6

Twierdzenie cosinusdw

714, a) 313 B} 245

53 5 1 =
7.15. =—, m =, GO%¥ =——: trdjkat rorwarts
o5 5 cos i = s~ rdijka kgtny

7.16. a) tréjkat ostrokatny; =86  b) trojkat rozwartokatny; = 1107 c) wrdjkat pro-

stokatny; §="90°
A A
T8, 12 -

719, a) 10 em, VBB om b y34415¢3 cm, Y34-1543 em

7.20.
T2l

122,

123,
724,

T.25.

1.26.

T.27,

|aC] = 3 em lub [AC] = 5 cm

a) |Bcl =4em  b) |BC|=24/B em

Jedli |<ACH|<90°, to obwbd jest réwny 16 cm. Jesli [<ACB|>90° to obwéd jest
rdwny E[5+ -J'I_?]I crm

b

6,542 em

eD| =7 em, [BE| =219 em

a) |||Ii=¥ cm  b) R=% em

||‘;£I-t = 7 erry; weakarowika: Niech punkt D bedzie Srodkiem odeinka CE. Oblicz ddugosc
priekgtne] CE w rdwnalegloboke AERL.

Jastosowanie twierdienia sinusdw
i twierdzenia cosinusdw do rorwiazywania zadan

7.30.

731

T.3%

T34

7,35,

T.36.

T.38.

T.35.

(iact = |Be] = 16,17, || =Bl = 72%, Jac|=36°) lub

(jac]=lac| ~5.25, [<a|=|a8]=18", |ac]=140)

a) [4B] =96, j«B| = 48°, |aC]=83"

b) (a8 =91,34, |aB|=51% |<C|=80°) lub (Ja8]=3,24 a8 =129, |al|=2%)

a) 48] = 89,3, Je4| = 907, jac| = 60°

b) (J4B|=177,57, [«a|=64", fac|=267) lub (48| =99,54, |a4|=116°, [ac]=347)
a) (o= 60% y= 75° co3+1) lub (= 120% y= 15 e=+3-1) b) f=30°,

y=105° c=Af341 o) y=30° B=00° 0=5J3,b =10 d)a=120°y=15°
b=3ﬁ!¢=gﬂﬂ

41; wikordwhe: Wykad, e [<ADC|=60°. Nastepnie zastosuj twierdzenie cosinusdw
de wyrnacrania dugosel bokdw trdjkgta ABC i trdjkata ACD,
|AD} = €8] = /3 =1, |DE| = 4~24/3, wekazdwha: Omacz |AD| = x, |DE] = y. Skorzysta]

7 twierdzenia sinusdw w tréjkacie ADC | wykat, te y=x/2. Mastepnie skorzystaj

2 twierdpenia cosinusdw do kata DAL,

wikardwka Oznacz: 0 = 4k, b = 5x, € = By, ® > (. Nastgpnie oblbcz cos 81 cosy,
korzystajgo z twierdzenia cosinusdow,

weskardwia: Zastosuj twierdrenie cosinusdw do tréjkata ADE 1 do trdjkata DEC,

47
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Materantyka. Zhidr zadad. Kinsa 2. Zakres rozszerzony
8L
£40. wskerowke: I twierdzenla sinusdw |_—|=H, stad Jﬂzs_lﬂ- Otrzymang
sinee  singd lac| sing
fdwnodd %:ﬁ podniesd stranami de kwadratu,
sin
T2, wskarowka! Nlech ]l.':'D| = . Skorzystaj z twierdzenia sinusdw w trdjkatach ADC
i DBC do wyznaczenia d w taletnofci od |AD| lub |DB| i funkcji trygonometrycznej
adpowiedniegs kyta.
7.45. Miech O nalety do tuku BC, |CD| = o, |DB| = b,
|AD| = ¢, Teza: @ + b = ¢; wsknzewka! Oznacz bok
trjjkata ABC prre: x,
Zauwal, te & =|<ADE|=|<ACE =60° oraz
= |<C0A|=|<CBA|=60" Zastosuj twierdze-
nie cosinusdw do katdw o | 3w rdjkatach 480
i ADC; nastepnie odejmi] otrzymane rdwnosc
stronami | wytacz wipdlny czyanik (o + &) poza
riwiag,
746, a) [AB =43, jac|= ”‘E;‘E
b) wikordwio: Wyznacz cos 15° z twierdzenia cosinustw dla kata CBA. Nastepnie
2 3
wykat, te cos’15"= %
d) wskardwke: Dang zaleinofé moina zapisadé w postaci ;:+I—J=d- Zauwai,
a
" E:m{,, gezie « jest miarq jednego @ katdw ostrych tego trajkata, Po doko-
naniu podstawienla otrrymujemy rdwnanle, kidre doprowadzamy do postaci
tg' - dtga + 1 =0, bedno z rozwigzan tego réwnania jest rdwne tg 15° Uzasadnij,
e drugie rogwigzanie jest rdwne tg 757%; shorgystaj 2 faktu, fe Hoczyn tych rozwigzan
jest réwry 1.
747 wekosdwia! Niech a, b, © - dlugoicl bokdw tego tréjkata, h,, b, h. — wiso-
koicl poprowadzone odpowiednio na te boki y = 180" - {'r:t + j]]' Zauwaz,
5 el g, o 0 i, SR DGl Sl SO s e i
sing  sing
= I:-i.unn‘ Zatem hy, =M- Whwezas b[ slny +M+slna]=m
ginfF sin sin i
Qblicz b, nastepnie o i c.
Pole figury plaskiej
748, aj20,5 bJ155 )32 d)20
e | 1 5
749, als-w+dt b Ew+is+! c} .hra-?'r d} Ew

SOdpawiedal do zadad

Pole trojkata, 2. 1

7.50.
[A: S

.52

.53,
754,
755,
7.56.

.57

158,

7.558,

160,
TEL
762,
B3
164,

765,

166,

167
I,
173,
NS

I.re,

LT
174,

7.80.

181

Icm
al 12em b 4843 em’

141-E cm
29

156 em’
B,5cm, 42 cm, 42,5 cm
120 e’
294 cm’
Hi cm
17
a) |48} = 20, |ag| = |BL| = 545: wskozdwha: Poprowadi wysokodé CD i eznacs
(48] = dux; whwezas 1EE1=-J'§:' oraz [cO{ =x b) h, =45

a) wskardwha: Wykat, fe o - b: ¢ = 3: 4 : 5, korzystajge ze wzoru na pole trdfkata.
b) 2.4

73 em’

B4 cm’

a) 35em’  b) 3543 em’
30° lub 150°

a) 150° b} 6v104343 em

:n;E i

g) 3542 em*

a) 7em b

a) 5cm, 5cm, 310 ¢m

b T

Bcm, 10cm
a) 30 cm’
16 cm’
a}5:2oraz5:3 b)18

b 40 em”

4
=
3

(A8 = Bem

B2 em?

yul 28

a) 3=+3; wskordwko: Oznacz |cof = x. Zapisz sume pél tréjkatéw ADC | CDB
na dwa sposoby. b) P =343-3, P, =9-33

344
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Matematyka. Thide zadas, plaza 2 Fakres rozszerzony

7.82. a) 343 b) wskosdwko: | spos6b: Zauwa, ie Py, = Py, Il sposdb: Utwirs rdw-
noleglobok AERC | skorzysta) 2 twierdzenia cosinusaw,

7.83. a) |48|=2, |Ac]=|BC|=27; wskasswia: Wykat, te tréjkat ABS jest réwnoboczny
i oblicz |AB). Nastepnie oblicz |BL|, korrystajac z twierdzenia cosinusdw w trdjky-

cie ABL, b =in}¢ﬂfﬂ1=%. wigc [ACE| < 30°
784, a)78em’  b) 213 em
V285 .
7.85. [|B‘E|=.‘LI:I em, Jac]=2410 v:m} lub [I.ECI:= 7.5 cm; jAc] = —5 - m|; wskazbwka:

Niech |AD| = h, |CD| = x, wéwezas |DB| = dx. B, = 6em® . Zatern x b = 12 oraz
h? + (4x)" = 100, Otrzymany uklad rdwnar sprowadi do rdwnania dwukwadratowe-
o i rozwigs je.

Pole trajkata, cz. 2

TE7. r=9cm

TEE 4lcm

b r= EEHE} ema 1,3 em
3+:5+33 '

790. a)32em b)r=3em

789, a) 4,5(1+43) cm’

336 2
791. a) 14 cm, 25 cm, 25 cm b) kat a jest ostry [diaczego?); slna=ﬁ. wiec

1 of2

Ec:im-r:T stgd 307 < o < 457
7492, 11.2cocm
19
743, 17em b) F=9— cm
)17em b) R=92
794, a) 192 e’ wekordwkno, Onacz dlugodé ramienia preez Sx; whwezas podstawa

2
ma dtugodé 2-dx, stad Bx = 32 ) n=155 em

795 24cm bl r=4dcm
796. a)34cm b)r=7cm

797 a) E b] 28 cm; wskoedwio: Oblicz cosinus kata miedzy ramionami i skorzystaj

2 twierdzenia cosinusdw  c) R= 14% £m

243
798. 2)60° )7 c]ﬂ':ji;in ujuT‘r

Odpewiedzi da zadad 351

740, 15{1+-.|'-i.}|; wikardwka: Oblier najpierw diugedd najdiuisrego boku, korzystajge
z twierdrenia sinusow. Nastepnie skorzystaj 2 twierdzenia cosinusdw do wyinacne-
nia kwadratu dugosci ramienka.

7543
7.100, —
i
7.101. a) 84cm’ bjr=35cm n=1u§ em
7 5
7.102. a) 336em;15em; 21—em  b) — o R=325cm
13 13

7103, a) 3242 en’ b} r=242 em; wekordwke: Skorzystaj T twierdzenia o odeinkach
stycnych,

7.104. a) P, = 14,4 cm’, P, = 9,6 cm® wikozdwha: Oblicz dhugodei adcinkéw, na jakie prosta
podzielita przeciwprostokatng b} ryir=3:2

7105, 84 ¢m?

7.106. 240 em®

7107, 29cm

7.108. 41 ¢m

7109, 2415 om

Pola tréjkgtéw podobnych

7110, Gem’

£111. 11 em

7112 a)25:64 bj1:4 ¢J4:25 d)1:9

7.113. 2] 4:25:36 Bj4:2i:11

7114, 1:3:5

7.115. |A4,8,|=14 cm, [AB|=21 cm

7116 1:3:4

7117, 24 weskasowka: Poprowadd wysokodd CO | oblicz pola trdjkatdw ADC oraz DEC.

7.118. a) 12 em’

b) 288 cm’

7.119. 11E cm’
7

7120, 21% e’

iH
122
7113
1134
7135

. |DB| = 5.cm, |BE| =4 em, |DE| =3 cm
. 36%

54

. 300 em”

. Bem®
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Matermatyka, Zidr 2adad. Klasa 2, Zakres rozszerzony

7126, a) 25¢m  b) Py = 250 cm’, Prpy = 40cm’ ) 30°
7.127. b) 168 cm’

6

7.128. a) = c]l 3 : B wekozdwwo: Zauwai, te AADS ~ ASEC

7.130. E;I—E cm; wikardwka: oznace |EF| = x, |EB| = . Utwdrz uklad rdwnan z nlewiadomy-

mix
Pale kota, pole wycinka kota
3

5
7131 a) = b} =
SERE

7133, 4.5xc¢m’  b) BOmem® ¢} 3,75mem’
7.134. a)Bcm  b)Scm ) 30em

7135 a)n-2 b) 3w-2,2543 ¢ 155-9
7.136. 36 cm

4‘

F kb

7.128. 9 em’
7139, a) (3+242)mem®  b) (7443 )m e’

7,140, 6x cm’s wekordwko; Wykad, de %:Eﬂ’_

7141 2(343 +2:] o’

4-343 )
7142, #; wikozowka: Niech &y § O, bedg Srodkaml kél; A — jednym z punkidw
przechecia sle ockregow. fauwad, ie trdjkat 0,04 jest rownoboczny.,
5z-343
1,143,
n+3$3
144, a5
Zastosowanie pojecia pola w dowodzeniu twierdzen
s . p o ABac
7145, wskozdwka: Proedistaw pole wrofkata ABC na dwa sposoby; P = 3 orag

P P+ Praaa:

7.146. Rozpatrz dwa przypadki: krdtszy bok rawiera sig w boku dlugodci b albo w boky
dlugodicl o, Prredstaw pole trojkata joko sume pdl odpowiednich trdjkgidw.
ab ab . ab  Zob ab lab

< , WiBE - < .
e+l a+lb 2o4b 2o+b a+2b o+1b
T147, weskardwha: Proedstaw pole tréjkata ABC jako sume pdl trdjkatdw AME i MEC.

Odpowiedzi da zadad 355

7148,

7149,

715l
7152,

7153,

7155

1156,

o
wskardwha! Wykorzystaj zaleinoici: o= E b= E. o 2—
a ] (]

wikardwko Wykorzysta) whasnodé: frodkowa w trdjkacie dzieli trajkat na dwa twdj-
katy o réwrych polach. Nastepnie skorzystaj ze wroru na pale trajkata; w punkcie a)
do tréjkatdw ABC 1 ADC, w punkeie b) do tréjkatdw ADC i DEC.

wikardwka Priedstaw ioraz pdl rrdjkgtdew ADC | DEC na dwa sposoby.

wskordwka: Wyrat pole P trojkata za pomocy sumy pdl tréjkqidw ABM, BCM

e 2P 2P
i AMC. Nastgpnie wykorzysta) saleknodck: o= —,!:|=Er c=E.
P 18P 2B 0P
wskordwhke: Ornacz pole trdjkata proez P, Wowczas: o= -1— =—, b=—=—,
, h, d
&= ¥=¥ Zatema: b :c=9:10: 14

3
wikproiwkn: Teda: n;—b = X,

OQenacemy promied okregu prrez r, wow-
cras X =& —r, ¥ = b —r \Wystarczy pokazad,
te (o -r) (b -r) = P,. Wyrai pole trifkata
w postaci sumy pd czterech trdjkatow za-
naczanych na rysunku | kwadratu o baku .

P P PP bl
wikprowkn — +—+—=9
g b € a+b+e
a+b+c‘a+b+¢*a+b+c
& b F

11 ] :
; :d— === £
= n+b+¢ a+rb+e’ .

=9 Prreksstald rdwnodd do postach:

[—b+EJ+[E+ E]+[c b] 6. Mastepnie skorzystaj @ owiasnodcn: dla doweslnych
a b @ & b e

liczh dodatnich x, ¥ prawdiiwa jest mierdwnodd f+£zz, BTy cIym réwnoic

ma migjsce tylko wiedy, gdy x = y.

Test sprawdzajgcy do rozdzialu 7.

Mr zadania 1|23 |a|s|[6| 7189 |10011|22|12)14]15
Odpowied: |B |C|(C|A|B|D|C|B|C|DjC|B|BJA]|A

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 7.

16;
I

@ = 45° §=130°,v=15"

a) (o= 60%, y= 75% =3 +1) lub (= 120°, 7 = 15%, ¢=43-1) b) B =307,

ym105% coy3+1 ¢ y=30° F=90° 0=5/3,b =10 d) a=120° y= 15°,

31.||'_ 3'||||_ 3\|||_

Z
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18. 10,10, 1042 -2 8. Wielomiany

19, a)30%30° b)8cm o 8J7 em Wielomiany jednej zmiennej rzeczywiste]
20 1Zcm E.1. Wielomiany sgw praykiadach: a, b, e, g h, i
21. r=6cm 82. a8 bj17 ¢j43 dj21
22. aj126om’ b E C]I.r=d£1:rn d) F=102 em ' B3 a3 b6 o5 d)3
3 6 84, a)Flx)=10-x"+Bx"; st.Flx) =4; 0y=10, 0, =0, @3 =1, 0y =0, a4 =8
3 )7 b) humf Ja 0 d) Wix) =<, st Wlx) = 2520, 0120, @321
™ A o BS.  a)Flx)m -5 +5x' - 4x~3; st Flx) =4 g4=-5, 03=0, 0: =5, 01 =4, 0g=-3
24, a)17cm b r=6em b) Glx) = 8 st. Wix) = 0; o, = 8
& 38 8.7 a) W(=3) = 56, w(-1) = -2 w(4) = -7, w(5)=-32
25. a)e=9em h:lﬂmx-n?rﬁlﬂ.ﬂ:.?— ;1ni-"—';'* b}W{uE+‘.I.}=!~J'E+5.W{ﬁ—ﬁ]=2u"§+9ﬁ—uﬁ—d
28, 1045-243 88 a)lnp. W)= +x"+8 b)np Wx)=x*+ J2xt
29, 12:3em’ | 89. a0 b-1 &1 d)-32
iﬂ Eﬂ m! | a«.]ﬂ. a= 2
e | 811. a=4, b=1
noo= 812 a=-3, b=-5
33 4 er wekozowks: Wyka, korzystajge 1 whasnosci katdw wpisanych w kolo, ke traj- a3, bk
kat EBD jest podobny do trofkata ACE, Skala tego podobieristwa jest réwna 3, wigt 814 o=0
|EB| = 3-|CE|. 815 a=7 b=-3
33, ajr=8cm b)225° Bl6 o=-2lubo= 1%
3 :
. =d,5 b) —(4-343) em
34. a)|DB|=45cm b 15{ ] 817 (o=4ib=12ubla=-31b=13)
1 11 g5 B1B. wskordwko a)a=-T,b=5c=4 bl{o=-2ib=-16)lubla=2ib =8)
3. aj936em b} W cm 9 cm o [:E} L 819, a)ledlim e A - -1, 1}, to st wix) = 3;jedli m = 1 tost. Wik} = Z; jedlim = -1, to
5. Wix] =
37, wekazdwka: Wykat, te |<AME]|=180° - |4ACH|; nasteprie zastosy] twierdzenie sinu- b) Jedll m = R — {7, 3}, to st. Wix) = 4; jedli m = 7, to st. Wix) = 3: jetli m = 3, to
séw w obu trdjkatach do boku AB. } st Wix] = 2
_ ) 1 _ 8,22, wskardwko: Oblicz W(5) oraz W(1) | zavwai, be W(5) - W1} = 305. Jesli wspdiczyn-
39.  wskazdwko: Skorzysta) 2e wioru na pole tréjkyta P=Cob-siny. Nastepnie oblicz niki bylyby calkowite, to lewa strona otrzymane] zaleinedci bylaby parzysta, a prawa

- nieparzysta, co prowadzi do spragcanoici.
tangens jednego & katdw ostrych danego trajkata. .

40.  wikazdwko: Oznacz dhugodé boku AB, |AB| = 5x; wowczas [AC| = dx, [BC| = 3x. Wy- Dodawanle, odejmowanie | mnoienie wiglomiandw
nd, by =3, 8.23 al=+2x'+x'-2 bBl1zxt+xt-d'-x+1 )-dx’+2x+3  d)-2x'
§24. a)—x*+6 b)&?401x ) —2x* 20 4202 Hax 41
|| ol | B N Y Py i

825 a)3f+xt-2-2x+1 b)-dx=-14 c)-3'+2e+6 d)dx"-6x
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8.26.

8.27,

.28,

.29

8.30,

8231

8.3

8.33.

8.34.

d) Flx) =-3* + T = 2x* =3 + 1 €] Flx) = =3* = 5a* # 2’ + 5x" - 3x
) Fla) m ~6x* + Bac* + 130"~ 1da’* — B + 3

a2t —axt+ 100 + 3 - 14 blGe’+ 2o x 42
=S+’ +2x -8 djx'=Sx'-du -8

a) 3x* 4 dx' - 37—l + 2

b} dor® - 3" + 9" - 10x" 4 5x - 1

e) 36x" - 27x" — 39x" + 36" + 4x” - 12x + 4

d) 3o® + 100" - 6 # dor® - Bx® B’ 4 B = 2

a:l xu_h,!:l_ri_'_xl: IJ}I“"‘H'H—.I:‘—Il

P P g o T .| Pl B R AR

a) o' - 16 ) 25 B0wt e 3G o) x4 12xt 4 A’ d) B a"
a)—d’—dx  b)-12x"-Bx ) 10x*4+ 2"+ Tw' + 1 d) St - a4 250°
afr =+ e bk s 1 B3+ e o127 4 1Tk 5
e)x*+ 126"+ 20" s B+ 2 o) O’ + 6’ + Ix =5

a}sl.‘.wi[r] =15 & =-125, 013 = <24 h}ﬂ.!-'ll'{:t:l =10; ag=8, 0= 12

:Jst. W’{x}:ﬁ: dg = =5, g, =18 d}st-l-‘-l‘{x]:!ﬂ,ag-ﬂ,:rm=—lﬂ

a) 6" + 7" - 10x" + 10x% + 2a - A" = B’ + T+ T £ 2

b) Bx” - dx®— S’ + Tu* = e* - 100" + 15x" + 5 - 12

g) 5" & 120" = 17x* + Bidx” — 3L’ 4 DB’ = 27 + 4

d) B — 12 + 0 - 1067 + 2007 - 4240 + 5" + 100° + 27 + 194" - 150 + 4 4 20

Rownosc wielamiandw

B.37.
B.38.
B.30.
840,

8.41.
B.42,
B.43,
B.24.
E.45.
B.46.

Wielomiany s réwne w punktach: a), &), d).
ale=-2 b)nieistnigje <) nieistnieje
aja=3 blo=2 cdeo=-3 da=1
ala=1, b=3 b)nleistniej3; weskasdwia; (20 —b:l"' = {Eax ~b)(2ax - b)
tja=2b=3 dlg=-1,b=2 '

aja=-5,b=-5 blo=-3,b=1

aja=2b=-3 blo=-1,b=3

ajb=2c=4 blb=5¢c=1

a=1b=5

a=3, b=l
dlo=3.b=3,m=6n=15kblo=-3,b=-3, m=—6,n=13
bja=2,b=3,m=10,n=9
dfo=-3,b=-2,m=-6n=12lblo=3b=-2 m=6n=-12) lub
fo=-Lb=lm=-2,n=-dllubla=1Lb=2 muln=4

d) o = -242, b = -1, m = ~442, n = 42) lub

(o= 242, b =<1, m w442, 0 =442  lub (o =-2 b = 1, m = -4, n = )
wblo=2b=1m=4n=4)

d]-d =3

Odpawredzi do zadan

Wiory skréconego mnoienia stopnia 3. Wzdrna o” = 4"

B.a7,

B8

.44,

B.54.

&.51.

8.52.

8.53.

8.54.

8.55.
8.56

8.57

8.58.

Ay + 3+t +" B)B+12o+6o'+a’  c)1s9e s 200 42T
d) 44335 4343 ) 126-75b + 1557 - b f)a’= 12x7 + 4Bx - 64

B8 =36 + 54 =27  h) -1-332+38a

a)10- 643  b)ad+ 186 o) 62Z-55 o) 20042 + 1026

¢ 10+1232+6%8 1) -12-933-9l g 12-2ai2+12Y

h) 205 + 3045 + 60425

Aa'+e' b7 +x' y'+sd  d)8-y'  e)at-125 fl 242 =7
aj3 bj17 <5 d-7
a3 =0x+7 bjat+18r+6 )T -c+2

d) 2x' - 9w’ - 27x - 51
a)x® + 9x = 25

d) -’
2)xe {qg,z} b x « [—1.—%} e} x € [-1.5%} d) x & {-19, -1}

ef 2x% + 127 + 48 £ 24"
b) ~6x" - 30" + 3Bx -25 o) T’ -dw’ 4 15k - 2
e)x®+ P f) 26w’ - 3827 & 33 - 20

a_] XE {—m.. -5} ii [5, +og)
¢)xe(-1,4) dxe(-28)
al (-1 b)(x+6)" <) (3-y)
al p+ 2 -2y +4) B 1-x)(2+x+x") oj(2z-1){55+3z+1)
d) {2k —5)(4 + 10k + 25} e} (4 + 3y){16 - 12y + B

f)(sa+6)(250"-300+36) ) (V5 +x)(5-VEx+x') ) [y-2)(y + Jay+2)

b)x e [ —o0, —:I.::I i |:—I, #0)

d (2« + )" e+ o1y

a]z;ﬁ hjE E} Eﬁ d}.ﬂd—lﬁbﬁ t] ‘S—ﬂl'_a-{lrﬁ
3 6 5 2 16

NiE+iE g ';i‘ﬁ h) g‘gﬁ”‘g

ajxel-25330  b)xa(-oc,-10)u(0,+m) o)xe(-128)

d) rdwnanie sprzeczne elx e B 1) nierdwnodt spriecina

Zastosowanie wzordw skrdconego mnoienia w dowodzeniu

881,

2,82

a) wskazowka: Wykat, te (/3 +1}l =643 +10.

wikardwka: Mech g = 60 + 1, n & N. Wykai, fe liczha 3%*"' -3 jest podzielna
przez 13, wylgczajac najpierw 3 poza nawlas,

357
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Padzielnosé wielomiandw

B.84.
B85
8.87.
B.83.
£.90.
891,
893,
B.94.
B.95.
B.96.
B.A
B.98.
B.a%

wikazowko: Skorzysta) 2 pornanych wzordw skedconego mnofenia,

wakmrdwka Przedstaw trojmiany kwadratowe w postaci ilacrynawe).

a} {;nr + 1)(x - 3]

np. Bxfd —x){x + 2), £'[x + 2], x'{4 - x)

wkardwka: Zapisz trdjmizn kwadratowy F{Jr] w postacl lloczynowe).
wakardwka: Zaplsz tréjmian kwadratowy P{x) w postaci iloczynowe).

wikazdwka: P{x) = (x + 2)°

aPlx)=-3x+4 bjP[x)=3x+4 cjPx)=-x+1
g==7. hbm3

a=55b8=2

a=10, b=3

Plx)=3x -2

Plx)=2x-3

8,100, P{x) = dx* - 20x + 21

8.101. Qfx) = " - 6x + 36

8102, Oix) mBx’=Tx -3

8103, a) AQ(x) =x*+1 b} Qlx) =u¥-x +1

B.104. Plx) = 2x + 1

B.105. Qfx) =x*-x"-5x + 3

8:106. P{x) = ~3x" ~ 6x’ = dx + 8

8.107. Qlx) =7x' + 85  + T + 21 B)Qx) =22 +1

Dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy. Schemat Hormera

8.108. a)x'-2x +4 bjx'-dx+? Jx'-x+1 dix'+6x'-Bx~-1

8109 a) 100x° - 80k + 15 b) 387 -12x -2 ) 16x* + dx' —Bx + 4
8.110. a) ' -6x’ +3x +2 B W' e2x-1 cjat+Bx+d d)x'+4
8111 a) 3 -8, r=17 b)-2'=2x+2,r=-1 c)d’-de'+Tx-15,r=16
d) =3 = 7uf - 21x - 63, r =185 ) x" -3’ + 13" - d1x + 123, r = 358

t+ 2+’ + 280 4B +12,r= 25

8112 a)x" +2x+4 B F+x+1l i +ix+3 djad+x+5
g3 a)an'+2x+1 bjie'ed’ s 6 '+ Bu T d)Sx’+ 1007 +5
8114, afx'+ k-2 b)2'-4x+9 o)-x"+x+3

8115 a)3,r=-7 b)-d,r=-27 c)X-2+4,r=-9 dj3xc + 6+ 120422 r=52

d) S+ 10k +13  ej2x’+ ¥’ e 2x -3 -+ W -x 41

d) 2x" - 2

g5t + St s Pt e T+ e =14 ) -2x" 4 6’ - 1407 + 42x 126, r = 384
8116.a) 27 + 2 + 2" + 27 # Sk + 5, r =-10 b} -3’ —6x"-12x 22, r =28

' - e -x+lr=0 dx-x'+x'-xl+x=1r=0
e]x"+::5‘+:"+x‘i+f+x +1l,r=d

flx s+’ v+t +xt+x 4 +1,r=0

Odlprowigdal de zadard

8117. a)-% b7 10 d)-17
8118 ajr=-18

Bl m=-1 lub m =4

8120, m=~3 lub m =-2
81l.0e |:—m, —E} 1 {1.. +u::l:|}

1
8122.a¢ |-1,1=
[ z]

Dzielenie wielomianu przez wielomian stopnia wighkszego od 1

8123, a) 6x -2 h]m.% dax—-1 djizx+4

8124, a)x'+ 2x  b)x'-3 :}i:’—x d]%:H'l ) x4 x5

8125 a) Qx) =x"+ L A(x) = Ix + 5
b) @lx) =0, Rlx) =5*+5
::] |'_‘r|[x]- =x-1, H‘fx] B

1 i . SO, | 16 17
alx) = =x*-x* +=x+-,fx) = ~——5 = =x~=1
d) ) = =« Tl e

e) Q(x) = 4, R(x) = 245" -5
flalx)=x"-1,R(x)=0

8.126. a) Qx) = 5" + 25" + 3, Rlx) = -2
b} @lx) =0, A{x) = 22" — " + 3x* 47
E}I’.‘!{:’}:.t!'+:tl-+ 3..H{ﬂ-=3:’—1-5
d) @fx) =" -2x + L R(x) =3x" =+ 5
el alx) =#'-1,R{x) =x*-3* + 4x +1
flalx)ms’=3x" + LR(x) = 2" + 25" + 2 + 1

B.127. h'.l‘i[:t] =2 -Bx' '+ 1l + G+ 3

8.128. Wix) = 100" = 14x" + 28" = dlx + 7

8.129. R(x) == +3

8.130. Rfx) = -12x - 15

8131, r=22

8132 r=-2

8.133. R(x) = 2x + 4

8.134 Rlx)=-x+1

8135. =4, b w3

8136.e=7b=-3

8.137. R(x) =x' s 2x 4+ 2

B.A3E A(x) =-3x" +2x + 5

fla?=1
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8139.0=2 b =6
8140, (6 =-1, b =-1) ub (o =4, b=-2)

Pierwiastek wielomianu. Twierdzenie Bezouta
8.141. ajtak  b)tak ¢ nie  d) tak

8.142.3)3  b) /3,43

t.ﬂllH
u:llru
|..u-

8.143. a) st. W(x) = 6; pierwiastki: 2, J% ]5! w[.t:l & plerwiastki: -5, -2, —

1
¢) st. Wix) = 7; pierwiastii: 0, z d) st. wix) = &; pierwiastki: -3, 3

8.144. b) np. Iﬂ-"[x:l =xt(xt = 5}[3? -3)
8.145. ajtak  bjtak c)nie d)ak

d) np. Wix) =[x + 2(x" + 3)

1
8.146. a)k=-2 bjk=1 v:]k-:"éluhk-ci d}l:u-llubkﬂ;-

11413}-5.—1.% bj 4 1:]'—3.1.3% d}—L=§,z e-2,3 )1

8148, a)5 b) -242, 242 u}—l.% d) nie istnieig inne pierwiastki

8.149, a) =1, 1 b) nie istnigjy inne pierwiastki  ¢)-3, L. 3 d)-4, 4
2
8.150. a) o = -2; pozostale plerwiastki: -2, -1 b) & = 3; pozostale plerwiastki: 3 3

#.151. a]- o =—7; plerwiastki: -2, —%, 1 h}u = 3 plerwiastkl -3, -2, %

8.152. ajem 2, b =Lx'=-1 blo=lb=-dx =-2
1
8.153.a)e=0,b = 7; plerwiastki: -3,1,2  bla =8, b = & pierwiastki; -4, o 1

8.155. Wx) = 3x' - Ox' - 18x + 24; wskozdwhke: st. Wix) = 3 | wielomlan W(x) jest po-
dzielny przez dwumiany x + 2, x — 1 oraz x —4; zatem W(x) = alx + 2)(x - 1)(x - 4},
£ warunku W{—l} = 30 oblicz a; nastepnie doprowadi wilomian Wi{x) do postaci
uparzgdkowanej.

8.157. Wix) =-2x* + 11" — 1dw’ - Ox + 18

A58 =1 x5, xsmS; mu il ne =15

BI8 ==l =3m=-9 0=7 b =-21

8.160.0e {-22),b=28:x ¢ {1,3,5)

8.161. 0 ¢ {%,1]»; x & |24, 8

Cdpowiedsr de zadad S5l

Pierwiastki wymierne wielomianu

3162,
a.184,

8.165.

al-3,-2.1 b)2 o-L1 d-2-1 e-3-213 f-41

wkasawka: Wskat trzy liczby catkowite, kidee 53 pierwiastkami wislordanu W) 1 po-
wirtaj sie na whasnodd: Wielomaan stopnia 3. mode mie co najwyie] trey plerwiastii,
a) <2, 2; wskosdwhe: Wyinacz pierwiastii wiclomianu Qlx) =4-wix) b) 3,1, 2
-4 d)-4,-2 1,3

A2 B2t = 34 d) 42-T2T

8.166.
3
e} 2 fl1 g —ﬁﬁz h) 43,143
8.167. pierwiastki ealkowite wielomianu W(x): 2,-1
B.168. wskasdwia: Liczba 3 to jedyna liczha pierwsza, ktdra jest doielnikiem liceby -12,
8.169, a) ow =5, b = 7
8170, o="5: plerwiastkl:—1, 1, 5 wskardwke: Plerwiasthi calkowite wielomianu W(x) znaj-
dujy sbe wérdd liczb: <1, 1, §, = 5, Sprawdi, fe tylko liczby =1, 1, 5 spetniajg warunki
zadania.
1 21 315 3 11 2 11
2178} - b)) -z e G ¢ | IR ~1,== el
A W depps dpgg 97 U3
1 1
8.174. a}-5,2,3 b)-1,27 ¢} —L—E.—E ; wikozdwio: Wix) = 2(6x" + 117 + 6x + 1),
Teraz zauwat, ie wielomian (x) = 6x" + 11x” + 6x + 1 nie ma dedatniego pier-
2 11
wiastka,  d) ~3 33" wakordwko: WyEnacr wymeierne plerwlastkl wislomianu
1 311
=12} . =:2.5 —
al=12-wl). o g5 ) 221
1
8175.a)2 b)-2 -, 3 ) 4,2-422+442  d) -3, 4
1
g1 fz g —1.—45.-E.\E h) -5, 3
Pierwiastek wielokrotny
8.178. a) plerwiastid jednokrotne: ; , =2; pierwiastek dwukratiy: 9 b} plerwiastil jed-

2 2
nokrotne: -5, 3 plervdastek caterokrotny: =3 ¢} plerwiastek jednokrotny; -3;

pierwiastek dwukrotry: 3; pierwiastek treykrotoy: 2; pierwiastek crterokrotay: =2

d] pierwiastek dwukrotmy: —1;; plerwiastek treykrotmy: O; pierwiastek criero-

kroty: 3
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B.175. aj 2 = pierwiastek jednokrotny; =2 = pierwiastek sredciokrotny b) —% - plerwia-

stelk jedniakroti; % - pierwiastek pleciokrotny

8.180. -1 - plerwiastek caterokrotng
B.181. ¥ - pierwiastek siedmiokrotny
8.182. a) pierwiastek jednokrotny b} pierwiastek dwukrotny
8187 ajo=9 luho=0 bja=-10wba=10 cjo=16 djoaR-{-10
8.188. alo=-3,b=3 ble=12 b=3
cla=54, b=36 d{o=-60,b=-125 lub (o =60, b =125)
8.1859. ajo=1,b=-8 bla=5b=1
8.190. aja=2 b=-1 blaw-4 b=1
819l ajomd, b=-4¢=3 bla=6 budc=8

2
8.192. a) 1 - pierwiastek dwukrotny; 3 ~ plerwiastek jednokrotry bl k=3

1
£.193, a) x = 0 - plerwiastek dwukrotny, 15 - pierwiastek jednokrotny b jedli k = -4,

to plerwiastkiem treykrotrym jest—2; jesli k = 1, to plerwiastkiem treyknotnym jest %

£.194, Wielomian ma: tylke jeden pierwlastek, jednokrotny, gdy p € f-E'.. 3]-,. jeden pierwia-
stek dwukrotny i jeden jednokrotny, gdy p € {<8, 3, ?}, trzy pierwiastki jednokrotne,
gy @ (o0, -9) (3, 7 (7, +o0).

8.195. Wielomian ma: tylko jeden pierwiastek, dwukrotoy, gdy p & (-5, 3); dwa pierwiastki
dwukratne, gdy ¢ = -5; jeden plerwiastek czterokrotny, gdy p = 3; dwa pierwiastki
jednakrotne i jeden dwukrotny, gdy g & (~o0, =5} w (3, +o¢),

Rozkladanie wielomiandw na czynniki

8.196. a) (Sx - 1)(5x = 1)(25¢" + 1) B) (- 1x + 1)} ) (5x" + 2)(5x" 4 2)
d) (3x - 2)(3x + (o’ +4} e} -3+ 5)x-1) ) (x~8){5x +4)
8.197, a) -1(x - 1){x - ){x - 1), ayli =[x =1)* b (2x = 3*
e} {1+ 2x){1 -2 + dx”)  d) {6 5)(36" = 30 + 25)
o) ~(x + 5)(7' - 20x + 25) ) (- 1)[1907 + Tx + 1)
8108 a) x*(2x -1 b) [« (7 -3) o) (3" + 2){x-4)

d) (5% = 1) (VT - x)[7 +x) e)xfax-8){x~3) 1) [x-ahfx + 3)°

5199, a)5{x - 1*{x-0.4) b} 2{x-2)(x+ 2{x-05) ) -2fax - 1(x = 1)’
d) ~(x +5)x +2){x-2) o) -x{x+1f ) [x=3Yx"+2x-3)
8.200.3) (x + e+ 8) b)(o+b)lx-y) ¢ (x-ylc-a)

dlx-wx+a] €2 +4ly-1) 1) (30-b)c+1)

Odpowiedzi do zadad

8201 a) (x+ [x-2)(x+ 2} b)(7x+2) [x— q'i}[x+ 1"5} e) {x = 2){3x* + 4}

d) (x-1(+1)  ef(x+r)(zx-2)(2x +2) 1) x+ 2){1-3)(1 + 3x)
8.202. a) (9x 4 (x~B)[(x+43) b} {5k - a)(x - 1){x + 1)

e) &x + 1){2x — )22 + 1) d) Bx - 1){x + 1){2x + 1)
e) (3¢ = T)x-3)(x +3) 1) (2x + 3) (5" + 4)

8.203. a) (3x +4{{2-x){2 +x) B (20— 3)[2x + 3){5x + 3)
o) {1-2x)(2x?+3)  d) (3x + 8} (1-2x){1+2x]

e xx - 1)(x = L[2x +3) 1) x|:x - 1"5}{: l—ﬁ]l{:h-—l]

8204, a) {x + Alx - +x + 1) b {x +3)(2x + 1{as* - 2x + 1)
e) [x—1){x-3)(« + 3 +9) o) (- 1){5x - 2)[25x" + 10 + 4)
g) (e 2){2x = 2)(ax o+ 20+ 1) 1) {3+ 2x - 2" + 20 +4)
8205 a) [x +2(x-2) b (x-3)(x-1} o) {x-7)(5x" + 2}
d) (3 - a){n’ =3 +4) o) (2x + I)(7-ax) ) (2 +x)[ax +9)
8206 a) [x - W{x + 1" +2)  b) [x =5)(3x = 24} ) [x + ) (x=1){x+ 1)
df [x - 2}x + 2{2-x) o) [x~2}2x"=x +5} f) (3x +1){11x" + 3x + B}
8207 a) (x + 2x - 2Yx-1) B {x-1{x*+x+ 4} c)(x+1)x=2(Ix-1)
di] [x = 1}!{1 - 5} E] [2x - 3}{: wW(x=1) e+ 2){x +3)(2x - 1)
8.208.3) (x-1){x+ 2x +3)  Bp2(x-1P(x+ 1) o] [2-2e){16x" + 200 + 13
d 2 +3P2x-2) e} x[Se-2)[x+1)2 F)(3 W2 = 1)lx=3)x + 3)
8209 a) (x+ 3)(x +5F b H2x-3(x-2)* ¢ 8law-5)fx-2Z)(2x-1)
df2(x-20(x -4} e)(x-3)(37x"+0x4+3) F)(2¢ +3)(2x + 1)(2¢ + 5}
8.210. a) (x = 1)[x + 1){2x" + 1) b) [x + Z){x + 1)[1 ~x}{x -3)
t} [:r +1:|[_.1'— 2:":.!!2— X+ 1]{;.-* +2x + -ﬂ:l d}x*[x —E:I
e [1- x:ll:x w1 =2x +2) e =2+ 2)(x +3)
8.211. a [:n:z —-J'Ex+1}|:x*+~.lri:r+1} b} 3[:’ —-JE:+3}[.-:‘1 +4.I'E;r+3:|
gl ex s 1){x"=x+1) d) (¥ =3 + [+ 3+ 3)
8.212. a) [x — 1)(x + 1){x* + x + 1){x*—x + 1)
b} {_:q'! & 1]{;'! T 4--'_I.Z:|{.||:'2 —\Exd-l}; wEkardwko: ¥+ 1= {:r:']-:' +1
e(2-x)2+x)x?+A)x-22 % + Q){xt = 242 x = 4)
d} {:r - 1}’[1 - 1}’{:’ L 1}’[:‘1 -5 & 1)
8.213. a) x[x — 1){x + 1){x — 2){x + 2){x — 3}(x + 3}
b) {x? - 2x + 8)(x? + 2x +9}{f +114 zd'i{':}[f #11 -ln.l'ﬁ]l

c) (x + 1]{: +7)(x* + 2x + 8B)
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Matematyka. ZRidr zedad, Klasa 2. Zakres rozszerzony

d) (2 - 3)"(x" + 4)
e} %{x +1)[2%7 - 3x + 3)

f) ~:—{x = 1){x + 3}{x + 2)

8.214. a) Wix) = [ + x + 1) + x + 3] b) Wilx) = [ =+ 1){x" = 2x + 3)
Réwnania wielomianowe

11
g.215.a)x=2 bjx=-4 Jaxm=1 dlxea {_5'5}

el x e {-2,2} f) réwnanie sprzecane

8.216.a) x € {-5.1%,4} b) x & {2— V3.2.2+443} dxe {-3—\5.-3+ ﬁ,n.%]
d) x {-12,-1%.11;] ) réwnanie spraeczne 1) x & [-4,-3,2,/2.4
8.217 3 x o {-2,5.43.2]  b)x e{-5.0.453 cxei334
d)x & {{I,;,;} elxe 01} Hx E{ 2 _5}
2218 3 xef-11} Hre {—1,%,1} e k=2
—4,—,4} fxe {—-J'_,-%,Jf}

B219.a)x e [0,3] blxe {—L%,l} ) x e {—1.;.3}
d)x e {—4,—J§,ﬂ,~.lr§|'i e)xef-212 fxe i-xﬁ.—-l.ﬂ.u"i}

8.220.3) x € |-2,2} b} rdwnanie sprreczne  cf x & -1, 2}

djxe{-1,1.5 e =« E{

1

d) x € {—lﬁ.—l,hiﬂ} elxe {%%} fxe {%ﬁ}
8.221, 3) x & [—1,%} b x e [“3--.1'5 “a“ﬁ.a}

3 T
o) x € {=3, =1, 8}; wikozdwho: =13k ==k - 12x
d) x =-3; wakazdwko: —Sx = —9x + dx

el x e {—5,1} fx e {-1-42,-1442,2}

Odpawiedzi do zadad

8222 a)x e {-6,—4,-2] bBlxe{l,35 dxe {—1,%, }

dixe{-1,23 exaf-26 flre [——,E.E}; wekardwke: Skorzystaj

I bwierdzenia o catkowitych pierwiastkach whebomianu.
8223.a)x e {-3,-1,1,3}) blxe {—-{u‘i,z} elx =2

d) réwnanie sprzeczne  ejx=-1  flx= %

8.224.8)x € |-5,0,5) blxe { -J6,- ""r "E u"_] dxef-1,3

dix=-1 ejxe [a_iﬁ.—lﬁ*—i“@} flxaf-514
8.225 8) x & {_%%_%} bjxe{-2-1,012 ¢xaf-6-22

djxe {—3=—2ﬁ_—3+24’§_%} o) x e {—1,1%,3] flxe {_;_12,21
B.226.2) x & [-1,-%,1} b) x e {..1,._1,-%} gfx e {-4,-1,0,1,4

2%“ _3} E]:r = I—l, 1'|i ﬂ X & ‘—E,{EE

xa 1,

,4} g) x e {1%,:} flx e { 1,;,1:}

B2718.a)x e % ] bjx e [- ..a;-.%} c}fo—?.l}}

d)x e ['1"'5,1, '“"‘ri} e) x {_g,_l,z} fx e {%gi]

5

8227 a)x e {_1_11 } b} x @ ﬁgi} o) xw |-4,0,5
s
5

.n.!:- 2 | =

lull-
[ TSR]

2. 2 2

wikarowka: Skorzystaj z twierdzenia o wymiernych plerwiastkach wielomianu.

1 p 5 |
B20.a)x=-= bjxe {_ g, [ } gxml
2 4 2 2

d)x e f-2,2) EJ”{-%,%;} I‘]xs{i,z_z%j}

wakardwke; Skarpyitaj @ twierdzenia o wymiernych pierwiastkach wielamianu.
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Matewaatyka. Zhidr zadai. Klasa 2. Zakres rozszeratng

4_ﬁ.—L4+ﬁ] c)x e {0,386

8.230.a) x = 2 b]:uz{ z =

& 3

dixe {ﬂ.—l,—%.l] elxef02 flxe{-37

g.23l.ajxe =21 bjxe{-22 cxel5-LL5
d)x € [-13,-1,1,13) e)xef-2-15 flxef-212

8232, a =-12, b = & wskozdwho: Po podstawieniu w miefsce x liczby 1+43 otrzyrmujemy
raleinost: 42 + 1643 = 4o - b - (20 + b)V3:stad 42 = 4o - b A 18 =-20- b,

Zadania prowadzgce do réwnan wielomianowych

8233 a)o=-2 b wix)=(x-1){x-3){x-5)

B.234. a)a=-1luba=1 b)-2i-5~ pierwiastki jpdnokrotne; 0 - pierwiastek dwukrotny

8.235, wekordwike: Suma wepélczynnikdw jest réwna 0 wiedy, gdv o = 3. Roawiat réwnanie
W(x) = 0w preypadiu, gdy o = 3.

8.236.ajo=1 bja{x)=x"+x+4

8.237. 0=1 lub 6= 2 luba= -2

8238 (—61-3) lub (3i8)

8.235, -5, =2, -3

8240, 28 ucznitow

8.241. 241

82.242. 2 cm, 4 cm, 1 ¢

8.243, 10 em, 10 cm, 4 om

2.244.5cm = 5 om lub 10 em = 10 cm

8,245 Tm,Sm 4 m

B.2dG. 4,6, 8

8247, 3,57

Rdwnania wiclomianowe z parametrem

g.MB. o E {--35,11}
4 E

B89, mE {—l.ﬂ,-E,l}

E2S0.p e I:E H:)
> i g.l

8.251, ke {-1, 7]

8.25. 0 R — {—5.—1;.—3]

Odpewiedzl do zadad

B.253. m ¢ (-4, -1)

£254. me [—m,;]u[%,l] w (5, +oo)

B.255. ke [-‘%ﬁ,-a]uf -3,_1],u( . Ji]

2

8.256. me |-2,2}

B.257. p = -3; wekorowkn: Réwnanie preyjmuje postads x- [x’ -{p+3)- -1] =0, wigc 0
jest jego rorwigzaniem. Porestale roswigzania xg, x» 59 rodwigganiami réwnania
# = (p + 3) =4 = 0 wtedy, gdy & > 0. Ponadto spelniajy one warunek:

Xy ¥y = -4 < 0, czyll majy preeciwne znaki, Zatem 0 jest 4rednig arytmetycing
Hezh x| az,

B.258. g = 1; wskordvwiha: Z plerwszegao wioru Viete'a dia wielomiandw stopnia trzeciego
Mamy: xq & Xz + Xy = 6, stad liczba & jest plerwilastkiem wiglomiany, Po wyinaczeniu
o sprawd?, de rdwnanie ma triy rorwiazania,

(1
8259.p¢ | 1.1::]

B260.k e [5%1—#&]

E.261, & = -3; wakasdwhka: lednyrn 2 rorwigzan rdwnania jest liczba 0.

8262 pe[=2,3)w [-3%}
B.263. ke (-5,0)w I:ﬂ,l ;-J

B.264. m & [-u:%]

E.265. m = -5 wikordwhks: Po dokonaniu podstawienla £ = Xt otrzymujemy
£ (m o+ 1+ (m + 3F = 0. Zavwat, te nie mode sie zdarzyé preypadek & -1 < 0.
Zatem rdwnanie z niswisdomy ¥ ma dwa rorwizzrania tylko wiedy , gdy rdwnanle
 niewiadamy ¢ ma jedno rozwigzanie dodatnie,

8,266, wskozdwkp: Réwnanie doprowadi do postac: (x - 2)(x* + 2 + m') = 0.

E.267. p=-1; wikardwkn: Uzasadnij, grupu)3c odpowlednio wyrazy, ie liczha =2 spelnia to
réwnanie,

B.268. Jedli p & (-1, 3}, to rdwmanie ma jedne rozwizzanie: 1; Jedll p = -1, to rdwnanie
rna dwa rorwigzanta: -11 1; jedll p £ {—n::n —1} it (3, +20), to réwnanie ma trzy roz-
wigzania,
wikardwko: Uzasadnij, grupujgc odpowiednio wyrazy, de liczha 1 spelnia to réwe-
nania.
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=268 Motematyka, Zhidr 2adai. Klasa 2. Zakres rozszerzony Oulpowiedzd do zadal i

8.280. a) Wx) =—{x-1)*{x+ 2} b} x e (-o0,-2) w1} o (-3, 18), (-2.0), (3, -20)

1jeslime{1,9) 1 .
865Gl = Alrslime :ﬂ.gl &.281. ‘} wix) = “ exl=x' b Glx)= _-.q_'-lllx_ ﬁ]fx-r u'r?'} {a? + 5)
3, jedli m e —oe, 0 0,1) (9,4

8.282. a) Wix) = [x - 3}{»" + 3)

Mierdwnosci wielomianowe

H.283. a} XE (—w.— %JU{I%,'}] b} X E {1! i {5,, +n.-:|} ) x € {—3-,, 1] i {L 2}
dxe(-22 erelod) w2} xel-20)(03 w3 1)
ﬂ.!Eﬂ.a}x 5 (—%j}u{i J-m-ﬁ h} XE ‘ﬂﬁu{i-tm:l

wikazdwko: Wialomian x” + 6x = 7 rozléé na czynnikl.

siiilicd ' c) x € o, 2w (2, 3) (5, +o0) d]xeﬂ'—{—i,i}
o Mmoo | Ox (00, -YULDUR+oc) fxe(-3-1) ud)
8.285.a) x € {—u:.,—E} I {—2, +0a) h} g [—m,i}

£) x € (~oe, =1} w {1.3;) dix e (-EJ-‘.I.%} L {3-. +og)

8.270.a)a=-1,b=3,¢=6,d=-8 bl x e {-2,1,3}
8271 a)y ="+ ' =10 +6 b} x € {-3,-1 3] ;

B272.a) y = Gx' - 30" + 9007~ Bdx +24  bB)x e {—3%,-1}
e}x 3 {—t:r:n.. -3} L Ei flxe (Egﬁm]u{il
8.286.3) % € (oo, 4} (2,3) b} x € (1, 3) (5 +0)

d x & (~co, ) u (1%,1:) d) x € {~00,-3) L (-z%,a)

E.Hﬂn—i]ﬂ:% h}}l:%xz'_;xl‘,&

) x {3, +oo) L {—1%]» flxe (—1%%] w1, +oc)

8287 a)x (1%,+m} wi-1] Blxe [—ﬂﬂ,—lg) w2

B.ETd. a} y mi’ =S + Ti; wskozowko: Ir'IFI:.t] =.ﬂ_#‘2 + b + c],gdzlebi -de < 1:} - {—m. _5} L {_1 —E] ! [L el :I] o {—m A {%}
b) (-1, -13), (3. 3)
2.275.3) y = EI (r-){x+ 2+ 2x +5)  b)-31 &) x @ (=, -VB (22 u(VE =) 1) 2« (10,-2)u(2.400)
8,276, 3) Wix} = 4" +12¢" -9 + 2 b)Rlx) = 1 8288.3) 0= R b) D= (-=-2v2) w [0f u (242,45)
=t -6t 4 By + 24 wskpsdivko: -2 ierwiastkiem dwuk lul cxte-
L :;{Jm:; 'f::lum?:nu Inzﬁt[x],ﬁm I:V[:fﬁ:ttl}j[ux’ + by + r}lr;;:riﬂ #0. D=2 db-= [_m%) u f2)

8.278. a)y = ¥ -2 bjxe {*ﬁ,—ﬁ.ﬁ.\lﬂ

B.389.2) % @ (oo, -1} w {0} w (1 #o0) Blx e (4-2)w(-13)
c)x e -1} w2 +m0) d)x e (-0, -2 (0,2

1
8279, 3) x € (~o00,-2) w(-2.1) “]'“'{’]"g“j“j'li dre {210, e)xeRh—{-5-335 flrel-2-112
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Matematyka. Zhidr zadad, Klasa 2. Zakves razszerzony

8.290.

8,291

E.292.
B.293.
B.297.
B.298.

a)x e (oo, 0w {2 u(5+0) b)xe(-6-1)u(-14)

¢) x & (o0, ~1) w0 + o) d)xa (-8 -6) w40 (24)
a}xe{—&,i} ﬂxE{—m,E]u{E+m}

a) x & (oo, 4w (LN (4 20e)  B)xe (oo, 3w (2, 2w (3, 420)

g x @ {:—\Eﬁ} |:|:I.'r € |=2, E]I

e) x & (~o0,~1) s {0} L (5, #20) flxe(-00. 1)
wkazowko: L=x" + [x* =2 + 1) + [y - dy +d) + 1

wskozowko: 17x" = 16" + x*

wikazdwio: Wykat, e 2® + 20 -2 -6 + &7 + 3= + 3) -2t + 3) + [ + 3)
wakardwko; Wykad, de x* + 2" — S’ B 4 9 ¥ + 1 =Bk + 1) + 2

Test sprawdzajgey do rozdziatu 8,

Hr zadania 1 ] 3 4 5 &
Odpowied: B [n] C B [¥] o c c D A

Mr zadania 11 | 12 | 13 | 14 | 1%
Odpowiedi B < A o 2]

Zadania powtdrzeniowe do rozdzialu 8.

16
17

18.

19.
2
1

i1
FEN
.

5.

3L

Fix) = B’ + da = 31; wielomian F{x) ma dwa pierwiastki.
Istnigjg a=-2, b =-1

3 -:-':.E-;:HEH b) %

a) Wix) = (1= x){x = 5){x + 5)1 + x + «°); plerwiastki: -5, 1, 5
b) x{x = 1){x - 5)[x + 8): plerwiastki: -6, 0, 1, 5

aja=2 b) -4,-1,2
ae {=2,~11}
ala=d, b=1 b)pierwiastii catkowite: -2, 3

) x = 3% b x & [—%%} dxe[-347} dxe E,Lz}

425; wskazdwia: Priedstaw wyratenle w postaci (x + 3){2x" - 1) i w miejsce x pod-

staw 2k + 1, gdrle k & Z.

aywix)=(1-x)x-4)x+2) bBlwlx)=-x'+3"+6x-8

wikazdwhka; Zapisz kolejne liczby naturalne w postaci; 40 + 1, 4 + 2, dn + 3,

gdzie n & N. Nastepnie doprowad? do najprostsse] postaci wyraZenie:

(4m + 1" + (40 + 2)* + (a0 + 3).

—ﬂ‘-

da
wakanditi: Toada] ritnicy. -

wshardwia, Doprowadi wyratenie do postaci; =Ta' =B’ - 1.

e S T T

Capowiedsr de zadadi

33

e

an

38

ag.

a1,

42,
43,
44,

45,

AB.
a7,

48,

45,

wirorowkn: Wykai, ie I:_x * 3]’ - {;r - .'l]-' = 12x7 + 2dx + 2B; nastepnie uzasadni),
te najmniejsza wartodd funkeji kwadratowsj f(x) = 12:° + 24x + 28 jest rdwna 16

a) loraz: Qfx) = x* + Bx + X; resztac Rx) = <19x + 28
b) W(x} =[x + 5){x + 2){x - 1){x - 3)
[e=6b=1) lub ([0=3,b=2)
3w+ 4
yoiild
2'2"2
m = 2; wekardwio: Zouwat, fe W{-1) = 0dla m & R, Nastepnie skorzystaj 2 twier-
drenia o catkowitych pieradastkach wislomiznu,

alxeR={3 b)xe(-00-5u I::—-."H,ﬂ:l wil &) u{dﬁ,q—mj

11
gil
32

1
alym2e?=2xlu2e 42 bixe [—u:.—i) w1}

a) Wix) = (x + 1){x + 1}{5 - )
dlp=1g=14 b)-29
wikardwka: Flerwiastklem wielomianu jest Hezba 3 albo liczba 5. W ebu praypad-
kach otrzymujemyam =7,

wikardwke, Wykak, e liczba 2° — 4 jest podzielna preer 7. Skarrysta) 2 wiory
nag"- b gdeien e N,

wikazawka: Dane wyratenie doprowads do postaci (k - 1)(k - 2)(x - 3).
wskozdwko: | sposdb: MNiech x = 437410 + 127 - Y3710 - 117:

b} x & (0, 2} (2, +20)

wiwiezas x! = [¥3Tﬁ+11? —<'.I|3-?-.Ir1_n— 117 }.,

stad x* = 234 - 3{%’3?Jﬁ+n? = q’,,lra,?-.h_n—:u.:r}_ cxyli ¥* = 234 - 3x. Dana liczha

spelnia rdwnanie x* + 3x = 234 = 0. Wykat, te Jedynym rorwigzaniem rdwnanla
x' 4 3x - 234 =0 jest liczba 6.

[
ll sposéib: Pakazujemy, 2e (3+4/10) =374/10 +117 oraz fq’ﬁ-aj’ -3710-117

Mo {—5, 1) {—?}

a)xe <3+:ﬁ,+u:-}u{ii

th

b) m & (=00, <5) {-E.Himf}u[

)
.1} w1, +o0)

Rownanie ma: jedno rozwigzanie, jedli m & (=3, ﬂ'}j dwa rozwigzania,
jedli m € [-3, 1}; trey rozwigzania, Jedli m & (-0, -3) v (0. 1} (1, +0c).
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Wartosci funkeji trygonometrycznych kgtéw ostrych

i sina 1ger g ok i
¥ a7 0,047 57,200 1050 B
ot 0035 0,035 28,635 0,939 Ea
E 0,052 o053 10081 13, 57510 F-h
4" a0 0070 14,300 17, ¥R 26"
5" 0L0RT 0,087 11,430 0,596 &L
B 0,105 1,105 9,514 {0,905 B4
7" 0,122 0,123 8,144 m,553 E
B 0,134 0,141 7,115 13,550 EI
4* 0,156 0,158 i, 344 0,988 B
10" {.174 017e 5,671 0,585 B
11" 0,181 0,194 5,145 0,581 Ta
12" 0,708 0,213 1,705 0578 &
13" b, 725 0,234 4,334 0,974 bl
14" 0,247 0,249 4,004 0,570 Pl
15" 0,759 0,268 3,732 0, 366 TE
16° 0,276 0,287 3487 3,561 T4
17" 0,202 0,306 3,171 0,554 Ty
18" b, 2018 0,324 3,008 0,551 i
18" 0,326 0,344 2,004 0,946 e
20" D_z42 0,364 Xy 3, S0 Tt
21 i, k58 0,384 1,505 LT Ea
12 0,375 0,404 2,475 0927 21
S b, 781 0,424 2,156 REE3] T
28 0,407 0,445 1.6 0,914 &5
¥5" D433 0,466 1145 &, 506 (25
26 4 %R 0,485 2050 & B4
a 0,454 0,510 1,963 E 6T
-0 b, 68 0,532 1,881 0BT (i
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